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Аннотация

Получены необходимые и достаточные условия Lp-интегрируемости со степен-
ным весом функции f , представимой двойным рядом по мультипликативной системе
с обобщённо-монотонными коэффициентами. Эти условия даны в терминах коэффи-
циентов или их вторых смешанных разностей. Кроме того, изучается интегрируемость
разностного отношения

(
f(x, y) − f(x, 0) − f(0, y) + f(0, 0)

)
/(xy).

Abstract

S. S. Volosivets, R. N. Fadeev, Weighted integrability of double series with respect
to multiplicative systems, Fundamentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 18 (2013),
no. 5, pp. 69—87.

Necessary and sufficient conditions for Lp-integrability with power weight of a func-
tion f represented by the double series with respect to a multiplicative system with
generalized monotone coefficients are obtained. These conditions are given in terms of
the coefficients or their second mixed differences. In addition, the integrability of the
difference quotient

(
f(x, y) − f(x, 0) − f(0, y) + f(0, 0)

)
/(xy) is studied.

1. Введение

Пусть {pn}∞n=1 ⊂ N, 2 � pn � N . Определим m0 = 1, mn = pnmn−1, n ∈ N.
Тогда каждое x ∈ [0, 1) имеет разложение вида

x =
∞∑

n=1

xn

mn
, xn ∈ Z+ ∩ [0, pn). (1)
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Представление (1) является единственным, если для x = k/ml, k, l ∈ Z+,
0 < k < ml, мы берём разложение с конечным числом xn �= 0. Каждое k ∈ Z+

единственным образом представимо в виде

k =
∞∑

i=1

kimi−1, ki ∈ Z+ ∩ [0, pi).

Для x ∈ [0, 1) и k ∈ Z+ положим по определению

χk(x) = exp
(

2πi
∞∑

j=1

xjkj

pj

)
.

Система {χn(x)}∞n=0 является ортонормированной на [0, 1) и полной в L1[0, 1).
Подробнее её свойства рассматриваются в [6, § 1.5]. Измеримая на [0, 1) функ-
ция f(x) принадлежит пространству Lr

α[0, 1), 1 � r < ∞, α ∈ R, если конечна
норма

‖f‖r,α =
( 1∫

0

|f(x)|rxα dx

)1/r

.

Сумма
n−1∑
k=0

χk(x) =: Dn(x)

называется n-м ядром Дирихле. Для ряда
∞∑

k=0

akχk(x) (2)

рассмотрим частичные суммы

Sn(x) =
n−1∑
k=0

akχk(x), n ∈ N,

и максимальную функцию

M∗(x) = sup
n∈N

|Sn(x)|.

Будем писать {ak}∞k=0 ∈ GM, если

2n−1∑
k=n

|ak − ak+1| � Can, n ∈ N; |a0 − a1| � Ca0. (3)

Можно показать, что для {ak}∞k=0 ∈ GM при дополнительном условии

∞∑
k=1

ak

k
< ∞
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ряд (2) сходится при x �= 0 (см. лемму 5). Класс GM, введённый С. Ю. Ти-
хоновым [23], включает в себя класс последовательностей RBVS, введённый
Л. Лейндлером [19] и определяемый неравенством

∞∑
k=n

|ak − ak+1| � Can, n ∈ Z+.

Он содержит также класс QM квазимонотонных последовательностей, рассмат-
ривавшийся А. А. Конюшковым [7].

В одномерном случае

Δaj = aj − aj+1, Δ2aj = aj − 2aj+1 + aj+2, j ∈ Z+.

Для двойных последовательностей {ajk}∞j,k=0 положим при j, k � 0

Δ10ajk = ajk − aj+1,k, Δ01ajk = ajk − aj,k+1,

Δ11ajk = Δ10(Δ01ajk), Δ22ajk = Δ11(Δ11ajk).

Для ряда
∞∑

j=0

∞∑
k=0

ajkχj(x)χk(y) (4)

рассмотрим прямоугольные частные суммы

Smn(x, y) =
m−1∑
j=0

n−1∑
k=0

ajkχj(x)χk(y), m, n ∈ N.

Ряд (4) определяет следующую максимальную функцию:

M∗(x, y) = sup
m,n∈N

|Smn(x, y)|. (5)

Пусть {ajk}∞j,k=0 —неотрицательная последовательность, такая что
∞∑

j=0

∞∑
k=0

|Δ11ajk| < ∞

и
lim

j+k→∞
ajk = 0.

В этом случае ряд (4) сходится по Прингсхейму на (0, 1)2, т. е. Smn(x) схо-
дятся при min(m,n) → ∞ (см. [22] в двоичном случае, т. е. при pi ≡ 2). По
аналогии с важным свойством одномерного класса GM, отражённым в лемме 2,
следуя [14], будем писать {ajk}j,k∈Z+ ∈ GM2, если

lim
m+n→∞ amn = 0

и при m,n ∈ Z+

∞∑
j=m

∞∑
k=n

|Δ11ajk| � Cβ∗
mn :=C

(
amn+

∞∑
j=m+1

ajn

j
+

∞∑
k=n+1

amk

k
+

∞∑
j=m+1

∞∑
k=n+1

ajk

jk

)
.

(6)
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Мы предполагаем, что ряды из правой части (6) сходятся и можно рассматри-
вать сумму f(x, y) ряда (4) при {ajk}j,k∈Z+ ∈ GM2. Будем писать {ajk}∞j,k=0 ∈
∈ RBVS2, если

∞∑
j=l

∞∑
k=q

|Δ11ajk| � Calq, l, q ∈ Z+, (7)

и {ajk}∞j,k=0 ∈ RBVS(2), если вдобавок к (7) имеем

{ajk}∞j=0 ∈ RBVS, k ∈ Z+, {ajk}∞k=0 ∈ RBVS, j ∈ Z+.

Ясно что класс RBVS(2) содержит класс монотонных по Харди двойных по-
следовательностей {ajk}∞j,k=0, таких что ajk � 0, Δ10ajk � 0, Δ01ajk � 0,
Δ11ajk � 0 для всех j, k ∈ Z+. Аналогично вводится класс GM(2):
{ajk}j,k∈Z+ ∈ GM(2), если, кроме неравенства (6), выполнены включения

{ajk}∞j=0 ∈ GM, k ∈ Z+, {ajk}∞k=0 ∈ GM, j ∈ Z+,

причём постоянная в неравенствах вида (3) не зависит от k ∈ Z+ или j ∈ Z+

соответственно. В этом случае

apq � Camn, p � m � 2p, q � n � 2q;

apq � Cap+1,q, Cap,q+1 � C2ap+1,q+1, p, q,m, n ∈ Z+,
(8)

и C не зависит от p, q.
Пусть 1 � r < ∞, α, β ∈ R. Через Lr

α,β [0, 1)2 мы обозначим множество
измеримых на [0, 1)2 функций f с конечной нормой

‖f‖r,α,β =
( 1∫

0

1∫
0

|f(x, y)|rxαyβ dx dy

)1/r

.

В силу неравенства Гёльдера Lr
α,β [0, 1)2 ⊂ L1[0, 1)2 при α, β < r−1. По ряду (4)

можно определить величину

Sr,α,β(a) =
( ∞∑

j=0

∞∑
k=0

|ajk|r(j + 1)r−2−α(k + 1)r−2−β

)1/r

.

Ясно, что Sr,α,β(a) убывает, когда α или β возрастает. С другой стороны, в силу
неравенства Гёльдера Sr,α,β(a) почти возрастает, когда r возрастает, т. е.

Sr,α,β(a) � CSq,α,β(a), 0 < r < q < ∞.

Выражение A(f) � B(f) означает, что C1A(f) � B(f) � C2(f), где
C1, C2 > 0 не зависят от f . Константы C,C1, C2, . . . разные в различных случа-
ях.

Обзор ранних работ по проблеме Lr-интегрируемости со степенным весом
суммы тригонометрического ряда можно найти в [12]. В случае рядов по си-
нусам или косинусам с монотонными коэффициентами {an}∞n=1 и суммой f(x)
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условие f ∈ Lr
α[0, 2π] равносильно сходимости ряда

∞∑
n=1

nα+r−2ar
n для подходя-

щих r и α (см. [12, § 6]). В ряде работ (см., например, [15,19,23]) этот результат
распространён на более общие классы {an}∞n=1. Ф. Мориц [20] получил доста-
точное условие Lr-интегрируемости мажоранты M∗(x) ряда по системе Уолша
с монотонными коэффициентами и необходимое условие такой интегрируемо-
сти его суммы f(x). Вместе эти условия дают критерий принадлежности M∗(x)
и f(x) пространству Lr

0[0, 1). Другие результаты типа теоремы Харди—Литт-
лвуда для рядов (2) с монотонными коэффициентами были приведены в [8]
без доказательства. В [3] критерий f ∈ Lr

α[0, 1) получен для рядов (2) с ко-
эффициентами классов RBVS и QM. В [24] даны оценки сверху наилучших
приближений функций в Lr и пространстве Харди при некоторых условиях на
разности коэффициентов Фурье—Виленкина, близких к тем, которые исполь-
зовались в [11]. В [4] получены двусторонние одинаковые по порядку оценки
Lr-нормы сумм ряда по косинусам с выпуклыми коэффициентами и ряда по
синусам с монотонными коэффициентами, где r ∈ (0,∞).

Для случая двойных рядов Уолша (а также двойных рядов по косинусам
и синусам) Ф. Мориц [21] установил аналоги своих одномерных результатов
из [20].

Теорема A.

1. Пусть pj ≡ 2, r � 1 и последовательность {ajk}∞j,k=0 такова, что ajk � 0,
Δ10ajk � 0, Δ01ajk � 0, Δ11ajk � 0 при всех j, k ∈ Z+, M∗ определена по
ряду (4). Тогда

‖M∗‖r := ‖M∗‖r,0,0 � C(r)Sr,0,0(a).

2. Пусть pj ≡ 2, r > 1, последовательность {ajk}∞j,k=0 удовлетворяет услови-
ям первой части теоремы и, кроме того,

lim
j+k→+∞

ajk = 0.

Если сумма f ряда (4) принадлежит Lr[0, 1)2, r > 1, то
( ∞∑

j=1

∞∑
k=1

ar
jk(jk)r−2

)1/r

� C(r)‖f‖r.

Позже в работах М. И. Дьяченко, Е. М. Нурсултанова и С. Ю. Тихонова
появились другие многомерные варианты теоремы Харди—Литтлвуда о тригоно-
метрических рядах с монотонными коэффициентами. Отметим упоминавшуюся
статью [14]. В [24] установлены оценки приближения углом функций в тер-
минах коэффициентов Фурье по двойной мультипликативной системе. Из этих
результатов вытекает оценка сверху Lr-нормы, 1 < r < ∞, функции с рядом
Фурье (4) и {ajk}j,k∈Z+ ∈ RBVS(2) (см. [24, следствие 4]). Используя идеи
из работы С. Ю. Тихонова [9], Н. А. Бокаев и Ж. Б. Муканов [2] получили
оценки весовых Lr-норм сумм рядов (4) с коэффициентами из RBVS(2). Веса,



74 С. С. Волосивец, Р. Н. Фадеев

использовавшиеся ими, были более общими, чем степенные и удовлетворяли
условиям Бари—Стечкина и Δ2-условию. Т. М. Вуколова и М. И. Дьяченко [5]
вывели двусторонние одинаковые по порядку оценки Lr-норм функций с моно-
тонными двойными коэффициентами представляющего их тригонометрического
ряда. Для двойных рядов по косинусам и косинусам, синусам и синусам, коси-
нусам и синусам использовались различные разности коэффициентов. Отметим
результат для двойных рядов по косинусам и косинусам.

Теорема B. Пусть 0 < r < ∞, последовательность {ajk}∞j,k=0 такова, что
lim

j+k→+∞
ajk = 0 и Δ22ajk � 0 при всех j, k ∈ Z+. Тогда для

f(x, y) :=
∞∑

j=0

∞∑
k=0

ajk cos jx cos ky,

имеем
2π∫
0

2π∫
0

|f(x, y)|r dx dy �
∞∑

j=0

∞∑
k=0

(j + 1)2r−2(k + 1)2r−2(Δ11ajk)r.

В [13] исследовалась обычная Lr-интегрируемость и более общая φ-инте-
грируемость со степенным весом суммы fc(x, y) ряда

∞∑
j=1

∞∑
k=1

ajk(1 − cos jx)(1 − cos ky)

в случае ajk � 0 при всех j, k ∈ N и была установлена следующая теорема.

Теорема C. Пусть 1 � r < ∞ и ajk � 0 при всех j, k ∈ N. Тогда для
−r < α, β < 0 справедливо соотношение

π∫
0

π∫
0

xα−1yβ−1fr
c (x, y) dx dy �

∞∑
m=1

∞∑
n=1

m−α−1n−β−1

( ∞∑
j=m

∞∑
k=n

ajk

)r

.

Целью настоящей работы является получение двусторонних оценок, анало-
гичных результатам теорем A (с распространением на весовой случай) и C, для
ряда (4) с обобщённо-монотонными коэффициентами ajk. Кроме того, в случае
Δ22ajk � 0 получена оценка сверху нормы ‖f‖r,α,β , где f — сумма ряда (4),
отличающаяся от аналогичного результата из теоремы B.

2. Вспомогательные утверждения

Лемма 1 (см. [1, гл. 4, § 3; 6, гл. 1, § 1.5]).

1. Пусть Dn(x) =
n−1∑
k=0

χk(x). Тогда Dmn
(x) = mnX[0,1/mn)(x), n ∈ Z+, где

XE —характеристическая функция множества E.
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2. Для любых n ∈ N и x ∈ (0, 1) имеет место неравенство |Dn(x)| � N/x, где
pi � N для всех i ∈ N.

Лемма 2 [23]. Если {an}∞n=0 ∈ GM, то справедливы неравенства

n−1∑
j=k

|aj − aj+1| � C

( n−1∑
j=k

aj

j
+ ak

)
, n � k + 1, n, k ∈ Z+;

an � Caj , j � n � 2j, a1 � Ca0.

Первый пункт леммы 3 представляет известное неравенство Харди—Литтл-
вуда [10, теорема 346], а второй содержит двумерное обобщение этого неравен-
ства, данное Ф. Морицем [21].

Лемма 3.

1. Пусть 1 � p < ∞, r > 1, an � 0 при n ∈ N. Тогда
∞∑

n=1

n−r

( n∑
i=1

ai

)p

� C(p, r)
∞∑

n=1

n−r(nan)p.

2. Пусть 1 � p < ∞, r1, r2 > 1 и ajk � 0 при j, k ∈ N. Тогда

∞∑
m=1

∞∑
n=1

m−r1n−r2

( m∑
j=1

n∑
k=1

ajk

)p

� C(r1, r2, p)
∞∑

j=1

∞∑
k=1

jp−r1kp−r2ap
jk.

Лемма 4.

1. Пусть 1 � p < ∞, s < 1, an � 0 при n ∈ N. Тогда
∞∑

n=1

n−s

( ∞∑
i=n

ai

)p

� C(p, s)
∞∑

n=1

n−s(nan)p.

2. Пусть 1 � p < ∞, s1, s2 < 1 и ajk � 0 при j, k ∈ N. Тогда

∞∑
m=1

∞∑
n=1

m−s1n−s2

( ∞∑
j=m

∞∑
k=n

ajk

)p

� C(s1, s2, p)
∞∑

j=1

∞∑
k=1

jp−s1kp−s2ap
jk.

3. Пусть 1 � p < ∞, s < 1 < r и ajk � 0 при j, k ∈ N. Тогда

∞∑
m=1

∞∑
n=1

m−sn−r

( ∞∑
j=m

n∑
k=1

ajk

)p

� C(s, r, p)
∞∑

j=1

∞∑
k=1

jp−skp−rap
jk.

Доказательство. Утверждение 1 установлено Г. Харди и Дж. Литтлвудом
(см. [10, теорема 346]). Для доказательства утверждения 2 рассмотрим

Ajn = n−s2/p
∞∑

k=n

ajk.
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Тогда согласно пункту 1 имеем
∞∑

m=1

∞∑
n=1

m−s1n−s2

( ∞∑
j=m

∞∑
k=n

ajk

)p

=
∞∑

m=1

∞∑
n=1

m−s1

( ∞∑
j=m

Ajn

)p

�

� C1(p, s1)
∞∑

n=1

∞∑
m=1

mp−s1(Amn)p = C1(p, s1)
∞∑

m=1

mp−s1

∞∑
n=1

n−s2

( ∞∑
k=n

amk

)p

�

� C2(p, s1, s2)
∞∑

m=1

∞∑
n=1

mp−s1np−s2ap
mn.

Пункт 3 доказывается аналогично пункту 2. Лемма доказана.

Аналогично работе [23] с помощью лемм 1 и 2 доказывается лемма 5.

Лемма 5. Пусть {an}∞n=0 ∈ GM и
∞∑

k=1

ak/k < ∞. Тогда ряд (2) сходится при
x �= 0.

Лемма 6.

1. Пусть f ∈ L1[0, a) (f ∈ L1
loc[0, a) при a = +∞), 1 � p < ∞, f(x) � 0 на

[0, a) и

F (x) = x−1

x∫
0

f(t) dt, x ∈ (0, a).

Тогда при r < p − 1 справедливо неравенство
a∫

0

xrF p(x) dx �
(

p

r − 1

)p
a∫

0

xrfp(x) dx.

2. Пусть f ∈ L1[0, a)2 (f ∈ L1
loc[0, a)2 при a = +∞), 1 � p < ∞, f(x, y) � 0

на [0, a)2 и

F (x, y) = x−1y−1

x∫
0

y∫
0

f(u, v) du dv, x, y ∈ (0, a).

Тогда при r1, r2 < p − 1 справедливо неравенство
a∫

0

a∫
0

xr1yr2F p(x, y) dx dy � C(p, r1, r2)

a∫
0

xr1yr2
(
f(x, y)

)p
dx.

Неравенство пункта 1 установил Г. Харди [10, теорема 330], неравенство
пункта 2 приведено в [21], где указано, что его доказательство принадлежит
А. Торчинскому.

Последовательность {an}∞n=1 называется квазиубывающей, если an � Can+j

при 1 � j � n. Лемма 7 доказана Л. Лейндлером в [18, теорема 1] и [17].
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Лемма 7.

1. Если последовательность {an}∞n=1 квазиубывает и последовательность
{λn}∞n=1 неотрицательна, то имеет место неравенство

∞∑
n=1

ap
nnp−1

∞∑
k=n

λk � C
∞∑

n=1

λn

( n∑
k=1

ak

)p

, p > 1.

2. Если последовательность {an}∞n=1 неотрицательна и последовательность
{λn}∞n=1 положительна, p � 1, то имеет место неравенство

∞∑
n=1

λn

( ∞∑
k=n

ak

)p

� pp
∞∑

n=1

λ1−p
n

( n∑
k=1

λk

)p

ap
n.

Лемму 8, доказанную первым из авторов, можно найти в [16].

Лемма 8. Пусть

Fn(x) =
n∑

k=1

Dk(x)
n

, n ∈ N.

Тогда для x ∈ (0, 1) и n ∈ N справедливо неравенство

|nFn(x)| � Cx−2.

3. Основные результаты

Теорема 1. Пусть −1 < α, β < r − 1, {ajk}∞j,k=0 ∈ GM(2), r ∈ [1,∞) и
Sr,α,β(a) < ∞. Тогда функция M∗, определяемая равенством (5), содержится
в Lr

α,β [0, 1)2 и при этом ‖M∗‖r,α,β � CSr,α,β(a).

Доказательство. Для заданных x, y ∈ (0, 1) находим p, q ∈ N из неравенств
1/(p + 1) < x � 1/p, 1/(q + 1) < y � 1/q. Тогда

|Smn(x)| �
p−1∑
k=0

q−1∑
k=0

ajk +
q−1∑
k=0

∣∣∣∣
m−1∑
j=p

ajkχj(x)
∣∣∣∣ +

+
p−1∑
j=0

∣∣∣∣
n−1∑
k=q

ajkχk(y)
∣∣∣∣ +

∣∣∣∣
m−1∑
j=p

n−1∑
k=q

ajkχj(x)χk(y)
∣∣∣∣ = I1 + I2 + I3 + I4.

Используя преобразование Абеля и лемму 2, получаем оценки

I2 � C1

q−1∑
k=0

p

( m−1∑
j=p

ajk

j
+ apk

)
, I3 � C2

p−1∑
j=0

q

( n−1∑
k=q

ajk

k
+ ajq

)
.
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Применяя дважды преобразование Абеля, находим, что

m−1∑
j=p

n−1∑
k=q

ajkχj(x)χk(y) =
m−2∑
j=p

n−2∑
k=q

Δ11ajkDj+1(x)Dk+1(y) +

+
m−2∑
j=p

Δ10aj,n−1Dj+1(x)Dn(y) +
n−2∑
k=q

Δ01am−1,kDm(x)Dk+1(y) −

−
m−2∑
j=p

Δ10aj,qDj+1(x)Dq(y) −
n−2∑
k=q

Δ01ap,kDp(x)Dk+1(y) +

+ am−1,n−1Dm(x)Dn(y) − ap,n−1Dp(x)Dn(y) −
− am−1,qDm(x)Dq(y) + apqDp(x)Dq(y).

С учётом равенств

Δ10ajk =
∞∑

l=k

Δ11ajl, ajk =
∞∑

i=j

∞∑
l=k

Δ11ail

и им подобных отсюда выводим, что∣∣∣∣
m−1∑
j=p

n−1∑
k=q

ajkχj(x)χk(y)
∣∣∣∣ � N2

x
y

( ∞∑
j=p

∞∑
k=q

|Δ11ajk| +

+
m−2∑
j=p

|Δ10aj,n−1| +
n−2∑
k=q

|Δ01am−1,k| +
m−2∑
j=p

|Δ10aj,q| +

+
n−2∑
k=q

|Δ01ap,k| + am−1,n−1 + ap,n−1 + am−1,q + ap,q

)

� C3N
2(xy)−1

∞∑
j=p

∞∑
k=q

|Δ11ajk|.

Поэтому для (x, y) ∈ (1/(p + 1), 1/p] × (1/(q + 1), 1/q] находим, что

M∗(x, y) � C4

( p−1∑
j=0

q−1∑
k=0

ajk + p

q−1∑
k=0

∞∑
j=p

ajk

j
+ q

∞∑
k=q

p−1∑
j=0

ajk

k
+

+ pq

(
apq +

∞∑
j=p+1

ajq

j
+

∞∑
k=q+1

apk

k
+

∞∑
j=p+1

∞∑
k=q+1

ajk

jk

))
.

Применяя леммы 3 и 4, получаем, что

1∫
0

1∫
0

(
M∗(x, y)

)r
xαyβ dx dy =

∞∑
p=1

∞∑
q=1

1/p∫
1/(p+1)

1/q∫
1/(q+1)

(
M∗(x, y)

)r
xαyβ dx dy �



Весовая интегрируемость двойных рядов по мультипликативным системам 79

� C5

∞∑
p=1

∞∑
q=1

p−α−2q−β−2 ×

×
[( p−1∑

j=0

q−1∑
k=0

ajk

)
+

(
p

q−1∑
k=0

∞∑
j=p

ajk

j

)r

+
(

q

p−1∑
j=0

∞∑
k=q

ajk

k

)r

+ (pqβ∗
pq)

r

]
�

� C6

∞∑
p=1

∞∑
q=1

pr−α−2qr−β−2ar
p−1,q−1. (9)

Например, по первому утверждению леммы 4 при r − α − 2 > −1 имеем
∞∑

p=1

∞∑
q=1

p−α−2q−β−2

(
pq

∞∑
j=p

ajq

j

)r

� C7

∞∑
q=1

qr−β−2pr−α−2

(
papq

p

)r

,

а по третьему утверждению леммы 4 ввиду условий r − α − 2 > −1 и β + 2 > 1
получаем, что

∞∑
p=1

∞∑
q=1

p−α−2q−β−2

(
p

q−1∑
k=0

∞∑
j=p

ajk

j

)r

=
∞∑

p=1

∞∑
q=1

pr−α−2q−β−2

( q∑
k=1

∞∑
j=p

aj,k−1

j

)r

� C8

∞∑
p=1

∞∑
q=1

pr−α−2qr−β−2ar
p,q−1 � C9Sr,α,β(a).

Аналогично оцениваются другие слагаемые из средней части неравенства (9),
из которого следует результат теоремы.

Теорема 2. Пусть r ∈ (1,∞), α, β < r − 1, последовательность {ajk}∞j,k=0

неотрицательна, удовлетворяет условию (8) и
∞∑

j=0

∞∑
k=0

|Δ11aj,k| < ∞, lim
j+k→∞

ajk = 0.

Если f(x, y)— сумма ряда (4) и f ∈ Lr
α,β [0, 1)2, то Sr,α,β(a) � C‖f‖r,α,β .

Доказательство. Рассмотрим функцию

F (x, y) =

x∫
0

y∫
0

f(u, v) du dv.

Ввиду ортонормированности системы {χj(x)χk(y)}∞j,k=0, леммы 1 и (8) при
l, q ∈ N имеем, что

F

(
1

ml
,

1
mq

)
=

1/ml∫
0

1/mq∫
0

f(x, y) dx dy = m−1
l m−1

q

1∫
0

1∫
0

f(x, y)Dml
(x)Dmq

(y) dx dy =

= m−1
l m−1

q

ml−1∑
j=0

mq−1∑
k=0

ajk � m−1
l m−1

q

ml−1∑
j=ml−1

mq−1∑
k=mq−1

ajk � C1aml,mq
.
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При l = q = 1 аналогично выводим, что

F

(
1

m1
,

1
m1

)
� m−1

1 m−1
1

1∑
j=0

1∑
k=0

ajk � a00

N2
,

при l = 1, q � 2 верно

F

(
1

m1
,

1
mq

)
� N−1m−1

q

mq−1∑
k=mq−1

a0k,

и при l � 2, q = 1 верно

F

(
1

ml
,

1
m1

)
� N−1m−1

l

ml−1∑
k=ml−1

aj0.

Снова применяя неравенства (8) и неравенства, полученные выше, мы видим,
что

∞∑
j=0

∞∑
k=0

(j + 1)r−2−α(k + 1)r−2−βar
jk = ar

00 +
∞∑

l=1

ml−1∑
j=ml−1

(j + 1)r−α−2ar
j,0 +

+
∞∑

q=1

mq−1∑
k=mq−1

(k + 1)r−β−2ar
0,k +

+
∞∑

l=1

∞∑
q=1

ml−1∑
j=ml−1

mq−1∑
k=mq−1

(j + 1)r−α−2(k + 1)r−β−2ar
jk �

� C1

(
F r

(
1

m1
,

1
m1

)
+

∞∑
l=1

mr−1−α
l F r

(
1

ml
,

1
m1

)
+

+
∞∑

q=1

mr−1−β
q F r

(
1

m1
,

1
mq

)
+

∞∑
l=1

∞∑
q=1

mr−1−α
l mr−1−β

q F r

(
1

ml
,

1
mq

))
.

Так как

F (x, y) � G(x, y) =

x∫
0

y∫
0

|f(u, v)| du dv,

то по лемме 6 при α, β < r − 1 получаем, что

∞∑
j=0

∞∑
k=0

(j + 1)r−2−α(k + 1)r−2−βar
jk

� C2

(
Gr

(
1

m1
,

1
m1

)
m2r−α−β−2

1 +
∞∑

l=1

Gr

(
1

ml
,

1
m1

)
mr−α−1

l mr−β−1
1

)
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+ C2

( ∞∑
q=1

Gr

(
1

m1
,

1
mq

)
mr−α−1

1 mr−β−1
q +

+
∞∑

l=1

∞∑
q=1

Gr

(
1

ml
,

1
mq

)
mr−α−1

l mr−β−1
q

)

� C3

∞∑
l=1

∞∑
q=1

1/ml−1∫
1/ml

1/mq−1∫
1/mq

(
x−1y−1G(x, y)

)r
xαyβ dx dy �

� C4

1∫
0

1∫
0

|f(x, y)|rxαyβ dx dy.

Теорема доказана.

Используя дважды преобразование Абеля и леммы 1, 8, можно доказать
следующее утверждение.

Предложение 1. Пусть
∞∑

j=0

∞∑
k=0

|Δ11ajk| < ∞, lim
j+k→∞

ajk = 0

и f(x, y)— сумма ряда (4). Тогда
∞∑

j=0

∞∑
k=0

|Δ22ajk| < ∞

и

f(x, y) =
∞∑

j=0

∞∑
k=0

Δ22ajk(j + 1)Fj+1(x)(k + 1)Fk+1(y), (x, y) ∈ (0, 1)2.

Теорема 3. Пусть r ∈ (1,∞) , последовательность {ajk}∞j,k=0 такова, что

∞∑
j=0

∞∑
k=0

|Δ11ajk| < ∞, lim
j+k→∞

ajk = 0

и

Qr,α,β(a) =
( ∞∑

j=0

∞∑
k=0

(j + 1)3r−2−α(k + 1)3r−2−β |Δ22ajk|r
)1/r

< ∞.

Тогда сумма f ряда (4) принадлежит Lr
α,β [0, 1)2 и ‖f‖r,α,β � CQr,α,β(a).

Доказательство. Пусть Fj,k(x, y) = (j + 1)Fj+1(x)(k + 1)Fk+1(y). По пред-
ложению 1 можно записать

f(x, y) =
∞∑

j=0

∞∑
k=0

Δ22ajkFj,k(x, y), (x, y) ∈ (0, 1)2.



82 С. С. Волосивец, Р. Н. Фадеев

Тогда

‖f‖r
r,α,β =

∞∑
l=1

∞∑
q=1

1/l∫
1/(l+1)

1/q∫
1/(q+1)

∣∣∣∣
∞∑

j=0

∞∑
k=0

Δ22ajkFj,k(x, y)
∣∣∣∣
r

xαyβ dx dy �

�
∞∑

l=1

∞∑
q=1

1/l∫
1/(l+1)

1/q∫
1/(q+1)

∣∣∣∣
l−1∑
j=0

q−1∑
k=0

Δ22ajkFj,k(x, y)
∣∣∣∣
r

xαyβ dx dy +

+
∞∑

l=1

∞∑
q=1

1/l∫
1/(l+1)

1/q∫
1/(q+1)

∣∣∣∣
∞∑
j=l

q−1∑
k=0

Δ22ajkFj,k(x, y)
∣∣∣∣
r

xαyβ dx dy +

+
∞∑

l=1

∞∑
q=1

1/l∫
1/(l+1)

1/q∫
1/(q+1)

∣∣∣∣
l−1∑
j=0

q−1∑
k=0

Δ22ajkFj,k(x, y)
∣∣∣∣
r

xαyβ dx dy +

+
∞∑

l=1

∞∑
q=1

1/l∫
1/(l+1)

1/q∫
1/(q+1)

∣∣∣∣
∞∑
j=l

∞∑
k=q

Δ22ajkFj,k(x, y)
∣∣∣∣
r

xαyβ dx dy =

= I1 + I2 + I3 + I4.

Так как |Dn(x)| � n, x ∈ [0, 1), n ∈ N, то легко убедиться, что

|nFn(x)| �
n∑

k=1

k � n2.

В результате по лемме 8 и второму утверждению леммы 3 имеем

I1 � C1

∞∑
l=1

∞∑
q=1

l−2−αq−2−β

( l−1∑
j=0

q−1∑
k=0

|Δ22ajk|(j + 1)2(k + 1)2
)r

�

� C2

∞∑
l=1

∞∑
q=1

l−2−αq−2−β(l3q3|Δ22al−1,q−1|)r = C2Q
r
r,α,β(a).

Применяя третье утверждение леммы 4, лемму 8 и оценку |nFn(x)| � n2, нахо-
дим, что

I2 � C3

∞∑
l=1

∞∑
q=1

1/l∫
1/(l+1)

1/q∫
1/(q+1)

( ∞∑
j=l

q−1∑
k=0

|Δ22ajk|x−2(k + 1)2
)r

l−αq−β dx dy �

� C4

∞∑
l=1

∞∑
q=1

l−αq−2−β

1/l∫
1/(l+1)

x−2r dx

( ∞∑
j=l

q∑
k=1

|Δ22aj,k−1|k2

)r

�
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� C5

∞∑
l=1

∞∑
q=1

l2r−2−αq−2−β

( ∞∑
j=l

q∑
k=1

|Δ22aj,k−1|k2

)r

�

� C6

∞∑
l=1

∞∑
q=1

l3r−2−αq3r−2−β |Δ22al,q−1|r � C7Q
r
r,α,β(a).

Ясно, что аналогичная оценка верна для I3. Наконец, для I4 используем лемму 8
и второе утверждение леммы 4 и получаем

I4 � C8

∞∑
l=1

∞∑
q=1

1/l∫
1/(l+1)

1/q∫
1/(q+1)

( ∞∑
j=l

∞∑
k=q

|Δ22ajk|x−2y−2

)r

l−αq−β dx dy �

� C9

∞∑
l=1

∞∑
q=1

l2r−2−αq2r−2−β

( ∞∑
j=l

∞∑
k=q

|Δ22ajk|
)r

�

� C10

∞∑
l=1

∞∑
q=1

l3r−2−αq3r−2−β |Δ22alq|r � C11Q
r
r,α,β(a) < ∞.

Объединяя полученные результаты, находим, что ‖f‖r,α,β � C12Qr,α,β(a). Тео-
рема доказана.

Теорема 4. Пусть r ∈ (1,∞), α, β < −1, последовательность {ajk}∞j,k=1 не-
отрицательна, удовлетворяет условию (8) и

∞∑
j=1

∞∑
k=1

aj,k < ∞.

Если fd(x, y)— сумма ряда
∞∑

j=1

∞∑
k=1

aj,k

(
1 − χj(x)

)(
1 − χk(y)

)
,

то

‖fd‖r,α,β �
( ∞∑

l=1

∞∑
q=1

l−α−2q−β−2

( ∞∑
j=l

∞∑
k=q

ajk

)r)1/r

.

Доказательство. Пусть x ∈ [1/ml, 1/ml−1), y ∈ [1/mq, 1/mq−1), l, q ∈ N.
Тогда по определению χn

|fd(x, y)| =
∣∣∣∣

∞∑
j=ml−1

∞∑
k=mq−1

ajk

(
1 − χj(x)

)(
1 − χk(y)

)∣∣∣∣ � 4
∞∑

j=ml−1

∞∑
k=mq−1

ajk,

поэтому

1∫
0

1∫
0

|fd(x, y)|rxαyβ dx dy =
∞∑

l=1

∞∑
q=1

1/ml−1∫
1/ml

1/mq−1∫
1/mq

|fd(x, y)|rxαyβ dx dy �
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�
∞∑

l=1

∞∑
q=1

m−α
l m−β

q (m−1
l−1 − m−1

l )(m−1
q−1 − m−1

q )
(

4
∞∑

j=ml−1

∞∑
k=mq−1

ajk

)r

�

� C1

(
m−α−1

1 m−β−1
1

( ∞∑
j=1

∞∑
k=1

ajk

)r

+

+
∞∑

q=2

m−α−1
1 m−β−1

q

mq−1−1∑
k=mq−2

( ∞∑
j=1

∞∑
i=k

aji

)r

(mq−1 − mq−2)−1 +

+
∞∑

l=2

m−α−1
l m−β−1

1

ml−1−1∑
j=ml−2

( ∞∑
i=j

∞∑
k=1

aik

)r

(ml−1 − ml−2)−1 +

+
∞∑

l=2

∞∑
q=2

m−α−1
l m−β−1

q

ml−1−1∑
j=ml−2

mq−1−1∑
k=mq−2

( ∞∑
i=j

∞∑
s=k

ais

)r

m−1
l−2m

−1
q−2

)
�

� C2

∞∑
j=1

∞∑
k=1

j−α−2k−β−2

( ∞∑
i=j

∞∑
s=k

ais

)r

.

С другой стороны, при x∈ [1/ml, 1/ml−1), y∈ [1/mq, 1/mq−1) и j∈ [ml−1, 2ml−1),
k∈ [mq−1, 2mq−1) верно равенство

− Im
((

1 − χj(x)
)(

1 − χk(y)
))

=

=
(

1 − cos
(

2πxl

pl

))
sin

(
2πyq

pq

)
+

(
1 − cos

(
2πyq

pq

))
sin

(
2πxl

pl

)
. (10)

При pl, pq � 3 мы видим, что левая часть (10) не меньше 4 sin2(π/N) sin(2π/N),
где 2 � pi � N , i ∈ N. При pl = 2 или pq = 2 имеем 1 − χj(x) = 2 или
1 − χk(x) = 2 соответственно, и

Re
((

1 − χj(x)
)(

1 − χk(y)
))

� 4 sin2
( π

N

)
,

если ровно одно из равенств pl = 2 или pq = 2 имеет место. Если же pl = pq = 2,
то

(
1 − χj(x)

)(
1 − χk(y)

)
= 4. В итоге мы получаем

1∫
0

1∫
0

|fd(x, y)|rxαyβ dx dy �

� C3

∞∑
l=1

∞∑
q=1

1/ml−1∫
1/ml

1/mq−1∫
1/mq

( 2ml−1−1∑
j=ml−1

2mq−1−1∑
k=mq−1

ajk

)r

m−α
l m−β

q dx dy �

� C4

∞∑
l=1

∞∑
q=1

m−α−1
l m−β−1

q

( 2ml−1−1∑
j=ml−1

2mq−1−1∑
k=mq−1

ajk

)r

. (11)
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Согласно (8)

2ml−1−1∑
j=ml−1

2mq−1−1∑
k=mq−1

ajk � C5

ml−1∑
j=ml−1

mq−1∑
k=mq−1

ajk =: bl,q. (12)

Пусть

Blq =
∞∑
j=l

∞∑
k=q

bjk.

Тогда, применяя дважды второе утверждение леммы 7, получаем, что
∞∑

l=1

∞∑
q=1

m−α−1
l m−β−1

q Br
lq �

� rr
∞∑

l=1

∞∑
q=1

m
−(α+1)(1−r)
l

( l∑
i=1

m−α−1
i

)r

m−(β+1)
q

( ∞∑
k=q

blk

)r

�

� C6

∞∑
l=1

∞∑
q=1

m−α−1
l m−β−1

q br
lq. (13)

Наконец, аналогично тому, как это сделано при доказательстве теоремы 2, по-
казывается, что

∞∑
l=1

∞∑
q=1

m−α−1
l m−β−1

q Br
lq � C7

∞∑
j=1

∑
k=1

j−α−2k−β−2

( ∞∑
i=j

∑
s=k

ais

)r

. (14)

Из неравенств (11)—(14) вытекает оценка снизу ‖fd‖r
r,α,β . Теорема доказана.

Следствие. Если r, {ajk}∞j,k=1 те же, что в теореме 4, α, β < r− 1, f(x, y)—
сумма ряда (4), то R(x, y) :=

(
f(x, y) − f(x, 0) − f(0, y) + f(0, 0)

)
/(xy) принад-

лежит Lr
α,β [0, 1)2 в том и только в том случае, когда

∞∑
l=1

∞∑
q=1

lr−α−2qr−β−2

( ∞∑
j=l

∞∑
k=q

ajk

)r

< ∞.

4. Одномерные аналоги двумерных результатов

В этом разделе представлены одномерные аналоги теорем 1—4. Их доказа-
тельства могут быть проведены по аналогии с доказательствами из предыдуще-
го раздела с использованием первых частей лемм 3, 4 и 6.

Теорема 1′. Пусть −1 < α < r − 1, r � 1, {ak}∞k=0 ∈ GM и

Sr,α(a) :=
( ∞∑

j=0

ar
j(j + 1)r−2−α

)1/r

< ∞.
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Тогда

M∗(x) := sup
n∈N

∣∣∣∣
n−1∑
j=0

ajχj(x)
∣∣∣∣

принадлежит Lr
α[0, 1) и при этом ‖M∗‖r,α � CSr,α(a).

Теорема 2′. Пусть −1 < α < r − 1, r > 1, {ak}∞k=0 ∈ GM и

∞∑
k=1

ak

k
< ∞.

Если сумма f(x) ряда (2) принадлежит Lr
α[0, 1), то Sr,α(a) � C‖f‖r,α < ∞.

Теорема 3′. Пусть −1 < α < 2r − 1, r � 1, Δ2ak � 0, k ∈ N, lim
k→+∞

ak = 0 и

Qr,α(a) =
( ∞∑

i=0

(i + 1)3r−2−α(Δ2ai)r

)1/r

< ∞.

Тогда сумма f(x) ряда (2) принадлежит Lr
α[0, 1) и ‖f‖r,α � CQr,α(a).

Теорема 4′. Пусть ai � 0, i ∈ N, α < −1,
∞∑

i=1

ai < ∞ и fd(x) равна сумме

ряда
∞∑

i=1

ai

(
1 − χi(x)

)
. Тогда

‖fd‖r,α �
( ∞∑

n=1

n−α−2

( ∞∑
k=n

ak

)r)1/r

.

Замечание. Теоремы 1′ и 2′ обобщают результаты из [11], теорема 4′ яв-
ляется мультипликативным аналогом теоремы 6.7 из [7]. Теорема 3′ близка по
своему содержанию к оценке сверху в теореме из [14], однако в [14] оцен-
ка для ряда по косинусам получена в терминах первых разностей выпуклых
коэффициентов.
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