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Аннотация

Данная работа посвящена использованию полулокальных сглаживающих сплай-
нов или S-сплайнов для построения кубатурных формул. Такие сплайны являются
кусочно-полиномиальной функцией, первые коэффициенты каждого полинома опре-
деляются условиями гладкой склейки, а остальные—методом наименьших квадратов.
Ранее рассматривались и применялись сплайны 3-й и 5-й степени. Настоящая работа
посвящена использованию S-сплайнов степени n (n = 9, 10). Особый интерес для
вычисления интегралов представляют S-сплайны класса C0 (только непрерывные).
С помощью таких сплайнов строятся квадратурные и кубатурные формулы высоко-
го порядка аппроксимации для вычисления одно-, двух- и трёхмерных интегралов
в односвязной области 10-го и 11-го порядков аппроксимации. Предполагается, что
интегрируемая функция принадлежит классу C(n+1) (n = 9, 10) в несколько большей
области, чем исходная область, по которой ведётся интегрирование. Предполагается
также, что граница области задана параметрически, что позволяет с высокой степе-
нью точности учесть границу области. Получены соответствующие оценки сходимо-
сти. Подобный подход возможен и для построения формул интегрирования гладких
функций в многомерных областях.

Abstract

D. A. Silaev, Cubature and quadrature formulas of high order of approximation,
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This paper is concerned with the use of semilocal smoothing splines (or S-splines)
for constructing cubature formulas. Such a spline is a piecewise-polynomial function,
the first coefficients of each of the polynomials are determined by the smooth joint
conditions, and the remaining ones, by the least-squares method. Previous studies were
concerned with splines of degree 3 and 5. In the present paper, we consider S-splines of
degree n (n = 9, 10). Of special importance for calculation of integrals are the S-splines
of class C0 (the continuous ones). Such splines are employed in building quadrature
and cubature formulas of high order of approximation for calculation of one-, two-, and
three-dimensional integrals in a simply connected domain to 10th and 11th orders of
approximation. The integrable function is assumed to lie in the class C(n+1) (n = 9, 10)
in a somewhat larger domain than the original one (in which the integration takes place).
It is also assumed that the boundary of the domain is given parametrically. This makes it
possible to take into account, with high order of accuracy, the boundary of the domain.
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The corresponding convergence rates are estimates. A similar approach is also capable of
building formulas for integration of smooth functions in multidimensional domains.

Введение

Теория кубатурных формул направлена на получение приближённых фор-
мул для вычисления интеграла, максимально точных при наименьшем числе
узлов [1, 4, 5, 7]. Составные квадратурные формулы (формулу трапеций, фор-
мулу Симпсона и т. п.) можно интерпретировать как формулы, полученные
с помощью приближения интегрируемой функции локальными сплайнами. Ис-
пользование глобальных сплайнов приводит к квадратурным формулам [2, 16].
Функции многих переменных могут быть приближены суммой произведений
функций одной переменной. Существенным недостатком использования гло-
бальных сплайнов является отсутствие удобных алгоритмов их построения для
случая высоких степеней (выше 5). Остаётся трудной аппроксимация интегри-
руемой функции в окрестности границы области [3,6,8].

В пространстве R
3 рассматривается ограниченная область V с границей Γ =

= ∂V . Пусть граница задана параметрически:

Γ =
{(

x̃(u, v), ỹ(u, v), z̃(u, v)
)
, (u, v) ∈ Ω ∈ R

2
}
,

где x̃, ỹ, z̃ — заданные функции параметров u, v. В области рассматривается
гладкая функция f ∈ Cn(Vδ), т. е. f имеет ограниченные частные производ-
ные n-го порядка в области Vδ ⊃ V (для простоты можно считать, что Vδ —
шар достаточно большого радиуса). В работе предлагается метод построения
кубатурной формулы

∫∫∫
V

f(x, y, z)dx dy dz =
N∑

k=1

ckf(Pk) + O(hn)

n-го порядка аппроксимации, где ck —веса, Pk = (xk, yk, zk) —узлы квадратур-
ной формулы, h —максимальное расстояние между соседними узлами. Куба-
турная формула определена для достаточно широкого класса областей с грани-
цей Γ. Основой её построения является аппроксимация в пространстве гладкой
функции f(x, y, z) полулокальным сглаживающим сплайном, или S-сплайном
класса Cp, состоящим из полиномов степени n− 1. Мы сталкиваемся с пробле-
мами унификации вычисления большого числа интегралов по заданной области
и учёта с большой степенью вида границы области V . Здесь мы эти проблемы
решаем, сводя с помощью формулы Гаусса—Остроградского интеграл по обла-
сти V к соответствующему интегралу по границе области Γ = ∂V . Подобный
подход возможен и для построения формул интегрирования гладких функций
в многомерных областях.
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1. Одномерный S-сплайн класса Cp

Рассмотрим на отрезке [a, b] равномерную сетку {xk}k=K
k=0 , xk = a + kh,

h = (b − a)/K —шаг сетки. Разобьём отрезок [a, b] на группы, для этого вве-
дём на [a, b] ещё одну равномерную сетку {ξm

l }l=L
l=0 , ξm

l = a + lH, H = mh,
m ∈ N. Здесь m фиксировано, индекс m в обозначении ξm

l в дальнейшем будем
опускать. Таким образом, переходя из одной группы в другую, мы осуществля-
ем сдвиг системы координат и рассматриваем каждый l-й полином на отрезке
[0,H]. Пусть y = (y0, y1, . . . , yK) ∈ R

K+1 — значения приближаемой функции на
этой сетке. Обозначим через

Pn
S =

{
u : u(x) = a0 + a1x + . . . + apx

p +
n∑

i=p+1

aix
i

}

множество полиномов степени n c фиксированными коэффициентами
a0, a1, . . . , ap. Рассмотрим функционал

Φl(u) =
M∑

k=0

(u(ξl + kh) − yml+k)2.

В классе Pn
S ищется полином gl, минимизирующий функционал

Φl(u) =
M∑

k=0

(u(ξl + kh) − yml+k)2 −→ min(ap+1, . . . , an)

и удовлетворяющий следующим условиям:

al
0 = gl−1(H), al

1 = g′l−1(H), . . . , al
p =

1
p!

g
(p)
l−1(H) при l = 0, 1, . . . , L − 1. (1.1)

В случае периодического S-сплайна здесь при l = 0 выполнено g−1(H) =
= gL−1(H). Так как

al
0 = gl(0), al

1 = g′l(0), . . . , al
m =

1
m!

g
(m)
l (0) при m = 0, 1, . . . , p,

то условия (1.1) — это условия гладкой склейки двух последовательных поли-
номов. В непериодическом случае коэффициенты a0

0, a
0
1, . . . , a

0
p задаются на-

чальными условиями y0, y
′
0, . . . , y

(p)
0 /p! (если функция задана таблицей, то

y0, y
′
0, . . . , y

(p)
0 можно вычислить с помощью формул численного дифференци-

рования высокого порядка аппроксимации, см. [9]). Можно предполагать, что
значения заданной функции yk известны с некоторой точностью, например, это
результаты каких-либо измерений. Будем предполагать тогда, что с уменьше-
нием шага h будет увеличиваться точность измерения, а именно будем предпо-
лагать, что если функция f ∈ C(n+1))[a, b] задана в узлах равномерной сетки
xk = a + kh, k = 0, 1, . . . , K, своими значениями yk, то |yk − f(xk)| � Ch(n+1).
Здесь L —число групп, на которые разбита исходная таблица значений при-
ближаемой функции, или число полиномов, составляющих сплайн. Кроме того,
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здесь M + 1 —количество точек осреднения, m + 1 —количество точек, входя-
щих в область определения l-го полинома gl, ξl — точка привязки полинома gl,
M − m + 1 —число точек, значения которых участвуют в определении двух
соседних полиномов, составляющих S-сплайн, M � m + 1 [9,10,12—15].

Определение 1. S-сплайном назовём функцию Sm,M (x), которая совпадает
с полиномом gl(x) на каждом отрезке ξl � x < ξl+1.

Система линейных алгебраических уравнений, которой должны удовлетво-
рять коэффициенты полиномов S-сплайна, состоит из уравнений двух видов:

а) уравнений склейки для каждой пары последовательных полиномов (1.1);
б) уравнений для определения коэффициентов при старших степенях поли-

номов по коэффициентам при младших степенях.

Cделаем замену переменных ãi = aih
i, i = 0, 1, . . . , n. Введём обозначения

Sj =
M∑

k=0

kj , P l
j =

M∑
k=0

yml+kkp+j , j = 1, . . . , n − p, Cp
n =

n!
p! (n − p)!

. (1.2)

Здесь l = 0, . . . , L− 1 —номер полинома, причём если l = 0, то в периодическом
случае выражение ãl−1

k означает ãL−1
k . В дальнейшем, если это не вызовет пу-

таницы, мы будем опускать волну над переменными al
k. Запишем систему для

определения коэффициентов полиномов в матричной форме. Для этого обозна-
чим

A0 =

∥∥∥∥∥∥∥
Sp+1 . . . S2p+1

. . .
. . . . . .

Sn . . . Sn+p

∥∥∥∥∥∥∥
, A1 =

∥∥∥∥∥∥∥
S2p+2 . . . Sn+p+1

. . .
. . . . . .

Sn+p+1 . . . S2n

∥∥∥∥∥∥∥
,

B0 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 m m2 . . . mp

0 1 2m. . . pmp−1

. . . . . .
. . . . . .

0 0 0 . . . 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
,

B1 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

mp+1 mp+2 . . . mn

(p + 1)mp (p + 2)mp+1 . . . nmn−1

. . . . . .
. . . . . .

Cp
p+1m Cp

p+2m
2 . . . Cp

nmn−p

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
.

Здесь прямоугольные матрицы A0 и B1 имеют размерности (n − p) × (p + 1) и
(p + 1) × (n − p) соответственно, размерности квадратных матриц A1 и B0 —
(n − p) × (n − p) и (p + 1) × (p + 1). Пусть, кроме того,

P l =

⎛
⎜⎜⎜⎝

P l
1

P l
2
...

P l
n−p

⎞
⎟⎟⎟⎠ и X l

0 =

⎛
⎜⎜⎜⎝

al
0

al
1
...

al
p

⎞
⎟⎟⎟⎠

)
, X l

1 =

⎛
⎜⎜⎜⎝

al
p+1

al
p+2
...

al
n

⎞
⎟⎟⎟⎠ , где l = 0, 1, . . . , L−1. (1.3)
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Тогда уравнения склейки для каждой пары последовательных полиномов (1.1)
примут вид

B0X
l
0 + B1X

l
1 = X l+1

0 , (1.4)

а уравнения для определения коэффициентов при старших степенях полиномов
по коэффициентам при младших степенях— вид

A0X
l
0 + A1X

l
1 = P l. (1.5)

2. Существование и единственность
S-сплайна класса Cp

Предположим, что m и M таковы, что матрица A1 имеет обратную. Тогда
из (1.5) получаем, что

X l
1 = A−1

1 P l − AX l
0, (2.1)

где A = A−1
1 A0. Подставим выражение для X1

l в (1.4). Тогда получим рекур-
рентное соотношение, связывающее p + 1 младших коэффициентов (l + 1)-го
полинома через p + 1 младших коэффициентов l-го полинома:

X l+1
0 = UX l

0 + Ψl, (2.2)

где Ψl = B1A
−1
1 P l, матрица устойчивости U = B0−B1A

−1
1 A0 имеет размерность

(p + 1) × (p + 1).
Рассмотрим сначала непериодический случай. Зададим начальный вектор

X0
0 =

(
y0, hy′

0, . . . ,
1
p!

hpy
(p)
0

)T

,

где значения производных, входящих в X0
0 , могут быть вычислены прибли-

жённо с высокой степенью точности с помощью формул численного диф-
ференцирования. Пользуясь формулами (2.1), (2.2), последовательно находим
X0

1 ,X1
0 , . . . , XL−1

1 . Тем самым все коэффициенты полиномов, составляющих
сплайн, однозначно определены.

Теорема 1. Пусть числа m, M , p, n таковы, что det A1 �= 0. Тогда для
любой функции f(x), заданной на отрезке [a, b] своими значениями yk в точках
xk = a + kh, h = (b− a)/K, и начального вектора X0

0 существует единственный
непериодический сплайн Sn

m,M [y](x) класса Cp.

В периодическом случае, применяя рекуррентную формулу (2.2) L − 1 раз,
получаем

X0
0 = XL

0 = UXL−1
0 + ΨL−1 =

= U(UXL−2
0 + ΨL−2) + ΨL−1 = . . . = ULX0

0 +
L∑

s=1

UL−sΨs−1,
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откуда следует, что

X0
0 = (E − UL)−1

L∑
s=1

UL−sΨs−1.

Затем последовательно находим X0
1 ,X1

0 , . . . , XL−1
1 . Тем самым все коэффициен-

ты полиномов, составляющих периодический сплайн, однозначно определены.

Теорема 2. Пусть числа m, M , p, n таковы, что det A1 �= 0 и собственные
числа матрицы U не равны корню степени L из единицы (здесь L —число
полиномов, составляющих сплайн). Тогда для любой функции f(x), заданной
на отрезке [a, b] своими значениями yk в точках xk = a + kh, h = (b − a)/K,
существует единственный периодический сплайн Sn

m,M [y](x) класса Cp.

3. Устойчивость и сходимость S-сплайна класса Cp

Теорема 3. Пусть f(x) —периодическая функция, f(x) ∈ C(n+1)[a, b], и
пусть выполнено условие

|f(xk) − yk| � C0h
n+1+ε, ε � 0. (3.1)

Пусть, кроме того, числа m, M , p, n таковы, что det A1 �= 0 и собственные
значения матрицы U по модулю меньше единицы, т. е.

|λi| < 1, i = 1, . . . , p + 1. (3.2)

Тогда периодический сплайн Sn
m,M ∈ Cp[a, b] с узлами на равномерной сетке

имеет дефект n − p и для x ∈ [a, b] справедливы следующие оценки:∣∣∣∣f (r)(x) − dr

dxr
Sn

m,M (x)
∣∣∣∣ � Crh

n+1−r для r = 0, 1, . . . , n; (3.3)

x �= ξl при r = p + 1, . . . , n; в этом случае ϕ(r)(ξl) ≡ ϕ(r)(ξl + 0) .

Аналогичные утверждения справедливы и для непериодического случая
(см. [9]).

Собственные числа матрицы U определяются из уравнения

det(U − λE) = 0. (3.4)

Для случая малых значений M (при 3 � M � 20) в результате расчёта бы-
ли получены значения собственных чисел матрицы U . Как показано в случаях
n = 3 и n = 5, для обеспечения условия устойчивости, т. е. выполнения нера-
венства (3.2), необходимо перекрывание. Это означает, что имеются элементы
исходной таблицы значений функции, которые участвуют в определении ко-
эффициентов не менее двух соседних полиномов, составляющих сплайн. Если
перекрывание достаточно большое, то это в ряде случаев является и доста-
точным условием [10, 12, 15]. На практике наиболее употребительными явля-
ются сплайны, для построения которых используется небольшое число точек
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осреднения M . Некоторые наиболее интересные полученные значения m и M
можно найти в таблице работы [9]. Показано, что в случае p = 0 и n = M ,
1 � m � M − 1 матрица U есть число, равное 0. В этих случаях S−сплайны
обладают высокими аппроксимационными свойствами и удобны, например, для
построения формул численного интегрирования (квадратурных, кубатурных).

4. Фундаментальный S-сплайн

Фундаментальный периодический S-сплайн Fj(x) —это S-сплайн, построен-
ный по данным y = (y0, y1, . . . , yK) ∈ R

K+1 вида {yi = δij | i, j = 0, 1, . . . , K},
δij — символ Кронекера. Легко убедиться, что линейная комбинация

S(x) =
K∑

j=0

yjFj(x)

является S-сплайном, приближающим данные {yi | i = 0, 1, . . . ,K}.
Непериодические фундаментальные сплайны дополняются сплайнами с на-

чальными условиями y′
0, y

′′
0 , . . . , y

(p)
0 , принимающими значения 0 или 1.

5. Трёхмерный полулокальный
сглаживающий сплайн класса Cp

5.1. Построение S-сплайна на шаре

Будем рассматривать на шаре радиуса R следующие сферические сетки:

{ri = ih1, i = 0, 1, . . . ,K1}, {Rl1 = l1H1, l1 = 0, . . . , L1},
H1 = m1h1, K1 = m1L1, K1h1 = R;

{θj = jh2, j = 0, 1, . . . ,K2}, {Θl2 = l2H2, l2 = 0, . . . , L2},
H2 = m2h2, K2 = m2L2, K2h2 = π;

{ϕk = kh3, k = 0, 1, . . . ,K3}, {Φl3 = l3H3, l3 = 0, . . . , L3},
H3 = m3h3, K3 = m3L3, K3h3 = 2π.

Будем строить аппроксимацию функции f(r, θ, ϕ) на шаре при условии,
что функция f имеет n + 1 производных по переменным r, θ и ϕ, т. е.
f ∈ C(n+1)([0, R] × [0, π] × [0, 2π]). Пусть

{yijk = f(ri, θj , ϕk), i = 0, . . . , K1, j = 0, . . . ,K2, k = 0, . . . , K3}—

значения в узлах сетки, по которым будет проводиться аппроксимация. Для
каждой пары (j = 0, 1, . . . ,K2; k = 0, 1, . . . , K3) построим непериодический
S-сплайн Sjk(r) на отрезке [0, R] по начальным данным {yijk, i = 0, 1, . . . ,K1}.
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Каждый из этих сплайнов аппроксимирует функцию f(r, θ, ϕ) на отрезке [0, R],
причём в силу теоремы о сходимости∣∣∣∣S(p)

jk (r) − ∂pf(r, θj , ϕk)
∂rp

∣∣∣∣ < Chn+1−p
1 , p = 0, 1, . . . , n, r ∈ [0, R].

Фиксируем произвольное r̃ ∈ [0, R]. Рассмотрим набор

{zjk = Sjk(r̃), j = 0, . . . ,K2, k = 0, . . . ,K3}.
По этой двумерной таблице строим двумерный непериодический по θ и пери-
одический по ϕ Sr̃-сплайн (см. [3, 8]). При выполнении условий устойчивости
mi < ζ∗Mi собственные значения матрицы U по модулю будут меньше едини-
цы. Тогда построенный для r̃ сплайн Sr̃(θ, ϕ) будет аппроксимировать функцию
f(r̃, θ, ϕ) при (θ, ϕ) ∈ [0, π] × [0, 2π] с порядком O(hn+1), h = max(hi).

5.2. Сходимость S-сплайна

Обозначим h = max(hi), i = 1, 2, 3.

Теорема 4. Пусть mi < ζ∗Mi (i = 1, 2, 3) и f ∈ Cn+1([0, R] × [0, π] × [0, 2π]).
Тогда для Sr-сплайна справедливы оценки∣∣∣∣ ∂p

∂rp1∂θp2∂ϕp3
S(r, θ, ϕ) − ∂p

∂rp1∂θp2∂ϕp3
f(r, θ, ϕ)

∣∣∣∣ < Cph
n+1−p, (5.1)

где p = p1 + p2 + p3, 0 � p � n.

Здесь частная производная понимается в следующем смысле: сплайн Sjk(r)
как функция r, p1 раз дифференцируем (в случае p1 > 2 в точках склейки
берётся односторонняя производная, например левая). По значениям

dp1Sjk(r)
drp1

строится двумерный сплайн Sp1
r̃ (θ, ϕ), от которого аналогично предыдущему

вычисляется производная
∂p2+p3

∂θp2∂ϕp3

(подробнее см. [14]).

5.3. Получение S-сплайна на шаре
как явной функции трёх переменных

Обозначим через Ai(r), Bj(θ), Ck(ϕ) непериодические по r, θ и периодиче-
ские по ϕ фундаментальные сплайны,

S(r, θ, ϕ) =
{
Sjk(r) | {zjk = Sjk(r), j = 0, . . . , K2, k = 0, . . . ,K3 − 1}} = Sjk(r).
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В свою очередь,

Sjk(r) =
K2∑
j=0

K3−1∑
k=0

zjkBj(θ)Ck(ϕ) =
K2∑
j=0

K3−1∑
k=0

Bj(θ)Ck(ϕ)
K1∑
i=0

yijkAi(r) =

=
K1∑
i=0

K2∑
j=0

K3−1∑
k=0

yijkAi(r)Bj(θ)Ck(ϕ) (5.2)

(здесь ограничиваемся случаем p = 0; в общем случае добавляются слагаемые
y′
0jkA01(r) + . . . + yp

0jkA0p(r), где фундаментальный сплайн A0p отвечает ну-

левому набору zj и z
(p)
j = 1). Теперь рассмотрим укрупнённую сетку в шаре

(Ri,Θj ,Φk), где Ri = iH1, Θj = jH2, Φk = kH3. Рассмотрим вид S-сплай-
на в некотором произвольном шаровом секторе этой сетки: r = l1H1 + r̃,
θ = l2H2 + θ̃, ϕ = l3H3 + ϕ̃, где 0 � r̃ < H1, 0 � θ̃ < H2 и 0 � ϕ̃ < H3.
В этом секторе фундаментальные S-сплайны согласно определению представля-
ются в виде полиномов степени n:

Ai(r) =
n∑

p=0

aipr̃
p, Bj(θ) =

n∑
p=0

bjpθ̃
p, Ck(ϕ) =

n∑
p=0

ckpϕ̃
p.

Подставляя эти выражения в формулу (5.2) для функции S(r, θ, ϕ) и меняя
порядок суммирования, получаем

S(r, θ, ϕ) =
K1∑
i=0

K2∑
j=0

K3−1∑
k=0

yijk

n∑
p=0

al1
ipr̃

p
n∑

q=0

bl2
jq θ̃

q
n∑

s=0

cl3
ksr̃

s =

=
n∑

p=0

n∑
q=0

n∑
s=0

r̃pθ̃qϕ̃s

( K1∑
i=0

K2∑
j=0

K3−1∑
k=0

yijkal1
ipb

l2
jqc

l3
ks

)
=

=
n∑

p=0

5∑
q=0

5∑
s=0

dl1l2l3
pqs r̃pθ̃qϕ̃s, (5.3)

где

dl1l2l3
pqs =

K1∑
i=0

K2∑
j=0

K3−1∑
k=0

yijkal1
ipb

l2
jqc

l3
ks.

Таким образом, показано, что на каждом произвольном шаровом секторе
функция S(r, θ, ϕ) представляет собой полином n-й степени или сплайн-функ-
цию трёх переменных. Заметим, что в выражения для коэффициентов dl1l2l3

pqs

входят значения всех yijk, содержащихся в шаре. Аналогичные выражения мож-
но получить для всех многомерных областей, представляющих собой тензорные
произведения одномерных, например для параллелепипеда и тора.
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Представление сплайна на шаре в виде разложения по одномерным фунда-
ментальным сплайнам (5.2) позволяет определить понятие смешанной производ-
ной для трёхмерного сплайна.

Определение 2. Под смешанной производной трёхмерного сплайна

∂p+q+r

∂rp∂θq∂ϕr
S(r, θ, ϕ),

где 0 � p + q + r � n, понимается конечная сумма

K1∑
i=0

K2∑
j=0

K3−1∑
k=0

yijk
dp

drp
Ai(r)

dq

dθq
Bj(θ)

dr

dϕr
Ck(ϕ),

состоящая из формальных производных от соответствующих фундаментальных
сплайнов по r, θ и ϕ.

Эту формулу можно рассматривать как формулу численного дифференциро-
вания, основанную на приближении трёхмерной функции полулокальным сгла-
живающим сплайном.

Всё сказанное верно и для сплайнов, если в них изменить порядок ап-
проксимации: например, сначала построить периодический сплайн по ϕ при
фиксированных (ri, θj), а затем по полученной двумерной таблице построить
непериодический r-θ-сплайн.

5.4. Получение квадратурных формул
для одномерных интегралов

Подставим выражение S-сплайна через фундаментальные сплайны в инте-
грал:

B∫
A

S(x) dx =

B∫
A

K∑
k=0

ykCk(x) dx =
K∑

k=0

yk

B∫
A

Ck(x) dx =
K∑

k=0

ykck, (5.4)

где

ck =

B∫
A

Ck(x) dx =
L−1∑
m=0

n∑
i=0

amk
i

i + 1
Hi+1 —

искомые коэффициенты квадратуры. Здесь am,k
i — i-й коэффициент m-го поли-

нома в k-м базисном сплайне (т. е. в сплайне, построенном по набору начальных
данных {yk = δik, k = 0, 1, . . . ,K}, где δik — символ Кронекера). Заметим, что
в непериодическом случае указанные фундаментальные сплайны дополняют-
ся сплайнами с начальными условиями y′

0, . . . , y
(p)
0 , принимающими значения 0

или 1. Эти формулы имеют (n + 1)-й порядок аппроксимации.
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5.5. Получение квадратурных формул
для двумерных интегралов на круге K

Подставим в интеграл по единичному кругу K выражение для S-сплайна:

∫∫
K

S(ϕ, r) dΩ =

2π∫
0

1∫
0

S(ϕ, r)r dr dϕ =

=
K1−1∑
i=0

K2∑
j=0

yij

2π∫
0

Ci(ϕ) dϕ

1∫
0

Dj(r)r dr =
K1−1∑
i=0

K2∑
j=0

cidjyij , (5.5)

где

ci =

2π∫
0

Ci(ϕ) dϕ =
L1−1∑
m=0

n∑
p=0

aim
p

Hp+1
1

p + 1
,

dj =

1∫
0

Dj(r)r dr =
L2−1∑
s=0

ξs+1∫
ξs

rDj(r) dr =
L2−1∑
s=0

H2∫
0

(u + ξs)
n∑

q=0

bjs
q uq du

=
L2−1∑
s=0

H2∫
0

n∑
q=0

bjs
q (uq+1 + sH2u

q) du =
L2−1∑
s=0

n∑
q=0

bjs
q Hq+2

2

(
1

q + 2
+

s

q + 1

)
.

Здесь aim
p и bjs

q — p-й и q-й коэффициенты m-го и s-го полиномов в i-м фун-
даментальном периодическом сплайне на окружности [0, 2π] и j-м непериоди-
ческом сплайне на отрезке [0, 1]; H1 = 2π/L1, фундаментальный периодиче-
ский сплайн Ci(ϕ) строится по набору данных {yk = δik, k = 0, 1, . . . ,K1};
H2 = 1/L2, непериодический фундаментальный сплайн Dj(r) строится по набо-
ру данных

{
yk = δjk, k = 0, 1, . . . ,K2; y′

0, . . . , y
(p)
0

}
, где y′

0, . . . , y
(p)
0 принимают

либо значение 0, либо значение 1.

5.6. Кубатурные формулы
для трёхмерных интегралов на шаре

Подставим в интеграл по шару B радиуса R выражение для S-сплайна:

∫∫∫
B

S(r, θ, ϕ) dV =

R∫
0

π∫
0

2π∫
0

S(r, θ, ϕ)r2 sin θ dr dθ dϕ =
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=

R∫
0

π∫
0

2π∫
0

K1∑
i=0

K2∑
j=0

K3−1∑
k=0

yijkAi(r)Bj(θ)Ck(ϕ)r2 sin θ dr dθ dϕ =

=
K1∑
i=0

K2∑
j=0

K3−1∑
k=0

aibjckyijk,

где

ai =

R∫
0

Ai(r)r2 dr =
L1−1∑
l=0

H1∫
0

(u + ξl)2
n∑

p=0

ail
p up du

=
L1−1∑
l=0

H1∫
0

n∑
p=0

ail
p (up+2 + 2lH1u

p+1 + l2H2
1up) du

=
L1−1∑
l=0

n∑
p=0

ail
p Hp+3

1

(
1

p + 3
+

2l

p + 2
+

l2

p + 1

)
,

bj =

π∫
0

Bj(θ) sin θ dθ =
L2−1∑
s=0

n∑
q=0

bjs
q

H2∫
0

uq sin(u + ξs) du

=
L2−1∑
s=0

n∑
q=0

bjs
q

(
cos(sH2)

H2∫
0

uq sinu du + sin(sH2)

H2∫
0

uq cos u du

)
,

ck =

2π∫
0

Ck(ϕ) dϕ =
L3−1∑
t=0

n∑
p=0

ckt
p

Hp+1
3

p + 1
.

(5.6)

Интегралы

J(q, sin u,H) =

H2∫
0

uq sinu du, J(q, cos u,H) =

H2∫
0

uq cos u du

вычисляются по рекуррентным формулам:

J(q, sin u,H) = −Hq cos H + qJ(q − 1, cos u,H), J(0, sin u,H) = 1 − cos H,

J(q, cos u,H) = Hq sinH − qJ(q, sin u,H), J(0, cos u,H) = sinH.

Здесь ail
p , bjs

q и ckt
r — p-й, q-й и r-й коэффициенты l-го, s-го и t-го полино-

мов в i-м, j-м и k-м фундаментальном непериодическом сплайне на отрезке
[0, R], фундаментальном непериодическом сплайне на отрезке [0, π] и фунда-
ментальном периодическом сплайне на окружности [0, 2π]. Здесь H1 = 1/L1,
непериодический фундаментальный сплайн Ai(r) строится по набору данных{

yk = δjk, k = 0, 1, . . . , K2; y′
0, . . . , y

(p)
0

}
,
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где y′
0, . . . , y

(p)
0 принимают либо значение 0, либо значение 1. Аналогично H2 =

= π/L2, непериодический фундаментальный сплайн Bj(θ) строится по набору
данных {

yk = δjk, k = 0, 1, . . . , K2; y′
0, . . . , y

(p)
0

}
,

где y′
0, . . . , y

(p)
0 принимают либо значение 0, либо значение 1. Наконец, фунда-

ментальный периодический сплайн Ci(ϕ) строится по набору данных

{yk = δik, k = 0, 1, . . . ,K1},
H3 = 2π/L3.

5.7. Квадратурные формулы
для двумерных односвязных областей

На плоскости рассматривается ограниченная область Ω с границей γ = ∂Ω —
замкнутой самонепересекающейся кусочно-гладкой кривой. Предполагается, что
граница задана параметрически: {γ = {x̃(t), ỹ(t)} | t ∈ [α, β]}, где x̃, ỹ ∈ C1+ε —
заданные периодические функции, т. е. x̃(α) = x̃(β), ỹ(α) = ỹ(β), первые про-
изводные функций x̃, ỹ удовлетворяют условию Гёльдера с порядком ε � 0
(быть может, за исключением отдельных точек). Будем предполагать также, что
функция f определена и (n + 1) раз непрерывно дифференцируема в несколько
большей области Ωδ. Для простоты будем считать, что область Ωδ есть круг K
радиуса R.

Построение аппроксимирующей сетки будем производить следующим обра-
зом. Поместим область Ω в круг K радиуса R и введём полярную систему
координат, связанную с центром круга. Будем рассматривать в круге радиуса R
полярные сетки:

{ϕi = ih1 | i = 0, 1, . . . ,K1}, {Φk = kH1, k = 0, 1, . . . , L1},
{rj = jh2 | j = 0, 1, . . . ,K2}, {Rl = lH2, l = 0, 1, . . . , L2},

H1 = m1h1, K1 = m1L1, K1h1 = 2π, H2 = m2h2, K2 = m2L2, K2h2 = R.
(5.7)

Пусть uij = f(ϕi, rj) — сужение функции f на равномерную сетку (5.7). По
таблице значений uij строим полулокальный сглаживающий сплайн S(ϕ, r), со-
стоящий из полиномов n-й степени, например, r − ϕ-сплайн, определённый на
всем круге K. Из оценки подобной (5.1) следует, что S аппроксимирует функ-
цию f с порядком O

(
h(n+1)

)
, где h = max(h1, h2) в области Ωδ. Подставим

в интеграл по области Ω выражение для r − ϕ-сплайна в виде
∫∫
Ω

S(ϕ, r) dΩ =
∫∫
Ω

S(ϕ, r)r dr dϕ =
K1−1∑
i=0

K2∑
j=0

cijyij , (5.8)

где

cij =
∫∫
Ω

Ci(ϕ)Dj(r)r dr dϕ. (5.9)
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Заметим, что выражение в (5.9), стоящее под знаком интеграла, есть произ-
ведение функций, каждая из которых зависит лишь от одной переменной, что
весьма существенно. Применять формулы типа (5.5) становится неудобно, так
как граница γ будет проходить внутри части секторов. Произведём универсали-
зацию вычисления интегралов в (5.9). Для их вычисления применим формулу
Грина—Стокса: ∮

γ

(�a, �τ) ds =
∫∫
Ω

(rot�a,�k ) dΩ,

где �a = {P,Q, 0}, P = P (x, y), Q = Q(x, y), �τ — единичный вектор касательной
к кривой γ, ограничивающей область Ω, �k — единичный вектор, перпендикуляр-
ный плоскости области Ω. Линейная форма имеет вид

(�a, �τ) ds = P dx + Qdy = Pr dr + rQϕ dϕ,

где Pr = P cos ϕ + Q sin ϕ, Qϕ = −P sin ϕ + Q cos ϕ. Запишем выражение для
ротора в полярной системе координат:

rot�a =
(

1
r

∂

∂r
(rQϕ) − 1

r

∂Pr

∂ϕ

)
�k.

Тогда

cij =
∫∫
Ω

Ci(ϕ)Dj(r)r dr dϕ =

=
∫∫
Ω

(
1
r

∂

∂r
(rQϕ) − 1

r

∂Pr

∂ϕ

)
r dr dϕ =

∮
γ

Pr dr + rQϕ dϕ.

Отсюда получаем, что(
1
r

∂

∂r
(rQϕ) − 1

r

∂Pr

∂ϕ

)
= Ci(ϕ)Dj(r). (5.10)

Этому уравнению удовлетворяют

Pr = 0, Qϕ =
1
r
Ci(ϕ)

r∫
0

Dj(t)t dt.

Иными словами, в качестве функции rQϕ(ϕ, r) возьмём первообразную от функ-
ции rDj(r) (по r), умноженную на Ci(ϕ). Заметим, что эта первообразная есть
сплайн, состоящий из полиномов (n + 2)-й степени. Константу интегрирования
в первообразной выберем так, чтобы выполнялось равенство Qϕ(ϕ, 0) = 0. Тогда

cij =
∮
γ

Ci(ϕ)
( r∫

0

Dj(t)t dt

)
dϕ (5.11)

Обратим внимание на то, что непериодический фундаментальный сплайн Dj(r)
равен 0 при r < rj , если точка с координатами (ϕi, rj) не принадлежит неко-
торой области Ωδ ⊃ Ω. Поэтому Qϕ(ϕ, r) = 0 при r < rj . Итак, показано,
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что все коэффициенты cij равны нулю для таких пар (i, j), при которых точки
с координатами (ϕi, rj) не принадлежат Ωδ, где δ = δ(M,m, h).

5.8. Частный случай «простой» области

Область назовём «простой», если внутри неё найдётся такая точка, что лю-
бой луч, выпущенный из этой точки, пересечёт границу области только в одной
точке. Поместим начало координат в эту точку и введём полярную систему
координат. Тогда граница γ области Ω задаётся функцией r = r(ϕ), ϕ ∈ [0, 2π].

Зафиксируем некоторое ϕ. Заметим, что Dj(r) ≡ 0 при r � rj − M2h2, где
M2 —количество точек осреднения, используемых при построении Dj(r). Пусть
ξl1 � rj −M2h2. Тогда Dj(r) ≡ 0 при r � ξl1 . Пусть r(ϕ) ∈ [ξl2 , ξl2+1) (заметим,
что l2 = l2(ϕ) зависит от угла ϕ и границы области Ω). Имеем

r(ϕ)∫
0

tDj(t) dt =
l2−1∑
s=l1

ξs+1∫
ξs

tDj(t) dt +

r(ϕ)∫
ξl2

tDj(t) dt =

=
l2−1∑
s=l1

H2∫
0

(u + ξs)
n∑

q=0

bjs
q uq du +

r(ϕ)−ξl2∫
0

(u + ξl2)
n∑

q=0

bjl2
q uq du =

=
l2−1∑
s=l1

H2∫
0

n∑
q=0

bjs
q (uq+1 + sH2u

q) du +

r(ϕ)−ξl2∫
0

n∑
q=0

bjl2
q (uq+1 + l2H2u

q) du =

=
l2−1∑
s=l1

n∑
q=0

bjs
q Hq+2

2

(
1

q + 2
+

s

q + 1

)
+

+
n∑

q=0

bjl2
q

(
(r(ϕ) − l2H2)q+2

q + 2
+ l2H2

(r(ϕ) − l2H2)q+1

q + 1

)
.

Поэтому

cij =
∮
γ

l2(ϕ)−1∑
s=l1

n∑
q=0

bjs
q Hq+2

2

(
1

q + 2
+

s

q + 1

)
Ci(ϕ) dϕ

+
∮
γ

n∑
q=0

bjl2(ϕ)
q

(
(r(ϕ)−l2(ϕ)H2)q+2

q + 2
+ l2(ϕ)H2

(r(ϕ)−l2(ϕ)H2)q+1

q + 1

)
Ci(ϕ) dϕ,

(5.12)

где

Ci(ϕ) =
L1−1∑
m=0

n∑
p=0

aim
p ϕp.
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Здесь aim
p и bjs

q — p-й и q-й коэффициенты m-го и s-го полиномов в i-м
фундаментальном периодическом сплайне на окружности [0, 2π] и в j-м
фундаментальном непериодическом сплайне на отрезке [0, R]. Шаг H1 ра-
вен 2π/L1. Фундаментальный периодический сплайн Ci(ϕ) строится по на-
бору данных {yk = δik | k = 0, 1, . . . ,K1}. Шаг H2 равен 1/L2, фун-
даментальный непериодический сплайн Dj(r) строится по набору данных
{yk = δjk | k = 0, 1, . . . ,K2; y′

0, . . . , y
(p)
0 }, где y′

0, . . . , y
(p)
0 принимают либо

значение 0, либо значение 1.

5.9. Оценка точности квадратурной формулы
для двумерных односвязных областей

Обозначим h = max(h1, h2). Пусть выполнены условия устойчивости матри-
цы U , например, m1/M1 < ζ∗, m2/M2 < ζ∗, и пусть f ∈ C(n+1)(Ωδ), где Ωδ ⊃ Ω,
т. е. мы предполагаем, что функция f определена и n + 1 раз непрерывно диф-
ференцируема в несколько большей области Ωδ ⊃ Ω. Поместим область Ωδ

в круг K радиуса R. Введём полярную систему координат, взяв за начало
координат центр круга R. Продолжим функцию f в K \ Ωδ тождественным
нулём. Обозначим через S(ϕ, r) r − ϕ-сплайн, приближающий таким образом
продолженную функцию f на круге K.

Теорема 5. Пусть S(ϕ, r) — это (r − ϕ)-сплайн, приближающий функ-
цию f , пусть (M +m)h � ρ(γδ, γ). Здесь ρ(γδ, γ) —расстояние между границами
областей Ωδ и Ω. Тогда справедлива оценка

∣∣∣∣
∫∫

Ω

f(x, y) dΩ −
K1−1∑
i=0

K2∑
j=0

cijyij

∣∣∣∣ � Ch(n+1). (5.13)

Здесь yij = f(ϕi, rj) — значения функции f в узлах сетки, весовые коэффициен-
ты cij определены формулами (5.11), (5.12), суммирование производится лишь
по тем индексам i и j, для которых (ϕi, rj) ∈ Ωδ.

Доказательство приведено в [11]. Здесь заметим, что

K1−1∑
i=0

K2∑
j=0

cij = 1,

так как S(ϕ, r) ≡ 1, если f ≡ 1.

5.10. Кубатурные формулы
для трёхмерных односвязных областей

В пространстве R
3 рассматривается ограниченная область с границей

Γ = ∂V , где Γ — замкнутая кусочно-гладкая поверхность. Предполагается, что
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граница задана параметрически:

Γ = {x = x(u, v), y = y(u, v), z = (u, v); (u, v) ∈ Ω},
где заданные функции x, y, z принадлежат C1+ε, т. е. первые производные
функций x, y, z удовлетворяют условию Гёльдера с порядком ε � 0 (быть мо-
жет, за исключением отдельных точек). В области V рассматривается гладкая
функция f ∈ Cn+1(V ). Будем предполагать, что функция f определена и n + 1
раз непрерывно дифференцируема в несколько большей области Vδ. Построение
аппроксимирующей сетки будем производить следующим образом. Поместим
область Vδ в шар B радиуса R и введём сферическую систему координат, свя-
занную с центром шара. Будем рассматривать в шаре радиуса R сферические
сетки:

{ri = ih1, i = 0, 1, . . . , K1}, {Rl1 = l1H1, l1 = 0, . . . , L1},
H1 = m1h1, K1 = m1L1, K1h1 = R;

{θj = jh2, j = 0, 1, . . . ,K2}, {Θl2 = l2H2, l2 = 0, . . . , L2},
H2 = m2h2, K2 = m2L2, K2h2 = π;

{ϕk = kh3, k = 0, 1, . . . ,K3}, {Φl3 = l3H3, l3 = 0, . . . , L3},
H3 = m3h3, K3 = m3L3, K3h3 = 2π.

(5.14)

Иными словами будем считать, что задана гладкая функция u(r, θ, ϕ)∈Cn+1(B),
которая совпадает с функцией f в области V . Пусть uijk = u(ri, θj , ϕk) — суже-
ние функции u на равномерную сетку (5.14). По таблице значений uijk строим
полулокальный сглаживающий сплайн S(r, θ, ϕ), состоящий из полиномов n-й
степени, определённый на всём шаре B. Из оценки (5.1) следует, что S аппрок-
симирует функцию f с порядком O(hn+1), где h = max(h1, h2, h3) в области V .
Подставим в интеграл по области V выражение для S-сплайна в виде (5.2):∫∫∫

V

S(r, θ, ϕ) dV =
∫∫∫

V

S(r, θ, ϕ)r2 sin θ dr dθ dϕ =

=
∫∫∫

V

K1∑
i=0

K2∑
j=0

K3−1∑
k=0

yijkAi(r)Bj(θ)Ck(ϕ)r2 sin θ dr dθ dϕ =

=
K1∑
i=0

K2∑
j=0

K3−1∑
k=0

cijkyijk, (5.15)

где

cijk =
∫∫∫

V

Ai(r)Bj(θ)Ck(ϕ)r2 sin θ dr dθ dϕ. (5.16)

Заметим, что выражение в (5.16), стоящее под знаком интеграла, что весьма
существенно, есть произведение функций, каждая из которых зависит лишь от
одной переменной. Применять формулы типа (5.6) становится неудобно, так как
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граница Γ будет проходить внутри части шаровых секторов (см. раздел 5.3).
Произведём универсализацию вычисления интегралов в (5.16). Для их вычис-
ления применим формулу Гаусса—Остроградского:

cijk =
∮

Γ

(�a, �n) dS =
∫∫∫

V

div�a dV =
∫∫∫

V

Ai(r)Bj(θ)Ck(ϕ)r2 sin θ dr dθ dϕ.

Для векторного поля �a = {Pr, Pθ, Pϕ} имеем

div ā =
1
r2

∂

∂r
(r2Pr) +

1
r

∂

∂θ
Pθ +

1
r sin θ

∂

∂ϕ
Pϕ +

1
r

ctg θPθ

(в сферической системе координат). Выберем

1
r2

∂

∂r
(r2Pr) = Ai(r)Bj(θ)Ck(ϕ), Pθ = Pϕ = 0.

Тогда

Pr = Bj(θ)Ck(ϕ)
1
r2

r∫
0

Ai(t)t2 dt.

Первообразная от функции Ai(r)r2 является сплайном, состоящим из полино-
мов (n + 3)-й степени. Отсюда получаем, что

cijk =
∮
Γ

(�a, �n) dS =
∮
Γ

Prnr dS, (5.17)

где dS —элемент поверхности Γ, nr —первая компонента единичного вектора
внешней нормали к поверхности Γ. Обратим внимание, что непериодический
фундаментальный сплайн Ai(r) равен 0 при r < ri, если точка с координатами
(ri, θj , ϕk) не принадлежит некоторой области Vδ ⊃ V . Поэтому Pr(r, θ, ϕ) = 0
при r < ri.

5.11. Частный случай «простой» трёхмерной области

Область назовём «простой», если внутри её найдётся такая точка, что лю-
бой луч, выпущенный из неё, пересечёт границу области только в одной точке.
Поместим начало координат в эту точку и введём сферическую систему коорди-
нат. Тогда поверхность Γ — граница области V — задаётся функцией r = R(θ, ϕ),
θ ∈ [0, π], ϕ ∈ [0, 2π]. Найдём выражение для элемента поверхности dS в этом
случае. Вычислим гауссовские коэффициенты E, F , G. Имеем:

x = r sin θ cos ϕ, y = r sin θ sin ϕ, z = r cos θ, r = R(θ, ϕ). (5.18)
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Имеем матрицу
(

x′
θ y′

θ z′θ
x′

ϕ y′
ϕ z′ϕ

)
=

=
(

Rθ sin θ cos ϕ + R cos θ cos ϕ Rθ sin θ sin ϕ + R cos θ sinϕ Rθ cos θ − R sin θ
Rϕ sin θ cos ϕ − R cos θ sin ϕ Rϕ sin θ sin ϕ + R cos θ cos ϕ Rϕ cos θ

)
.

Тогда

E = (x′
θ)

2 + (y′
θ)

2 + (z′θ)
2 = R2

θ + R2, F = x′
θx

′
ϕ + y′

θy
′
ϕ + z′θz

′
ϕ = RθRϕ,

G = (x′
ϕ)2 + (y′

ϕ)2 + (z′ϕ)2 = R2
ϕ + R2 sin2 θ.

Элемент поверхности Γ имеет вид

dS =
√

EG − F 2 dθ dϕ = R
√

R2
ϕ + (R2

θ + R2) sin2 θ dθ dϕ.

Найдём выражение для внешней нормали к поверхности Γ. Граница
области V —поверхность Γ —является поверхностью уровня Φ(r, θ, ϕ) =
= r − R(θ, ϕ) = 0. В сферической системе координат

grad Φ =
{

Φr,
1
r
Φθ,

1
r sin θ

Φϕ

}
=

{
1,−1

r
Rθ,

1
r sin θ

Rϕ

}
.

На поверхности Γ первая компонента вектора внешней нормали записывается
следующим образом:

nr =
R sin θ√

(R2 + R2
θ) sin2 θ + R2

ϕ

.

По формуле (5.17) отсюда получаем, что

cijk =
∮
Γ

PrR sin θ√
(R2 + R2

θ) sin2 θ + R2
ϕ

dS =
∫∫
Ω

PrR
2 sin θ dΩ.

Здесь Ω —цилиндр размера [0, π] × [0, 2π] (входящие в формулу функции явля-
ются периодическими по переменной ϕ с периодом 2π). Подставляя выражение
для компоненты Pr, окончательно получаем (см. [17]), что

cijk =
∫∫
Ω

PrR
2 sin θ dΩ =

π∫
0

2π∫
0

Bj(θ) sin θCk(ϕ)
( R(θ,ϕ)∫

0

r2Ai(r) dr

)
dθ dϕ.

(5.19)
Заметим, что входящий в формулу (5.19) двумерный интеграл может быть вы-
числен с помощью двумерной квадратуры (см. раздел 5.5), а также с исполь-
зованием квадратуры без насыщения. В последнем случае узлы квадратурной
формулы по переменной ϕ в ней распределены равномерно, а узлы по перемен-
ной θ−—по нулям полинома Чебышёва [1].
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5.12. Оценка точности кубатурной формулы
для трёхмерных односвязных областей

Обозначим h = max(h1, h2, h3). Пусть выполнены условия устойчивости
матрицы U : например, m1/M1 < ζ∗, m2/M2 < ζ∗, m3/M3 < ζ∗, и пусть
f ∈ C(n+1)(Vδ), где Vδ ⊃ V , т. е. мы предполагаем, что функция f опреде-
лена и n + 1 раз непрерывно дифференцируема в несколько большей области
Vδ ⊃ V . Поместим область Vδ в круг K радиуса R . Введём полярную систему
координат, взяв за начало координат центр круга R. Продолжим функцию f
в K \ Vδ (для простоты можно считать, что Vδ и есть круг K). Обозначим че-
рез S(r, ϕ, θ) (r − ϕ, θ)-сплайн, приближающий таким образом продолженную
функцию f на круге K.

Теорема 6. Пусть S(r, θ, ϕ) —полулокальный сглаживающий сплайн клас-
са Cp, приближающий функцию f , пусть (M + m)h � ρ(γδ, γ). Здесь ρ(γδ, γ) —
расстояние между границами областей Vδ и V . Тогда справедлива оценка

∣∣∣∣
∫∫∫

V

(f(r, θ, ϕ) −
K1∑
i=0

K2∑
j=0

K3−1∑
k=0

cijkyijk

∣∣∣∣ � Chn+1. (5.20)

Здесь yijk = f(ri, θj , ϕk) — значения функции f в узлах сетки, весовые коэффи-
циенты cijk определены формулами (5.17), (5.19), суммирование производится
лишь по тем индексам i, j и k, для которых (ri, θj , ϕk) ∈ Vδ.

Доказательство. Заметим, что

K1∑
i=0

K2∑
j=0

K3−1∑
k=0

cijk ≡ 1, (5.21)

так как S(r, θ, ϕ) ≡ 1 , если f ≡ 1. Из оценки (5.1) следует, что |S(r, θ, ϕ) −
− f(r, θ, ϕ)| � C0h

(n+1) для (r, θ, ϕ) ⊂ Vδ. Поэтому∣∣∣∣
∫∫∫

V

f dV −
∫∫∫

V

S dV

∣∣∣∣ �
∫∫∫

V

|f − S| dV � C0h
(n+1) mes(V ),

и ∫∫∫
V

S dV =
K1∑
i=0

K2∑
j=0

K3−1∑
k=0

cijkyijk,

где cijk определены формулами (5.17), (5.19).
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