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Аннотация

В работе приведено дифференциальное уравнение на функцию накрытия шести-
угольной решётки трёхвалентным деревом, сформулированное с помощью модулярно-
го дискриминанта, рассматриваемого как функция на гиперболической плоскости.

Abstract

K. V. Golubev, A differential equation on the cover function of the hexagonal lattice
by the trivalent tree, Fundamentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 18 (2013), no. 6,
pp. 91—94.

We provide a differential equation on the cover function of the hexagonal lattice by
the trivalent tree, formulated using the modular discriminant considered as a function on
the hyperbolic plane.

Функцией Белого (см. [1,2]) называется непостоянное мероморфное отобра-
жение (не обязательно компактной) римановой поверхности X в сферу Римана
β : X → C̄, разветвлённое над не более чем тремя точками. В качестве точек
ветвления, применив дробно-линейное преобразование, можно выбрать точки 0,
1 и ∞. Пара (X,β) называется парой Белого. Прообраз отрезка [0; 1] образует
двудольный граф, вложенный в поверхность X. Пара

(
X,β−1([0; 1])

)
составляет

детский рисунок.
Пусть (X1, β1) и (X2, β2)—две пары Белого и f : X1 → X2 —мероморф-

ное отображение. Мы будем называть f накрытием рисунка (X2, β2) рисунком
(X1, β1), если выполняется соотношение β1 = f ◦β2. В этом случае ограничение
функции f на графы β−1

1 ([0; 1]) и β−1
2 ([0; 1]) корректно определено как морфизм

графов и является накрытием графов.
Функция Клейна J : H → C̄ определяется как

J =
1

1728
· j,
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где j(τ)—это j-инвариант эллиптической кривой, соответствующей решётке
〈1, τ〉 ⊂ C (см. [4]). Критическими значениями функции Клейна являются точки
0, 1 и ∞, и следовательно, пара (H, J) является парой Белого. Соответствующий
детский рисунок— это регулярное трёхвалентное дерево на бесконечном числе
вершин на гиперболической плоскости, обозначим его (H, T3).

Обозначим через ℘ : C → C̄ функцию Вейерштрасса шестиугольной решётки
〈1, e2πi/6〉 ⊂ C (см. [4]). Функция 4℘3 разветвляется над точками 0, 1 и ∞, и
поэтому (C, 4℘3) также является парой Белого. Соответствующий ей детский
рисунок— это бесконечная шестиугольная решётка 〈1, e2πi/6〉 ⊂ C на комплекс-
ной плоскости, т. е. (C, 〈1, e2πi/6〉).

В [3] было доказано существование функции накрытия рисунков

f : (H, T3) → (C, 〈1, e2πi/6〉).
Следующая теорема даёт дифференциальное уравнение на эту функцию.

Теорема. Обозначим через f : H → C̄ функцию, удовлетворяюшую равен-
ству

J(τ) = 4℘3
(
f(τ)

)
.

Тогда (
f ′(τ)

)6 =
Δ(τ)

2433π12
,

где Δ(τ)—модулярный дискриминант.

Доказательство. Для доказательства этого равенства нам потребуются сле-
дующие равенства (см., например, [5]):

J(τ) =
4 · (λ2 − λ + 1)3

27 · λ2(λ − 1)2
,

где λ = λ(τ)—модулярная λ-функция.
Обозначим

q = eπiτ , (n) =
∞∏

k=1

(1 − qnk).

В этих обозначениях нуль-ϑ-функции Якоби записываются в виде

ϑ2(q) =
+∞∑

n=−∞
q(n+1/2)2 = 2q1/4 (4)2

(2)
,

ϑ3(q) =
+∞∑

n=−∞
qn2

=
(2)5

(1)2(4)2
,

ϑ4(q) =
+∞∑

n=−∞
(−1)nqn2

=
(1)2

(2)
.
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Следующие равенства связывают нуль-ϑ-функции Якоби и функцию λ.
Во-первых,

λ =
ϑ4

2

ϑ4
3

= 1 − ϑ4
4

ϑ4
3

,

во-вторых,

ϑ4
2(q) =

λ′

λ − 1
, ϑ4

3(q) =
λ′

λ(λ − 1)
, ϑ4

4(q) =
λ′

λ
.

В этих же обозначениях η-функция Дедекинда записывается в виде

η(τ) = q1/12
∞∏

k=1

(1 − q2k) = q1/12 · (2).

Теперь вернёмся к исходному равенству

J(τ) = 4℘3
(
f(τ)

)
и продифференцируем его:

J ′(τ) = 12℘2
(
f(τ)

)
℘′(f(τ)

)
f ′(τ).

Возведём полученное равенство в шестую степень:

(J ′)6(τ) = 126℘12
(
f(τ)

)
℘′6(f(τ)

)
(f ′)6(τ). (1)

Воспользуемся равенством

(℘′)2
(
f(τ)

)
= 4℘3

(
f(τ)

) − 1 = J(τ) − 1,

связывающим ℘-функцию шестиугольной решётки с её производной, и исход-
ным равенством, подставив их в (1):

(J ′)6(τ) =
126

44
J4(τ)(J(τ) − 1)3(f ′)6(τ).

Последнее равенство равносильно следующему:

1
4236

(J ′)6(τ)
J4(τ)(J(τ) − 1)3

= (f ′)6(τ). (2)

Прямой подсчёт показывает, что левая часть предыдущего равенства равна

1
2436

· (J ′)6(τ)
J4(τ)(J(τ) − 1)3

=
1

2436
· 2433 (λ′)6

λ4(λ − 1)4
=

1
33

· (ϑ2ϑ3ϑ4)8.

Рассмотрим теперь выражение ϑ2ϑ3ϑ4. Согласно формулам выше его можно
записать как

ϑ2ϑ3ϑ4 = 2q1/4 (4)2

(2)
· (2)5

(1)2(4)2
· (1)2

(2)
= 2q1/4 · (2)3.

Возвращаясь к интересующему нас равенству (2), получаем

f ′(τ)6 =
1
33

· (2q1/4 · (2)3)8 =
28

33
·
(

q1/12 ·
∞∏

k=1

(1 − q2k)
)24

=
28

33
· (η(τ)

)24
.
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Чтобы завершить доказательство, вспомним, что модулярный дискриминант
связан с η-функцией Дедекинда равенством

Δ(τ) = (2π)12 · (η(τ)
)24

.
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