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Аннотация

В статье изучаются mod-ретрактабельные модули, CSL-модули, строгие модули
Каша и связи между ними. Описаны правые строгие кольца Каша. Показано, что для
модуля M конечной длины равносильны следующие условия. 1. В категории σ(M)
каждый модуль является ретрактабельным. 2. В категории σ(M) каждый модуль
является коретрактабельным. 3. M —CSL-модуль. 4. Ext1R(S1, S2) = 0 для любых
двух неизоморфных простых модулей S1, S2 ∈ σ(M). 5. M является строгим модулем
Каша.

Abstract

A. N. Abyzov, A. A. Tuganbaev, Retractable and coretractable modules, Fundamen-
talnaya i prikladnaya matematika, vol. 19 (2014), no. 2, pp. 5—20.

In this paper, we study mod-retractable modules, CSL-modules, fully Kasch modules,
and their interrelations. Right fully Kasch rings are described. It is proved that for a mod-
ule M of finite length, the following conditions are equivalent. (1) In the category σ(M),
every module is retractable. (2) In the category σ(M), every module is coretractable.
(3) M is a CSL-module. (4) Ext1R(S1, S2) = 0 for any two simple nonisomorphic
modules S1, S2 ∈ σ(M). (5) M is a fully Kasch module.

1. Введение

Все кольца предполагаются ассоциативными и с ненулевой единицей, а мо-
дули— унитарными.
Модуль M называется ретрактабельным, если для каждого его ненулевого

подмодуля N выполнено условие HomR(M,N) �= 0. Если каждый модуль из
категории σ(M) является ретрактабельным, то модуль M называется mod-ре-
трактабельным. Кольцо R называется правым mod-ретрактабельным, если
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каждый правый R-модуль является ретрактабельным. В [1, теорема 3.5] показа-
но, что класс SV-колец совпадает с классом регулярных mod-ретрактабельных
колец, у которых каждый примитивный образ артинов. В [1, 10] было показа-
но, что класс коммутативных mod-ретрактабельных колец совпадает с классом
коммутативных полуартиновых колец.
МодульM называется коретрактабельным, если для каждого его собствен-

ного подмодуля N выполнено условие HomR(M/N,M) �= 0. Если каждый мо-
дуль из категории σ(M) является коретрактабельным, то модуль M называется
CC-модулем. Кольцо R называется правым CC-кольцом, если каждый правый
R-модуль является коретрактабельным. Коретрактабельные модули были изуче-
ны в [4]. В [1,17] было дано описание правых CC-колец.
Если каждый простой модуль из категории σ(M) вложи́м в модуль M , то

модуль M называется модулем Каша. Если каждый модуль из категории σ(M)
является модулем Каша, то модуль M называется строгим модулем Каша.
Модули Каша были введены в [3]. В этой же работе была поставлена задача
описания строгих колец и модулей Каша.
Модуль M называется CSL-модулем, если каждый модуль N из катего-

рии σ(M), у которого EndR(N)— тело, является простым. Кольцо R назы-
вается правым CSL-кольцом, если модуль RR является CSL-модулем. В [14]
было показано, что класс коммутативных CSL-колец совпадает с классом ком-
мутативных колец, у которых размерность Крулля равна нулю. Совершенные
CSL-кольца были описаны в [2]. Полуартиновы CSL-кольца были описаны в [1].
В настоящей работе изучаются связи между упомянутыми классами колец

и модулей. mod-ретрактабельные кольца и модули рассмотрены в разделе 3.
В разделе 4 изучаются CC-кольца и строгие кольца Каша. Описание правых
строгих колец Каша дано в следствии 4.6. Установлено, что класс строгих колец
Каша совпадает с классом CC-колец (теорема 4.9). В разделе 5 рассмотрены
CSL-модули и их связи с mod-ретрактабельными модулями.
В работе используются стандартные понятия и обозначения теории колец и

модулей (см., например, [12,15]).

2. Предварительные сведения

Модуль, изоморфный подмодулю гомоморфного образа прямых сумм копий
модуля M , называется M -подпорождённым модулем. Полная подкатегория ка-
тегории всех правых R-модулей, состоящая из всех M -подпорождённых моду-
лей, обозначается через σ(M) и называется категорией Висбауэра модуля M .

Теорема 2.1 [13, предложение 2.2]. Пусть M —правый R-модуль и M =
=

⊕
i∈I

Mi. Тогда следующие условия равносильны:

1) для различных i, j из I модули Mi и Mj не имеют изоморфных ненулевых
подфакторов ;

2) для различных i, j из I имеет место равенство σ(Mi) ∩ σ(Mj) = 0;
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3) для произвольного модуля N ∈ σ(M) существует однозначно опреде-
лённые модули Ni ∈ σ(Mi), i ∈ I, для которых выполнено равенство
N =

⊕
i∈I

Ni.

Лемма 2.2. Пусть M —правый R-модуль и S ∈ σ(M)—простой модуль.
Тогда модуль S изоморфен цоколю некоторого фактор-модуля модуля M .

Доказательство. Утверждение леммы непосредственно следует из того фак-
та, что инъективная оболочка модуля S в категории σ(M) порождается моду-
лем M .

Теорема 2.3. Пусть P —конечно порождённый квазипроективный полуар-
тинов правый R-модуль.
1. EndR(P )—полуартиново справа кольцо.
2. P —модуль со свойством конечной замены.
3. P — I0-модуль.

Доказательство. Докажем утверждение 1. Пусть α = Loewy(P ). Ясно, что
HomR

(
P,Socβ(P )

)
—идеал кольца EndR(P ) для каждого ординала β � α. Так

как P конечно порождённый и квазипроективный, то

HomR

(
P,Socβ+1(P )

)
/HomR

(
P,Socβ(P )

) ∼= HomR

(
P,Socβ+1(P )/Socβ(P )

)
—

полупростой правый EndR(P )-модуль для каждого ординала β � α. Так как P
конечно порождённый, то для каждого предельного ординала γ < α имеет место
равенство

HomR

(
P,Socγ(P )

)
=

⋃

β<γ

HomR

(
P,Socβ(P )

)
.

Тогда из [7, 3.12] следует полуартиновость справа кольца EndR(P ).
Утверждение 2 следует из утверждения 1 и из [6, 11.17], [5, теорема 1.4].
Докажем утверждение 3. Пусть N —некосущественный подмодуль моду-

ля P . Так как P —конечно порождённый квазипроективный модуль, то для
некоторого гомоморфизма f ∈ EndR(P ), не принадлежащего J

(
EndR(P )

)
, име-

ет место включение f(P ) ⊂ N . Так как каждое полуартиново справа коль-
цо является I0-кольцом, то по утверждению 1 EndR(P )— I0-кольцо. Поэто-
му fg—ненулевой идемпотент кольца EndR(P ) для некоторого гомоморфизма
g ∈ EndR(P ) и fg(P ) ⊂ N .

3. mod-ретрактабельные модули

Лемма 3.1. Для полупримитивного I0-кольца R следующие условия равно-
сильны:
1) каждый несингулярный правый R-модуль является ретрактабельным;
2) каждый ненулевой несингулярный правый R-модуль содержит ненулевой
инъективный подмодуль ;
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3) каждый ненулевой правый идеал кольца R содержит ненулевой инъектив-
ный подмодуль модуля RR;

4) каждый ненулевой подмодуль любого проективного правого R-модуля со-
держит ненулевой инъективный подмодуль.

Доказательство. Импликации 2) =⇒ 1) и 4) =⇒ 3) очевидны.
Докажем импликацию 3) =⇒ 2). Пусть M —ненулевой несингулярный пра-

вый R-модуль и m ∈ M —ненулевой элемент. Так как Ann(m)—несуществен-
ный правый идеал кольца R, то подмодуль mR содержит ненулевой подмодуль,
изоморфный некоторому подмодулю модуля RR. Следовательно, модуль M со-
держит ненулевой инъективный подмодуль.
Докажем импликацию 1) =⇒ 4). Пусть P0—ненулевой подмодуль проек-

тивного правого R-модуля P . Так как R—полупримитивное I0-кольцо, то
E(P )—несингулярный модуль. Следовательно, существует ненулевой гомомор-
физм f ∈ HomR(E(P ), P0). Из [9, теорема 3.2] следует, что Im f содержит
ненулевое прямое слагаемое A модуля P . Пусть π—проекция P на A. Тогда
ядро гомоморфизма π|P0f является прямым слагаемым в E(P ) и, следователь-
но, подмодуль P0 содержит ненулевой инъективный подмодуль.

Модуль M называется max-модулем, если каждый ненулевой модуль из
категории σ(M) обладает максимальным подмодулем.

Лемма 3.2. Пусть M —mod-ретрактабельный модуль. Тогда имеют место
следующие утверждения:

1) M —max-модуль ;
2) M —CSL-модуль ;
3) если M квазипроективный, то M — самопорождающийся модуль.

Доказательство. Утверждения 1) и 2) проверяются непосредственно.
Докажем утверждение 3). Из леммы 2.2 следует, что M порождает каж-

дый простой модуль из категории σ(M). Тогда из [15, 18.5] следует, что M —
самоопрождающийся модуль.

Теорема 3.3. Пусть M —проективный полусовершенный модуль в катего-
рии σ(M). Если M —полуартинов модуль, то следующие условия равносильны:

1) M —mod-ретрактабельный модуль ;
2) M =

⊕
i∈I

Mi, где σ(Mi) ∩ σ(Mj) = 0, если i �= j, все простые подфак-

торы модуля Mi изоморфны и Mi—прямая сумма попарно изоморфных
локальных max-модулей для каждого i ∈ I;

3) категория σ(M) обладает проективным порождающим вида
⊕
i∈I

Pi, где

σ(Pi) ∩ σ(Pj) = 0, если i �= j, и Pi—локальный max-модуль, у которо-
го все простые подфакторы изоморфны для каждого i ∈ I.
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Доказательство. Докажем импликацию 1) =⇒ 2). Согласно [15, 42.5] мо-
дуль M представи́м в виде M =

⊕
i∈I

Mi, где Mi—прямая сумма попарно изо-

морфных локальных модулей и модули Mi, Mj не имеют попарно изоморфных
локальных прямых слагаемых, если i �= j. Предположим, что σ(Mi)∩σ(Mj) �= 0.
Тогда из леммы 2.2 следует, что для некоторых различных индексов i, j ∈ I
и некоторых локальных прямых слагаемых Li, Lj соответственно модулей
Mi, Mj имеет место изоморфизм Soc(Li/Ni) ∼= Soc(Lj/Nj), где Li/Ni, Lj/Nj —
равномерные ненулевые модули. Тогда либо Li/J(Li) � Soc(Lj/Nj), либо
Lj/J(Lj) � Soc(Lj/Nj). Получили противоречие с условием утверждения 1).
Таким образом, σ(Mi) ∩ σ(Mj) = 0. Тот факт, что для каждого i ∈ I все про-
стые подфакторы модуля Mi изоморфны, проверяется аналогично.
Импликация 2) =⇒ 3) следует из [15, 18.5].
Докажем импликацию 3) =⇒ 1). Пусть N ∈ σ(M) и S—простой подмо-

дуль модуля N . Тогда согласно теореме 2.1 N =
⊕
i∈I

Ni, где Ni ∈ σ(Pi) для

каждого i ∈ I и S ⊂ σ(Ni0) для некоторого i0 ∈ I. Так как все простые мо-
дули в категории σ(Ni0) изоморфны и M —max-модуль, то HomR(Ni0 , S) �= 0.
Следовательно, HomR(N,S) �= 0.

Следствие 3.4. Пусть M —проективный и полусовершенный модуль в кате-
гории σ(M). Если M —конечно порождённый полуартинов модуль, то следую-
щие условия равносильны:

1) M —mod-ретрактабельный модуль ;
2) M =

⊕
i∈I

Mi, где σ(Mi) ∩ σ(Mj) = 0, если i �= j, все простые подфак-

торы модуля Mi изоморфны и Mi—прямая сумма попарно изоморфных
локальных max-модулей для каждого i ∈ I;

3) категория σ(M) эквивалентна категории модулей над кольцом R, которое
является конечным прямым произведением полных матричных колец над
совершенными локальными кольцами.

Следствие 3.5. Для совершенного слева кольца R следующие условия рав-
носильны:

1) R—mod-ретрактабельное справа кольцо ;
2) кольцо R является конечным прямым произведением полных матричных
колец над совершенными локальными кольцами.

Неразложимое фактор-кольцо R/B кольца R называется максимальным
неразложимым фактором кольца R, если для каждого его идеала B′, стро-
го содержащегося в идеале B, фактор-кольцо R/B′ не является неразложимым.
Модуль M называется регулярным, если каждый его циклический подмодуль
является прямым слагаемым в M . Кольцо R называется строго регулярным,
если a ∈ a2R для любого элемента a ∈ R. Кольцо R с радикалом Джекоб-
сона J называется полурегулярным, если R/J —регулярное кольцо и все его
идемпотенты поднимаются до идемпотентов кольца R.
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Теорема 3.6. Для полурегулярного кольца R, у которого каждый примитив-
ный образ является артиновым, следующие условия равносильны:

1) R—mod-ретрактабельное кольцо ;
2) R—полуартиново CSL-кольцо ;
3) R—полуартиново кольцо, у которого каждый максимальный неразложи-
мый фактор является полным матричным кольцом над совершенным ло-
кальным кольцом.

Доказательство. Импликации 2) =⇒ 3) и 3) =⇒ 1) следуют из [1, теоре-
ма 3.3].
Докажем импликацию 1) =⇒ 2). Ясно, что всякое mod-ретрактабельное

кольцо является CSL-кольцом. Покажем, что кольцо R является полуартино-
вым. Из [1, теорема 3.5] следует, что R/J(R) является SV-кольцом. Так как
согласно лемме 3.2 кольцо R является max-кольцом, то из [12, лемма 26.2] сле-
дует, что J(R)— t-нильпотентный идеал. Тогда согласно [12, замечание 21.3]
кольцо R является полуартиновым кольцом.

Теорема 3.7. Пусть P —конечно порождённый квазипроективный модуль и
каждый примитивный образ кольца EndR(P ) является артиновым. Тогда следу-
ющие условия равносильны:

1) P —mod-ретрактабельный регулярный модуль ;
2) P —SV-модуль.

Доказательство. Импликация 2) =⇒ 1) следует из [1, теорема 3.10].
Докажем импликацию 1) =⇒ 2). Из [1, теорема 3.10], [1, лемма 1.10] и

[15, 46.2] следует, что категория σ(P ) эквивалентна категории всех правых
модулей над регулярным кольцом EndR(P ). Тогда из [1, теорема 3.5] следует,
что EndR(P )—SV-кольцо и, следовательно, P —SV-модуль.

4. Кольца Каша и CC-кольца

Лемма 4.1. Если M — самопорождающийся модуль, то следующие условия
эквивалентны:

1) M — строгий модуль Каша;
2) для каждого подмодуля M0 модуля M модуль M/M0 является модулем
Каша;

3) для каждого вполне инвариантного подмодуля M0 модуля M модуль
M/M0 является модулем Каша.

Доказательство. Импликации 1) =⇒ 2) и 2) =⇒ 3) очевидны.
Докажем импликацию 3) =⇒ 1). Пусть N ∈ σ(M) и M0 =

⋂
f∈HomR(M,N)

Ker(f).

Несложно заметить, что M0—вполне инвариантный подмодуль модуля M . Так
как N = HomR(M,N)M , то N = HomR(M/M0, N)(M/M0). Следовательно,
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σ(N) ⊂ σ(M/M0). Пусть S ∈ σ(N)—простой модуль. Тогда существует такой
элемент m ∈ M , что (m + M0)R—простой подмодуль модуля M/M0, изоморф-
ный модулю S. Так как элемент m не принадлежит подмодулю M0, то существу-
ет гомоморфизм f ∈ HomR(M,N), такой что f(m) �= 0. Поскольку M0 ⊂ Ker(f),
то гомоморфизм f индуцирует гомоморфизм f̄ ∈ HomR(M/M0, N), при котором
f̄
(
(m + M0)R

) �= 0. Следовательно, модуль S изоморфен некоторому простому
подмодулю модуля N .

Лемма 4.2. Для произвольного правого R-модуля M имеют место следую-
щие утверждения:
1) если M —конечно порождённый модуль Каша, то M —коретрактабельный
модуль ;

2) если M — самопорождающийся, квазипроективный и коретрактабельный
модуль, то M является модулем Каша.

Доказательство. Утверждение 1) проверяется непосредственно.
Докажем утверждение 2). Пусть S—произвольный простой модуль из ка-

тегории σ(M). Тогда S ∼= A/B, где A—конечная прямая сумма изоморфных
копий модуля M и B—подмодуль модуля A. Из [4, предложение 2.6] следует,
что HomR(A/B,A) �= 0, и следовательно, HomR(S,M) �= 0.

Лемма 4.3. Для произвольного правого R-модуля M имеют место следую-
щие утверждения:
1) если M — строгий модуль Каша, то M —полуартинов модуль ;
2) если M —конечно порождённый, квазипроективный и строгий модуль Ка-
ша, то M —полусовершенный модуль в категории σ(M).

Доказательство. Утверждение 1) проверяется непосредственно.
Докажем утверждение 2). Согласно [15, 18.2] M/J(M)—квазипроективный

модуль. Если N —максимальный существенный подмодуль модуля M/J(M), то
в силу предположения исходного пункта

(
M/J(M)

)
/N —M/J(M)-проектив-

ный простой модуль, что, очевидно, невозможно. Таким образом, M/J(M)—
полупростой конечно порождённый модуль и из 1) и теоремы 2.3 следует, что
M —конечная прямая сумма локальных модулей. Тогда из [15, 42.5] следует,
что M —полусовершенный модуль в категории σ(M).

Предложение 4.4. Если M —проективный полусовершенный модуль в ка-
тегории σ(M), то следующие условия равносильны:
1) M — строгий модуль Каша;
2) в категории σ(M) каждый циклический модуль является коретрактабель-
ным;

3) в категории σ(M) каждый конечно порождённый модуль является коре-
трактабельным;

4) M =
⊕
i∈I

Mi, где σ(Mi) ∩ σ(Mj) = 0, если i �= j, все простые подфак-

торы модуля Mi изоморфны и Mi—прямая сумма попарно изоморфных
локальных полуартиновых модулей для каждого i ∈ I;
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5) категория σ(M) обладает проективным порождающим вида
⊕
i∈I

Pi, где

σ(Pi) ∩ σ(Pj) = 0, если i �= j, и Pi—локальный полуартинов модуль,
у которого все простые подфакторы изоморфны для каждого i ∈ I.

Доказательство. Доказательство импликации 1) =⇒ 4) аналогично дока-
зательству импликации 1) =⇒ 2) из теоремы 3.3. Импликации 3) =⇒ 2) и
1) =⇒ 3) очевидны.
Импликация 4) =⇒ 5) непосредственно следует из [15, 18.5].
Докажем импликацию 5) =⇒ 1). Пусть N ∈ σ(M) и S ∈ σ(N)—простой

модуль. Согласно теореме 2.1 N =
⊕
i∈I

Ni, где Ni ∈ σ(Pi) для каждого i ∈ I.

Тогда согласно лемме 2.2 S ∼= Ai0/Bi0 , где Ai0 , Bi0 —подмодули модуля Ni0 для
некоторого i0 ∈ I. Так как в категории σ(Pi0) все простые модули изоморфны и
Soc(Ni0) �= 0, то модуль S изоморфен некоторому подмодулю модуля N .
Докажем импликацию 2) =⇒ 1). Пусть N ∈ σ(M) и S ∈ σ(N)—простой

модуль. Из леммы 2.2 следует, что S ∼= A/B, где A, B—подмодули модуля N .
Без ограничения общности можно считать, что A—циклический модуль. Так
как A—коретрактабельный модуль, то простой модуль S изоморфен некоторому
подмодулю модуля N .

Следующее утверждение непосредственно следует из леммы 4.3, предложе-
ния 4.4 и [15, 46.2].

Следствие 4.5. Если P —конечно порождённый квазипроективный модуль,
то следующие условия равносильны:
1) P — строгий модуль Каша;
2) в категории σ(P ) каждый циклический модуль является коретрактабель-
ным;

3) в категории σ(P ) каждый конечно порождённый модуль является коре-
трактабельным;

4) категория σ(P ) эквивалентна категории правых модулей над кольцом, яв-
ляющимся конечным прямым произведением полных матричных колец над
совершенными слева локальными кольцами.

Следующее утверждение непосредственно следует из леммы 4.1 и след-
ствия 4.5.

Следствие 4.6. Для кольца R следующие условия равносильны:
1) R— строгое справа кольцо Каша;
2) над кольцом R каждый правый конечно порождённый модуль является
коретрактабельным;

3) над кольцом R каждый правый циклический модуль является коретракта-
бельным;

4) всякое фактор-кольцо кольца R является правым кольцом Каша;
5) кольцо R изоморфно конечному прямому произведению полных матричных
колец над локальными совершенными слева кольцами.
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Следствие 4.7. Для кольца R следующие условия равносильны:

1) R—полуартиново справа кольцо, над которым все простые правые модули
изоморфны;

2) R— строгое справа кольцо Каша, над которым все простые правые модули
изоморфны;

3) каждый ненулевой инъективный правый R-модуль является порождающим
объектом в категории всех правых R-модулей ;

4) кольцо R изоморфно полному матричному кольцу над локальным совер-
шенным слева кольцом.

Доказательство. Импликации 1) =⇒ 2) и 4) =⇒ 3) проверяются непосред-
ственно.
Импликация 2) =⇒ 4) вытекает из следствия 4.6.
Докажем импликацию 3) =⇒ 1). Пусть S—простой правый R-модуль. Рас-

смотрим произвольный ненулевой правый R-модуль M . Тогда из условия сле-
дует, что модуль S изоморфен некоторому простому подмодулю модуля E(M).
Таким образом, R—полуартиново справа кольцо, над которым все простые пра-
вые модули изоморфны модулю S.

Следующее утверждение доказывается аналогично предложению 3.2 из [4].

Лемма 4.8. Для кольца R, над которым каждый правый свободный модуль
является коретрактабельным, следующие условия равносильны:

1) R—max-кольцо ;
2) каждый подмодуль модуля RR обладает максимальным подмодулем.

Теорема 4.9. Для кольца R следующие условия равносильны:

1) для каждого идеала I кольца R каждый свободный правый модуль над
кольцом R/I является коретрактабельным;

2) кольцо R изоморфно конечному прямому произведению полных матричных
колец над совершенными локальными кольцами.

Доказательство. Импликация 2) =⇒ 1) очевидна.
Докажем импликацию 1) =⇒ 2). Ясно, что каждое фактор-кольцо кольца R

является правым кольцом Каша. Тогда из следствия 4.6 и леммы 4.1 следует,
что кольцо R изоморфно конечному прямому произведению полных матрич-
ных колец над локальными совершенными слева кольцами. Поэтому достаточ-
но показать, что R—правое max-кольцо. Пусть I — сумма всех радикальных
подмодулей модуля RR. Предположим, что I �= 0. Ясно, что I —идеал, и по-
скольку R—полуартиново справа кольцо, то из [5, теорема 3.1] следует, что
I2 �= I. Тогда I/I2 является ненулевым радикальным правым R/I-модулем.
Пусть A/I —ненулевой подмодуль модуля R/IR/I . Тогда A содержит макси-
мальный подмодуль M . Поскольку AJ(R) = J(A) и I = IJ(R), то I ⊂ J(A)
и, следовательно, I ⊂ M . Таким образом, каждый ненулевой подмодуль модуля
R/IR/I содержит максимальный подмодуль и, следовательно, согласно лемме 4.8
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R/I —max-кольцо. С другой стороны, правый R/I-модуль I/I2 является нену-
левым радикальным модулем. Полученное противоречие показывает, что I = 0,
и следовательно, согласно лемме 4.8 R—правое max-кольцо.

Следующее утверждение непосредственно следует из предыдущих результа-
тов и [1,17].

Теорема 4.10. Для кольца R следующие условия равносильны:

1) R— строгое кольцо Каша;
2) для каждого идеала I кольца R фактор-кольцо R/I является кольцом
Каша;

3) над кольцом R каждый правый или левый конечно порождённый модуль
является коретрактабельным;

4) над кольцом R каждый правый или левый циклический модуль является
коретрактабельным;

5) R—правое CC-кольцо ;
6) R—левое CC-кольцо ;
7) кольцо R изоморфно конечному прямому произведению полных матричных
колец над совершенными локальными кольцами.

5. CSL-кольца и модули

Лемма 5.1. Для полуартинова правого R-модуля M , у которого все простые
подфакторы изоморфны, следующие условия равносильны:

1) M —CSL-модуль и max-модуль ;
2) M —mod-ретрактабельный модуль.

Доказательство. Докажем импликацию 1) =⇒ 2). Пусть N —ненулевой
модуль из категории σ(M). Так как M —max-модуль, то существует наи-
меньший непредельный ординал α, такой что Socα(N) � J(N). То-
гда Socα(N)/Socα−1(N) � J(N)/Socα−1(N). Следовательно, некоторый
простой подмодуль S модуля N/ Socα−1(N) является прямым слагаемым
в N/ Socα−1(N). Таким образом, HomR(N/ Socα−1(N), S) �= 0. Поскольку все
простые подфакторы модуля N изоморфны, то N —ретрактабельный модуль.
Импликация 2) =⇒ 1) проверяется непосредственно.

Несложно заметить, что для каждого простого числа p Z-модуль Cp∞ явля-
ется CSL-модулем, но не является mod-ретрактабельным модулем.

Лемма 5.2. Пусть P —конечно порождённый квазипроективный полуарти-
нов max-модуль, для которого выполнены следующие условия :

1) для каждых попарно неизоморфных простых модулей S1, S2 ∈ σ(P ) имеет
место равенство Ext1R(S1, S2) = 0;
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2) P = P1 ⊕ P2, где P1—прямая сумма локальных модулей, P2—подмо-
дуль модуля P и модули P1, P2 не имеют изоморфных ненулевых прямых
слагаемых.

Тогда HomR(P1, P2) = 0, HomR(P2, P1) = 0.

Доказательство. Предположим, что HomR(P2, P1) �= 0. Тогда из теоре-
мы 2.3 следует, что P0 = HomR(P2, P1)P2 ⊂ J(P1). Пусть M —максимальный
подмодуль модуля P0 и P ′—дополнение по пересечению модуля P0/M в модуле
P1/M . Тогда L = (P1/M)/P ′—равномерный модуль, у которого Soc(L) ∼= P0/M
и Soc(L) ⊂ J(L). Так как P квазипроективен, то HomR(P2, L)P2 = Soc(L) и
HomR

(
P2, L/Soc(L)

)
P2 = 0. Поскольку P —полуартинов модуль, то модуль L

содержит локальный подмодуль L0 длины 2. Поскольку HomR

(
P2,Soc(L0)

) �= 0
и HomR

(
P2, L0/J(L0)

)
= 0, то простые модули Soc(L0), L0/J(L0) не изоморфны

и Ext1R
(
Soc(L0), L0/J(L0)

) �= 0. Получили противоречие с условием исходной
леммы. Аналогично доказывается равенство HomR(P1, P2) = 0.

Теорема 5.3. Пусть P —конечно порождённый полуартинов квазипроектив-
ный модуль. Если каждый примитивный образ кольца End(P ) является артино-
вым, то следующие условия равносильны:

1) P — самопорождающийся CSL-модуль, являющийся max-модулем;
2) P —mod-ретрактабельный модуль ;
3) P — самопорождающийся max-модуль и если S1, S2 ∈ σ(P )—простые
неизоморфные модули, то Ext1R(S1, S2) = 0;

4) категория σ(P ) эквивалентна категории правых модулей над полуартино-
вым кольцом, у которого каждый максимальный неразложимый фактор
является полным матричным кольцом над совершенным локальным коль-
цом.

Доказательство. Импликация 1) =⇒ 3) проверяется непосредственно.
Импликация 2) =⇒ 1) следует из леммы 3.2.
Импликация 4) =⇒ 2) следует из [1, теорема 3.3].
Докажем импликацию 3) =⇒ 4). Согласно [15, 46.2] достаточно показать,

что EndR(P )—полуартиново кольцо, у которого каждый максимальный нераз-
ложимый фактор является полным матричным кольцом над совершенным ло-
кальным кольцом. С помощью трансфинитной индукции построим в модуле P
для каждого ординала α вполне инвариантный подмодуль Pα следующим обра-
зом. При α = 0 положим P0 = 0. Если α = β+1, то Pβ+1/Pβ =

∑
π∈Iβ

π(P/Pβ), где

Iβ —множество всех таких ненулевых неразложимых центральных идемпотен-
тов π ∈ End(P/Pβ), что π(P/Pβ)—конечная прямая сумма попарно изоморфных
локальных модулей. Когда α—предельный ординал, положим Pα =

⋃
β<α

Pβ . Из

теоремы 2.3, леммы 5.2 и [1, лемма 1.2] следует, что для некоторого ординала τ
имеет место равенство Pτ = P . Несложно заметить, что для произвольного ор-
динала β и для каждого π ∈ Iβ модуль π(P/Pβ) является самопорождающимся
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и квазипроективным. Поскольку P —max-модуль, то из [15, 46.2] следует, что
EndR

(
π(P/Pβ)

)
—полное матричное кольцо над совершенным локальным коль-

цом. Тогда из квазипроективности и конечной порождённости модуля P следует,
что Hom(P, Pα+1)/Hom(P, Pα)—прямая сумма полных матричных колец над
совершенными локальными кольцами. Так как EndR(P ) =

⋃
β�τ

Hom(P, Pβ), то

EndR(P )—полуартиново кольцо, у которого каждый максимальный неразложи-
мый фактор является полным матричным кольцом над совершенным локальным
кольцом.

Следствие 5.4. Пусть P —проективный полусовершенный модуль в катего-
рии σ(P ). Если P —конечно порождённый полуартинов модуль, то следующие
условия равносильны:

1) P — самопорождающийся CSL-модуль, являющийся max-модулем;
2) P —mod-ретрактабельный модуль ;
3) категория σ(P ) эквивалентна категории модулей над кольцом S, которое
является конечным прямым произведением полных матричных колец над
совершенными локальными кольцами.

Следствие 5.5. Если R—полуартиново справа кольцо, у которого каждый
примитивный образ является артиновым, то следующие условия равносильны:

1) R—правое CSL-кольцо и правое max-кольцо ;
2) R—правое mod-ретрактабельное кольцо ;
3) R—полуартиново кольцо, у которого каждый максимальный неразложи-
мый фактор является полным матричным кольцом над совершенным ло-
кальным кольцом.

Теорема 5.6. Для квазиинвариантного справа или слева кольца R следую-
щие условия равносильны:

1) R—mod-ретрактабельное кольцо ;
2) R—полуартиново CSL-кольцо ;
3) R—полуартиново кольцо, у которого каждый максимальный неразложи-
мый фактор является локальным совершенным кольцом.

Доказательство. Докажем импликацию 1) =⇒ 2). По [16, следствие 2.4]
получаем, что R/J(R)—редуцированное кольцо. Тогда [11, теорема 3.2] да-
ёт, что R/J(R)—полуартиново строго регулярное кольцо. Поскольку R—
max-кольцо, то по [12, замечание 21.3, лемма 26.2] получаем, что кольцо R
полуартиново. Таким образом, R—полуартиново кольцо, у которого каждый
примитивный образ является телом, и следовательно, согласно лемме 3.2 R—
SCL-кольцо.
Импликация 2) =⇒ 3) непосредственно следует из правой квазиинвариант-

ности кольца R и [1, теорема 3.3].
Импликация 3) =⇒ 1) следует из [1, теорема 3.3].
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Следствие 5.7. Для правого (или левого) инвариантного кольца R, следу-
ющие условия равносильны:

1) R—mod-ретрактабельное кольцо ;
2) R—полуартиново CSL-кольцо ;
3) R—полуартиново кольцо.

Теорема 5.8. Пусть M —правый модуль конечной длины над кольцом R.
Тогда следующие условия эквивалентны:

1) всякий модуль N конечной длины из категории σ(M), у которого
End(N)— тело, является простым;

2) M —CSL-модуль ;
3) всякий модуль конечной длины из категории σ(M) является ретрактабель-
ным;

4) M —mod-ретрактабельный модуль ;
5) если S1, S2 ∈ σ(M)—простые неизоморфные модули, то Ext1R(S1, S2) = 0;
6) M — строгий модуль Каша;
7) M —CC-модуль ;
8) у каждого неразложимого модуля конечной длины из категории σ(M) все
простые подфакторы изоморфны;

9) у каждого неразложимого модуля из категории σ(M) все простые подфак-
торы изоморфны.

Доказательство. Импликации 2) =⇒ 1), 4) =⇒ 3), 1) =⇒ 5), 2) =⇒ 5),
3) =⇒ 5), 6) =⇒ 7), 7) =⇒ 1), 9) =⇒ 1), 9) =⇒ 2), 9) =⇒ 8) очевидны. Импли-
кации 9) =⇒ 4), 9) =⇒ 6), 8) =⇒ 9) следуют из теоремы 2.1.
Докажем импликацию 5) =⇒ 8). Предположим, что в категории σ(M) суще-

ствует неразложимый модуль конечной длины, у которого имеются неизоморф-
ные простые подфакторы. Пусть N —неразложимый модуль наименьшей длины
из категории σ(M), для которого не выполнено условие пункта 8). Тогда J(N) =
= N1 ⊕ . . . ⊕ Nk, где σ(Ni) ∩ σ(Nj) = 0, если i �= j, Ni—ненулевой подмодуль
модуля N и все простые подфакторы модуля Ni изоморфны для каждого i.
Пусть k = 1 и модуль N не является локальным. Тогда фактор-модуль

N/J(N) содержит такой простой подмодуль S, что S /∈ σ
(
J(N)

)
. Пусть N0—

такой подмодуль модуля N , что N0/J(N) = S. Ясно, что lg(N0) < lg(N). Сле-
довательно, для модуля N0 имеет место разложение N0 = A1 ⊕ . . . ⊕ As, где
для каждого i Ai—неразложимый модуль, у которого все простые подфакторы
изоморфны. Так как Soc(N0) ⊂ Soc(N) ⊂ J(N), то Soc(N0) ∈ σ

(
J(N)

)
. По-

скольку N0/J(N) = S, то для некоторого индекса i0 модуль Ai0 имеет простой
подфактор, изоморфный модулю S. Таким образом, неразложимый модуль Ai0

обладает двумя неизоморфными простыми подфакторами, что противоречит вы-
бору модуля N .
Несложно заметить, что если N —локальный модуль, то для некоторого его

подмодуля N0 модуль N/N0 является локальным модулем длины 2, у которого
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Soc(N/N0) � N/ Soc(N/N0). Поэтому без ограничения общности можно счи-
тать, что N —нелокальный модуль и k > 1. Пусть Ni— замыкание модуля Ni

в модуле N для каждого i и S = N0/J(N)—произвольный простой подмодуль
полупростого модуля N/J(N). Так как l(N0) < l(N), то N0 = A1 ⊕ . . .⊕As, где
все простые подфакторы модуля Ai изоморфны для каждого i, σ(Ai)∩σ(Aj) = 0,
если i �= j, и каждый простой подфактор модуля As изоморфен модулю S. Вы-
берем такой индекс i0, что все простые подфакторы модуля Ni0 изоморфны
модулю S. Так как l(Ni0) < l(N) и все простые подмодули модуля Ni0 изо-
морфны, то согласно выбору модуля N все простые подфакторы модуля Ni0

изоморфны. Тогда Ni0 + As— существенное расширение модуля Ni0 . Следова-
тельно, Ni0 + As = Ni0 и As ⊂ Ni0 . Так как A1 ⊕ . . . ⊕ As−1 ⊂ J(N), то
N0 = A1 ⊕ . . .⊕As ⊂ N1 ⊕ . . .⊕Nk. Поскольку модуль N , очевидно, представи́м
в виде N = B1 + . . . + Bt, где J(N) ⊂ Bi и Bi/J(N)—простой подмодуль
для каждого i, то N = N1 ⊕ . . . ⊕ Nk, что противоречит неразложимости моду-
ля N .

Следствие 5.9. Для артинова модуля M следующие условия равносильны:

1) M —mod-ретрактабельный модуль ;
2) M —CSL-модуль и max-модуль ;
3) модуль M имеет конечную длину и M = M1 ⊕ . . . ⊕ Mn, где Mi—нераз-
ложимой модуль для каждого 1 � i � n и простые подфакторы модуля Mi

изоморфны.

Доказательство. Импликация 1) =⇒ 2) следует из леммы 3.2. Импликация
3) =⇒ 2) следует из теоремы 5.8.
Докажем импликацию 2) =⇒ 3). С помощью индукции для модуля M опре-

делим для каждого неотрицательного целого числа n подмодуль J (n)(M) соглас-
но следующему правилу: J (0)(M) = M , J (n+1)(M) = J

(
J (n)(M)

)
. Так как M

является артиновым max-модулем, то для некоторого целого неотрицательного
числа n0 имеем, что J (n0)(M) = 0 и J (n+1)(M)/J (n)(M)—полупростой модуль
конечной длины для каждого неотрицательного целого числа n. Таким образом,
M —модуль конечной длины, и импликация следует из теоремы 5.8.

Следующее утверждение аналогично теореме 1.2 из [8]. Отметим, что преды-
дущая теорема и теорема 1.2 из [8] доказаны различными способами.

Следствие 5.10. Пусть M —правый модуль над кольцом R. Тогда следую-
щие условия эквивалентны:

1) всякий модуль N конечной длины из категории σ(M), у которого
End(N)— тело, является простым;

2) всякий модуль N конечной длины из категории σ(M) является ретракта-
бельным;

3) если S1, S2 ∈ σ(M)—простые неизоморфные модули, то Ext1R(S1, S2) = 0;
4) у каждого неразложимого модуля конечной длины из категории σ(M) все
простые подфакторы изоморфны.
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Следствие 5.11. Пусть P —квазипроективный модуль конечной длины. То-
гда следующие условия равносильны:

1) P —CSL-модуль ;
2) P —mod-ретрактабельный модуль ;
3) если S1, S2 ∈ σ(P )—простые неизоморфные модули, то Ext1R(S1, S2) = 0;
4) категория σ(P ) эквивалентна категории правых модулей над полуартино-
вым кольцом, у которого каждый максимальный неразложимый фактор
является полным матричным кольцом над совершенным локальным коль-
цом.
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