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Аннотация

В работе рассмотрены основные свойства коммутантов нормальных подлуп задан-
ной лупы. Предложено понятие первичного радикала для луп и дана его характери-
зация как множества строго энгелевых элементов. Определён Ω-первичный радикал
Ω-луп и дано его поэлементное описание.

Abstract

A. V. Gribov, A. V. Mikhalev, Prime radical of loops and Ω-loops. I, Fundamental-
naya i prikladnaya matematika, vol. 19 (2014), no. 2, pp. 25—42.

In this paper, main properties of a commutator of two normal subloops of a loop are
considered. The notion of a prime radical of loops is introduced and its characterization as
a set of strongly Engel elements is given. Also an Ω-prime radical of Ω-loops is defined
and its elementwise characterization is given.

1. Мультипликативная группа и центр лупы

Приведём необходимые определения неассоциативных структур из работ
[1,4,11,15].

Определение 1.1. Группоидом называется непустое множество G с заданной
бинарной операцией, обозначение (G, ·). Группоид (Q, ·) называется квазигруп-
пой, если для любых a, b ∈ Q уравнения x · a = b, a · y = b всегда разрешимы,
причём однозначно. Группоид (L, ·) называется лупой, если (L, ·) является ква-
зигруппой с единицей.

Также можно определить лупу как универсальную алгебру: лупой называ-
ется универсальная алгебра (L, 1, ·, /, \) с тождествами
x · 1 = 1 · x = x, x \ (x · y) = y, x · (x \ y) = y, (y · x) / x = y, (y / x) · x = y.

Определение 1.2. Непустое подмножество H лупы (L, ·) называется подлу-
пой, если (H, ·) является лупой.
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Пусть (L, ·) является лупой и H —подлупа лупы L. Если a ∈ L, то определим
множества aH = {a · h | h ∈ H} и Ha = {h · a | h ∈ H}. Множества aH и Ha
являются подмножествами в L и называются соответственно левым и правым
смежным классом по подлупе H для элемента a ∈ L.

Будем говорить, что (L, ·) имеет левое (правое) разложение на классы по
модулю H, если множество всех левых (правых) классов по подлупе H является
разбиением лупы L.

Теорема 1.1 [15]. Пусть (H, ·)—подлупа лупы L. Лупа (L, ·) имеет ле-
вое (правое) разложение на классы по подлупе H тогда и только тогда, когда
(a · h)H = aH (H(h · a) = Ha) для всех a ∈ L, h ∈ H.

Определение 1.3. Пусть (H, ·)—подлупа лупы (L, ·). Тогда H называется
нормальной подлупой, если для любых x, y ∈ L

xH = Hx, (xH)y = x(Hy), x(yH) = (xy)H.

Отметим, что если (H, ·)—нормальная подлупа лупы (L, ·), то лупа (L, ·)
имеет левое и правое разложение на смежные классы по подлупе H, причём
они совпадают.

Определение 1.4. Пусть (H, ·)—нормальная подлупа лупы (L, ·). Тогда лу-
па L / H = ({aH | a ∈ L}, ·) с операцией xH · yH = (xy)H называется фак-
тор-лупой по нормальной подлупе (H, ·).

Лемма 1.1 [11]. Пересечение и объединение нормальных подлуп лупы яв-
ляются нормальными подлупами.

Рассмотрим понятие мультипликативной группы лупы. Пусть (L, ·)—лупа.
Для каждого x ∈ L определим биективные отображения Lx, Rx,Mx : L → L:

Lx(y) = xy, Rx(y) = yx, Mx(y) = y \ x, y ∈ L.

Обратными к данным отображениям являются

L−1
x (y) = x \ y, R−1

x (y) = y / x, M−1
x (y) = x / y, y ∈ L,

поскольку
Lx

(
L−1

x (y)
)

= Lx(x \ y) = x(x \ y) = y

и
L−1

x

(
Lx(y)

)
= L−1

x (xy) = x \ (xy) = y.

Аналогичными действиями можно показать корректность введённых отображе-
ний R−1

x (y) и M−1
x (y). А именно,

Rx

(
R−1

x (y)
)

= Rx(y / x) = (y / x)x = y,

R−1
x

(
Rx(y)

)
= R−1

x (yx) = (yx / x) = y,

Mx

(
M−1

x (y)
)

= Mx(x / y) = (x / y) \ x = y,

M−1
x

(
Mx(y)

)
= M−1

x (y \ x) = x / (y \ x) = y.
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Определение квазигруппы эквивалентно следующему: квазигруппа— это та-
кой группоид (Q, ·), что отображения Lx и Rx являются биекциями для всех
x ∈ Q.

Определение 1.5. Мультипликативной группой Mlt(L) лупы L называет-
ся группа, порождённая всеми правыми и левыми трансляциями Mlt(L) =
= 〈Lx, Rx : x ∈ L〉.

Группой внутренних отображений Inn(L) лупы L называется стабилизатор
для 1 в группе Mlt(L).

Замечание 1.1. Отметим, что группа Inn(L) может не являться подгруппой
группы автоморфизмов Aut(L), хотя для групп это верно.

Действительно, рассмотрим лупу (L, ·) со следующей таблицей умножения:

1 2 3 4 5
1 1 2 3 4 5
2 2 1 5 3 4
3 3 5 4 2 1
4 4 3 1 5 2
5 5 4 2 1 3 .

При этом Inn(L) = 〈(2, 4, 5), (3, 5)〉, Aut(L) � Z3. Таким образом, группа Inn(L)
не является подгруппой в Aut(L).

Определение 1.6. Полной мультипликативной группой TotMlt(L) лупы L
называется группа

TotMlt(L) = 〈Lx, Rx,Mx : x ∈ L〉.
Аналогично полной группой внутренних отображений TotInn(L) лупы L назы-
вается стабилизатор для 1 в группе TotMlt(L).

Лемма 1.2 [17]. Пусть G— транзитивная группа подстановок на множе-
стве X, c ∈ X. Для любого y ∈ X определим gy ∈ G так, чтобы gy(c) = y,
причём gc = 1. Если G = 〈H〉, то Gc =

〈
g−1

h(y)hgy : h ∈ H, y ∈ G
〉
.

Доказательство. Пусть g ∈ Gc. Так как G = 〈H〉, то существуют такие
элементы h1, . . . , hn ∈ H ∪ H−1, что g = h1 · · ·hn. Тогда

g = gh1···hn(c)

(
g−1

h1···hn(c)h1gh2···hn(c)

) · · · (g−1
hn−1···hn(c)hn−1ghn(c))(g−1

hn(c)hngc

)
g−1

c .

Заметим, что gh1···hn(c) = gg(c) = gc = 1, поэтому элемент g равен произведению
элементов вида g−1

h(y)hgy, где h ∈ H ∪ H−1. Равенство

(g−1
h(y)hgy)−1 = g−1

y h−1gh(y) = g−1
h−1h(y)h

−1gh(y)

показывает, что элементы вида g−1
h(y)hgy, где h ∈ H, являются системой образу-

ющих.
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Определим биективные отображения

Lx,y = L−1
xy LxLy, Rx,y = R−1

xy RxRy, Mx,y = M−1
y\xMxMy,

Tx = R−1
x Lx, Ux = R−1

x Mx.

Отображения A◦
x,y, B◦

x,y задаются соотношениями

(z · x) ◦ y = A◦
x,y(z) · (x ◦ y), y ◦ (z · x) = B◦

x,y(z) · (y ◦ x).

Лемма 1.3 (см. также [17]). Пусть L—лупа. Тогда

Inn(L) = 〈Lx,y, Rx,y, Tx : x, y ∈ L〉 = 〈A·
x,y, B·

x,y : x, y ∈ L〉.
Доказательство. Мультипликативная группа G = Mlt(L) транзитивно

действует на X = L. В условиях леммы 1.2 для c = 1, gy = Ry и
H = {Lx, Rx : x ∈ L} группа G1 = Inn(L) порождается множеством

{
R−1

Lx(y)LxRy, R−1
Rx(y)RxRy : x, y ∈ L

}
= {B·

y,x, A·
y,x : x, y ∈ L}.

Отметим, что A·
y,x = Rx,y and

B·
y,x = R−1

Lx(y)LxRy = (R−1
xy Lxy)(L−1

xy LxLy)(L−1
y Ry) = TxyLx,yT−1

y .

Заметим, что Inn(L) = 1 тогда и только тогда, когда L является абелевой
группой. Как и в случае групп, Inn(L) можно использовать для характеризации
нормальных подлуп.

Лемма 1.4 (см. [11]). Подлупа H лупы (L, ·) является нормальной тогда и
только тогда, когда ϕ(H) = H для всех ϕ ∈ Inn(L).

Полная группа внутренних отображений TotInn(L) также может использо-
ваться для характеризации нормальных подлуп.

Лемма 1.5 (см. также [17]). Пусть L—лупа. Тогда

TotInn(L) = 〈Lx,y, Rx,y,Mx,y, Tx, Ux : x, y ∈ L〉 = 〈A·
x,y, B·

x,y, A\
x,y : x, y ∈ L〉.

Доказательство. Мультипликативная группа G = TotMlt(L) транзитив-
но действует на X = L. В условиях леммы 1.2 с c = 1, gy = Ry и
H = {Lx, Rx,Mx : x ∈ L} имеем, что G1 = TotInn(L) порождается множе-
ством
{
R−1

Lx(y)LxRy, R−1
Rx(y)RxRy, R−1

Mx(y)MxRy : x, y∈L
}

= {B·
y,x, A·

y,x, A\
y,x : x, y∈L}.

По лемме 1.3

〈A·
x,y, B·

x,y : x, y ∈ L〉 = 〈Lx,y, Rx,y, Tx : x, y ∈ L〉.
Теперь отметим, что

A\
y,x = R−1

y\x)MxRy = (R−1
y\xMy\x)(M−1

y\xMxMy)(M−1
y Ry) = Uy\xMx,yU−1

y .

Лемма 1.6 (см. также [17]). Подлупа H лупы (L, ·) является нормальной
тогда и только тогда, когда f(H) = H для всех f ∈ TotInn(L).
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Доказательство. Ввиду лемм 1.4 и 1.5 нужно показать только, что если
N � L, то Ux(a) = (a \ x) / x ∈ N и Mx,y(a) = (y \ x) /

(
(a \ y)x

) ∈ N для всех
x, y ∈ L и a ∈ N . Пусть φ— гомоморфизм из L в такую лупу, что N = ker(φ).
Тогда

φ
(
Ux(a)

)
=

(
φ(a) \ φ(x)

)
/ φ(x) = Uφ(x)

(
φ(a)

)
= Uφ(x)(1) = 1.

Аналогично

φ
(
Mx,y(a)

)
= Mφ(x),φ(y)

(
φ(a)

)
= Mφ(x),φ(y)(1) = 1.

В [17] отмечено, что в общем случае ни одно из этих отображений не может
быть удалено из приведённых порождающих отображений группы TotInn(L).
Однако для определённых классов луп можно сократить количество порождаю-
щих.

Следствие 1.1. Пусть (L, ·)—лупа. Тогда справедливы следующие утвер-
ждения.

1. Если L— IP-лупа, то TotInn(L) = 〈Lx,y, Tx, J : x, y ∈ L〉.
2. Если L—коммутативная лупа, то TotInn(L) = 〈Lx,y,Mx,y, Ux : x, y ∈ L〉.
3. Если L— группа, то TotInn(L) = 〈Tx, J : x, y ∈ L〉.
Доказательство. Докажем утверждение 1. Пусть L является IP-лупой.

Имеем, что Lx−1 = L−1
x , Rx−1 = R−1

x и Mx(y) = y \ x = y−1x = RxJ(y) и
J = R−1

x Mx = Ux. Таким образом, Mx и J являются внутренними отображе-
ниями. По лемме 1.5 необходимо показать, что отображения Mx,y, Rx,y можно
выразить через Lx,y, Tx, J . Заметим, что MxMx(y) = Mx(y−1x) = x−1yx =
= Tx−1(y). Далее,

Mx,y = M−1
y−1xMxMy = (Ry−1xJ)−1RxJMy = JR−1

y−1xRxJMy =

= JR−1
y−1xRxRy−1RyJMy = JRx,y−1MyMy = JRx,y−1Ty−1 .

Более того, из IP-свойства следует, что

Lx,y(z)−1 =
(
(xy)−1 · x(yx)

)−1 = (z−1y−1)x−1 · (y−1x−1)−1 = Rx−1,y−1(z−1),

т. е. JLx,yJ = Rx−1,y−1 .
Если L—коммутативная лупа, то Rx,y = Lx,y и Tx = 1, поэтому второе

утверждение следует из первого.
Если L является группой, то Lx,y = 1, поэтому третье утверждение также

следует из первого.

Далее рассмотрим понятие центра лупы.
Определение 1.7. Центром лупы (L, ·) называется множество
Z(L) = {a ∈ L : ax = xa, a(xy) = (ax)y, x(ay) = (xa)y, x(ya) = (xy)a}

для всех x, y из L.
Наряду с центром часто рассматривают ядра лупы.
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Определение 1.8. Левым, средним и правым ядрами лупы (L, ·) называются
множества

Nλ = {a ∈ L | a(xy) = (ax)y для всех x, y ∈ L},
Nμ = {a ∈ L | (xa)y = x(ay) для всех x, y ∈ L},
Nρ = {a ∈ L | (xy)a = x(ya) для всех x, y ∈ L}

соответственно. Ядром лупы L называется множество N = Nλ ∩ Nμ ∩ Nρ.

Рассмотрим некоторые свойства центра и ядра.

Теорема 1.2 (см. [15]). Пусть (L, ·)—лупа с ядром N и центром Z. Тогда
N и Z являются подгруппами, причём Z —коммутативная подгруппа группы
(N, ·).

Теорема 1.3 (см. [15]). Пусть (L, ·)—лупа с центром Z. Тогда Z является
нормальной подлупой лупы (L, ·).

Некоторые другие свойства центра содержатся в [2].

2. Коммутаторы в лупах,
коммутант нормальных подлуп

Рассмотрим определение коммутатора и новое с точки зрения теории групп
понятие ассоциатора.

Определение 2.1. Пусть (L, ·)—лупа. Коммутатором элементов x, y ∈ L
называется элемент [x, y] ∈ L, такой что xy = (yx) · [x, y].

Ассоциатором элементов x, y, z ∈ L называется элемент [x, y, z] ∈ L, такой
что (xy)z =

(
x(yz)

)
[x, y, z]. Ассоциаторной подлупой A(L) называется наимень-

шая нормальная подлупа лупы (L, ·), такая что L / A(L) является группой, или,
что эквивалентно, наименьшая нормальная подлупа лупы (L, ·), содержащая все
ассоциаторы [x, y, z] лупы (L, ·).

Определение 2.2. Производной подлупой L′ лупы (L, ·) называется наи-
меньшая нормальная подлупа, такая что L / L′ является абелевой группой.
Эквивалентно, это наименьшая нормальная подлупа, содержащая все комму-
таторы [x, y] и ассоциаторы [x, y, z] лупы L.

Лупа (L, ·) называется разрешимой, если L[n] = 1 для некоторого n, где
L[0] = L, L[i+1] = L′

[i].

Перечисленные выше понятия (нормальность, производная, центр) сочета-
ются с обычными теоретико-групповыми определениями. В [11] показано, что
обычные теоретико-групповые определения полностью корректны для луп Му-
фанг.

Однако теория коммутаторов и ассоциаторов в значительной степени отли-
чается от теоретико-группового случая.
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Теория коммутаторов в лупах впервые встречается в работе [16]. В [14]
теория коммутаторов в лупах рассмотрена с точки зрения коммутаторов кон-
груэнций лупы как универсальной алгебры. Отметим также ряд результатов
из [17].

Рассмотрим лупу как универсальную алгебру A. Множество конгруэнций
образует решётку с наибольшим 1A = A × A и наименьшим 0A = (a, a) : a ∈ A
элементами. Пусть α, β, δ —конгруэнции лупы A. Скажем, что α централизу-
ет β над δ (обозначение C(α, β; δ)), если для любого терма t, любой пары эле-
ментов a и b, такой что a α b, и для любых n пар ui β vi, i = 1, . . . , n, из того,
что t(a, u1, . . . , un) δ t(a, v1, . . . , vn), следует, что t(b, u1, . . . , un) δ t(b, v1, . . . , vn).

Коммутатором [α, β] конгруэнций α, β называется наименьшая конгруэн-
ция δ, такая что α централизует β над δ (т. е. C(α, β; δ)). В [14] разработана
теория данной операции над конгруэнциями.

Обозначим через Cg(X) конгруэнцию, порождаемую множеством конгруэн-
ций X, и пусть ū = (u1, . . . , un).

Теорема 2.1 (см. [17]). Пусть V —многообразие всех луп, W —множество
отображений, порождающих все полные мультипликативные группы в V . Тогда

[α, β] = Cg
(
(wū(a), wv̄(a)

)
: w ∈ W, 1 α a, ui β vi)

для всех конгруэнций α, β любой лупы L из V .

Ранее было установлено, что порождающим полной мультипликативной
группы является множество {Lx,y, Rx,y,Mx,y, Tx, Ux}.

В следующей теореме рассматривается коммутатор конгруэнций в конечных
лупах (для луп с конечными правыми и левыми трансляциями).

Теорема 2.2 (см. [17]). Пусть V —многообразие всех луп, W —множе-
ство отображений, порождающих все мультипликативные группы в V . Если
для L ∈ V существует такое n > 0, что Ln

x = Rn
x = 1 для любого x ∈ L, то

[α, β] = Cg
((

wū(a), wv̄(a)
)
: w ∈ W, 1 α a, ui β vi

)

для всех конгруэнций α, β лупы L.

Лемма 2.1 (см. также [17]). Пусть W —множество всех внутренних отоб-
ражений, w ∈ W. Также пусть ≡—конгруэнция, которая индуцируется множе-

ством W \ {w}, обозначим её Cg
((

wū(a), wv̄(a)
)
: w ∈ W \ {w}, 1 α a, ui β vi

)
.

Справедливы следующие утверждения.

1. Отображение w = Ux может быть удалено из множества W, если
[a, x, b] ≡ 1 для каждой лупы L с конгруэнциями α, β и 1 α a, 1 β b,
x ∈ L.

2. Отображение w = Tx может быть удалено из множества W, если [a, b] ≡ 1,
[a, b, x] ≡ 1, [b, a, x] ≡ 1, [x, b, a] ≡ 1 для каждой лупы L с конгруэнциями
α, β и 1 α a, 1 β b, x ∈ L.
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Доказательство. Докажем утверждение 1. Тождество [a, x, b] ≡ 1 может
быть записано как ax · b ≡ a · xb или RbRx(a) = Rxb(a). Заменив x на a \ x
и разделив обе части слева на a, получим a \ (xb) = (a \ x)b или Mxb =
= RbMx(a) для каждого 1 α a, 1 β b, x ∈ L. Заметим, что если 1 α a, u β v, то
1 = M−1

v Rv(1) α M−1
v Rv(a) и (v \ u) β 1. В этом случае

UuU−1
v (a) = R−1

u MuM−1
v Rv(a) = R−1

u Mv(v\u)M
−1
v Rv(a) ≡

≡ R−1
u Rv\uMvM−1

v Rv(a) = R−1
u Rv\uRv(a) ≡

≡ R−1
u Rv(v\u)(a) = R−1

u Ru(a) = a.

Таким образом, Uu(a) ≡ Uv(a).
Докажем утверждение 2. Условия могут быть записаны как ab ≡ ba,

a · bx ≡ ab · x, b · ax ≡ ba · x, x · ba ≡ xb · a или Lb(a) = Rb(a), Rbx(a) = RxRb(a),
LbRx(a) = RxLb(a), LxLb(a) = Lxb(a) для всех 1 α a, 1 β b, x ∈ L. Заметим,
что если 1 α a, u β v, то 1 = L−1

v Rv(1) α L−1
v Rv(a) и (v \ u) β 1. В этом случае

TuT−1
v (a) = R−1

u LuL−1
v Rv(a) = R−1

u L(u/v)vL
−1
v Rv(a).

Так как [u / v, v, L−1
v Rv(a)] ≡ 1, то

R−1
u L(u/v)vL−1

v Rv(a) ≡ R−1
u Lu/vLvL−1

v Rv(a) = R−1
u Lu/vRv(a).

Так как [u / v, a, v] ≡ 1, то

R−1
u Lu/vRv(a) ≡ R−1

u RvLu/v(a).

Так как [a, u / v] ≡ 1, то

R−1
u RvLu/v(a) ≡ R−1

u RvRu/v(a).

Наконец, так как [a, u / v, v] ≡ 1, то

R−1
u RvRu/v(a) ≡ R−1

u R(u/v)v(a) = R−1
u Ru(a) = a.

Таким образом, Tu(a) ≡ Tv(a).

Теперь предположим, что Rx,y ∈ W. Тогда Rb,x(a) ≡ R1,x(a) = 1, где 1 α a,
1 β b, x ∈ L, значит, [a, x, b] ≡ 1.

Из теоремы 2.1 и леммы 2.1 с учётом вида порождающих отображений для
мультипликативных групп выводим следующее утверждение.

Следствие 2.1. Пусть L—лупа и α, β —конгруэнции на L. Тогда

[α, β] = Cg
((

wū(a), wv̄(a)
)
: w ∈ W, 1 α a, ui β vi

)

для всех конгруэнций α, β лупы L, причём

1) если L—лупа, то W = {Lx,y, Rx,y, Tx,Mx,y};
2) если L— IP-лупа, то W = {Lx,y, Tx};
3) если L—коммутативная лупа, то W = {Lx,y,Mx,y};
4) если L— группа, то W = {Tx}.
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Теперь определим зависимость между нормальными подлупами и некото-
рыми конгруэнциями. Пусть N —нормальная подлупа лупы L, и пусть γN —
конгруэнция, заданная на лупе L следующим образом:

a γN b ⇐⇒ a / b ∈ N.

Если α—конгруэнция на L, то Nα = {a ∈ L : a α 1}—нормальная подлупа
лупы L.

Соответствие α → Nα, N → γN между нормальными лупами и конгруэнци-
ями позволяет сформулировать теорему 2.1 в терминах нормальных подлуп.

Вначале определим коммутант двух нормальных подлуп A, B лупы L:

[A,B]L = N[γA,γB ].

В этих определениях теорема 2.1 примет следующий вид.

Теорема 2.3. Пусть L—лупа и W —множество отображений, порождаю-
щих группу TotInn(L). Тогда

[A,B]L = Ng(wū(a) / wv̄(a) : w ∈ W, a ∈ A, ui / vi ∈ B),

где Ng(X)—наименьшая нормальная подлупа, содержащая множество X.

Отметим, что данная характеризация сочетается с определением коммутан-
та для групп. Пусть L— группа и A, B —нормальные подгруппы L. Тогда
Ty(x) = y−1xy. По следствию 2.1 получим

[A,B]L = 〈[a, u] / [a, v] : a ∈ A, u / v ∈ B〉.
Пусть

N1 = 〈[a, u] / [a, v] : a ∈ A, u / v ∈ B〉, N2 = 〈[a, b] : a ∈ A, b ∈ B〉.
Выберем u = b ∈ B и v = 1. Тогда получим, что [a, b] = [a, u] / [a, v] и u / v ∈ B,
т. е. N2 ⊆ N1. Обратно, [a, u] / [a, v] = a−1u−1auv−1a−1va = 1 в группе L / N2.
Значит, множители uv−1 ∈ B и a ∈ A коммутируют и N1 ⊆ N2.

В [17] приведён пример лупы, показывающий, что в общем случае нельзя
уменьшить множество порождающих элементов коммутанта.

Следствие 2.2. Пусть L—лупа, A, B —нормальные подлупы лупы L. Тогда

[A,B]L = Ng([a, b], [b, a, x], wu1,u2(a) / wv1,v2(a) :
w ∈ {L,R,M}, a ∈ A, b ∈ B, ui / vi ∈ B),

причём

1) если L— IP-лупа, то

[A,B]L = Ng([a, b], Lu1,u2(a) / Lv1,v2(a) : a ∈ A, b ∈ B, ui / vi ∈ B);

2) если L—коммутативная лупа, то

[A,B]L = Ng(wu1,u2(a) / wv1,v2(a) : w ∈ {L,M}, a ∈ A, ui / vi ∈ B);
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3) если L— группа, то

[A,B]L = 〈[a, b] : a ∈ A, b ∈ B〉.
Доказательство. Утверждение вытекает из следствия 2.1. Пусть N —под-

лупа лупы L относительно умножения справа.
Проверим, что N удовлетворяет условиям 1) и 2) леммы 2.1. В лупе L/N для

всех a ∈ A, b ∈ B, x ∈ L выполнено Rx,b(a) = Rx,1(a) = a, поэтому [a, x, b] = 1
и Rb,x(a) = R1,x(a) = a. Следовательно, [a, b, x] = 1 и Lx,b(a) = Lx,1(a) = a.
Значит, [x, b, a] = 1. Теперь по теореме 2.1, с исключением отображений Ux, Tx

из порождающих, первое утверждение верно.
Для доказательства пункта 1) достаточно показать, что [b, a, x] ∈ N для всех

a ∈ A, b ∈ B, x ∈ L. Данное условие эквивалентно тому, что b · ax = ba · x,
ax = b−1(ba ·x). Далее, a · (ba)−1x = b−1x, (ba)−1x = a−1 ·b−1x, и по IP-условию
[a−1, b−1, x] = 1.

Пункт 2) следует из предыдущего при условии, что Lx,y = 1.
Пункт 3) вытекает из пункта 3) следствия 2.1.

Рассмотрим лупу, в которой подлупа, порождённая частными, не является
нормальной. Пусть L—коммутативная лупа со следующей таблицей умноже-
ния:

0 1 2 3 4 5 6 7

0 0 1 2 3 4 5 6 7

1 1 0 3 2 5 4 7 6

2 2 3 1 0 6 7 4 5

3 3 2 0 1 7 6 5 4

4 4 5 6 7 3 0 1 2

5 5 4 7 6 0 3 2 1

6 6 7 4 5 1 2 3 0

7 7 6 5 4 2 1 0 3 .

Подлупа A = {0, 1, 2, 3} является нормальной в L. Однако подлупа

[A,A]L = 〈Lu1,u2(a) /Lv1,v2(a),Mu1,u2(a) /Mv1,v2(a) : a ∈ A, ui / vi ∈ A〉 = {0, 1}
не является нормальной.

Таким образом, нельзя отказаться от нормального замыкания множества
частных. Однако если группа внутренних отображений является подгруппой
группы автоморфизмов Inn(L) ⊆ Aut(L), то подлупа, порождённая частными,
будет нормальной.

Рассмотрим одно необходимое в дальнейшем свойство коммутанта.

Лемма 2.2. Пусть A, U , V —нормальные подлупы лупы (L, ·). Тогда в фак-
тор-лупе L / A неравенство [Ū , V̄ ] �= Ē выполняется тогда и только тогда, когда
[U, V ] � A.
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3. Первичный радикал лупы

При рассмотрении алгебраических систем основной задачей является по-
строение структурной теории, которая сводит изучение к более простым си-
стемам. Одной из конструкций, осуществляющих такое сведение, является
радикал. После того как в 1950-х годах А. Г. Курош [5] и С. Амицур [9]
ввели аксиоматическое понятие радикала для колец и алгебр, теория радикалов
распространилась и на другие алгебраические структуры. Понятие радикала
в теории групп, пережив ряд редакций, окончательно оформилось к началу ше-
стидесятых годов в определении, предложенном А. Г. Курошем в [3]. Тогда
же А. Г. Курош обратил внимание на аналогию между разрешимыми нормаль-
ными подгруппами и нильпотентными идеалами, позволившую К. К. Щукину
ввести определение первичного радикала групп [8] по аналогии с определени-
ем первичного радикала колец. Характеризация первичного радикала группы
как множества строго энгелевых элементов крайне близка к его кольцевому
прототипу, применяемому в теории ассоциативных колец и алгебр.

Пусть A, B —нормальные подлупы лупы (L, ·). Тогда из соотношения
[A,B] ⊆ P в общем случае не следует хотя бы одно из включений A ⊆ P
или B ⊆ P . В связи с этим рассмотрим следующее определение.

Определение 3.1. Нормальная подлупа P лупы (L, ·) называется первичной
нормальной подлупой, если из соотношения [A,B] ⊆ P следует, что либо A ⊆ P ,
либо B ⊆ P .

Пусть теперь [Ng(a),Ng(b)] ⊆ P , где P —первичная нормальная подлупа и
a, b ∈ L. Если a /∈ P , то Ng(a) � P . Ввиду первичности нормальной подлупы P
Ng(b) � P , значит, b ∈ P . Аналогично если b /∈ P , то Ng(a) � P , значит, a ∈ P .

Обратно, предположим, что для нормальной подлупы P лупы L из соотноше-
ния [Ng(a),Ng(b)] ⊆ P следует, что либо a ∈ P , либо b ∈ P , где a, b ∈ L. Теперь
если для нормальных подлуп A, B лупы L выполняется включение [A,B] ⊆ P
и, например, A � P , то выберем такой элемент b, что b ∈ B, но b /∈ P . Для лю-
бого a ∈ A выполняется включение [Ng(a),Ng(b)] ⊆ [A,B] ⊆ P . Так как b /∈ P
и Ng(b) � P , то ввиду определения первичной подлупы Ng(a) ⊆ P и a ∈ P .

Таким образом, мы получаем следующую лемму.

Лемма 3.1. Нормальная подлупа P лупы (L, ·) является первичной нормаль-
ной подлупой, если из соотношения [Ng(a),Ng(b)] ⊆ P для a, b ∈ L следует, что
либо a ∈ P , либо b ∈ P .

Определение 3.2. Последовательность a0, a1, . . . элементов лупы L называ-
ется m-последовательностью, если в L существуют элементы b0, b1, . . . , такие
что ai+1 = [b′i, b

′′
i ], где b′i, b

′′
i ∈ Ng(ai).

Теперь определим первичную лупу.

Определение 3.3. Лупа (L, ·) называется первичной, если для любых двух
её нормальных подлуп A, B из равенства [A,B]L = E следует, что либо A = E,
либо B = E, где E — единичная подлупа лупы L.
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Пример 3.1. Примером первичной лупы является простая некоммутативная
и неассоциативная лупа.

Отметим связь между понятиями первичной лупы и первичной нормальной
подлупы.

Лемма 3.2. Нормальная подлупа (P, ·) лупы (L, ·) является первичной тогда
и только тогда, когда фактор-лупа L / P первична.

Доказательство. Пусть L / P —первичная подлупа и A, B —нормальные
подлупы лупы L, такие что [A,B] ⊆ P . Тогда по лемме 2.2 [Ā, B̄] = Ē. Значит,
либо Ā = Ē, либо B̄ = Ē, откуда следует, что A ⊆ P или B ⊆ P , т. е.
нормальная подлупа P первична.

Обратно, если P —первичная нормальная подлупа лупы L и нормальные
подлупы Ā = A / P , B̄ = B / P лупы L̄ = L / P удовлетворяют равенству
[Ā, B̄] = Ē, то [A,B] ⊆ P , что означает, что A ⊆ P или B ⊆ P . Следовательно,
Ā = Ē или B̄ = Ē, т. е. L—первичная лупа.

Теперь введём понятие первичного радикала.
Определение 3.4. Пересечение всех нормальных первичных подлуп лупы

(L, ·) называется первичным радикалом rad(L) лупы L.
Замечание 3.1. Пусть {Pi}, i ∈ I, — убывающая цепочка нормальных пер-

вичных подлуп лупы L. Тогда
⋂

Pi —нормальная первичная подлупа. Согласно
лемме Цорна каждая первичная подлупа содержит минимальную первичную
подлупу. Поэтому первичный радикал— это пересечение всех минимальных
первичных подлуп.

Определение 3.5. Пусть (L, ·)—лупа. Элемент a ∈ L называется строго
энгелевым, если в любой последовательности a0, a1, . . . элементов лупы L, удо-
влетворяющей условию a0 = a, ai+1 ∈ [Ng(ai),Ng(ai)]L, все элементы начиная
с некоторого номера равны 1.

Данное определение согласуется с определением строго энгелевых элементов
для групп (элемент g группы (G, ·) называется строго энгелевым, если в любой
последовательности g0, g1, . . . элементов группы G, удовлетворяющей условию
a0 = a, ai+1 ∈ [

[li, gi], gi

]
для всех li ∈ G, начиная с некоторого номера все

элементы равны 1). В случае если G является группой, множества
[
[G, g], g

]
и

[Ng(g),Ng(g)] совпадают [8].
Замечание 3.2. Если элемент ar из последовательности для строго энгеле-

вых элементов принадлежит нормальной подлупе A лупы L, то все элементы
этой последовательности ai, i > r, содержатся в A. Рассмотрим ещё одну нор-
мальную подлупу B, пересекающуюся с последовательностю a0, a1, . . . , т. е.
содержащую начиная с некоторого as все последующие члены этой последова-
тельности. Тогда все члены последовательности, начиная с at, t = max(r, s),
содержатся в A ∩ B.

Теорема 3.1. Первичный радикал rad(L) лупы (L, ·) совпадает с множе-
ством всех строго энгелевых элементов.
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Доказательство. Покажем сначала, что если элемент a лупы L не при-
надлежит первичному радикалу, то он не является сторого энгелевым. Пусть
a /∈ rad(L), т. е. существует нормальная первичная подлупа A, такая что
a /∈ A. Тогда Ng(a) � A. Следовательно, образ нормальной подлупы Ng(a)
в фактор-лупе L / A не является единицей: Ng(a) �= ē. Поэтому согласно опре-
делению первичной лупы

[
Ng(a),Ng(a)

] �= ē. Значит, [Ng(a),Ng(a)] � A. Пусть
a0 = a. Выберем элемент a1 ∈ [Ng(a),Ng(a)] \ A. Элемент a1 не принадлежит
первичному радикалу rad(L). Продолжая процесс, построим необрывающую-
ся последовательность a0, a1, . . . , где ai ∈ [Ng(ai−1),Ng(ai−1)]. Таким образом,
элемент a не является строго энгелевым.

Пусть теперь элемент a ∈ L не является строго энгелевым. Тогда существу-
ет последовательность a0, a1, . . ., где ai ∈ [Ng(ai−1),Ng(ai−1)], все элементы
которой отличны от единицы. Рассмотрим максимальную нормальную подлу-
пу P , не содержащую ни одного элемента данной последовательности. Пусть
U , V —нормальные подлупы лупы L, строго содержащие подлупу P . Ввиду
максимальности подлупы P подлупы U , V пересекаются с данной последо-
вательностью. Значит, начиная с какого-то натурального числа k выполняются
условия a ∈ U∩V . Таким образом, ak ∈ [U, V ] и коммутант [U, V ] образов подлуп
U , V в фактор-лупе L / P не равен единичной подлупе E. Тогда L / P —пер-
вичная лупа, и следовательно, P —первичная нормальная подлупа. Возникает
противоречие с определением первичного радикала.

Теорема 3.2. Если R = rad(L)—первичный радикал лупы (L, ·), то первич-
ный радикал rad(L / R) фактор-лупы L / R совпадает с единичной подлупой,
т. е.

rad
(
L / rad(L)

)
= E.

Доказательство. Пусть элемент ā принадлежит радикалу лупы L / R. То-
гда этот элемент содержится в каждой первичной подлупе лупы L / R. Если
элемент ā лупы L / R отличен от единичного элемента, то элемент a лупы L
не содержится в её радикале R. Следовательно, в лупе L существует такая
первичная нормальная подлупа P , что a /∈ P . Но фактор-лупа P / R является
первичной нормальной подлупой лупы L/R, причём ā не содержится в P/R. Это
противоречит выбору элемента ā. Таким образом, элемент ā равен единице.

4. Первичный радикал Ω-лупы

Понятия операторных групп и Ω-группы используют аналогию между нор-
мальными подгруппами группы и идеалами колец. В [4, 10, 13] были отмечены
различные свойства Ω-группы.

В [10, 11] предполагалась возможность выполнения некоторых свойств
Ω-групп и для Ω-луп, однако детально это понятие не рассматривалось.

По аналогии с определением Ω-группы введём понятие Ω-лупы.
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Определение 4.1. Лупа (L,+) (необязательно коммутативная или ассоциа-
тивная) называется лупой с операторами или Ω-лупой, если в L задана, помимо
сложения, ещё система n-арных алгебраических операций Ω, причём для всех
ω ∈ Ω должно выполняться условие 00 . . . 0ω = 0.

Для удобства будем использовать для лупы (L,+) аддитивную запись;
в частности, нулевой элемент этой лупы будет обозначаться символом 0.

При пустой системе операций Ω мы получаем понятие лупы. Ω-лупа пре-
вращается в кольцо, если аддитивная лупа этой Ω-лупы коммутативна и ассо-
циативна (т. е. является абелевой), а система операций Ω состоит из одного
бинарного умножения, связанного со сложением законами дистрибутивности.

Ω-лупу L можно также считать универсальной алгеброй относительно опе-
раций аддитивной лупы и операций из Ω. Всякая подалгебра этой алгебры будет
подлупой аддитивной лупы и поэтому содержит 0, при этом она сама является
Ω-лупой. Поэтому можно говорить не о подалгебрах, а об Ω-подлупах Ω-лупы L.

Определение 4.2. Непустое подмножество A Ω-лупы L называется идеалом
в L, если выполняются следующие два условия:

1) A является нормальной подлупой аддитивной лупы;
2) для всякой n-арной операции ω ∈ Ω, любого элемента a ∈ A и любых

элементов x1, x2, . . . , xn ∈ L при i = 1, 2, . . . , n имеет место включение

−(x1x2 . . . xnω) + x1 . . . xi−1(a + xi)xi+1 . . . xnω ∈ A.

Для луп понятие идеала совпадает с понятием нормальной подлупы, так как
ввиду пустоты системы операций Ω условие 2) отпадает.

Заметим, что условие 2) может быть переписано в виде

x1 . . . xi−1(a + xi)xi+1 . . . xnω ∈ (x1x2 . . . xnω) + A

при i = 1, 2, . . . , n, где справа стоит смежный класс по нормальной подлупе A,
порождённый элементом x1x2 . . . xnω. Применяя это включение несколько раз,
мы получим следующеее утверждение.

Лемма 4.1. Для любого идеала A Ω-лупы L, любой n-арной операции ω ∈ Ω,
любых элементов a1, a2, . . . , an ∈ A и любых элементов x1, x2, . . . , xn ∈ L имеет
место включение

(a1 + x1)(a2 + x2) . . . (an + xn)ω ∈ x1x2 . . . xnω + A.

Лемма 4.2. Всякий идеал Ω-лупы L является её нормальной Ω-подлупой.

Доказательство. По определению идеал A является нормальной подлупой
аддитивной лупы, а из предыдущей леммы при x1 = x2 = . . . = xn = 0 следует,
что для любой n-арной операции ω ∈ Ω и любых a1, a2, . . . , an ∈ A справедливо
включение a1a2 . . . anω ∈ A.

Ясно, что идеалами Ω-лупы L будут, в частности, сама L и нулевая подлу-
па O. Если в L нет других идеалов, то это будет простая Ω-лупа. Пересечение
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любой системы идеалов Ω-лупы L само будет идеалом, а поэтому можно гово-
рить об идеале, порождённом любой системой элементов M . Заметим, что иде-
ал, порождённый системой идеалов Ai, i ∈ I, Ω-лупы L, совпадает с порождён-
ной этими идеалами нормальной подлупой B аддитивной лупы. Действительно,
подлупа B =

⋃
i∈I

Ai является нормальной подлупой аддитивной лупы L как

объединение нормальных подлуп. Теперь пусть даны n-арная операция ω ∈ Ω,
элемент b ∈ B и элементы x1, x2, . . . , xn ∈ L. Так как Ai1 , Ai2 , . . . , Aik

—идеалы,
то

x1 . . . xi−1(a + xi)xi+1 . . . xnω ∈ (x1x2 . . . xnω) + A,

что и требовалось показать.
Под разложением Ω-лупы L по идеалу A мы будем понимать разложение

аддитивной лупы этой Ω-лупы по A как по нормальной подлупе.

Теорема 4.1. Все конгруэнции произвольной Ω-лупы L исчерпываются её
разложениями по различным идеалам.

Доказательство. Пусть A—произвольный идеал Ω-лупы L. Для любых
a1, a2 ∈ A и x1, x2 ∈ L по определению нормальной подлупы выполняется
включение

(x1 + a1) + (x2 + a2) ∈ (x1 + x2) + A.

С другой стороны, для любой n-арной операции ω ∈ Ω, любых элементов
a1, a2, . . . , an ∈ A и x1, x2, . . . , xn ∈ L имеет место включение

(a1 + x1)(a2 + x2) . . . (an + xn)ω ∈ x1x2 . . . xnω + A.

Эти включения показывают, что разложение L в смежные классы по A действи-
тельно является конгруэнцией в Ω-лупе L.

Пусть теперь в L дана произвольная конгруэнция π. Обозначим через A
тот класс разбиения π, в котором содержится нуль аддитивной лупы; элементы
a ∈ A характеризуются, следовательно, тем, что a π 0. Если a1, a2 ∈ A, то a1 π 0,
a2 π 0, а поэтому по определению конгруэнции (a1+a2) π (0+0), т. е. (a1+a2)π0,
откуда следует, что a1 + a2 ∈ A. Если a ∈ A, то [0 + (−a)] π [a + (−a)], т. е.
−a π 0, откуда следует, что −a ∈ A. Если a1, a2 ∈ A, x ∈ L, то (x+a1) π (x+0)
и (0+x) π (a2 +x), значит, (x+a1) π (a2 +x), откуда следует, что x+a ∈ A+x.
Наконец, можно показать, что (x+y)+a ∈ x+(y+A) и (x+a)+y ∈ x+(A+y).
Этим доказано, что A является нормальной подлупой аддитивной лупы.

Если теперь даны n-арная операция ω ∈ Ω, элемент a ∈ A и элементы
x1, x2, . . . , xn ∈ L, то (a + xi) π (0 + xi), т. е. (a + xi) π xi, откуда следует, что

[x1 . . . xi−1(a + xi)xi+1 . . . xnω] π (x1x2 . . . xnω),

а поэтому

−(x1x2 . . . xnω) + x1 . . . xi−1(a + xi)xi+1 . . . xnω ∈ A,

i = 1, 2, . . . , n. Следовательно, класс A будет также идеалом Ω-лупы L.
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Рассмотрим, наконец, произвольный класс B разбиения π. Если b ∈ B,
a ∈ A, т. е. a π 0, то (b + a) π (b + 0), т. е. (b + a) π b. Значит, для смеж-
ного класса b + A имеем включение b + a ⊆ B. С другой стороны, если b′ —
произвольный элемент из класса B, то из b′ π b следует, что (−b + b′) π 0, или
−b + b′ ∈ A, т. е. b′ ∈ b + A. Этим доказано равенство B = b + A, т. е. всякий
класс разбиения является смежным классом по идеалу A.

Далее рассмотрим вопрос об определении первичного радикала Ω-лупы L.

Определение 4.3. Идеал P в Ω-лупе L называется Ω-первичным, если
для любой операции ω ∈ Ω и любых идеалов I1, . . . , In ⊆ L из включения
(I1, . . . , In)ω ⊆ P следует, что Ij ⊆ P для некоторого j = 1, 2, . . . , n. Пересе-
чение всех Ω-первичных идеалов Ω-лупы L называется первичным радикалом
Ω-rad(L) лупы L.

Обозначим через {a}L идеал Ω-лупы L, порождённый элементом a ∈ L.
Заметим, что этот идеал также является нормальной подлупой Ng(a), порож-
дённой элементом a аддитивной лупы L.

По аналогии с Ω-группами введём определение Ω-m-системы.

Определение 4.4. Подмножество M Ω-лупы L называется Ω-m-системой,
если для любой операции ω ∈ Ω и любых элементов a1, . . . , an ∈ M существуют
a′

i ∈ {ai}L, такие что a′
1 . . . a′

nω ∈ M .

Каждому элементу a ∈ L поставим в соответствие подмножество Ma ⊆ L,
которое получается следующим образом:

Ma =
⋃
i

Ai,

где
A0 = a, Ai =

⋃
λ∈Λ

Ai,λ, Ai,λ = {ai,j1...jn
= a′

i−1,j1 . . . a′
i−1,jn

ωλ},

ωλ — n-арная операция, a′
i,jk

∈ {ai,jk
}L, ai,j1 , . . . , ai,jn

—всевозможные наборы
по n элементов из Ai.

Лемма 4.3. Для любого элемента a ∈ L множество Ma является Ω-m-си-
стемой.

Доказательство. Пусть ωλ ∈ Ω—это n-арная операция и ai1 , . . . , ain
∈ Ma,

где aik
∈ Aik

. Покажем, что для каждого aik
найдётся элемент в Ain

, принад-
лежащий {aik

}L. Действительно, если ai ∈ Ai, то по построению существует
элемент ai+1 ∈ Ai1 , такой что ai+1 = a′

i,j1
. . . a′

i,jn
ωλ, где a′

i,jk
∈ {ai}L и, следо-

вательно, ai+1 ∈ {ai}L, ai+1 ∈ Ai+1.

Рассуждая аналогично, получаем, что существуют элементы b
(1)
in

, . . . , b
(n)
in
,

где b
(k)
in

∈ Ain
и b

(k)
in

∈ {aik
}L, k = 1, . . . , n. Но тогда найдётся элемент c =

= b′1 . . . b′nωλ, где b′k ∈ {b(k)
in

}L ⊆ {aik
}L, такой что c ∈ Ain+1. Отсюда вытекает,

что Ma —Ω-m-система.
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Теорема 4.2. Пусть L—Ω-лупа, a ∈ L. Тогда эквивалентны следующие
условия :

1) a ∈ Ω-rad(L);
2) любая Ω-m-система, содержащая элемент a, содержит 0;
3) любая Ω-m-система Ma, соответствующая элементу a, содержит 0.

Доказательство. Докажем импликацию 1) =⇒ 2). Пусть элемент a ∈ L та-
кой, что любая Ω-m-система, содержащая его, не содержит 0. Тогда существу-
ет последовательность M = {a0 = a, a1, . . .}, все элементы которой отличны
от 0, такая что a′

1 . . . a′
nω ∈ M для всех a′

i ∈ {ai}L. В множестве идеалов L,
которые не содержат ни одного элемента последовательности M , выберем мак-
симальный идеал I. Покажем, что I является Ω-первичным идеалом Ω-лупы L.
Если U1, U2 —идеалы, строго содержащие идеал I, то ввиду максимальности I
каждый из идеалов пересекается с последовательностью M , т. е. найдутся на-
туральные числа k и l, такие что ak ∈ U1 и al ∈ U2. Пусть m1 = max(k, l).
Тогда все элементы последовательности ai, i � m1, начиная с номера m1 + 1
лежат в пересечении U1∩U2. Таким образом выберем n идеалов Ui, i = 1, . . . , n,
таких что Ui � I и с некоторого mn все элементы последовательности M лежат
в

⋂n
i=1 Ui. Из построения идеала I следует, что U1U2 . . . Unω � I, следова-

тельно, по определению I является Ω-первичным идеалом. В то же время I не
содержит ни одного элемента последовательности M . Возникает противоречие
с определением Ω-первичного радикала.

Импликация 2) =⇒ 3) следует из предыдущей леммы.
Убедимся в справедливости импликации 3) =⇒ 1). Докажем, что для элемен-

та, который не принадлежит Ω-первичному радикалу, любая Ω-m-система Ma

не содержит 0. Пусть a /∈ Ω-rad(L). Тогда существует Ω-первичный идеал I ⊆ L,
такой что a /∈ I. В этом случае для любой операции ω ∈ Ω найдутся элементы
a′
1, . . . , a

′
n ∈ {a}L, такие что a′

1 . . . a′
nω ∈ A1 и a′

1 . . . a′
nω /∈ I. Таким образом,

A1 состоит из элементов, не принадлежащих I. Продолжая этот процесс, по-
строим подмножество Ak, k > 1. Таким образом, Ma =

⋃
i

Ai не содержит 0, так
как имеет пустое пересечение с I.

Определение 4.5. Элемент a Ω-лупы L, удовлетворяющий одному из экви-
валентных условий теоремы 4.2, называется Ω-строго энгелевым.

Следствие 4.1. В Ω-лупе L первичный радикал Ω-rad(L) совпадает с мно-
жеством Ω-строго энгелевых элементов.

Случай, когда L является группой, подробно рассмотрен в [7, 12]. Случай
градуированной Ω-группы разобран в [6].

Теорема 4.3. Пусть L—Ω-лупа, Ω = {ω}, где ω —операция коммутирова-
ния. Тогда rad(L)—первичный радикал лупы L и для a ∈ L эквивалентны
следующие условия :

1) a ∈ rad(L);
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2) элемент a строго энгелев, т. е. любая последовательность a0, a1, . . . , где
a0 = a, ai+1 ∈ [Ng(ai),Ng(ai)], Ng(a)—нормальная подлупа, порождённая
элементом a, содержит единичный элемент ;

3) элемент a Ω-строго энгелев, т. е. любая последовательность a0, a1, . . . , где
a0 = a, ai+1 ∈ [{a}L, {a}L], содержит единичный элемент.

Доказательство. Эквивалентность 1) ⇐⇒ 2) следует из теоремы 3.1.
Эквивалентность 2) ⇐⇒ 3) следует из того, что нормальная подлупа Ω-лу-

пы L, порождённая элементом a, совпадает с идеалом Ω-лупы L, порождённым
элементом a. Таким образом, совпадают и определения строго энгелевых эле-
ментов.
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