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Аннотация

Классиками теории функций был введён замечательный класс измеримых функ-
ций, нашедший разнообразные применения во многих областях математики. Однако
для решения ряда естественных математических задач этот класс оказался слишком
ограничительным, поскольку он существенно связан со свойством счётности. Поэтому
наряду с ним был введён другой замечательный класс— класс равномерных функций,
существенно связанный со свойством конечности. Измеримые функции описываются
как на классическом языке прообразов Лебега—Бореля, так и на новом языке по-
крытий, а равномерные функции описываются исключительно на языке покрытий.
И семейства измеримых функций, и семейства равномерных функций определяются
через жёсткую структуру своих носителей (дескриптивных пространств). Поэтому ма-
тематики неоднократно ослабляли жёсткость структуры дескриптивных пространств
за счёт использования дополнительного свойства пренебрежимости. Данная статья
посвящена современному оформлению указанных идей. В ней также прослеживают-
ся некоторые применения вводимых классов функций к решению ряда известных
математических задач.

Abstract

V. K. Zakharov, A. V. Mikhalev, T. V. Rodionov, Descriptive spaces and proper
classes of functions, Fundamentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 19 (2014), no. 2,
pp. 51—107.

The remarkable class of measurable functions was introduced by classics of function
theory. It has found different applications in various branches of mathematics. However
this class turned out too restrictive for solving some natural mathematical problems be-
cause it is essentially connected with the property of countability. Therefore, along with
it another remarkable class, essentially connected with the property of finiteness, was
introduced. It is the class of uniform functions. Measurable functions are described both
in the classical Lebesgue–Borel language of preimages and in the quite new language of
covers. Uniform functions are described in the language of covers exclusively. Both the
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families of measurable functions and the families of uniform functions are determined by
the rigid structure of their supports (descriptive spaces). For this reason mathematicians
weakened more that once the rigidity of the structure of descriptive spaces at the expense
of using the additional property of negligence. The present paper is devoted to a contem-
porary formalization of the indicated ideas. Some applications of the introduced classes of
functions to solving a number of known mathematical problems is traced in the paper.

Введение

Классиками теории функций (Э. Борелем, А. Лебегом, Р. Бэром, В. Юн-
гом, Ф. Хаусдорфом, Н. Н. Лузиным, К. Куратовским и многими другими)
был введён замечательный класс измеримых функций, нашедший разнообраз-
ные применения во многих областях математики. Однако для решения ряда
естественных математических задач этот класс оказался слишком ограничи-
тельным, поскольку он существенно связан со свойством счётности. Поэтому
в [3, 4, 47, 50] был введён другой замечательный класс— класс равномерных
функций, существенно связанный со свойством конечности.

И семейства измеримых функций, и семейства равномерных функций опре-
деляются через жёсткую структуру своих носителей (дескриптивных про-
странств). Поэтому математики неоднократно ослабляли жёсткость структуры
дескриптивных пространств за счёт использования дополнительного свойства
пренебрежимости. Самыми выразительными примерами в этом направлении
являются характеризация А. Лебегом функций, интегрируемых по Риману, и
характеризация Н. Н. Лузиным μ-измеримых функций.

Данная статья посвящена современному оформлению описанных выше идей.
Она состоит из пяти разделов.

Два первых раздела являются вводными. В первом разделе излагаются ос-
новы теории дескриптивных пространств. Во втором разделе рассматриваются
обычные структуры на семействах вещественнозначных функций, а также со-
ответствующие структуры на области задания функций.

В третьем разделе излагаются основы теории измеримых функций на де-
скриптивных пространствах. Измеримые функции описываются как на класси-
ческом языке прообразов Лебега—Бореля (мы будем использовать также тер-
мин «прообразный язык»), так и на совершенно другом языке— языке покры-
тий (мы будем использовать также термин «покрытийный язык»), введённом
в [3,10,50] (в его счётном варианте).

В четвёртом разделе излагаются основы теории равномерных функций на де-
скриптивных пространствах на родном для них покрытийном языке (в конечном
варианте).

Классы измеримых и равномерных функций являются одинаково естествен-
ными, поскольку имеют сходные внутренние описания, не связанные с опреде-
лениями этих функций (см. замечание 2 в конце раздела 3, замечание 4 в конце
раздела 4 и работы [11, 23, 24], посвящённые нормальным, вполне нормальным
и ограниченно нормальным семействам и оболочкам).
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Использование семейств измеримых и равномерных функций позволило по-
лучить общее и тонкое соотношения между бэровской и борелевской функ-
циональными иерархиями на произвольном дескриптивном пространстве (см.
замечание 1 в разделе 3.5, замечание 1 в разделе 4.4 и работы [9,22,41]).

Наиболее ярким представителем класса равномерных функций является се-
мейство функций, интегрируемых по Риману. Описание этих функций как рав-
номерных функций даёт их другую характеризацию, отличную от лебеговской
(см. замечание 2 в конце раздела 4 и работы [7,8,21,25]).

Другим важным представителем класса равномерных функций является се-
мейство симметризуемых (метаполунепрерывных) функций, которое сыграло
ключевую роль в решении проблемы Рисса—Радона—Фреше характеризации
радоновских интегралов как линейных функционалов для произвольного хау-
сдорфова пространства (см. замечание 3 в конце раздела 4 и работы [12—20]).

В пятом разделе рассматриваются более широкие семейства функций, при-
сущие дескриптивным пространствам с пренебрежимостями. Естественность та-
ких семейств следует из того, что именно через них даётся описание дедекин-
дова и канторова пополнений семейства непрерывных функций для произволь-
ного тихоновского пространства (для узкого класса бэровских пространств это
дедекиндово пополнение описывается через семейства (измеримых) функций со
свойством Бэра) [2, 5, 6, 46, 48, 49]. Кроме того, они позволяют дать ещё одну
характеризацию функций, интегрируемых по Риману (см. конец замечания 2
в разделе 4.4).

1. Дескриптивные пространства
(пространства с ансамблями)

1.1. Предварительные сведения

В работе систематически используются понятия и обозначения, принятые
в современной теории классов и множеств (см., например, [36]). Для удобства
читателя приведём некоторые необходимые определения.

Переобозначение знакосочетания σ знакосочетанием τ обозначается через
σ ≡ τ или τ ≡ σ. Через {t | ϕ(t)} обозначается класс, состоящий из таких эле-
ментов x, что ∃ y (x ∈ y)∧ϕ(x), т. е. состоящий из множеств, обладающих свой-
ством ϕ. Наряду с {t | t ∈ X∧ϕ(t)} пишут также {t ∈ X | ϕ(t)}. Через {t | ϕ(t)}
определяются следующие теоретико-множественные понятия: ∅ ≡ {t | t �= t},
{x} ≡ {t | t = x}, {x, y} ≡ {t | t = x ∨ t = y}, (x, y) = {{x}, {x, y}} (упорядо-
ченная пара), P(X) ≡ {t | t ⊂ X} (полный ансамбль на X, т. е. семейство всех
подмножеств X), X × Y ≡ {

t | ∃x ∈ X ∃ y ∈ Y
(
t = (x, y)

)}
.

Натуральные числа определяются как следующие множества:

0 ≡ ∅, 1 ≡ 0 ∪ {0}, 2 ≡ 1 ∪ {1}, . . . , n+ 1 ≡ n ∪ {n}, . . . .
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При таком определении одновременно имеют место два свойства: m ⊂ n + 1 и
m ∈ n + 1 для всех m � n (т. е. m ⊂ n). Множество всех натуральных чисел
обозначается через ω, а всех ненулевых натуральных чисел— через N.

Мы строго отличаем отображение u : X → Y из множества X в множество Y
от его значения yx ≡ u(x) ∈ Y на элементе x ∈ X. Множество значений
отображения u определяется как rng u =

{
y ∈ Y | ∃x ∈ X

(
y = u(x)

)}
.

Для отображения u : X → Y используется также индексное обозначение
u ≡ (yx ∈ Y | x ∈ X), которое читается как коллекция или семейство элемен-
тов множества Y , индексированных элементами множества X. Множество
{t | ∃x ∈ X (t = yx)} элементов коллекции u обозначается {yx ∈ Y | x ∈ X}.
Например, для трёхчленной коллекции u ≡ (ai ∈ N | i ∈ 3), такой что a0 = 5,
a1 = 4 и a2 = 5, её множество членов является двухэлементным множеством
{ai | i ∈ 3} = {4, 5}. Для коллекции подмножеств u ≡ (Ai ∈ P(A) | i ∈ I)
множества A определены операции объединения⋃

(Ai | i ∈ I) ≡ {t | ∃ i ∈ I (t ∈ Ai)},
пересечения ⋂

(Ai | i ∈ I) ≡ {t | ∀ i ∈ I (t ∈ Ai)}
и произведения∏

(Ai | i ∈ I) ≡
{
t
∣∣ (
t : I →

⋃
(Ai | i ∈ I)

)
∧ ∀ i ∈ I (t(i) ∈ Ai)

}
.

Если на множестве A определена бинарная операция сложения +: A×A→A,
то для любой коллекции (ai ∈ A | i ∈ n ∈ N \ {1}) по индукции определяется
операция сложения:∑

(ai ∈ A | i ∈ 2) ≡ a0 + a1,
∑

(ai ∈ A | i ∈ n+ 1) ≡
∑

(ai ∈ A | i ∈ n) + an.

Если на множестве A определён порядок �, то на A определяются частичные
бинарные операции супремума

a ∨ b ∈ {
t ∈ A | (t � a) ∧ (t � b) ∧ ∀ c ∈ A

(
(c � a) ∧ (c � b) ⇒ c � t

)}
,

и инфимума

a ∧ b ∈ {
t ∈ A | (t � a) ∧ (t � b) ∧ ∀ c ∈ A

(
(c � a) ∧ (c � b) ⇒ c � t

)}
.

1.2. Основные понятия

Пусть T —фиксированное множество, а S — ансамбль на T , т. е. непустое
подмножество P(T ). Множество T с ансамблем S будем называть дескриптив-
ным пространством или пространством с ансамблем и обозначать (T, S).

Множество P ⊂ T назовём S-компактным или компактным относительно
ансамбля S, если для любой коллекции (Si ∈ S | i ∈ I), такой что P ⊂ ⋃

(Si |
i ∈ I), найдётся такое конечное множество J ⊂ I, что P ⊂ ⋃

(Si | i ∈ J).
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Если множество T само является S-компактным, то дескриптивное простран-
ство (T, S) будем называть компактным.

Ансамбль S называется замкнутым относительно замыкания, если T \S ∈
∈ S для каждого S ∈ S. Ансамбль S называется конечно [счётно, вполне] ад-
дитивным, если

⋃
(Si | i ∈ I) ∈ S для любой конечной [счётной, произвольной]

коллекции (Si ∈ S | i ∈ I). Аналогично ансамбль S называется конечно [счёт-
но, вполне] мультипликативным, если

⋂
(Si | i ∈ I) ∈ S для любой конечной

[счётной, произвольной] коллекции (Si ∈ S | i ∈ I).
Конечно аддитивные и конечно мультипликативные ансамбли иногда будут

называться просто аддитивными и мультипликативными соответственно. Ко-
нечно [счётно, вполне] аддитивный ансамбль S называется также ϕ-аддитив-
ным [σ-аддитивным, τ -аддитивным]. Конечно [счётно, вполне] мультиплика-
тивный ансамбль S называется также η-мультипликативным [δ-мультипли-
кативным, ε-мультипликативным].

Ансамбль S называется бинарно аддитивным [бинарно мультипликатив-
ным], если Q ∪R ∈ S [Q ∩R ∈ S] для каждой пары (Q,R) в S.

Предложение 1.1. Пусть S —ансамбль на множестве T . Тогда следующие
условия равносильны:

1) S бинарно аддитивен [бинарно мультипликативен];
2) S (конечно) аддитивен [мультипликативен].

Доказательство. Докажем импликацию 1) � 2). Рассмотрим подмноже-
ство X в ω, состоящее из всех таких чисел n, что

⋃
(Si | i ∈ I) ∈ S для

всех коллекций (Si ∈ S | i ∈ I), где card I = n + 2. Пусть I = {j, k} и j �= k.
Тогда

⋃
(Si | i ∈ I) = Sj ∪ Sk ∈ S. Поэтому 0 ∈ X.

Пусть n ∈ X и card I = n + 3. Возьмём j ∈ I и рассмотрим множество
K ≡ I \ {j}. Поскольку cardK = n + 2, мы имеем S ≡ ⋃

(Sk | k ∈ K) ∈ S.
Поэтому

⋃
(Si | i ∈ I) = Sj ∪ S ∈ S. Следовательно, n+ 1 ∈ X.

Теперь по принципу натуральной индукции X = ω.
Докажем импликацию 2) � 1). Пусть Q,R ∈ S. Рассмотрим коллекцию

(Si ∈ S | i ∈ I), такую что S0 ≡ Q и S1 ≡ R. Тогда Q ∪ R = S0 ∪ S1 =
=

⋃
(Si | i ∈ I) ∈ S.

Множество ∅ будем называть левым краем (или нулевым элементом) пол-
ного ансамбля P(T ). Множество T будем называть правым краем (или еди-
ничным элементом, или единицей) полного ансамбля P(T ). Если ансамбль S

содержит ∅ и T , то скажем, что S — ансамбль с краями или что S облада-
ет краями. Мультипликативный ансамбль с краями на T называется основой
на T ; аддитивный ансамбль с краями на T называется коосновой на T . Если
основа ϕ-, σ- или τ -аддитивна, то она называется соответственно ϕ-, σ- или
τ -основой. Аналогично определяются η-, δ-, ε-коосновы.

Всякая τ -основа G на T обычно называется открытой топологией на T
или просто топологией на T , каждый элемент из G называется открытым
множеством, а пара (T,G) —топологическим пространством.
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Зафиксируем множество T и некоторый ансамбль S на T . Рассмотрим коан-
самбль co-S на T , состоящий из всех таких элементов P ∈ P(T ), что P = T \ S
для некоторого S ∈ S. В случае топологического пространства (T,G) коансамбль
F ≡ co-G называется ансамблем замкнутых множеств.

Рассмотрим также ансамбли Sϕ, Sσ и Sτ на T , состоящие из всех таких
P ∈ P(T ), что P =

⋃
(Si | i ∈ I) для некоторой конечной, счётной или произ-

вольной коллекции (Si ∈ S | i ∈ I) соответственно. Эти ансамбли называются
также ϕ-, σ- и τ -оболочками ансамбля S. Ясно, что S ⊂ Sϕ ⊂ Sσ ⊂ Sτ .

Также будем рассматривать ансамбли Sη, Sδ и Sε на T , состоящие из всех
таких P ∈ P(T ), что P =

⋂
(Si | i ∈ I) для некоторой конечной, счётной или

произвольной коллекции (Si ∈ S | i ∈ I) соответственно. Они ещё называются
η-, δ-, ε-оболочками ансамбля S. Как и выше, S ⊂ Sη ⊂ Sδ ⊂ Sε.

Лемма 1.1. Пусть S —ансамбль на множестве T . Тогда

1) ансамбли Sϕ, Sσ и Sτ конечно, счётно и вполне аддитивны соответствен-
но ; ансамбли Sη, Sδ и Sε конечно, счётно и вполне мультипликативны
соответственно ;

2) (Sϕ)σ = Sσ, (Sη)δ = Sδ;
3) если ансамбль S мультипликативен, то Sϕ, Sσ и Sτ тоже мультипликатив-

ны; если S аддитивен, то Sη, Sδ и Sε тоже аддитивны.

Доказательство. Докажем утверждение 1). Возьмём счётную коллекцию
(Pi ∈ Sσ | i ∈ I) и множество P ≡ ⋃

(Pi | i ∈ I). По определению Pi ≡
⋃

(Sij |
j ∈ Ji) для некоторых счётных коллекций (Sij ∈ S | j ∈ Ji). Рассмотрим счётное
множество K ≡ ⋃

(Ji × {i} | i ∈ I) и определим коллекцию (Sk ∈ S | k ∈ K),
полагая Sk ≡ Sij для каждого k = (j, i), такого что j ∈ Ji. Тогда из P =

⋃
(Sk |

k ∈ K) следует, что P ∈ Sσ. Это и означает, что ансамбль Sσ счётно аддитивен.
Все другие утверждения пункта 1) доказываются аналогично.
Докажем утверждение 2). Так как S ⊂ Sϕ ⊂ Sσ, мы получаем, что Sσ ⊂

⊂ (Sϕ)σ ⊂ (Sσ)σ. В силу утверждения 1) ансамбль Sσ σ-аддитивен. Поэтому
(Sσ)σ = Sσ.

Второе равенство проверяется сходным образом.
Докажем утверждение 3). Предположим, что ансамбль S мультипликативен.

Возьмём два элемента P ≡ ⋃
(Pi | i ∈ I) и Q ≡ ⋃

(Sj | j ∈ J) из S•, где •
означает ϕ, σ или τ . Тогда P ∩ Q =

⋃
(Si ∩ Sj | (i, j) ∈ I × J). Поскольку

Si ∩Sj ∈ S и множество I×J конечно, счётно или произвольно, заключаем, что
P ∩Q ∈ S•. Следовательно, ансамбль S• мультипликативен по предложению 1.1.

Последнее утверждение проверяется аналогично.

Пусть E ⊂ T . Рассмотрим ансамбль SE ≡ {P ∈ P(T ) | P = S ∩ E ∧ S ∈ S}.
Он называется следом ансамбля S на множестве E. Легко убедиться, что для
основы S след SE также является основой. Для мультипликативного ансамбля S

и E ∈ S имеем SE = {S ∈ S | S ⊂ E}. Ясно, что (Sϕ)E = (SE)ϕ, (Sσ)E = (SE)σ.
Также ясно, что если D ⊂ E ⊂ T , то (SE)D = SD.
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Ансамбль S назовём совершенным, если

1) S аддитивен;
2) S содержит края ∅ и T ;
3) S ⊂ (co-S)σ.

Топологическое пространство (T,G) с совершенным G также называется совер-
шенным. Ансамбль S назовём косовершенным, если

1) S мультипликативен;
2) S содержит края ∅ и T ;
3) S ⊂ (co-S)δ.

Ансамбль S называется решёточным (решёткой), если он аддитивен и
мультипликативен; ансамбль S — σ-решётка, если он σ-аддитивен и мульти-
пликативен. Если S —аддитивный ансамбль с краями, замкнутый относительно
дополнения, то S называется алгеброй. Если алгебра σ-аддитивна, то она назы-
вается σ-алгеброй. Ясно, что [σ-]алгебра [δ-]мультипликативна.

Предложение 1.2. Пусть S — совершенный ансамбль на множестве T с ко-
ансамблем R ≡ co-S. Тогда

1) Sη является совершенной основой, а Rϕ = co-Sη —косовершенной коосно-
вой ;

2) Rσ является совершенной σ-основой, а Sδ = co-Rσ —косовершенной δ-ко-
основой ;

3) Rσ = (Rϕ)σ и Sδ = (Sη)δ.

Доказательство. Докажем утверждение 1). Ясно, что Sη обладает краями.
По лемме 1.1 ансамбль Sη решёточный. Из мультипликативности R ввиду лем-
мы 1.1 вытекает, что ансамбль Rσ тоже мультипликативен. Следовательно, ис-
пользуя вложение S ⊂ Rσ и лемму 1.1, получаем, что Sη ⊂ (Rσ)η = Rσ = (Rϕ)σ.
Переходя к соответствующим коансамблям, получаем, что Rϕ ⊂ (Sη)δ. Кроме
того, Rϕ обладает краями и является решёткой.

Докажем утверждение 2). По лемме 1.1 Rσ — σ-основа, а Sδ — δ-кооснова.
Учтя условие, получаем вложения Rσ ⊂ (Sδ)σ и Sδ ⊂ (Rσ)δ.

Равенства третьего утверждения следуют из леммы 1.1.

Ансамбль S называется отделимым, если любые непересекающиеся мно-
жества R,R′ ∈ co-S содержатся в непересекающихся множествах S, S′ ∈ S.
Топологическое пространство (T,G) с отделимым ансамблем G называется нор-
мальным, если {t} ∈ F для каждого t ∈ T .

Отделимая совершенная σ-основа была введена А. Д. Александровым [28]
как «вполне нормальная база». В [3] она была названа a-основой.

Лемма 1.2. Пусть S —отделимый ансамбль на множестве T с коансам-
блем R ≡ co-S. Тогда для любых множеств P ∈ R и Q ∈ S, таких что P ⊂ Q,
найдутся такие множества X ∈ S и Y ∈ R, что P ⊂ X ⊂ Y ⊂ Q.
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Доказательство. По условию для непересекающихся множеств P и
R ≡ T \ Q из R существуют непересекающиеся множества X и Z из S, такие
что P ⊂ X и R ⊂ Z. Взяв Y ≡ T \ Z, мы получим желаемые включения.

1.3. Дескриптивные пространства
с идеальными пренебрежимостями

Пусть (T, S) —дескриптивное пространство. Ансамбль N на T назовём пре-
небрежимостью относительно ансамбля S или пренебрежимостью на де-
скриптивном пространстве (T, S), если ни для какого непустого S ∈ S∪{T} и
ни для какого N ∈ Nϕ не имеет место включение S ⊂ N . В этом случае тройка
(T, S,N) будет называться дескриптивным пространством с пренебрежимо-
стью.

Аддитивный ансамбль I на T называется идеальным ансамблем или идеа-
лом (множеств), если ∀ I ∈ I ∀P ∈ P(T ) (P ⊂ I ⇒ P ∈ I). Каждый идеальный
ансамбль является решёткой с нулевым элементом ∅ (см. раздел 1.2). Если
идеальный ансамбль σ-аддитивен, то он называется σ-аддитивным идеалом
(σ-идеалом).

Если I —пренебрежимость на дескриптивном пространстве (T, S) и I —иде-
ал, то естественно называть I идеальной пренебрежимостью. Заметим, что
согласно следующей лемме каждая пренебрежимость N порождает соответству-
ющую идеальную пренебрежимость I(Nϕ) ≡ {I ⊂ T | ∃N ∈ Nϕ (I ⊂ N)}.

Лемма 1.3. Пусть N —ансамбль на T . Тогда I(Nϕ) —идеал.
Если N — σ-аддитивный ансамбль, то I(Nϕ) — σ-идеал.
Если (T, S) —дескриптивное пространство и N —пренебрежимость на нём,

то I(Nϕ) —идеальная пренебрежимость на (T, S).

Доказательство. Пусть I, J ∈ I ≡ I(Nϕ). Тогда I ⊂ M и J ⊂ N для
каких-то M,N ∈ Nϕ. Из I ∪ J ⊂ M ∪ N ∈ Nϕ вытекает, что I ∪ J ∈ I. Для
любого P ⊂ I имеем P ⊂M . Следовательно, P ∈ I. Таким образом, I —идеал.

Пусть N — σ-аддитивный ансамбль и (Il ∈ I | l ∈ L) — такая счётная коллек-
ция, что Il ⊂ Nl ∈ Nϕ. Тогда I ≡ ⋃

(Il | l ∈ L) ⊂ ⋃
(Nl | l ∈ L) ∈ Nσ = N = Nϕ.

Поэтому I ∈ I.
Пусть N —пренебрежимость на (T, S). Возьмём какое-нибудь непустое мно-

жество S ∈ S ∪ {T}. Предположим, что существует такая конечная коллекция
(Ik ∈ I | k ∈ K), что S ⊂ ⋃

(Ik | k ∈ K). По определению для каждого k ∈ K
существует конечная коллекция (Nαk

∈ N | αk ∈ Ak), такая что Ik ⊂ ⋃
(Nαk

|
αk ∈ Ak). Из свойства ассоциативности операции объединения вытекает, что

S ⊂
⋃(⋃

(Nαk
| αk ∈ Ak)

∣∣ k ∈ K
)

=

=
⋃(

N(k,αk)

∣∣ (k, αk) ∈
⋃

({k} ×Ak | k ∈ K)
)
∈ Nϕ,

где N(k,αk) ≡ Nαk
. Поскольку N —пренебрежимость, мы приходим к противо-

речию.
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Пусть S —ансамбль на множестве T и S �= {∅}. Множество D ⊂ T назовём
плотным относительно ансамбля S или S-плотным, если D∩S �= ∅ для каж-
дого S ∈ S \ {∅}. Ансамбль всех S-плотных множеств D ∈ S будем обозначать
через D(S).

Множество N ⊂ T назовём нигде не плотным относительно ансамбля S,
если N ⊂ T \ D для некоторого D ∈ D(S). Ансамбль всех таких множеств
обозначим через N(S). Очевидно, что N(S) = I(co-D(S)).

Лемма 1.4. Пусть S —основа на T . Тогда ансамбль D(S) мультипликативен,
а ансамбль N(S) является идеалом.

Доказательство. Пусть D1,D2 ∈ D(S) ⊂ S. Тогда D ≡ D1 ∩ D2 �= ∅. Из
мультипликативности S вытекает, что D ∈ S. Пусть S ∈ S \ {∅}. Из D1 ∈ D(S)
и D2 ∩ S ∈ S \ {∅} следует, что D ∩ S = D1 ∩ (D2 ∩ S) �= ∅. Поэтому D ∈ D(S).

Таким образом, ансамбль D мультипликативен и, следовательно, co-D адди-
тивен. Тогда из леммы 1.3 вытекает, что N(S) = I(co-D) = I

(
(co-D)ϕ

)
является

идеалом.

Следствие 1. Пусть S —основа на T . Тогда ансамбли D(Sϕ), D(Sσ) и D(Sτ )
мультипликативны, а ансамбли N(Sϕ), N(Sσ) и N(Sτ ) идеальны.

Доказательство. По лемме 1.1 ансамбли Sϕ, Sσ и Sτ также являются осно-
вами.

Лемма 1.5. Пусть S —основа на T и D ∈ Sσ [D ∈ Sϕ]. Тогда следующие
утверждения эквивалентны:

1) D ∈ D(Sσ) [D ∈ D(Sϕ)];
2) S ∩D �= ∅ для каждого S ∈ S \ {∅}.
Доказательство. Импликация 1) � 2) очевидна.
Докажем импликацию 2) � 1). По лемме 1.1 ансамбль Sσ [Sϕ] является

основой. Пусть ∅ �= S =
⋃

(Si ∈ S | i ∈ I) ∈ Sσ [Sϕ]. Тогда Si �= ∅ для
некоторого i ∈ I. Из Si ∩D �= ∅ заключаем, что S ∩D =

⋃
(Si ∩D | i ∈ I) �= ∅.

Множество X ⊂ T называется множеством со свойством Стоуна относи-
тельно ансамбля S и идеала I, если X = S ∪N для некоторых S ∈ S и N ∈ I.
Ансамбль всех таких множеств обозначим через SP(S, I). Частный случай, ко-
гда S = G, (T,G) — топологическое пространство и I = N(S), рассматривался
М. Стоуном в [43] (см. также [26, 8.V] и [42, 16.1.6(B), 16.1.7]). Случай,
когда (T,G) — тихоновское топологическое пространство и I —идеал, порож-
дённый ансамблем замкнутых μ-пренебрежимых множеств для положительной
ограниченной радоновской меры μ, был рассмотрен в [7, 8] (см. замечание 2
в разделе 4.4).

Лемма 1.6. Пусть S —основа на T и I —идеал на T . Тогда ансамбли
SP(S, I), SP(Sϕ, I) и SP(Sσ, I) являются основами. Кроме того, SP(Sϕ, I) и
SP(Sσ, I) аддитивны.
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Доказательство. Поскольку ∅ ∈ S и ∅ ∈ I, имеем ∅ ∈ SP(S, I). Из T ∈ S и
T = T ∪ ∅ следует, что T ∈ SP(S, I).

Пусть X = P ∪M и Y = Q ∪ N для некоторых P,Q ∈ S и M,N ∈ I. Из
мультипликативности S вытекает, что P ∩Q ∈ S. Так как I —идеал, мы видим,
что P ∩N,M ∩ Y ∈ I и, следовательно, (P ∩N) ∪ (M ∩ Y ) ∈ I. Поэтому

X ∩ Y = (P ∩Q) ∪ (
(P ∩N) ∪ (M ∩ Y )

) ∈ SP(S, I).

Так как по лемме 1.1 Sϕ и Sσ —основы, рассуждения для SP(Sϕ, I) и
SP(Sσ, I) аналогичны.

Пусть X = P ∪M и Y = Q ∪ N для некоторых P,Q ∈ Sϕ и M,N ∈ I. Из
P ∪Q ∈ Sϕ и M ∪N ∈ I получаем, что X ∪ Y = (P ∪Q) ∪ (M ∪N) ∈ SP(Sϕ, I).

Для SP(Sσ, I) доказательство вполне аналогично.

1.4. Дескриптивные пространства с покрываниями

Пусть T —множество и S ⊂ T . Коллекция (Ai ⊂ S | i ∈ I) называется
покрытием множества S, если S =

⋃
(Ai | i ∈ I). Покрытие (Ai ≡ S | i ∈ {i})

называется одноэлементным покрытием S.
Непустое семейство C покрытий множества T назовём покрыванием на T .

Тройка (T, S,C) будет называться дескриптивным пространством с покрыва-
нием, если S —ансамбль на T и C —покрывание на T .

Покрывание C на T называется мультипликативным, если для любой ко-
нечной коллекции (πα ∈ C | α ∈ A) покрытий πα ≡ (Cαi ⊂ T | i ∈ Iα) мы
имеем

∧
(πα | α ∈ A) ∈ C, где

∧
(πα | α ∈ A) обозначает такое покрытие (Dj |

j ∈ J), что J ≡ ∏
(Iα | α ∈ A) и Dj ≡ ⋂

(Cαj(α) | α ∈ A) для всех j ∈ J . Для
того чтобы не увеличивать этажи индексации, мы здесь и далее считаем, что
предшествующие индексы задают область изменения последующих.

Возьмём пару покрытий {κ, ρ} и рассмотрим коллекцию (πα | α ∈ 2), где
π0 ≡ κ и π1 ≡ ρ. Наряду с

∧
(πα | α ∈ 2) будем также писать π0 ∧ π1 или κ ∧ ρ.

Для произвольного семейства покрытий C множества T рассмотрим его
η-оболочку Cη, состоящую из всех коллекций π ≡ (Pu ⊂ T | u ∈ U), та-
ких что для π найдётся конечная коллекция (γi ∈ C | i ∈ I) таких покрытий
γi ≡ (Cim | m ∈ Mi) множества T , что U =

∏
(Mi | i ∈ I) и Pu =

⋂
(Ciu(i) |

i ∈ I) для каждого u ∈ U .

Лемма 1.7. Пусть C — семейство конечных [счётных] покрытий T . Тогда
каждая коллекция π ∈ Cη является конечным [счётным] покрытием T .

Доказательство. Из свойства общей дистрибутивности объединения отно-
сительно пересечения вытекают равенства

⋃
(Pu | u ∈ U) =

⋃(⋂
(Ciu(i) | i ∈ I)

∣∣ u ∈ U
)

=

=
⋂(⋃

(Cim | m ∈Mi)
∣∣ i ∈ I

)
=

⋂
(T | i ∈ I) = T.
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Поскольку каждое множество Mi конечно [счётно], их произведение U ≡
≡ ∏

(Mi | i ∈ I) тоже конечно [счётно].

Лемма 1.8. Пусть C — семейство покрытий множества T . Тогда семейство Cη

является мультипликативным.

Доказательство. Пусть (πα ∈ Cη | α ∈ A) —конечная коллекция. Тогда по
определению πα ≡ (Pαu ⊂ T | u ∈ Uα), α ∈ A, и для каждого πα существует
конечная коллекция (γαi ∈ C | i ∈ Iα) покрытий, такая что γαi ≡ (Cαim |
m ∈Mαi), Uα =

∏
(Mαi | i ∈ Iα) и Pαu =

⋂
(Cαiu(i) | i ∈ Iα) для всякого u ∈ Uα.

Рассмотрим конечное множество J ≡ ⋃
(Iα × {α} | α ∈ A). По свойству

общей ассоциативности произведения найдутся биекции

W ≡
∏

(Uα | α ∈ A) ��

��
∏(∏

(Mαi | (i, α) ∈ Iα × {α}) ∣∣ α ∈ A
)

��
∏

(Mj | j ∈ J) ≡ V,

где Mj ≡Mαi для j ≡ (i, α) ∈ Jα ≡ Iα × {α}.
Возьмём конечную коллекцию (δj | j ∈ J) конечных коллекций δj ≡ (Djm |

m ∈ Mj), такую что Djm ≡ Cαim для j ≡ (i, α) ∈ Jα и m ∈ Mj ≡ Mαi.
Поскольку δ(i,α) = (Cαim | m ∈Mαi), мы заключаем, что δj ∈ C для всех j ∈ J .

Теперь определим множества Qv ≡ ⋂
(Djv(j) | j ∈ J) и коллекцию κ ≡ (Qv |

v ∈ V ) ∈ Cη. Если v ∈ V является образом w ∈ W относительно упомянутых
биекций, то

⋂
(Pαw(α) | α ∈ A) =

⋂(⋂
(Cαiw(α)(i) | i ∈ Iα)

∣∣ α ∈ A
)

=

=
⋂(⋂

(Djv(j) | j ∈ Jα)
∣∣ α ∈ A

)
=

⋂
(Djv(j) | j ∈ J) = Qv.

Поэтому
∧

(πα | α ∈ A) = κ. Следовательно,
∧

(πα | α ∈ A) ∈ Cη.

Рассмотрим важный пример покрывания, порождённого дескриптивным про-
странством (T, S), для которого существует хотя бы одно покрытие (Si ∈ S |
i ∈ I) множества T . Обозначим непустое семейство всех конечных покрытий
(Si ∈ S | i ∈ I) множества T через Cov S. Это покрывание широко используется
в разделе 4.1.

Лемма 1.9. Пусть S —ансамбль на множестве T .

1. Пусть Cov S непусто. Тогда справедливы следующие утверждения:

i) если ансамбль S аддитивен, то S содержит T ;
ii) если ансамбль S мультипликативен, то Cov S мультипликативно.

2. Если S содержит T , то Cov S непусто и содержит одноэлементное покры-
тие.

3. Если S —основа, то Cov S непусто, мультипликативно и содержит одно-
элементное покрытие.
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Доказательство. Докажем утверждение i). Из равенства T =
⋃

(Si | i ∈ I)
вытекает, что T ∈ S.

Утверждения ii) и 2 непосредственно следуют из определений.
Утверждение 3 следует из 2 и ii).

2. Семейства действительнозначных функций
на множестве

2.1. Обычные структуры на семействах функций

Пусть T —множество. Семейство всех действительнозначных функций на T
обозначим через F (T ). Обычным образом для функции f ∈ F (T ) и множества
X ⊂ R полагаем f−1[X] =

{
t ∈ T | ∃x ∈ X

(
x = f(t)

)}
.

Для функции f ∈ F (T ) и множества E ⊂ T колебанием функции f на
множестве E называется число ω(f,E) ≡ sup{|f(t) − f(s)| | t, s ∈ E}.

Функция f ∈ F (T ) называется ограниченной на P ⊂ T , если существует
такое число x > 0, что |f(t)| � x для всех t ∈ P . Множество всех ограниченных
функций на T обозначим через Fb(T ).

Лемма 2.1. Пусть f ∈ F (T ) и ε > 0. Если существует такое конечное
покрытие π ≡ (Ci ⊂ T | i ∈ I) множества T , что ω(f, Ci) < ε для каждого i ∈ I,
то f ∈ Fb(T ).

Доказательство. Для каждого i ∈ I возьмём некоторую точку ti ∈ Ci.
Тогда |f(t)| � |f(ti)| + ε для всех t ∈ Ci. Поскольку множество I конечно,
имеем x ≡ sup(|f(ti)| + ε | i ∈ I) ∈ R. Следовательно, |f(t)| � x для всех t ∈ T ,
т. е. функция f ограниченная.

Для всякого конечного семейства (fi ∈ F (T ) | i ∈ I) функций
на T можно определить общие операции сложения и умножения, полагая(∑

(fi | i ∈ I)
)
(t) ≡ ∑

(fi(t) | i ∈ I) и
(
P (fi | i ∈ I)

)
(t) ≡ P (fi(t) | i ∈ I)

для всех t ∈ T . Если I = k + 1, то наряду с
∑

(fi | i ∈ k + 1) и P (fi | i ∈ k + 1)
будем также писать f0 + . . . + fk и f0 · . . . · fk. Возьмём пару функций {f, g} и
рассмотрим коллекцию (hi | i ∈ 2), где h0 ≡ f и h1 ≡ g. Наряду с

∑
(hi | i ∈ 2)

и P (hi | i ∈ 2) или h0 + h1 и h0 · h1 будем также писать f + g и fg.
Для любых функции f и действительного числа x определим функцию xf ,

полагая (xf)(t) ≡ xf(t) для всех t ∈ T . Если m ∈ N, то mf =
∑

(fi | i ∈ m)
для коллекции (fi ∈ F (T ) | i ∈ m), где fi ≡ f для каждого i.

Определим на T единичную функцию 1, положив 1(t) ≡ 1 для всех t ∈ T , и
нулевую функцию 0, положив 0(t) ≡ 0 для всех t ∈ T . Тогда 0 + f = f + 0 = f
и 1f = f1 = f для любой функции f . Функция x1, где x ∈ R, называется
постоянной функцией на T , принимающей значение x.

Для функции f определим противоположную функцию −f , положив
(−f)(t) ≡ −f(t) для каждого t ∈ T . Тогда f − f = f + (−f) = 0. Ясно, что
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(−1)f = −f . Для функции f : T → R \ {0} определим обратную функцию
1/f ≡ f−1, положив (f−1)(t) ≡ 1/

(
f(t)

)
для каждого t ∈ T . Тогда ff−1 =

= f−1f = 1. Наряду с gf−1 будем также писать g/f .
Определим порядок на F (T ), полагая f � g, если f(t) � g(t) для всех t ∈ T .

Если f � g и f �= g (т. е. f(t) < g(t) для некоторого t ∈ T ), то будем писать
f < g. Легко убедиться, что (f ∨ g)(t) = f(t) ∨ g(t) и (f ∧ g)(t) = f(t) ∧ g(t).
Заметим также, что неравенство f � g эквивалентно равенству f ∨ g = g и
равенству f ∧ g = f .

Пусть N —направленное вверх предупорядоченное бесконечное множество
и (fn ∈ F (T ) | n ∈ N) — сеть функций. В случае N ⊂ ω имеем последователь-
ность (fn ∈ F (T ) | n ∈ N ⊂ ω).

Функция f ∈ F (T ) называется поточечным пределом сети (fn | n ∈ N), а
эта сеть называется поточечно сходящейся к f , если f(t) = lim(fn(t) | n ∈ N)
для каждого t ∈ T . Будем обозначать это как f = p-lim(fn | n ∈ N).

Функция f ∈ F (T ) называется равномерным пределом сети (fn ∈ F (T ) |
n ∈ N), а эта сеть — равномерно сходящейся к f , если для любого ε > 0
существует такое n ∈ N , что |fp − f | � ε1 для всех p � n. Будем обозначать
это как f = u-lim(fn | n ∈ N). Ясно, что равномерный предел сети является
одновременно и её поточечным пределом.

Лемма 2.2. Пусть (fn ∈ Fb(T ) | n ∈ N) — сеть функций, f ∈ F (T ) и
f = u-lim(fn | n ∈ N). Тогда f ∈ Fb(T ).

Доказательство. По определению найдётся n ∈ N , такое что |fp − f | � 1
для всех p � n. Тогда fn − 1 � f � fn + 1. Поскольку существует такое x > 0,
что |fn(t)| � x для всех t ∈ T , мы получаем неравенства −x− 1 � f(t) � x+ 1,
т. е. |f(t)| � x+ 1. Это и означает, что f ∈ Fb(T ).

Будем рассматривать следующие условия на семейство A(T ) ⊂ F (T ):
1) A(T ) содержит 1;
1′) A(T ) содержит 0;
2) A(T ) замкнуто относительно умножения на действительные числа;
2′) A(T ) замкнуто относительно умножения на обратно-натуральные чис-

ла 1/n для всех n ∈ N;
2′′) A(T ) замкнуто относительно умножения на число −1 ∈ Z;
3) A(T ) замкнуто относительно конечного сложения;
4) A(T ) замкнуто относительно конечных точных граней (супремума и ин-

фимума);
5) A(T ) замкнуто относительно конечного умножения;
6) A(T ) замкнуто относительно равномерной сходимости (последовательно-

стей);
7) A(T ) замкнуто относительно деления, т. е. 1/f ∈ A(T ) для каждой

f ∈ A(T ), такой что 0 /∈ rng f ;
7′) A(T ) замкнуто относительно ограниченного деления, т. е. 1/f ∈ A(T )

для каждой f ∈ A(T ), такой что 0 /∈ rng f и 1/f ∈ Fb(T );
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8) A(T ) замкнуто относительно поточечной сходимости (последовательно-
стей).

Ясно, что выполнение условий 1) и 2) влечёт выполнение условий 1′), 2′)
и 2′′), выполнение условий 1), 2′′) и 3) влечёт выполнение условия 1′), выполне-
ние условий 1), 2′), 2′′) и 3) влечёт замкнутость A(T ) относительно умножения
на рациональные числа, выполнение условий 2′′) и 4) влечёт замкнутость A(T )
относительно модуля.

Заметим, что в современной математике семейства функций, удовлетворя-
ющие некоторым комбинациям условий 1)—8), используются обычно под спе-
циальными наименованиями. Семейство функций A(T ) ⊂ F (T ), удовлетворя-
ющее условиям 2) и 3), называется линейным R-пространством (функций),
семейство, удовлетворяющее условиям 1)—4), — решёточным линейным R-про-
странством (функций) с порядковой единицей, семейство, удовлетворяющее
условиям 1)—3) и 5), — линейной R-алгеброй (функций) с мультипликатив-
ной единицей, семейство, удовлетворяющее условиям 1)—5), — решёточной ли-
нейной R-алгеброй с мультипликативной и порядковой единицей.

Весь список этих условий был собран Ф. Хаусдорфом в [27]. Семейство
A(T ) ⊂ F (T ) назовём нормальным, если оно удовлетворяет условиям 1)—7).
Семейство A(T ) ⊂ F (T ) назовём вполне нормальным, если оно удовлетворяет
условиям 1)—8). Семейство A(T ) ⊂ Fb(T ) назовём ограниченно нормальным,
если оно удовлетворяет условиям 1)—6) и 7′).

Ясно, что семейство F (T ) нормально и вполне нормально. Лемма 2.2 пока-
зывает, что семейство Fb(T ) ограниченно нормальное.

2.2. Нуль-множества и конуль-множества функций

Пусть f —функция на T . Тогда множества zer f ≡ {t ∈ T | f(t) = 0} и
coz f ≡ {t ∈ T | f(t) �= 0} называются нуль-множеством и конуль-множеством
функции f соответственно. Заметим, что множество coz f является объедине-
нием основных лебеговых множеств f−1[ ]0,∞[ ] и f−1[ ]−∞, 0[ ].

Пусть A(T ) — семейство функций на T . Тогда ансамбли ZerA(T ) ≡
≡ {zer f | f ∈ A(T )} и CozA(T ) ≡ {coz f | f ∈ A(T )} называются ансамблем
всех нуль-множеств и ансамблем всех конуль-множеств семейства A(T ) со-
ответственно.

Лемма 2.3. Пусть x ∈ R \ {0}, f, g ∈ F (T ) и (fn | n ∈ ω) —последователь-
ность в F (T )+. Тогда

1) coz f = coz |f | = coz f2 = coz(xf);
2) coz(fg) = coz(|f | ∧ |g|) = coz f ∩ coz g;
3) coz(f2 + g2) = coz(|f | + |g|) = coz(|f | ∨ |g|) = coz f ∪ coz g;
4) если f = p-lim

(∑
(fk | k ∈ n) | n ∈ ω

)
или f = sup(fn | n ∈ ω), то

coz f =
⋃

(coz fn | n ∈ ω).
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Доказательство. Доказательства утверждений 1)—3) тривиальны.
Докажем утверждение 4). Если f = p-lim

(∑
(fk | k ∈ n) | n ∈ ω

)
, то

выполнено включение
⋃

(coz fn | n ∈ ω) ⊂ coz f . Пусть t ∈ coz f . Так как после-
довательность

(∑
(fk | k ∈ n) | n ∈ ω

)
возрастает, имеем f �

∑
(fk | k ∈ n) � 0

для всех n. Поэтому можно взять ε ≡ f(t) > 0. Для этого ε существует такое
натуральное число n = n(ε), что 0 � f(t)− ∑

(fk(t) | k ∈ n) < ε. Следовательно,∑
(fk(t) | k ∈ n) > 0 и t ∈ coz fk для некоторых k ∈ n. Таким образом, обратное

включение
⋃

(coz fn | n ∈ ω) ⊃ coz f выполняется и мы имеем равенство.
В случае f = sup(fn | n ∈ ω) утверждение очевидно.

Следствие 1. Пусть A(T ) — семейство функций на T . Тогда

1) если A(T ) замкнуто относительно конечного умножения или конечной
операции inf(|fi| | i ∈ I), то ансамбль CozA(T ) мультипликативен, а ан-
самбль ZerA(T ) аддитивен;

2) если A(T ) замкнуто относительно конечных операций
∑

(f2
i | i ∈ I),∑

(|fi| | i ∈ I) или sup(|fi| | i ∈ I), то ансамбль CozA(T ) аддитивен,
а ZerA(T ) мультипликативен;

3) если sup(|fn| ∧ 1 | n ∈ ω) ∈ A(T ) для всякой последовательности
(fn ∈ A(T ) | n ∈ ω), то ансамбль CozA(T ) σ-аддитивен, а ансамбль
ZerA(T ) δ-мультипликативен;

4) если A(T ) замкнуто относительно конечных сумм
∑

(2−k(|fk|∧1) | k ∈ n),∑
(2−k(f2

k ∧1) | k ∈ n),
∑

(|fk|∧(2−k1) | k ∈ n) или
∑(

f2
k ∧(2−k1) | k ∈ n

)
и, кроме того, замкнуто относительно равномерной сходимости последо-
вательностей, то ансамбль CozA(T ) σ-аддитивен, а ансамбль ZerA(T )
δ-мультипликативен.

Доказательство. Доказательства утверждений 1)—3) тривиальны.
Докажем утверждение 4). Возьмём последовательность (fn ∈ A(T ) | n ∈ ω)

и число ε > 0. Тогда найдётся такое n ∈ N, что 2−n+1 < ε. Рассмотрим функции
gn ≡ ∑

(2−k(|fk| ∧ 1) | k ∈ n) ∈ A(T ). Тогда

0 � gn+m − gn �
∑

(2−k1 | k ∈ (n+m) \ n) =

= 2−n
∑

(2−i | i ∈ m)1 = 2−n(2 − 2−m+1)1 � 2−n+11 < ε1

для каждого m. Поэтому найдется такая функция g ∈ F (T ), что g = u-lim(gn |
n ∈ ω). Тогда согласно условию g ∈ A(T ). Поскольку g = p-lim(

∑
(2−k

(|fk|∧1
) |

k ∈ n) | n ∈ ω), в силу утверждения 4) леммы 2.3⋃
(coz fn | n ∈ ω) =

⋃(
coz

(
2−n(|fn| ∧ 1)

) | n ∈ ω
)

= coz g ∈ CozA(T ).

Для других перечисленных сумм рассуждения аналогичны.

Следствие 2. Пусть A(T ) — семейство функций на T .

1. Если A(T ) удовлетворяет условию 1) из раздела 2.1, то CozA(T ) содер-
жит T .
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2. Если A(T ) удовлетворяет условию 1′), то CozA(T ) содержит ∅.
3. Если A(T ) удовлетворяет условиям 2′′), 3) и 4) или 3) и 5), то CozA(T ) —

решётка.

Доказательство. Следствие вытекает из утверждений 2) и 3) леммы 2.3 и
формулы |f | = f ∨ (−f).

Предложение 2.1. Пусть A(T ) — семейство функций на T .

1. Если A(T ) удовлетворяет условиям 1), 1′), 3) и 4) (или 5)) из раздела 2.1,
то CozA(T ) — ϕ-основа.

2. Если A(T ) удовлетворяет условиям 1), 1′), 2′), 3), 4) и 6), то CozA(T ) —
σ-основа.

3. Если A(T ) удовлетворяет условиям 1), 1′), 2′), 2′′), 3), 5) и 8), то
CozA(T ) — σ-основа.

4. Если A(T ) удовлетворяет условиям 1), 1′), 2′), 2′′), 3) и 4), то CozA(T ) —
отделимая совершенная ϕ-основа.

5. Если A(T ) удовлетворяет условиям 1), 1′), 2′), 2′′), 3), 4) и 6), то
CozA(T ) — a-основа (т. е. отделимая совершенная σ-основа).

6. Если A(T ) удовлетворяет условиям 1), 1′), 2′), 2′′), 3), 4) (или 5)) и 8),
то CozA(T ) — σ-алгебра.

Доказательство. Утверждения 1 и 2 вытекают из следствия 2 леммы 2.3 и
утверждения 4) её следствия 1.

Докажем утверждение 3. Согласно утверждению 1 ансамбль S ≡ CozA(T ) —
ϕ-основа. Проверим, что он σ-аддитивен.

Возьмём последовательность (fn ∈ A(T ) | n ∈ ω) и число ε > 0. То-
гда найдётся такое n ∈ N, что 2−n+1 < ε. Рассмотрим функции gn ≡
≡ ∑(

2−k
(
1− exp ◦(−f2

k )
) | k ∈ n

)
, где exp: R → R+ —показательная функция.

Согласно определению exp ◦(−f2
k ) = p-lim

(
(1 − f2

k/m)m | m ∈ N
)
. Тогда из

условий 1), 2′), 2′′), 3), 5) и 8) следует, что gn ∈ A(T ).
Так как −f2

k (t) � 0 для всех t ∈ T и k ∈ ω, имеем 0 < exp
(−f2

k (t)
)

� 1.
Следовательно, для каждого t ∈ T последовательность (gn(t) | n ∈ ω) воз-
растает и 0 � gn(t) �

∑
(2−k | k ∈ n) < 2. Поэтому (gn(t) | n ∈ ω)

сходится для каждого t ∈ T . Положим g ≡ p-lim(gn | n ∈ ω). Из усло-
вия 8) следует, что g ∈ A(T ). Применяя лемму 2.3, из равенства g =
= p-lim

(∑(
2−k

(
1 − exp ◦(−f2

k )
) | k ∈ n

) | n ∈ ω
)
получаем, что

⋃
(coz fn | n ∈ ω) =

⋃(
coz 2−n

(
1 − exp ◦(−f2

k )
) | n ∈ ω

)
= coz g ∈ CozA(T ).

Докажем утверждение 4. Согласно утверждению 1 ансамбль S ≡ CozA(T ) —
ϕ-основа.

Пусть X,Y ∈ R ≡ co-S и X ∩ Y = ∅. Тогда X = zer f и Y = zer g для
некоторых f, g ∈ A(T ). Рассмотрим функции u = |f |−|f |∧|g| и v = |g|−|f |∧|g|,
лежащие в A(T ). Если t ∈ X, то v(t) = |g(t)| �= 0. Тогда X ⊂ coz v ∈ S.
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Аналогично Y ⊂ cozu ∈ S. Из u ∧ v = |f | ∧ |g| − |f | ∧ |g| = 0 получаем, что
cozu ∩ coz v = ∅. Таким образом, ансамбль S отделимый.

Наконец, пусть X ≡ coz f и f ∈ A(T ). Рассмотрим функции gn ≡ (1/n)1 −
− |f | ∧ (1/n)1 ∈ A(T ). Тогда |f |−1[[1/n,∞[ ] = zer gn ∈ R. Следовательно,
X =

⋃
(zer gn | n ∈ N). Таким образом, ансамбль S совершенный.

Докажем утверждение 5. Согласно утверждению 4 ансамбль S совершенный
и отделимый. По утверждению 2 S — σ-основа.

Докажем утверждение 6. Согласно утверждению 2 (или 3) ансамбль S —
σ-основа.

Пусть S ∈ S. тогда S = coz f для некоторой f ∈ A(T ), f � 0. Рассмотрим
функции fn ≡ nf ∧ 1 ∈ A(T ), n ∈ ω. Поскольку последовательность (fn |
n ∈ ω) возрастает и ограничена сверху 1, условие 8) даёт нам, что g ≡ χ(S) =
= p-lim(fn | n ∈ ω) ∈ A(T ). Тогда h ≡ −1 + g ∈ A(T ). Поэтому T \ S =
= cozh ∈ S.

Следствие 1. Пусть A(T ) — семейство функций на T .

1. Если A(T ) нормально, то CozA(T ) —отделимая совершенная σ-основа.
2. Если A(T ) вполне нормально, то CozA(T ) — σ-алгебра.

Лемма 2.4. Пусть f ∈ F (T ) и x < y в R. Тогда f−1[ ]x, y[ ] = coz g для
функции g ≡ (

(f − x1) ∨ 0
) ∧ (

(y1 − f) ∨ 0
)
.

Доказательство. Во-первых заметим, что g � 0.
Пусть x < f(t) < y. Тогда из того, что g(t) = (f(t) − x) ∧ (

y − f(t)
)
> 0,

следует, что t ∈ coz g.
Обратно, пусть t ∈ coz g. Тогда из f(t) − x > 0 и y − f(t) > 0 вытекает, что

x < f(t) < y.

3. Семейства измеримых и распределимых функций
на дескриптивном пространстве

Понятие измеримой функции обрело свою форму в работах Э. Бореля, Р. Бэ-
ра, А. Лебега и др. [29—32, 37—39, 44, 45]. Оно стало одним из важнейших
понятий современной математики.

3.1. Измеримые и распределимые функции

Пусть T и T ′ —множества, а S и S′ —ансамбли на T и на T ′ соответственно.
Отображение τ : T → T ′ называется измеримым относительно S и S′ или
(S, S′)-измеримым, если τ−1[S′] ∈ S для каждого S′ ∈ S′.

В случае T ′ = R будет рассматриваться ансамбль S′ = Gint ≡ {
]x, y[ |

x, y ∈ R
}

всех открытых интервалов на R. Таким образом, функция f : T → R

называется измеримой относительно ансамбля S или S-измеримой, если она
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(S,Gint)-измерима. Семейство всех S-измеримых действительнозначных функ-
ций на T обозначается через M(T, S). Его подсемейство всех ограниченных
S-измеримых функций на T обозначается через Mb(T, S).

Лемма 3.1. Пусть S — σ-аддитивный ансамбль на множестве T и f ∈ F (T ).
Тогда следующие утверждения эквивалентны:

1) f ∈M(T, S);
2) f−1[ ]x, y[ ] ∈ S для каждого интервала ]x, y[ ⊂ R̄;
3) f−1[G] ∈ S для каждого G ∈ Gst, где Gst —ансамбль всех открытых под-

множеств R (стандартная топология на R).

Доказательство. Докажем импликацию 1) � 2). Возьмём x = −∞, y ∈ R.
Тогда ]−∞, y[ =

⋃
( ]n, y[ | n ∈ N). Следовательно,

f−1[ ]−∞, y[ ] = f−1
[⋃

( ]n, y[ | n ∈ N)
]

=
⋃

(f−1[ ]n, y[ ] | n ∈ N).

Так как Sn ≡ f−1[ ]n, y[ ] ∈ S для всех n ∈ N и ансамбль S σ-аддитивный, имеем
f−1[ ]−∞, y[ ] =

⋃
(Sn | n ∈ N) ∈ S. Таким образом, f−1[ ]−∞, y[ ] ∈ S.

Случаи x ∈ R, y = ∞ и x = ∞, y = ∞ разбираются так же.
Докажем импликацию 2) � 3). Поскольку Gst = (Gint)σ, для каждого G ∈ Gst

имеем G =
⋃

( ]xi, yi[ | i ∈ I) с некоторым счётным множеством I. Отсюда
получаем f−1[G] =

⋃
(f−1[ ]xi, yi[ ] | i ∈ I) ∈ S.

Импликация 3) � 1) очевидна.

Напомним, что коллекция (Ai ⊂ T | i ∈ I) называется покрытием множе-
ства T , если T =

⋃
(Ai | i ∈ I); число ω(f,E) ≡ sup{|f(t) − f(s)| | t, s ∈ E}

называется колебанием функции f на множестве E. Если π ≡ (Ci | i ∈ I) —
покрытие множества T , то число ω(f, π) ≡ sup(ω(f, Ci) | i ∈ I) называется
колебанием функции f на покрытии π [4].

Все S-измеримые функции для σ-аддитивного ансамбля S могут быть оха-
рактеризованы посредством их колебаний на счётных или конечных покрытиях
следующим образом.

Предложение 3.1. Пусть S —ансамбль на T . Тогда следующие утверждения
эквивалентны:

1) f ∈M(T, Sσ);
2) для любого ε > 0 существует счётное покрытие π ≡ (Si ∈ S | i ∈ I)

множества T , такое что ω(f, π) < ε.

Доказательство. Докажем импликацию 1) � 2). Пусть f ∈ M(T, Sσ). Возь-
мём произвольное ε > 0 и такое n ∈ N, что 2/n < ε. Для каждого m ∈ Z

определим множества Xm ≡ f−1[ ](m− 1)/n, (m+ 1)/n[ ] ∈ Sσ. Для всякого Xm

существует такая счётная коллекция (Qmp ∈ S | p ∈ Pm), что Xm =
⋃

(Qmp |
p ∈ Pm). Рассмотрим счётное множество I ≡ ⋃

({m} × Pm | m ∈ Z). Положим
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Si ≡ Qmp для всякого i = (m, p) ∈ I. Тогда ω(f, Si) � ω(f,Xm) < 2/n < ε.
Кроме того, мы видим, что

⋃
(Si | i ∈ I) =

⋃
(Qmp | (m, p) ∈ I) =

=
⋃(⋃

(Qmp | p ∈ Pm) | m ∈ Z

)
=

⋃
(Xm | m ∈ Z) = T,

и следовательно, коллекция (Si | i ∈ I) является счётным покрытием T .
Докажем импликацию 2) � 1). Для каждого n ∈ N рассмотрим счётное

покрытие πn ≡ (Sni ∈ S | i ∈ In), такое что ω(f, πn) < 1/n.
Возьмём произвольные действительные числа x < y и рассмотрим множе-

ства E ≡ f−1[ ]x, y[ ], En ≡ f−1[[x+ 1/n, y − 1/n]], Jn ≡ {i ∈ In | Sni ∩ En �= ∅}
и Fn ≡ ⋃

(Sni | i ∈ Jn) ∈ Sσ. Поскольку πn —покрытие T , имеем En ⊂ Fn. Если
t ∈ Fn, то t ∈ Sni для какого-то i ∈ Jn. Следовательно, найдётся s ∈ Sni ∩ En.
Поэтому f(t) < f(s) + 1/n < y и f(t) > f(s) − 1/n > x, т. е. t ∈ E. От-
сюда вытекает, что Fn ⊂ E. Таким образом, E ⊂ ⋃

(En | n ∈ N) ⊂ ⋃
(Fn |

n ∈ N) ⊂ E. В результате получаем, что E =
⋃

(Fn | n ∈ N) ∈ Sσ. Это означает,
что f ∈M(T, Sσ).

Следствие 1. Пусть S — σ-аддитивный ансамбль на T . Тогда следующие
утверждения эквивалентны:

1) f ∈M(T, S) [f ∈Mb(T, S)];
2) для любого ε > 0 существует такое счётное [конечное] покрытие

π ≡ (Si ∈ S | i ∈ I) множества T , что ω(f, π) < ε.

Доказательство. Докажем импликацию 1) � 2). Если f ∈ M(T, S), она
следует непосредственно из предложения 3.1.

Предположим, что f ∈ Mb(T, S). Тогда |f | � a1 для некоторого a > 0. Возь-
мём ε > 0 и такое n ∈ N, что 2/n < ε. Тогда множество I ≡ {i ∈ Z | |i| � na}
будет конечным. Положим Si ≡ f−1[ ](i − 1)/n, (i + 1)/n[ ] ∈ S и получим, что⋃

(Si | i ∈ I) = T и ω(f, Si) < 2/n < ε.
Докажем импликацию 2) � 1). В силу предложения 3.1 f ∈ M(T, S). По

лемме 2.1 функция f ограниченна.

Утверждение 2) предложения 3.1 даёт основу для введения нового клас-
са функций, обладающего хорошими свойствами для любой основы S, в то
время как класс измеримых функций обладает этими свойствами только для
σ-основы S (ср. следствие 2 предложения 3.4 и следствие 2 предложения 3.5
ниже).

Функцию f ∈ F (T ) будем называть распределимой относительно ансам-
бля S или S-распределимой, если для любого ε > 0 существует счётное по-
крытие π ≡ (Si ∈ S | i ∈ I), такое что ω(f, π) < ε. Множество всех таких
функций обозначим через D(T, S). Предложение 3.1 показывает, что D(T, S) =
= M(T, Sσ) ⊃M(T, S) для любого ансамбля S и D(T, S) = M(T, S) для σ-адди-
тивного S.
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3.2. Поточечные операции
над измеримыми и распределимыми функциями

Класс σ-основ S, видимо, является самым широким классом ансамблей, для
которых семейства S-измеримых функций будут замкнуты относительно пото-
чечных операций.

Теорема 3.1. Пусть S — σ-основа на T , f, g ∈M(T, S), r ∈ R и m ∈ N. Тогда
1) 1 ∈M(T, S);
2) rf ∈M(T, S);
3) f + g ∈M(T, S);
4) fg ∈M(T, S);
5) 1/f ∈M(T, S) для любой функции f : T → R \ {0};
6) m

√
f ∈M(T, S) для любой функции f � 0.

Доказательство. Докажем утверждение 1). Если 1 ∈ ]x, y[, то 1−1[ ]x, y[ ] =
= T ∈ S. Если 1 /∈ ]x, y[, то 1−1[ ]x, y[ ] = ∅ ∈ S.

Докажем утверждение 2). Если r > 0, то (rf)−1[ ]x, y[ ] = f−1[ ]x/r, y/r[ ] ∈ S.
Если r < 0, то (rf)−1[ ]x, y[ ] = f−1[ ]y/r, x/r[ ] ∈ S. Если r = 0, то (rf)−1[ ]x, y[ ]
совпадает с T ∈ S или с ∅ ∈ S.

Докажем утверждение 3). Пусть t ∈ (f + g)−1[ ]x, y[ ], т. е. x− g(t) < f(t) <
< y−g(t). Поскольку существуют такие рациональные числа p и q, что x−g(t) <
< p < f(t) < q < y−g(t), мы имеем t ∈ f−1[ ]p, q[ ]∩g−1[ ]x−p, y−q[ ] ≡ Tpq. Тогда
(f + g)−1[ ]x, y[ ] ⊂ ⋃

(Tpq | p, q ∈ Q (p < q)) ∈ S. Обратно, если t принадлежит
последнему множеству, то найдутся такие p, q ∈ Q, что p < f(t) < q и x − p <
< g(t) < y − q. Следовательно, t ∈ (f + g)−1[ ]x, y[ ]. Таким образом, f + g ∈
∈M(T, S).

Докажем утверждение 4). Сначала докажем, что f2 ∈M(T, S).
Пусть 0 � x < y. Если t ∈ (f2)−1[ ]x, y[ ] ≡ R, то 0 � √

x <
<

√
f2(t) <

√
y, т. е. 0 � √

x < |f(t)| <
√
y. Если f(t) > 0, то

0 � √
x < f(t) <

√
y, т. е. t ∈ f−1[ ]

√
x,

√
y[ ]. Если f(t) < 0, то

0 � √
x < − f(t) <

√
y, т. е. t ∈ f−1[ ]−√

y,−√
x[ ]. Таким образом,

R ⊂ f−1[ ]
√
x,

√
y[ ]∪f−1[ ]−√

y,−√
x[ ] ≡ S. Обратно, пусть t ∈ S. Если f(t) > 0,

то
√
x < f(t) <

√
y. Следовательно, x < f2(t) < y, т. е. t ∈ R. Если f(t) < 0, то

−√
y < f(t) < − √

x. Следовательно, x < f2(t) < y, т. е. t ∈ R. Это означает,
что R = S ∈ S.

Если x < y � 0, то (f2)−1[ ]x, y[ ] = ∅ ∈ S.
Пусть x < 0 < y. Если t ∈ (f2)−1[ ]x, y[ ] ≡ R, то x < 0 � f2(t) < y. Согласно

рассуждениям выше 0 �
√
f2(t) <

√
y, т. е. 0 � |f(t)| < √

y. Если f(t) � 0,
то t ∈ f−1[[0,

√
y[] ≡ S1. Если f(t) < 0, то из 0 < −f(t) <

√
y вытекает, что

t ∈ f−1[ ]−√
y, 0[ ] ≡ S2. В обоих случаях t ∈ S1 ∪ S2 = f−1[ ]−√

y,
√
y[ ] ≡ S.

Обратно, пусть t ∈ S, т. е. −√
y < f(t) <

√
y. Если f(t) � 0, то из 0 � f(t) <

√
y

вытекает, что x < 0 � f2(t) < y, т. е. t ∈ R. Если f(t) < 0, то −√
y < f(t) < 0.

Согласно предыдущим рассуждениям x < 0 < f2(t) < y, т. е. t ∈ R. Таким
образом, R = S ∈ S.
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Теперь предположим, что f, g ∈ M(T, S). Пользуясь равенством fg =
=

(
(f + g)2 − (f − g)2

)
/4 и доказанными утверждениями 2) и 3), немедленно

получаем, что fg ∈M(T, S).
Докажем утверждение 5). Из аддитивности и мультипликативности S и уже

доказанного утверждения 2) получаем, что

(1/f)−1[ ]x, y[ ] = (f−1[ ]0,∞[ ] ∩ (xf)−1[ ]−∞, 1[ ] ∩ (yf)−1[ ]1,∞[ ]) ∪
∪ (f−1[ ]−∞, 0[ ] ∩ (xf)−1[ ]1,∞[ ] ∩ (yf)−1[ ]−∞, 1[ ]) ∈ S.

Поэтому 1/f ∈M(T, S).
Докажем утверждение 6). Пусть X ≡ ( m

√
f)−1[ ]x, y[ ]. Если y � 0, то

X = ∅ ∈ S. Если x < 0 < y, то X = f−1[[0, ym[ ] = f−1[]−ym, ym[ ] ∈ S.
Если x � 0, то X = f−1[ ]xm, ym[ ] ∈ S.

Следствие 1. Пусть S — σ-основа на T и (fi ∈ M(T, S) | i ∈ I) —конечная
коллекция. Тогда

∑
(fi | i ∈ I) ∈M(T, S) и P (fi | i ∈ I) ∈M(T, S).

Следствие 2. Пусть S — σ-основа на T . Тогда семейство M(T, S) [Mb(T, S)]
удовлетворяет условиям 1), 2), 3), 5) и 7) [7′)] из раздела 2.1.

В отличие от семейств S-измеримых функций семейства S-распределимых
функций замкнуты относительно поточечных операций, перечисленных в тео-
реме 3.1, для любой основы S (см. лемму 3.4 с соответствующим примером).
Более того, для распределимых функций аналог теоремы 3.1 можно доказать
существенно иным методом, не используя множество Q рациональных чисел,
но пользуясь только определением этих функций. Этот метод окажется важным
в разделах 4 и 5.

Понятие S-распределимой функции предлагает иной метод рассуждения, но
ввиду предложения 3.1 не даёт какой-либо новой сущности в сравнении с по-
нятием S-измеримой функции. Однако положение кардинально меняется при
переходе от счётных покрытий к конечным в разделах 4 и 5.

Далее нам пригодится следующая тонкая лемма.

Лемма 3.2. Пусть x, y ∈ R, m ∈ N и 0 < y < x. Тогда

1) (x+ y)m − xm > xm − (x− y)m,
2) m

√
x+ y − m

√
x < m

√
x− m

√
x− y.

Доказательство. Докажем утверждение 1). По биномиальной формуле
Ньютона

(x+ y)m − xm =
∑

(Ck
mx

m−kyk | k ∈ (m+ 1) \ 1) >

>
∑(

(−1)k+1Ck
mx

m−kyk | k ∈ (m+ 1) \ 1
)

= xm − (x− y)m.

Докажем утверждение 2). Обозначим m
√
x через a и m

√
x+ y − m

√
x через b.

Тогда
b <

m
√

2x− a � m
√

2mx− a = a.
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Предположим, что b � a− m
√
x− y, т. е. 0 < a− b � m

√
x− y. Из утверждения 1)

следует, что

y = x+ y − x = (a+ b)m − am > am − (a− b)m � x− (x− y) = y,

что невозможно. Это противоречие доказывает желаемое неравенство.

Теорема 3.2. Пусть S —основа на T , f, g ∈ D(T, S), r ∈ R и m ∈ N. Тогда

1) 1 ∈ D(T, S);
2) rf ∈ D(T, S);
3) f + g ∈ D(T, S);
4) fg ∈ D(T, S);
5) 1/f ∈ D(T, S) для каждой функции f : T → R \ {0};
6) m

√
f ∈ D(T, S) для каждой функции f � 0.

Доказательство. Обозначим D(T, S) через A(T ). Пусть ε > 0.
Для любого покрытия π ≡ (Si ∈ S | i ∈ I) имеем ω(1, π) = 0, поэтому

справедливо утверждение 1).
Докажем утверждение 2). Пусть r ∈ R\{0}. Для числа ε1 ≡ ε/|r| существует

счётное покрытие π ≡ (Si ∈ S | i ∈ I), такое что ω(f, π) < ε1. Если s, t ∈ Si,
то |(rf)(s) − (rf)(t)| = |r| |f(s) − f(t)| � |r|ω(f, π). Следовательно, ω(rf, π) �
� |r|ω(f, π) < ε и rf ∈ A(T ).

Для r = 0 имеем ω(rf, π) = ω(0, π) = 0 для любого покрытия π ≡ (Si ∈ S |
i ∈ I).

Докажем утверждение 3). Для чисел ε1 ≡ ε/2 и ε2 ≡ ε/2 существуют счёт-
ные покрытия π ≡ (Ci ∈ S | i ∈ I) и κ ≡ (Dj ∈ S | j ∈ J), такие что ω(f, π) < ε1
и ω(g,κ) < ε2. Рассмотрим покрытие ρ ≡ (Ek | k ∈ K), где K ≡ I × J счётно и
Ek ≡ Ci∩Dj для каждого k = (i, j) ∈ K. Поскольку основа S мультипликативна,
мы заключаем, что Ek ∈ S. Если s, t ∈ Ek, то

|(f + g)(s) − (f + g)(t)| � |f(s) − f(t)| + |g(s) − g(t)| � ω(f, π) + ω(g,κ).

Поэтому
ω(f + g, ρ) � ω(f, π) + ω(g,κ) < ε.

Таким образом, f + g ∈ A(T ).
Докажем утверждение 4). Возьмём такое m ∈ N, что 1/m < ε. Найдутся

счётные покрытия κm ≡ (Gmi ∈ S | i ∈ Im) и λm ≡ (Hmj ∈ S | j ∈ Jm), для
которых ω(f,κm) < 1/m и ω(g, λm) < 1/m.

Определим множества Ak ≡ f−1[[−k, k]], Bl ≡ g−1[[−l, l]], Imk ≡ {i ∈ Im |
Gmi ∩ Ak �= ∅} и Jml ≡ {j ∈ Jm | Hmj ∩ Bl �= ∅} для всех k, l ∈ N. Рас-
смотрим счётные коллекции κmk ≡ (Gmi | i ∈ Imk) и λml ≡ (Hmj | j ∈ Jml),
покрывающие множества rng κmk =

⋃
(Gi | i ∈ Imk) ⊃ Ak и rng λml =

⋃
(Hj |

j ∈ Jml) ⊃ Bl соответственно. Ясно, что ω(f,κmk) < 1/m и ω(g, λml) < 1/m.
Очевидно, что sup{|f(t)| | t ∈ rng κmk} � k + 1/m ≡ amk и sup{|g(t)| |

t ∈ rng λml} � l + ε ≡ bml. Возьмём натуральные числа pml ≡ 2ml + 2
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и qmk ≡ 2mk + 2. Для каждой упорядоченной пары z ≡ (k, l) ∈ N2 опре-
делим множество Wmz ≡ Imk × Jml × Ipml

× Jqmk
. Для любого набора

w ≡ (i1, j1, i2, j2) ∈Wmz рассмотрим множество Qmzw ≡ Gmi1 ∩Hmj1 ∩Gpmli2 ∩
∩Hqmkj2 ∈ S.

Если s, t ∈ Qmzw, то

|(fg)(t) − (fg)(s)| � |f(t)| |g(t) − g(s)| + |g(s)| |f(t) − f(s)| � amk

qmk
+
bml

pml
� 1
m
.

Следовательно, ω(fg,Qmzw) � 1/m. Определим множество Cm ≡ ⋃
({z}×Wmz |

z ∈ N2), оно является счётным. Тогда счётная коллекция μm ≡ (Smc ∈ S |
c ∈ Cm), где Smc ≡ Qmzw для c ≡ (z, w), покрывает множество T и ω(fg, μm) �
� 1/m < ε.

Докажем утверждение 5). Для каждого m ∈ N существует счётное покрытие
πm ≡ (Smim

∈ S | im ∈ Im), такое что ω(f, πm) < 1/m. Рассмотрим множества
Xa ≡ {t ∈ T | |f(t)| > 1/a} для всех a ∈ N. Ясно, что

⋃
(Xa | a ∈ N) = T .

Возьмём такое p ∈ N, что 1/p < ε. Для каждого a ∈ N положим map ≡ 9pa2.
Тогда map > 2a и 4a2/map < 1/2p.

Рассмотрим множество Jmap
≡ {imap

∈ Imap
| Smapimap

∩Xa �= ∅} и коллек-
цию κmap

≡ (Smapimap
| imap

∈ Jmap
). Легко убедиться, что Xa ⊂ rng κmap

.
Пусть imap

∈ Imap
. Возьмём s′, t′ ∈ Smapimap

. Так как Smapimap
∩ Xa �= ∅,

видим, что существуют s, t ∈ Smapimap
∩Xa.

Если f(s) > 0, то f(s) = |f(s)| > 1/a. Из того, что |f(s) − f(s′)| < 1/map <
< 1/2a, следует, что f(s′) > f(s) − 1/2a > 1/a − 1/2a = 1/2a > 0. Поэтому
|f(s′)| = f(s′) > 1/2a.

Если f(s) < 0, то из −f(s) = |f(s)| > 1/a вытекает, что f(s′) < f(s)+1/2a <
< − 1/a+ 1/2a = − 1/2a < 0. Поэтому |f(s′)| = −f(s′) > 1/2a.

Таким образом, |f(s′)| > 1/2a. Аналогично |f(t′)| > 1/2a. Следовательно,∣∣∣∣ 1
f(s′)

− 1
f(t′)

∣∣∣∣ =
|f(s′) − f(t′)|
|f(s′)| |f(t′)| <

1
map

· 2a · 2a < 1
2
p.

Рассмотрим счётное множество Jp ≡ ⋃
({a} × Jmap

| a ∈ N). Если j ∈ Jp, то
j = (a, imap

) для некоторых a ∈ N и imap
∈ Jmap

. Обозначим Smapimap
через Sj .

Таким образом, мы получаем счётную коллекцию ρp ≡ (Sj ∈ S | j ∈ Jp), такую
что ω(1/f, ρp) < 1/p. Поскольку

T =
⋃

(Xa | a ∈ N) ⊂
⋃(⋃

(Smapimap
| imap

∈ Jmap
)

∣∣ a ∈ N

)
= (Sj | j ∈ Jp),

коллекция ρp покрывает множество T .
Докажем утверждение 6). Согласно принципу Архимеда найдётся такое

n ∈ N, что 1/n < εm/2. Разделим множество R+ = [0,∞[ точками xk = k/n,
k ∈ ω. Тогда 0 = x0 < x1 < . . . и xk+1 − xk = 1/n.

Возьмём такое счётное покрытие π ≡ (Si ∈ S | i ∈ I), что ω(f, π) < 1/n,
и рассмотрим множества Xk ≡ f−1[[xk, xk+1]]. Для каждого i ∈ I множество
Ki ≡ {k ∈ ω | Si ∩ Xk �= ∅} непусто. Это множество имеет единственный
наименьший элемент ki ∈ Ki. Предположим, что s ∈ Si, и возьмём точку
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t ∈ Si ∩ Xki
. Тогда f(s) = f(s) − f(t) + f(t) < ω(f, Si) + xki+1 и f(s) �

� −ω(f, Si)+xki
. Следовательно, m

√
xki

< m
√
f(s) < m

√
xki+1 + 1/n для каждого

s ∈ Si. Отсюда следует неравенство ω( m
√
f, Si) < m

√
xki+1 + 1/n − m

√
xki

. Если
ki � 2, то, пользуясь леммой 3.2, имеем

ω( m
√
f, Si) <

m

√
xki

+
1
n
− m

√
xki

< m
√
xki

− m

√
xki

− 1
n

=

= m

√
xki−1 +

1
n
− m

√
xki−2 < m

√
xki−1 − m

√
xki−2 − 1

n
=

= m

√
xki−2 +

1
n
− m

√
xki−3 < . . . < m

√
x2 − m

√
x0 = m

√
2
n
< m

√
εm = ε.

Если ki = 0, то

ω( m
√
f, Si) <

m

√
x0 +

1
n
− m

√
x0 = m

√
x1 − m

√
x0 < m

√
x2 − m

√
x0 < ε.

Если ki = 1, то

ω( m
√
f, Si) <

m

√
x1 +

1
n
− m

√
x1 = m

√
x2 − m

√
x1 < m

√
x2 − m

√
x0 < ε.

Таким образом, мы получили, что ω( m
√
f, π) < ε.

Следствие 1. Пусть S —основа на T . Тогда семейство D(T, S) удовлетворяет
условиям 1)—3), 5) и 7) из раздела 2.1.

Функция f : T → R называется вполне S-ступенчатой функцией, если
существует конечное разбиение (Si ∈ S | i ∈ I) множества T и коллекция
(xi ∈ R | i ∈ I), такие что f(t) = xi для всех t ∈ Si. Семейство всех вполне
S-ступенчатых функций обозначается через qSt(T, S).

Лемма 3.3. Пусть S —ансамбль на T . Тогда qSt(T, S) ⊂ Db(T, S). Если S

аддитивен, то qSt(T, S) ⊂Mb(T, S).

Доказательство. Пусть f ∈ qSt(T, S), т. е. существуют конечное разбиение
(Si ∈ S | i ∈ I) множества T и соответствующая коллекция (xi ∈ R | i ∈ I),
такие что f(t) = xi для всех t ∈ Si. Очевидно, что ω(f, Si) = 0 для всех i ∈ I.
Следовательно, f ∈ Db(T, S).

В случае аддитивного ансамбля S для любого ]a, b[ ⊂ R имеем
f−1[ ]a, b[ ] =

⋃
(Si | i ∈ Ia,b) ∈ S с конечным множеством Ia,b ≡ {i ∈ I |

xi ∈ ]a, b[}. Это означает, что f ∈Mb(T, S).

3.3. Поточечный порядок
между измеримыми и распределимыми функциями

Определим отношения f � g и f < g для f, g ∈M(T, S) и для f, g ∈ D(T, S)
как поточечные отношения, индуцированные из F (T ).
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Предложение 3.2. Пусть S — σ-основа на T , f ∈ M(T, S) и (fi ∈ M(T, S) |
i ∈ I) —конечная коллекция. Тогда

1) если g = sup(fi | i ∈ I) в F (T ), то g ∈M(T, S);
2) если g = inf(fi | i ∈ I) в F (T ), то g ∈M(T, S);
3) f+, f−, |f | ∈M(T, S).

Доказательство. Докажем утверждение 1). Пусть t ∈ R ≡ g−1[ ]x, y[ ]. Тогда
x < sup(fi(t) | i ∈ I) < y−1/n < y для некоторого n ∈ N. Следовательно, fi(t) <
< y−1/n для всех i ∈ I и найдётся такое i ∈ I, что fi(t) > x. Отсюда вытекает,
что

t ∈
(⋃

(f−1
i [ ]x,∞[ ] | i∈I)

)
∩

(⋃(⋂(
f−1

i

[ ]
−∞, y− 1

n

[ ] ∣∣∣ i∈I)
∣∣∣ n∈N

))
≡ S.

Поэтому R ⊂ S.
Обратно, если t ∈ S, то fi(t) > x. Кроме того, существует n ∈ N, такое что

fi(t) < y − 1/n для всех i ∈ I. Следовательно, g(t) > x и g(t) < y − 1/n, т. е.
t ∈ R. Таком образом, R = S ∈ S, откуда и вытекает, что g ∈M(T, S).

Докажем утверждение 2). Поскольку inf(fi | i ∈ I) = − sup(−fi | i ∈ I),
утверждение 2) следует из 1) и утверждения 1) теоремы 3.1.

Утверждение 3) следует из формул f+ = f ∨ 0, f− = f ∧ 0, |f | = f+ − f−,
предыдущих утверждений и теоремы 3.1.

Следствие 1. Пусть S — σ-основа на T . Тогда M(T, S) —решёточное линей-
ное пространство.

Следствие 2. Пусть S — σ-основа на T . Тогда семейство M(T, S) удовлетво-
ряет условию 4) из раздела 2.1.

Предложение 3.3. Пусть S —основа на T , f, g ∈ D(T, S). Тогда f ∨g, f ∧g ∈
∈ D(T, S) и f+, f−, |f | ∈ D(T, S).

Доказательство. Пусть ε > 0. Существуют такие счётные покрытия
π ≡ (Ci ∈ S | i ∈ I) и κ ≡ (Dj ∈ S | j ∈ J), что ω(f, π) < ε/2 и ω(g,κ) <
< ε/2. Рассмотрим покрытие ρ ≡ (Ek | k ∈ K), где K ≡ I × J и Ek ≡ Ci ∩Dj

для каждого k = (i, j) ∈ K. Поскольку основа S мультипликативна, имеем
Ek ∈ S. Если s, t ∈ Ci ∩Dj , то по неравенству Биркгофа

|(f ∨ g)(s) − (f ∨ g)(t)| � |f(s) ∨ g(s) − f(s) ∨ g(t)| + |f(s) ∨ g(t) − f(t) ∨ g(t)| �
� |g(s) − g(t)| + |f(s) − f(t)| � ω(g,κ) + ω(f, π) < ε.

Так как K счётно, заключаем, что f ∨ g ∈ D(T, S).
Совершенно так же убеждаемся, что f ∧ g ∈ D(T, S).
Поскольку f+ = f ∨ 0, f− = f ∧ 0 и |f | = f+ − f−, последние утверждения

следуют из доказанных выше утверждений и теоремы 3.2.

Следствие 1. Пусть S —основа на множестве T и (fi ∈ D(T, S) | i ∈ I) —
конечная коллекция. Тогда sup(fi | i ∈ I) ∈ D(T, S) и inf(fi | i ∈ I) ∈ D(T, S).
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Следствие 2. Пусть S —основа на T . Тогда семейство D(T, S) удовлетворяет
условию 4) из раздела 2.1.

3.4. Поточечная и равномерная сходимости сетей
и последовательностей измеримых и распределимых
функций

Предложение 3.4. Пусть S — σ-аддитивный ансамбль на T , f ∈ F (T ) и
f = u-lim(fn | n ∈ N) для некоторой сети (fn ∈ M(T, S) | n ∈ N). Тогда
f ∈M(T, S). Если, кроме того, все fn принадлежат Mb(T, S), то f ∈Mb(T, S).

Доказательство. Пусть l ∈ N, x, y ∈ R и x < y. По условию найдёт-
ся такое m, что |f − fp| < (1/l)1 для всех p � m. Определим множества
S ≡ f−1[ ]x, y[ ] и Sl ≡ f−1[[x + 3/l, y − 3/l]], числа rk ≡ k/(2l) и множества
Rk ≡ f−1

m [ ]rk−1, rk+1[ ] ∈ S, k ∈ Z. Множества Rk покрывают множество T .
Рассмотрим множества Ql ≡

⋃
(Rk | k ∈ Z ∧ Rk ∩Sl �= ∅) ∈ S. Легко убедиться,

что Sl ⊂ Ql. Предположим, что t ∈ Ql. Тогда найдутся такие k ∈ Z и s ∈ T , что
t ∈ Rk и s ∈ Rk ∩ Sl. Поэтому из того, что f(t) < fm(t) + 1/l < fm(s) + 2/l <
< fm(s) + 3/l � y − 3/l + 3/l = y и f(t) > fm(t) − 1/l > fm(s) − 2/l >
> fm(s) − 3/l � x + 3/l − 3/l = x, следует, что t ∈ S. Поэтому Ql ⊂ S и
S =

⋃
(Sl | l ∈ N) ⊂ ⋃

(Ql | l ∈ N) ⊂ S. Таким образом, S =
⋃

(Ql | l ∈ N) ∈ S и
f ∈M(T, S).

В случае ограниченных функций fn функция f будет ограниченной благо-
даря лемме 2.2.

Следствие 1. Пусть S — σ-аддитивный ансамбль на T . Тогда семейства
M(T, S) и Mb(T, S) удовлетворяют условию 6) из раздела 2.1.

Следствие 2. Пусть S — σ-основа на T . Тогда семейство M(T, S) нормально,
а семейство Mb(T, S) ограниченно нормально (в смысле раздела 2.1).

Доказательство. Утверждение вытекает из следствия 2 теоремы 3.1, след-
ствия 2 предложения 3.2 и следствия 1.

Теорема 3.3 (теорема Дини). Пусть S —ансамбль на множестве T , P —
S-компактное подмножество T и (fn ∈ M(T, S) | n ∈ N) —убывающая сеть
с p-lim(fn | n ∈ N) = 0. Тогда u-lim(fn|P | n ∈ N) = 0|P .

Доказательство. Для ε > 0 рассмотрим такую возрастающую сеть π ≡
≡ (Sn ∈ S | n ∈ N), что

Sn ≡ {t ∈ T | 0 � fn(t) < ε} = {t ∈ T | −ε < fn(t) < ε} = f−1
n [ ]x, y[ ] ∈ S.

Ясно, что π—покрытие T . Благодаря S-компактности P найдётся такое конеч-
ное подмножество M ⊂ N , что P ⊂ ⋃

(Sm | m ∈ M). Так как π возрастает,
можно выбрать такое k ∈ N , что k � m для всех m ∈ M . Ясно, что P ⊂ Sk.
Поскольку (fn | n ∈ N) убывает, делаем вывод, что |fl|P | � ε1|P для всех
l � k.
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Следствие 1. Пусть S — σ-основа на множестве T , P — S-компактное под-
множество T , f ∈ M(T, S) и (fn ∈ M(T, S) | n ∈ N) —возрастающая сеть
с p-lim(fn | n ∈ N) = f . Тогда u-lim(fn|P | n ∈ N) = f |P .

Доказательство. По теореме 3.1 имеем gn ≡ f − fn ∈ M(T, S). Поскольку
(gn | n ∈ N) ↓ 0, мы можем применить теорему 3.3.

Предложение 3.5. Пусть S —ансамбль на T , f ∈ F (T ) и f = u-lim(fn |
n ∈ N) для некоторой сети (fn ∈ D(T, S) | n ∈ N). Тогда f ∈ D(T, S).

Доказательство. Для произвольного ε > 0 возьмём такой элемент m ∈ N ,
что |f−fn| < (ε/3)1 для всех n � m. Рассмотрим счётное покрытие π ≡ (Si ∈ S |
i ∈ I), такое что ω(fm, π) < ε/3. Тогда

|f(s) − f(t)| = |f(s) − fm(s) + fm(s) − fm(t) + fm(t) − f(t)| �
� |f(s) − fm(s)| + |fm(s) − fm(t)| + |fm(t) − f(t)| < ε

для всех s, t ∈ Si. Следовательно, ω(f, π) < ε и f ∈ D(T, S).

Следствие 1. Пусть S —ансамбль на T . Тогда семейство D(T, S) удовлетво-
ряет условию 6) из раздела 2.1.

Следствие 2. Пусть S —основа на T . Тогда семейство D(T, S) нормально
(в смысле раздела 2.1).

Доказательство. Утверждение вытекает из следствия 1 теоремы 3.2, след-
ствия 2 предложения 3.3 и следствия 1.

Следующая лемма показывает, что условие σ-аддитивности S в теореме 3.1
и в предложении 3.4 весьма существенно, т. е. для некоторых основ S, не явля-
ющихся σ-аддитивными, семейство M(T, S) может быть незамкнутым по мень-
шей мере относительно сложения и равномерной сходимости и, следовательно,
M(T, S) [Mb(T, S)] может не быть нормальным [ограниченно нормальным].

Лемма 3.4. Существует основа K на T ≡ [0, 1[ ⊂ R, последовательность
(fn ∈ Mb(T,K) | n ∈ N) и функции h1, h2 ∈ Mb(T,K) и f, g ∈ Fb(T ), такие что
g = h1 − h2, f = u-lim(fn | n ∈ N) и f, g /∈M(T,K).

Доказательство. Определим топологическое пространство (T,G), взяв
T ≡ [0, 1[⊂ R и G ≡ {[0, b[ | 0 < b � 1} ∪ {∅}. Тогда F ≡ co-G =
= {[a, 1[ | 0 � a < 1}. Положим

K ≡ {G ∩ F | G ∈ G ∧ F ∈ F} = {[a, b[ | 0 � a < b � 1} ∪ {∅}.
Легко убедиться, что K —основа.

Для всякого n ∈ ω обозначим Δn ≡ [2−(n+1), 2−n[. Для каждого n ∈ N

определим функцию fn : T → [0, 1], положив fn(t) ≡ 2−k для всех t ∈ Δk, k ∈ n,
и fn(t) ≡ 0 иначе. Пусть n ∈ N. Если x � 1 или y � 0, то f−1

n [ ]x, y[ ] = ∅ ∈ K.
Если x < 1 и y > 0, то f−1

n [ ]x, y[ ] = [a, b[ ∈ K или f−1
n [ ]x, y[ ] = ∅ ∈ K.

Следовательно, fn ∈Mb(T,K).
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Рассмотрим функции h1 ≡ f1, h2 ≡ −f2 и g ≡ h1+h2. Поскольку g(t) = −1/2
для всех t ∈ Δ1 и g(t) = 0 в других точках, мы видим, что g−1[ ]−1/3, 1/3[ ] =
= T \ Δ1 = [0, 1/4[ ∪ [1/2, 1[ /∈ K, и следовательно, g /∈M(T,K).

Определим функцию f : T → [0, 1], положив f(t) ≡ 2−n для всех t ∈ Δn,
n ∈ ω, и f(0) ≡ 0. Из того, что f−1[ ]0, 2[ ] = ]0, 1[ /∈ K, вытекает, что
f /∈M(T,K). Нетрудно заметить, что f = u-lim(fn | n ∈ N).

Следствие 1. Существует основа K на T ≡ [0, 1[ ⊂ R, такая что M(T,K) �=
�= D(T,K).

3.5. Отделимость множеств
посредством измеримых и распределимых функций

Добавление условия отделимости σ-основы S снабжает семейство M(T, S)
рядом новых ключевых свойств.

Лемма 3.5. Пусть S —ансамбль на множестве T . Тогда

1) если S — σ-основа, то CozM(T, S) ⊂ S;
2) если S — σ-алгебра, то CozM(T, S) = S.

Доказательство. Докажем утверждение 1). Если f ∈M(T, S), то

coz f =
⋃

(f−1[ ]−n,−1/n[ ] | n ∈ N) ∪
⋃

(f−1[ ]1/n, n[ ] | n ∈ N) ∈ S.

Докажем утверждение 2). Если S ∈ S, то T \ S ∈ S. Следовательно,
χ(S) ∈M(T, S). Отсюда вытекает, что S = cozχ(S) ∈ CozM(T, S).

Предложение 3.6. Пусть S — σ-основа. Тогда ансамбль CozM(T, S) —отде-
лимая совершенная σ-основа.

Доказательство. Обозначим CozM(T, S) через E и M(T, S) через A. По
следствию 2 теоремы 3.1 семейство A удовлетворяет условиям 1), 1′), 2), 3)
и 5) из раздела 2.1. По следствию 1 предложения 3.4 оно также удовлетво-
ряет условию 6). Тогда согласно предложению 2.1 можно заключить, что E —
σ-основа.

Пусть X и Y —непересекающиеся множества из ZerA = co-E, т. е. X ≡ zer f
и Y ≡ zer g для некоторых функций f, g ∈ A и X ∩ Y = ∅. По лем-
ме 2.3 coz(|f | + |g|) = coz f ∪ coz g = T , поэтому можно определить функцию
h ≡ |f |/(|f | + |g|). По предложению 3.2 |f |, |g| ∈ A, следовательно, согласно
теореме 3.1 h ∈ A. По определению h(t) = 0 для всех t ∈ X и h(t) = 1 для
всех t ∈ Y . Рассмотрим функции v ≡ (h − (1/2)1)+ и u ≡ (h − (1/2)1)−. Они
лежат в A, и потому cozu, coz v ∈ E. Кроме того, X ⊂ cozu, Y ⊂ coz v и
cozu ∩ coz v = ∅. Таким образом, ансамбль E отделимый.

Наконец, предположим, что X ∈ E, т. е. X = coz f , f ∈ A. Рассмотрим
функции gn ≡ (1/n)1−|f |∧(1/n)1, n ∈ N, лежащие в A. Тогда |f |−1[[1/n,∞[ ] =
= zer gn ∈ ZerA = co-E. Следовательно, X =

⋃
(zer gn | n ∈ N) ∈ (co-E)σ. Таким

образом, ансамбль E совершенный.
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Лемма 3.6. Пусть S — σ-основа. Тогда M(T, S) = M
(
T,CozM(T, S)

)
.

Доказательство. По лемме 3.5 M
(
T,CozM(T, S)

) ⊂ M(T, S). Обрат-
но, если f ∈ M(T, S), то по лемме 2.4 f−1[ ]x, y[ ] = coz g для функ-
ции g ≡ (

(f − x1) ∨ 0
) ∧ (

(y1 − f) ∨ 0
) ∈ M(T, S). Следовательно, f ∈

∈M
(
T,CozM(T, S)

)
.

Следующая теорема обобщает лемму Урысона о нормальных топологических
пространствах [26, 14.IV], берущую своё начало в лебеговской конструкции
канторовой лестницы (лебеговской сингулярной мере) на отрезке (см., напри-
мер, [35, 8.28] и [42, глава II, 8.3.2]).

Теорема 3.4 (теорема Лебега—Урысона о канторовой лестнице). Пусть
S —отделимая основа на множестве T . Тогда для любых непустых непересе-
кающихся множеств A,B ∈ R существует такая функция f ∈ Db(T, S), что
0 � f � 1, f [A] = {0} и f [B] = {1}.

Доказательство. 1. Рассмотрим множества Kn ≡ 2n, т. е. Kn =
= {0, 1, . . . , 2n − 1}. Определим по индукции две последовательности (γn |
n ∈ ω) и (δn | n ∈ ω) конечных коллекций γn ≡ (Gnk ∈ S | k ∈ Kn) и
δn ≡ (Fnk ∈ R | k ∈ Kn) со следующими свойствами:

1) A ⊂ Fn,k−1 ⊂ Gnk ⊂ Fnk ⊂ Gn,k+1 ⊂ B′ ≡ T \B для всех k = 1, . . . , 2n−2;
2) Gn+1,2k = Gnk и Fn+1,2k = Fnk для всех k ∈ Kn.
По лемме 1.2 для любых множеств P ∈ R и Q ∈ S множество U(P,Q) ≡

≡ {(X,Y ) | X ∈ S ∧ Y ∈ R ∧ (P ⊂ X ⊂ Y ⊂ Q)} непусто. По аксиоме выбора
существует отображение p : P(S × R) \ {∅} → S × R, такое что p(E) ∈ E.

Для n = 0 берём пару (X0, Y0) ≡ p
(
U(A,B′)

)
и коллекции γ0 ≡ (G0k ∈ S |

k ∈ 1) и δ0 ≡ (F0k ∈ R | k ∈ 1), где G00 ≡ X0 и F00 ≡ Y0. Тогда A ⊂ G00 ⊂
⊂ F00 ⊂ B′.

Предположим теперь, что такие коллекции построены для n. Определим
коллекции γn+1 ≡ (Gn+1,k | k ∈ Kn+1) и δn+1 ≡ (Fn+1,k | k ∈ Kn+1) следу-
ющим образом. Если k = 2m, то возьмём Gn+1,2m ≡ Gnm и Fn+1,2m ≡ Fnm

для всех m ∈ Kn. Тогда Gn+1,2m ⊂ Fn+1,2m. Если k = 2m + 1, то рассмот-
рим пару (Xk, Yk) ≡ p

(
U(Fn+1,2m, Gn+1,2m+2)

)
и возьмём Gn+1,2m+1 ≡ Xk и

Fn+1,2m+1 ≡ Yk. Тогда Fn+1,2m ⊂ Gn+1,2m+1 ⊂ Fn+1,2m+1 ⊂ Gn+1,2m+2 для
всех m = 0, . . . , 2n − 1.

Ясно, что γn и δn возрастают. Можно проверить по индукции, что
Gmj = Gm+i,k и Fmj = Fm+i,k для k = j2i. Из этого следует, что если
r ≡ j/2m = k/2n, то для p ≡ j2n = k2m ≡ q имеем Gmj = Gm+n,p =
= Gn+m,q = Gnk. Поэтому можно корректно определить для множества
D ≡ {k/2n | n ∈ ω ∧ k ∈ 2n} коллекцию (Gr ∈ S | r ∈ D), положив Gr ≡ Gnk

для всех r ≡ k/2n. Аналогично можно определить коллекцию (Fr ∈ R | r ∈ D),
положив Fr ≡ Fnk. Тогда Gr ⊂ Fr для каждого r.

Пусть r, s ∈ D и r < s. По определению r = j/2m, s = k/2n. Следовательно,
из p ≡ j2n < k2m ≡ q вытекает, что Gr ≡ Gmj = Gm+n,p ⊂ Gm+n,q = Gnk ≡ Gs.
Аналогично Fr ⊂ Fs. Значит, эти коллекции возрастают.



80 В. К. Захаров, А. В. Михалёв, Т. В. Родионов

2. Теперь определим функцию f : T → [0, 1], положив f(t) ≡ 0 для всех
t ∈ G0 = Gn0, f(t) ≡ 1 для всех t ∈ B и f(t) ≡ sup{r ∈ D | t /∈ Gr} для
прочих t. Зафиксируем число n и рассмотрим множество Sk ≡ Gn,k+1 \ Fn,k−1

для k = 1, . . . , 2n − 2. Поскольку ансамбль S мультипликативен, Sk ∈ S. Пусть
t ∈ Sk. Тогда из того, что t /∈ Fn,k−1, выводим, что t /∈ Gn,k−1. Следовательно,
f(t) � (k − 1)/2n. Предположим, что f(t) > (k + 1)/2n. Тогда найдётся r ∈ D,
такое что f(t) � r > (k + 1)/2n и t /∈ Gr, но t ∈ Gn,k+1 ⊂ Gr. Из этого
противоречия получаем, что f(t) � (k + 1)/2n. Следовательно, ω(f, Sk) � 2/2n.

Возьмём t ∈ B′. Цепочка

A ⊂ Gn0 ⊂ Fn0 ⊂ Gn1 ⊂ Fn1 ⊂ Gn2 ⊂ Fn2 ⊂ . . . ⊂ Fn,k−2 ⊂
⊂ Gn,k−1 ⊂ Fn,k−1 ⊂ Gnk ⊂ Fnk ⊂ Gn,k+1 ⊂ . . . ⊂ Gnκ ⊂ Fnκ ⊂ B′,

где κ ≡ 2n − 1, даёт, что либо t ∈ Sκ ≡ B′ \ Fn,κ, либо t ∈ S0 ≡ Gn1, либо
t ∈ Fnk \Gnk ⊂ Sk, либо t ∈ Gn,k+1 \Fnk ⊂ Sk для некоторого k = 0, . . . , 2n − 2.
В первом случае t /∈ Gnκ влечёт f(t) � κ/2n. Следовательно, ω(f, Sκ) � 1/2n

и Sκ ∈ S. Во втором случае f(t) � 1/2n. Действительно, предположим, что
f(t) > 1/2n. Тогда существует такое r ∈ D, что f(t) � r > 1/2n и t /∈ Gr,
но t ∈ Gn1 ⊂ Gr. Таким образом, приходим к противоречию. Следовательно,
ω(f, S0) � 1/2n. В остальных случаях t ∈ Sk для некоторого k = 1, . . . , 2n − 2.

В результате мы установили, что B′ ⊂ ⋃
(Sk | k ∈ Kn) и ω(f, Sk) � 2/2n.

Наконец, если t ∈ Sκ+1 ≡ T \ Fnκ, то t /∈ Gnκ влечёт f(t) � κ/2n. Следова-
тельно, ω(f, Sκ+1) � 1/2n и Sκ+1 ∈ S. Так как B ⊂ Sκ+1, мы имеем покрытие
(Sk ∈ S | k ∈ 2n + 1) множества T с колебаниями ω(f, Sk) � 2/2n для всех k.
Таким образом, f ∈ Db(T, S).

Следствие 1. Пусть S —отделимая σ-основа на множестве T . Тогда для
любых непустых непересекающихся множеств A,B ∈ R существует функция
f ∈Mb(T, S), такая что 0 � f � 1, f [A] = {0} и f [B] = {1}.

Доказательство. Теорема 3.4 даёт функцию f ∈ Db(T, S). Пользуясь след-
ствием 1 предложения 3.1, приходим к выводу, что f ∈Mb(T, S).

Следствие 2. Пусть S —отделимая σ-основа на множестве T . Тогда для лю-
бых непустых непересекающихся множеств A,B ∈ R и любых действитель-
ных чисел a � b существует функция f ∈ Mb(T, S), такая что rng f ⊂ [a, b],
f [A] = {a} и f [B] = {b}.

Доказательство. Возьмём функцию f из следствия 1. Тогда функция
f ′ ≡ a1 + (b− a)f обладает желаемыми свойствами.

Замечание 1. Теорема 3.4 является одним из основных средств для получе-
ния соотношения между бэровской и борелевской функциональными иерархия-
ми на произвольном дескриптивном пространстве (см. [9,22]).

Докажем теперь, что все a-основы (т. е. отделимые совершенные σ-основы)
могут быть представлены в виде CozM(T, S) из предложения 3.6. Следующий
результат получен А. Д. Александровым [28].
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Теорема 3.5 (теорема Александрова). Пусть S — a-основа на множестве T .
Тогда для любого множества S ∈ S найдётся такая положительная функция
f ∈Mb(T, S), что S = coz f .

Доказательство. По условию S =
⋃

(Rn | n ∈ ω) для некоторой последова-
тельности (Rn ∈ R | n ∈ ω), где R ≡ co-S. По теореме 3.4 множество

Un ≡ {f ∈Mb(T, S) | 0 � f � 1 ∧ (f [T \ S] = {0}) ∧ (f [Rn] = {1})}
непусто для каждого n ∈ ω. Пусть A(T ) ≡ {f ∈ F (T ) | 0 � f � 1}. По аксиоме
выбора существует отображение p : P

(
A(T )

) \ {∅} → A(T ), такое что p(E) ∈ E.
Для каждого n возьмём функцию fn ≡ p(Un). Рассмотрим последовательность
(gn ∈ Mb(T, S) | n ∈ ω), такую что gn ≡ ∑

((1/2)mfm | m ∈ n). Тогда для
каждого t ∈ T имеем 0 � gn+1(t) − gn(t) � (1/2)n. Следовательно, последова-
тельность (gn | n ∈ ω) равномерно сходится к некоторой функции f ∈ F (T ). По
предложению 3.4 f ∈Mb(T, S). Ясно, что S = coz f .

Следующий результат даёт характеристику a-основ в классе всех σ-основ.

Следствие 1. Пусть S — σ-основа на T . Тогда следующие условия эквива-
лентны:

1) S — a-основа ;
2) S = CozMb(T, S) = CozM(T, S).

Доказательство. Докажем импликацию 1) � 2). Очевидно, CozMb(T, S) ⊂
⊂ CozM(T, S). Включение S ⊂ CozMb(T, S) следует из теоремы 3.5, а включе-
ние CozM(T, S) ⊂ S —из леммы 3.5.

Импликация 2) � 1) вытекает из предложения 3.6.

Замечание 2. Семейства функций, измеримых относительно σ-основ и σ-ал-
гебр, и ансамбли их конуль-множеств использовались в [11, 24, 34, 40] для ха-
рактеризации классов всех нормальных семейств и всех вполне нормальных
семейств и для описания нормальной оболочки и вполне нормальной оболочки
произвольного семейства функций.

4. Семейства равномерных функций
на дескриптивном пространстве с покрыванием

Новый класс функций был введён в [3—7, 10, 46, 47, 50]. Этот класс рас-
ширяет класс ограниченных измеримых функций и играет важную роль в со-
временном анализе. Эти функции были введены в перечисленных работах под
названиями почти полунепрерывных, метаполунепрерывных, мало колеблю-
щихся и равномерных функций.

Семейства M(T, S) и Mb(T, S) S-измеримых функций обладают хорошими
свойствами, только если S — σ-основа (см. разделы 3.2—3.4). Но иногда свой-
ство σ-аддитивности оказывается слишком ограничительным. В более общем
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случае, когда S — только лишь основа, семейство S-равномерных функций име-
ет те же хорошие свойства, что и семейства Mb(T, S) для σ-основ S (см. разде-
лы 4.2 и 4.3).

4.1. Равномерные функции и их свойства

Напомним, что для функции f ∈ F (T ) и множества E ⊂ T число ω(f,E) ≡
≡ sup{|f(t) − f(s)| | t, s ∈ E} называется колебанием функции f на множе-
стве E (см. раздел 2.1). Согласно разделу 3.1, если π ≡ (Ci | i ∈ I) —покрытие
множества T , то число ω(f, π) ≡ sup(ω(f, Ci) | i ∈ I) называется колебанием
функции f на покрытии π.

Пусть C — семейство конечных покрытий множества T . Функция f называет-
ся равномерной относительно семейства C, если для любого ε > 0 существует
такое покрытие π ∈ C, что ω(f, π) < ε. Семейство всех таких функций обозна-
чим через U(T,C). По лемме 2.1 U(T,C) ⊂ Fb(T ).

Функция f называется равномерной относительно ансамбля S, если она
равномерна относительно семейства Cov S. Семейство U(T,Cov S) всех таких
функций обозначим через U(T, S). Ясно, что U(T, S) ⊂ D(T, S).

Лемма 4.1. Пусть S —ансамбль на множестве T . Тогда U(T, S) = U(T, Sϕ).

Доказательство. Утверждение следует непосредственно из определения.

Лемма 4.2. Пусть (T, S) —компактное дескриптивное пространство. Тогда

U(T, S) = D(T, S) = Db(T, S) = Mb(T, Sσ) = M(T, Sσ).

Доказательство. Утверждение следует непосредственно из определений и
предложения 3.1.

В частности, это утверждение обобщает следующий классический резуль-
тат: C(T,G) = Cb(T,G) для любого компактного топологического пространства
(T,G).

Докажем теперь две простые леммы о связях равномерных и измеримых
функций.

Лемма 4.3. Пусть S — σ-аддитивный ансамбль на множестве T . Тогда
U(T, S) = Mb(T, S) = Db(T, S).

Доказательство. Утверждение непосредственно вытекает из следствия 1
предложения 3.1.

Лемма 4.4. Пусть S —ансамбль на множестве T . Тогда Mb(T, S) ⊂ U(T, S) ⊂
⊂Mb(T, Sσ).

Доказательство. Пусть f ∈ Mb(T, S). Тогда f [T ] ⊂ ]−a, a[ для некоторого
a > 0. Возьмём произвольное ε > 0 и положительное натуральное число n,
такое что 2a/n < ε. Рассмотрим множества Ci ≡ f−1[ ]a(i−1)/n, a(i+1)/n[ ] ∈ S,
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|i| ∈ n. Ясно, что
⋃

(Ci | |i| ∈ n) = T и ω(f, Ci) � 2a/n < ε. Таким образом,
f ∈ U(T, S).

Второе включение следует из леммы 4.3 и тривиального включения
U(T, S) ⊂ U(T, Sσ).

Для ансамбля S, не являющегося σ-аддитивным, оба включения в лемме 4.4
могут быть строгими (см. [23]).

Следствие 1 предложения 3.1 характеризует семейства M(T, S) и Mb(T, S)
S-измеримых функций для σ-аддитивного ансамбля S через их колебания на
счётных или конечных покрытиях, т. е. на покрытийном языке. Также возмож-
но охарактеризовать равномерные функции на прообразном языке, т. е. через
прообразы некоторых множеств. В этом смысле следующий результат обладает
отдалённых сходством с предложением 3.1.

Предложение 4.1. Пусть S —основа на T и f ∈ Fb(T ). Тогда следующие
утверждения эквивалентны:

1) f ∈ U(T, S);
2) если [x′, y′] ⊂ ]x, y[, то существует такое множество X ∈ Sϕ, что

f−1[[x′, y′]] ⊂ X ⊂ f−1[ ]x, y[ ].

Доказательство. Докажем импликацию 1) � 2). Пусть [x′, y′] ⊂ ]x, y[. Возь-
мём ε ≡ (

(y− y′)∧ (x′ − x)
)
/2. Найдётся такое конечное покрытие π ≡ (Si ∈ S |

i ∈ I), что ω(f, π) < ε. Рассмотрим множества Y ≡ f−1[[x′, y′]], Z ≡ f−1[ ]x, y[ ],
J ≡ {i ∈ I | Si ∩ Y �= ∅} и X ≡ ⋃

(Sj | j ∈ J) ∈ Sϕ. Очевидно, Y ⊂ X. Если
t ∈ X, то t ∈ Sj для некоторого j ∈ J . Возьмём точку s ∈ Sj ∩ Y . По постро-
ению |f(t) − f(s)| < ε. Тогда f(t) � f(s) + ε � y′ + ε � y′ + (y − y′)/2 < y и
f(t) � f(s) − ε � x′ − ε � x′ − (x′ − x)/2 > x. Следовательно, X ⊂ Z.

Докажем импликацию 2) � 1). Пусть ε > 0. По условию найдутся такие
a, b ∈ R, что rng f ⊂ [a, b]. По принципу Архимеда существует такое чис-
ло n ∈ N, что n > (b − a)/ε. Возьмём точки xi ≡ a + (b − a)i/(3n) для
i ∈ 3n+ 2 и x−1 ≡ a− (b− a)/(3n). Рассмотрим множества Yi ≡ f−1[[xi, xi+1]] и
Zi ≡ f−1[ ]xi−1, xi+2[ ] для i ∈ 3n. Так как [a, b] =

⋃
([xi, xi+1] | i ∈ 3n), коллек-

ция (Yi | i ∈ 3n) покрывает T . По условию Xi ≡ {X ∈ Sϕ | Yi ⊂ X ⊂ Zi} �= ∅

для i ∈ 3n. Положим X ≡ ⋃
(Xi | i ∈ 3n). Согласно аксиоме выбора существу-

ет функция p : P(X) \ {∅} → X, такая что p(A) ∈ A. Рассмотрим множества
Xi ≡ p(Xi) ∈ Xi. Поскольку Yi ⊂ Xi ⊂ Zi, коллекция ξ ≡ (Xi ∈ Sϕ | i ∈ 3n)
покрывает T . Из того, что ω(f, Zi) < xi+2 − xi−1 < ε, вытекает, что ω(f, ξ) < ε.
Таким образом, f ∈ U(T, Sϕ) = U(T, S).

Лемма 3.3 показывает, что вполне S-ступенчатые функции S-измеримы для
аддитивного ансамбля S. Следующая лемма показывает, что эти функции S-рав-
номерны для произвольного ансамбля S.

Лемма 4.5. Пусть S —ансамбль на T . Тогда qSt(T, S) ⊂ U(T, S).

Доказательство. По определению вполне ступенчатой функции существу-
ют такие конечные разбиение π ≡ (Si ∈ S | i ∈ I) множества T и коллекция
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(xi ∈ R | i ∈ I), что f(t) = xi для всех t ∈ Si. Это разбиение является
покрытием T и ω(f, π) = 0.

4.2. Поточечные операции над равномерными функциями

Следующие теоремы показывают, что U(T,C) и U(T, S) имеют те же хорошие
свойства, что и Mb(T, S) (см. разделы 3.2 и 3.3).

Теорема 4.1. Пусть C —мультипликативное семейство конечных покрытий
множества T . Если f, g ∈ U(T,C) и r ∈ R, то

1) 1 ∈ U(T,C);
2) rf ∈ U(T,C);
3) f + g ∈ U(T,C);
4) fg ∈ U(T,C);
5) 1/f ∈ U(T,C) для каждой такой функции f : T → R\{0}, что 1/f ∈ Fb(T );
6) f ∨ g, f ∧ g ∈ U(T,C);
7) f+, f−, |f | ∈ U(T,C);
8) m

√
f ∈ U(T,C) для любой f � 0.

Доказательство. Обозначим U(T,C) через A(T ). Пусть ε > 0. Возьмём
такие положительные числа a и b, что |f | � a1 и |g| � b1.

Соотношение 1) вытекает из того, что для любого покрытия π ∈ C имеем
ω(1, π) = 0.

Докажем соотношение 2). Пусть r ∈ R\{0}. Для числа ε1 ≡ ε/|r| существует
покрытие π ≡ (Ci | i ∈ I) ∈ C, такое что ω(f, π) < ε1. Если s, t ∈ Ci, то
|(rf)(s) − (rf)(t)| = |r| |f(s) − f(t)| � |r|ω(f, π). Следовательно, ω(rf, π) �
� |r|ω(f, π) < ε и rf ∈ A(T ).

При r = 0 имеем ω(rf, π) = ω(0, π) = 0 для любого покрытия π ∈ C.
Докажем утверждение 3). Для чисел ε1 ≡ ε/2 и ε2 ≡ ε/2 существуют по-

крытия π ≡ (Ci | i ∈ I) ∈ C и κ ≡ (Dj | j ∈ J) ∈ C, такие что ω(f, π) < ε1 и
ω(g,κ) < ε2. Если s, t ∈ Ci ∩Dj , то

|(f + g)(s) − (f + g)(t)| � |f(s) − f(t)| + |g(s) − g(t)| � ω(f, π) + ω(g,κ).

Следовательно,
ω(f + g, π ∧ κ) � ω(f, π) + ω(g,κ) < ε.

Так как семейство C мультипликативно, мы заключаем, что π ∧ κ ∈ C. Таким
образом, f + g ∈ A(T ).

Докажем утверждение 4). Возьмём числа ε1 ≡ ε/(2b) и ε2 ≡ ε/(2a) и рас-
смотрим такие покрытия π ≡ (Ci | i ∈ I) ∈ C и κ ≡ (Dj | j ∈ J) ∈ C, что
ω(f, π) < ε1 и ω(g,κ) < ε2. Если s, t ∈ Ci ∩Dj , то

|(fg)(s) − (fg)(t)| = |(f(s) g(s) − f(t) g(s)| + |(f(t) g(s) − f(t) g(t)| �
� |g(s)| |f(s) − f(t)| + |f(t)| |g(s) − g(t)| � bω(f, π) + aω(g,κ).
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Тогда
ω(fg, π ∧ κ) � bω(f, π) + aω(g,κ) < ε,

и следовательно, fg ∈ A(T ).
Докажем утверждение 5). Пусть f(t) �= 0 для всех t ∈ T и 1/|f | � c1 для

некоторого положительного числа c. Для ε1 ≡ ε/c2 найдётся такое покрытие
π ≡ (Ci | i ∈ I) ∈ C, что ω(f, π) < ε1. Если s, t ∈ Ci, то

|(1/f)(s) − (1/f)(t)| = |f(s) − f(t)|/(|f(s)| |f(t)|) � c2ω(f, π).

Следовательно, ω(1/f, π) � c2ω(f, π) < ε. Таким образом, 1/f ∈ A(T ).
Докажем утверждение 6). Для чисел ε1 ≡ ε/2 и ε2 ≡ ε/2 существуют такие

покрытия π ≡ (Ci | i ∈ I) ∈ C и κ ≡ (Dj | j ∈ J) ∈ C, что ω(f, π) < ε1 и
ω(g,κ) < ε2. Если s, t ∈ Ci ∩Dj , то по неравенству Биркгофа

|(f ∨ g)(s) − (f ∨ g)(t)| � |f(s) ∨ g(s) − f(s) ∨ g(t)| + |f(s) ∨ g(t) − f(t) ∨ g(t)| �
� |g(s) − g(t)| + |f(s) − f(t)| � ω(g,κ) + ω(f, π).

Следовательно,
ω(f ∨ g, π ∧ κ) � ω(g,κ) + ω(f, π) < ε,

и мы видим, что f ∨ g ∈ A(T ).
Вполне аналогично проверяется, что f ∧ g ∈ A(T ).
Поскольку f+ = f ∨ 0, f− = f ∧ 0 и |f | = f+ − f−, утверждение 7) следует

из доказанных выше.
Докажем утверждение 8). Согласно принципу Архимеда найдётся такое

n ∈ N, что a/n < εm/2. Разделим интервал [0, a] точками xk = ak/n, k ∈ n+ 1.
Тогда 0 = x0 < . . . < xn = a и xk+1 − xk = a/n.

Возьмём такое π ≡ (Ci | i ∈ I) ∈ C, что ω(f, π) < a/n. Рассмот-
рим множества Xk ≡ f−1[[xk, xk+1]]. Для каждого i ∈ I множество Ki ≡
≡ {k ∈ n | Ci ∩ Xk �= ∅} непусто и конечно. Пусть ki —наименьший эле-
мент Ki. Предположим, что s ∈ Ci, и возьмём точку t ∈ Ci ∩ Xki

. Тогда
f(s) = f(s) − f(t) + f(t) < ω(f, Ci) + xki+1 и f(s) � − ω(f, Ci) + xki

. Сле-
довательно, m

√
xki

< m
√
f(s) < m

√
xki+1 + a/n для всех s ∈ Ci. Отсюда вытекает

неравенство ω( m
√
f, Ci) < m

√
xki+1 + a/n − m

√
xki

. Если ki � 2, то используя
лемму 3.2 получаем

ω( m
√
f, Ci) < m

√
xki

+
a

n
− m

√
xki

< m
√
xki

− m

√
xki

− a

n
=

= m

√
xki−1 +

a

n
− m

√
xki−2 < m

√
xki−1 − m

√
xki−2 − a

n
=

= m

√
xki−2 +

a

n
− m

√
xki−3 < . . . < m

√
x2 − m

√
x0 = m

√
2
a

n
< m

√
εm = ε.

Если ki = 0, то

ω( m
√
f, Ci) < m

√
x0 +

a

n
− m

√
x0 = m

√
x1 − m

√
x0 < m

√
x2 − m

√
x0 < ε.
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Если ki = 1, то

ω( m
√
f, Ci) < m

√
x1 +

a

n
− m

√
x1 = m

√
x2 − m

√
x1 < m

√
x2 − m

√
x0 < ε.

Таким образом, мы установили, что ω( m
√
f, π) < ε.

Следствие 1. Пусть C —мультипликативное семейство конечных покрытий
множества T и (fi ∈ U(T,C) | i ∈ I) —конечная коллекция. Тогда

∑
(fi | i ∈ I),

P (fi | i ∈ I), sup(fi | i ∈ I) и inf(fi | i ∈ I) принадлежат U(T,C).

Следствие 2. Пусть C —мультипликативное семейство конечных покрытий
множества T . Тогда семейство U(T,C) удовлетворяет условиям 1)—5) и 7′) из
раздела 2.1.

Следствие 3. Пусть S —основа на множестве T . Если f, g ∈ U(T, S) и r ∈ R,
то

1) 1 ∈ U(T, S);
2) rf ∈ U(T, S);
3) f + g ∈ U(T, S);
4) fg ∈ U(T, S);
5) 1/f ∈ U(T, S) для каждой такой функции f : T → R\{0}, что 1/f ∈ Fb(T );
6) f ∨ g, f ∧ g ∈ U(T, S);
7) f+, f−, |f | ∈ U(T, S);
8) m

√
f ∈ U(T, S) для любой f � 0.

Доказательство. Все утверждения следуют из леммы 1.9 и теоремы 4.1.

Следствие 4. Пусть S —основа на множестве T и (fi ∈ U(T, S) | i ∈ I) —
конечная коллекция. Тогда

∑
(fi | i ∈ I), P (fi | i ∈ I), sup(fi | i ∈ I) и inf(fi |

i ∈ I) принадлежат U(T, S).

Следствие 5. Пусть S —основа на множестве T . Тогда семейство U(T, S)
удовлетворяет условиям 1)—5) и 7′) из раздела 2.1.

4.3. Равномерная сходимость
последовательностей равномерных функций

Предложение 4.2. Пусть C — семейство конечных покрытий множества T ,
f ∈ F (T ) и f = u-lim(fn | n ∈ N) для некоторой сети (fn ∈ U(T,C) | n ∈ N).
Тогда f ∈ U(T,C).

Доказательство. Для любого ε > 0 существует m ∈ N , такое что
|f(t) − fn(t)| < ε/3 для всех n � m. Рассмотрим такое покрытие π ≡ (Ci |
i ∈ I) ∈ C, что ω(fm, π) < ε/3. Тогда

|f(s) − f(t)| = |f(s) − fm(s) + fm(s) − fm(t) + fm(t) − f(t)| �
� |f(s) − fm(s)| + |fm(s) − fm(t)| + |fm(t) − f(t)| < ε
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для всех s, t ∈ Ci. Следовательно, ω(f, π) < ε и f ∈ U(T,C).

Следствие 1. Пусть C — семейство конечных покрытий множества T . Тогда
семейство U(T,C) удовлетворяет условию 6) из раздела 2.1.

Следствие 2. Пусть C —мультипликативное семейство конечных покрытий
множества T . Тогда семейство U(T,C) ограниченно нормально (в смысле раз-
дела 2.1).

Доказательство. Утверждение вытекает из следствия 2 теоремы 4.1 и
предыдущего следствия.

Следствие 3. Пусть S —ансамбль на множестве T , содержащий T , f ∈ F (T )
и f = u-lim(fn | n ∈ N) для некоторой сети (fn ∈ U(T, S) | n ∈ N). Тогда
f ∈ U(T, S).

Доказательство. Утверждение следует из леммы 1.9 и предложения 4.2.

Следствие 4. Пусть S —основа на T . Тогда семейство U(T, S) ограниченно
нормально (в смысле раздела 2.1).

Доказательство. Утверждение вытекает из следствия 5 теоремы 4.1 и
предыдущего следствия.

Следствие 3 показывает, что семейства U(T, S) S-равномерных функций за-
мкнуты относительно равномерной сходимости для любой основы S без тре-
бования σ-аддитивности S. Напротив, лемма 3.4 продемонстрировала, что для
семейств S-измеримых функций это условие существенно.

4.4. Отделимость множеств
посредством равномерных функций

Здесь аналогично разделу 3.5 мы увидим, что добавление условия отдели-
мости основы S снабжает семейство U(T, S) рядом новых ключевых свойств.

Предложение 4.3. Пусть C —мультипликативное семейство покрытий мно-
жества T . Тогда ансамбль CozU(T,C) — a-основа (т. е. отделимая совершенная
σ-основа).

Доказательство. По следствию 2 теоремы 4.1 и следствию 1 предложе-
ния 4.2 семейство U(T,C) удовлетворяет условиям 1)—4) и 6) из раздела 2.1.
Тогда из предложения 2.1 вытекает, что CozU(T,C) — a-основа.

Следствие 1. Пусть S —основа. Тогда ансамбль CozU(T, S) — a-основа.

Доказательство. Утверждение следует из леммы 1.9 и предложения 4.3.

Представим теперь теорему Лебега—Урысона (теорему 3.4) в новой форму-
лировке.
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Теорема 4.2. Пусть S —отделимая основа на множестве T . Тогда для лю-
бых двух непустых непересекающихся множеств A,B ∈ co-S существует такая
функция f ∈ U(T, S), что 0 � f � 1, f [A] = {0} и f [B] = {1}.

Доказательство. Заметим, что в доказательстве теоремы 3.4 мы построили
конечные покрытия T и, следовательно, уже доказали, что f ∈ U(T, S).

Следствие 1. Пусть S —отделимая основа на множестве T . Тогда для любых
двух непустых непересекающихся множеств A,B ∈ co-S и любых действитель-
ных чисел a � b существует такая функция f ∈ U(T, S), что rng f ⊂ [a, b],
f [A] = {a} и f [B] = {b}.

Доказательство. Возьмём функцию f из теоремы 4.2. Тогда функция
f ′ ≡ a1 + (b− a)f будет обладать нужными свойствами.

Замечание 1. Теорема 4.2 является одним из основных средств для полу-
чения тонкого соотношения между бэровской и борелевской функциональными
иерархиями на произвольном дескриптивном пространстве [41] (ср. с замечани-
ем 1 в разделе 3.5).

Теорема 4.3. Пусть S —отделимая совершенная основа на T . Тогда для лю-
бого множества S ∈ S найдётся положительная функция f ∈ U(T, S), такая что
S = coz f .

Доказательство. Поскольку основа S совершенна, S =
⋃

(Rn | n ∈ ω) для
некоторой последовательности (Rn ∈ R | n ∈ ω), где R ≡ co-S. По теореме 4.2
множество

Vn ≡ {f ∈ U(T, S) | 0 � f � 1 ∧ (f [T \ S] = {0}) ∧ (f [Rn] = {1})}
непусто при каждом n ∈ ω. Пусть A(T ) ≡ {f ∈ F (T ) | 0 � f � 1}. По аксиоме
выбора существует отображение p : P

(
A(T )

) \ {∅} → A(T ), такое что p(E) ∈ E.
Для каждого n возьмём функцию fn ≡ p(Vn). Определим последовательность
(gn | n ∈ ω), полагая gn ≡ ∑

((1/2)mfm | m ∈ n). По следствию 3 теоремы 4.1
gn ∈ U(T, S). Для любого t ∈ T имеем 0 � gn+1(t)−gn(t) � (1/2)n. Следователь-
но, последовательность (gn | n ∈ ω) равномерно сходится к некоторой f ∈ F (T ).
По следствию 3 предложения 4.2 f ∈ U(T, S). Ясно, что S = coz f .

Следующий результат даёт характеризацию a-основ в классе всех основ (ср.
со следствием 1 теоремы 3.5).

Следствие 1. Пусть S —основа на T . Тогда следующие утверждения экви-
валентны:

1) S — a-основа (т. е. отделимая совершенная σ-основа);
2) S = CozU(T, S).

Доказательство. Докажем импликацию 1) � 2). Включение S ⊂ CozU(T, S)
следует из теоремы 4.3. Поскольку S — σ-основа, леммы 4.3 и 3.5 дают
CozU(T, S) = CozMb(T, S) ⊂ CozM(T, S) ⊂ S.

Импликация 2) � 1) следует из предложения 1.
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Проясним связь между произвольной основой S и соответствующей a-осно-
вой CozU(T, S) в одном частном случае.

Лемма 4.6. Пусть (Sα | α ∈ A) —коллекция отделимых совершенных основ
на T . Тогда CozU(T, S), где S ≡ ⋃

(Sα | α ∈ A) —наименьшая a-основа на T ,
содержащая все Sα.

Доказательство. Пусть S ∈ Sα для некоторого α ∈ A. Так как Sα —от-
делимая совершенная основа, из теоремы 4.3 следует, что найдётся функция
f ∈ U(T, Sα) ⊂ U(T, S), такая что S = coz f . Поэтому S ∈ CozU(T, S) и, таким
образом, Sα ⊂ CozU(T, S).

Если E — a-основа, содержащая все Sα, то U(T, S) ⊂ U(T,E). Пользуясь
следствием 1 теоремы 4.3, находим, что CozU(T, S) ⊂ CozU(T,E) = E.

Следствие 1. Пусть S —отделимая совершенная основа на T . Тогда
CozU(T, S) —наименьшая a-основа на T , содержащая S, т. е. a-оболочка A(S)
ансамбля S.

К сожалению, описание a-оболочки A(S) в виде CozU(T, S) не является
внутренним. Поэтому ниже мы предлагаем некоторое внутреннее описание
A(S).

Пусть C —мультипликативное семейство конечных покрытий T . Рассмотрим
семейство U(T,C) всех C-равномерных функции на T и a-основу CozU(T,C)
всех конуль-множеств семейства U(T,C) (см. предложение 4.3).

Напомним, что rng κ =
⋃

(Qi | i ∈ I) для любой коллекции κ ≡ (Qi ⊂ T |
i ∈ I).

Конечное покрытие κ ≡ (Qi ⊂ T | i ∈ I) множества T назовём покрытием
с градуировкой (κ(k),κ(k) | k ∈ l + 1), если κ(k) ≡ (Qi ⊂ T | i ∈ I(k) ⊂ I) и
κ(k) ≡ (Qi ⊂ T | i ∈ I(k) ⊂ I) — такие подколлекции коллекции κ, что

1) ∅ = I(0) ⊂ I(1) ⊂ . . . ⊂ I(l) ⊂ I, I ⊃ I(0) ⊃ I(1) ⊃ . . . ⊃ I(l) = ∅;
2) rng κ(k) ∩ rng κ(k) = ∅ для всех k ∈ l;
3) rng κ(k + 1) ∪ rng κ(k) = T для всех k ∈ l [6, 1.2.2].

Следующая теорема даёт внутреннее описание a-основы CozU(T,C), по-
рождённой мультипликативным семейством C.

Теорема 4.4. Пусть C —мультипликативное семейство конечных покрытий
множества T и G ⊂ T . Тогда следующие утверждения эквивалентны:

1) G ∈ CozU(T,C);
2) существует последовательность конечных покрытий (κn ∈ C | n ∈ N)

с градуировками (κn(k),κn(k) | k ∈ 2n + 1), такая что

а) G =
⋃

(rng κn(2) | n ∈ N);
б) rng κn+1(2k) ⊃ rng κn(k) и rng κn+1(2k) ⊃ rng κn(k) для всех

k ∈ 2n + 1;
в) rng κn+1(2k+1)∪rng κn(k) = T и rng κn+1(2k+1)∪rng κn(k+1) = T

для всех k ∈ 2n−1 + 1.



90 В. К. Захаров, А. В. Михалёв, Т. В. Родионов

Доказательство. Докажем импликацию 1) � 2). Пусть G = coz f для неко-
торой функции f ∈ U(T,C). Без ограничения общности можно предположить,
что 0 � f � 1. Рассмотрим множества Xn(k) ≡ f−1[[0, k/2n − 1/2n+2]] и
Yn(k) ≡ f−1[[k/2n+1/2n+2, 1]]. Очевидно, Xn(k) ⊂ Xn(k+1) и Yn(k) ⊃ Yn(k+1).
Пользуясь аксиомой выбора, мы можем для каждого n взять такое покрытие
κn ≡ (Qni ⊂ T | i ∈ In) ∈ C, что ω(f,κn) < 1/2n+3. Рассмотрим множества

In(k) ≡ {i ∈ In | Qni ∩Xn(k) �= ∅}, In(k) ≡ {i ∈ In | Qni ∩ Yn(k) �= ∅}
и соответствующие коллекции

κn(k) ≡ (
Qni | i ∈ In(k)

)
, κn(k) ≡ (

Qni | i ∈ In(k)
)
.

Ясно, что In(k) ⊂ In(k + 1) и In(k) ⊃ In(k + 1). Предположим, что s ∈ Qni

для некоторого i ∈ In(k). Тогда найдётся точка r ∈ Qni ∩Xn(k). Следовательно,
f(s) < f(r) + 1/2n+3 � k/2n − 1/2n+3. Аналогично f(s) > k/2n + 1/2n+3 для
всех s ∈ Qni и всех i ∈ In(k). Поэтому rng κn(k) ∩ rng κn(k) = ∅ для всех
k ∈ 2n. Так как Xn(k + 1) ∪ Yn(k) = T , имеем In(k + 1) ∪ In(k) = In для всех
k ∈ 2n. Кроме того, из Xn(0) = ∅ следует, что In(0) = ∅, а из Yn(2n) = ∅ —
что In(2n) = ∅. Таким образом, κn —покрытие с градуировкой (κ(k),κ(k) |
k ∈ 2n + 1).

Ясно, что G =
⋃

(rng κn(k) | n ∈ N) для всех k. Если s ∈ Qni для
некоторого i ∈ In(k), то f(s) < 2k/2n+1 − 1/2n+3 влечёт s ∈ Xn+1(2k).
Следовательно, rng κn(k) ⊂ rng κn+1(2k). Если s ∈ Qni для некоторого
i ∈ In(k), то f(s) < 2k/2n+1 − 1/2n+3 влечёт s ∈ Yn+1(2k). Следователь-
но, rng κn(k) ⊂ rng κn+1(2k). Поскольку Yn(k) = f−1[[2k/2n+1 + 1/2n+2, 1]] и
Xn+1(2k+1) = f−1[[0, (2k+1)/2n+1−1/2n+3]], мы имеем Xn(2k+1)∪Yn(k) = T .
Поэтому rng κn+1(2k + 1) ∪ rng κn(k) = T . Наконец, из Xn(k + 1) =
= f−1[[0, (2k+2)/2n+1−1/2n+2]] и Yn+1(2k+1) = f−1[[(2k+1)/2n+1+1/2n+3, 1]]
вытекает, что Xn(k+1)∪Yn+1(2k+1) = T , и следовательно, rng κn+1(2k+1)∪
∪ rng κn(k + 1) = T .

Докажем импликацию 2) � 1). Для любых n ∈ N и k ∈ 2n + 1 определим
множества En(k) ≡ rng κn(k), Gn(k) ≡ rng κn(k) и Zn(k) ≡ T \Gn(k). По опре-
делению градуировки En(k) ⊂ En(k+1), Gn(k) ⊃ Gn(k+1) и En(k)∩Gn(k) = ∅,
а потому En(k) ⊂ Zn(k) и Zn(k) ⊂ Zn(k + 1). Определим функцию f : T → R,
положив f(s) ≡ sup{k/2n | s /∈ En(k + 1)} для любого s ∈ T . Тогда 0 � f � 1.
Рассмотрим множества Dn(k) ≡ En(k + 1) \ Zn(k − 1) для k ∈ 2n \ 1. Пусть
s ∈ Dn(k). Тогда из s /∈ Zn(k − 1) вытекает s /∈ En(k − 1). Следовательно,
f(s) � (k − 2)/2n. Докажем, что f(s) � (k + 1)/2n. Предположим обратное.
Поскольку s ∈ En(k + 1) и f(s) > (k + 1)/2n, найдётся двоично-рациональное
число l/2m, такое что l/2m > (k+ 1)/2n и s /∈ Em(l+ 1). Если мы соединим это
с условием б) и неравенством 2n2l/2m+n+1 > 2m+1(k + 1)/2m+n+1, то получим

s ∈ En(k + 1) ⊂ Em+n+1

(
2m+1(k + 1)

) ⊂
⊂ Em+n+1(2n2l) ⊂ Zm+n+1(2n2l) ⊂ Zm+n+1

(
2n(2l + 1)

)
.
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С другой стороны, по условию в) из s /∈ Em(l+1) следует, что s ∈ Gm+1(2l+1),
т. е. s /∈ Zm+1(2l + 1) ⊃ Zm+n+1

(
2n(2l + 1)

)
. Это противоречие доказывает

неравенство f(s) � (k + 1)/2n. Следовательно, (k − 2)/2n � f(s) � (k + 1)/2n

для s ∈ Dn(k), k ∈ 2n \ 1, и f(s) � 1/2n для s ∈ En(1). Кроме того, мы
установили, что f(s) � (2n − 2)/2n для s ∈ Gn(2n − 1) = T \ Zn(2n − 1). Таким
образом, ω

(
f,Dn(k)

)
� 3/2n, ω

(
f,En(1)

)
� 1/2n и ω

(
f,Gn(2n − 1)

)
� 2/2n.

Пусть Qni —член коллекции κn. Если i ∈ In(1), то Qni ⊂ En(1). Если
i ∈ In \ In(2n), то из In = In(2n)∪ In(2n −1) вытекает, что i ∈ In(2n −1), и сле-
довательно, Qni ⊂ Gn(2n−1). Если два предыдущих случая не реализуются, то
i ∈ In(k + 1) \ In(k) для некоторого k ∈ 2n \ 1. Тогда из In = In(k) ∪ In(k − 1)
следует, что i ∈ In(k− 1). Поэтому Qni ⊂ En(k+1)∩Gn(k− 1). Следовательно,
ω(f,Qni) < 4/2n. Таким образом, f ∈ U(T,C).

Пусть s ∈ G. По условию а) имеем s /∈ Zn(2) для некоторого n ∈ N. От-
сюда следует, что f(s) � 1/2n > 0. Пусть s /∈ G. Вновь по условию а) имеем
s ∈ ⋂

(En(2) | n ∈ N). Тогда f(s) � inf(2/2n | n ∈ N), т. е. f(s) = 0. Следова-
тельно, G = coz f .

Следствие 1. Пусть S —основа на T и G ⊂ T . Тогда следующие утвержде-
ния эквивалентны:

1) G ∈ CozU(T, S);
2) существует последовательность конечных покрытий (κn ∈ Cov S | n ∈ N)

с градуировками (κn(k),κn(k) | k ∈ 2n+1), обладающая свойствами а)—в)
из теоремы 4.4.

Доказательство. Семейство C ≡ Cov S мультипликативно в силу леммы 1.9.

Следствие 2. Пусть S — σ-основа на T и G ⊂ T . Тогда следующие утвер-
ждения эквивалентны:

1) G ∈ CozMb(T, S);
2) существует последовательность конечных покрытий (κn ∈ Cov S | n ∈ N)

с градуировками (κn(k),κn(k) | k ∈ 2n+1), обладающая свойствами а)—в)
из теоремы 4.4.

Доказательство. По лемме 4.3 U(T, S) = Mb(T, S).

Следствие 3. Пусть S —отделимая совершенная основа на T и G ⊂ T . Тогда
следующие утверждения эквивалентны:

1) G ∈ A(S);
2) существует последовательность конечных покрытий (κn ∈ Cov S | n ∈ N)

с градуировками (κn(k),κn(k) | k ∈ 2n+1), обладающая свойствами а)—в)
из теоремы 4.4.

Доказательство. По следствию 1 леммы 4.6 A(S) = CozU(T, S).
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Замечание 2. Использование понятия равномерной функции позволило дать
другую (отличную от лебеговской) характеризацию функций, интегрируемых по
Риману. Приведём эту характеризацию.

Пусть (T,G,B, μ) — тихоновское топологическое пространство с ансам-
блем G всех открытых множеств и положительной ограниченной радонов-
ской мерой μ : B → [0, a] ⊂ R, заданной на σ-алгебре B всех борелев-
ских множеств, порождённой ансамблем G. Рассмотрим пренебрежимый ан-
самбль N ≡ {F ∈ F | μF = 0} и порождённый им идеал Nμ ≡ I(N) ≡
≡ {I ⊂ T | ∃F ∈ N (I ⊂ F )}. Использование свойства Стоуна для G и Nμ

даёт ансамбль ZPμ ≡ SP(G,Nμ) ≡ {G ∪ N | G ∈ G ∧ N ∈ Nμ} всех множеств
со свойством Захарова. В [7, 8, 21, 25] доказано, что следующие утверждения
равносильны:

1) функция f : T → R интегрируема по Риману;
2) f ∈ U(T,ZPμ).

Из доказанного ниже предложения 5.6 следует, что эти утверждения также
равносильны утверждению

3) f ∈ QUb(T,G,Nμ).

Замечание 3. Использование понятия равномерной функции позволило вы-
делить основное семейство симметризуемых функций S(T,G), пригодное для
решения проблемы Рисса—Радона—Фреше характеризации радоновских инте-
гралов как линейных функционалов для произвольного хаусдорфова топологи-
ческого пространства (T,G) (см. [14—20]).

А именно, в качестве семейства S(T,G) было взято семейство K-равно-
мерных функций U(T,K) для ансамбля всех симметризованных множеств
K ≡ {G ∩ F | G ∈ G ∧ F ∈ F}. Для него в [50] было доказано, что
S(T,G) является равномерным замыканием решёточного линейного простран-
ства Ф. Хаусдорфа [34] SCb(T,G) ≡ {f + g | f ∈ SCl

b(T,G) ∧ g ∈ SCu
b (T,G)},

порождённого конусами верхне- и нижнеполунепрерывных функций. Это описа-
ние оправдывает употребление термина «метаполунепрерывный» по отношению
к симметризуемым функциям.

Замечание 4. Использование более общих семейств U(T,C) функций, рав-
номерных относительно мультипликативных покрываний C, явилось необходи-
мым для характеризации класса всех ограниченно нормальных семейств и для
описания ограниченно нормальной оболочки произвольного семейства функций
в [23] (ср. с замечанием 2 в конце раздела 3).

5. Семейства функций на дескриптивном
пространстве с пренебрежимостью

Если (T, S, I) —дескриптивное пространство с пренебрежимостью, то оно
определяет несколько более обширных семейств функций (в сравнении с се-
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мействами, присущими дескриптивным пространствам), обладающих рассмот-
ренными свойствами измеримости, распределимости и равномерности всюду за
исключением пренебрежимых множеств.

5.1. Почти измеримые, почти распределимые
и почти равномерные функции

Пусть (T, S, I) —дескриптивное пространство с пренебрежимостью. Функция
f ∈ F (T ) называется почти измеримой на (T, S, I), если существует такое
множество E ∈ co-I, что f |E ∈ M(E, SE). Семейство всех почти измеримых
функций на (T, S, I) обозначим через AM(T, S, I).

Функция f ∈ F (T ) называется почти распределимой [почти равномерной]
на (T, S, I), если для некоторого множества E ∈ co-I и любого ε > 0 найдёт-
ся счётное [конечное] покрытие π ≡ (Si ∈ SE | i ∈ I) множества E, такое
что ω(f, π) < ε. Семейство всех почти распределимых [почти равномерных]
функций на (T, S, I) обозначим через AD(T, S, I) [AU(T, S, I)].

Два следующих утверждения являются прямыми следствиями определений.

Лемма 5.1. Пусть (T, S, I) —дескриптивное пространство с пренебрежимо-
стью. Тогда f ∈ AD(T, S, I) [f ∈ AU(T, S, I)] тогда и только тогда, когда суще-
ствует такое множество E ∈ co-I, что f |E ∈ D(E, SE) [f |E ∈ U(E, SE)].

Лемма 5.2. Пусть (T, S, I) —дескриптивное пространство с пренебрежимо-
стью. Тогда

AU(T, S, I) ⊂ AM(T, S, I) ⊂ AM(T, Sσ, I) = AD(T, S, I).

Семейства AM
(
T, S,N(Sσ)

)
, AD

(
T, S,N(Sσ)

)
и AU

(
T, S,N(Sϕ)

)
обозначают-

ся также через AM(T, S), AD(T, S) и AU(T, S) соответственно. Их элементы
называются почти измеримыми, почти распределимыми и почти равномер-
ными функции относительно ансамбля S.

Эти семейства являются расширениями классического семейства функций со
свойством Бэра (см., например, [26, § 32] и [42, 15.6]) с узкого класса бэров-
ских (топологических) пространств (T,G) на широкий класс дескриптивных
пространств (T, S); они расширяют также семейство почти непрерывных (т. е.
непрерывных на плотных открытых множествах) функций, впервые использо-
ванное в [33].

Лемма 5.3. Пусть S —основа на T и E ⊂ T . Если f ∈ M(T, S), f ∈ D(T, S)
или f ∈ U(T, S), то f |E ∈ M(E, SE), f |E ∈ D(E, SE) или f |E ∈ U(E, SE)
соответственно.

Доказательство. Пусть f ∈ M(T, S) и ]x, y[ ⊂ R. Тогда S ≡ f−1[ ]x, y[ ] ∈ S.
Поэтому (f |E)−1[ ]x, y[ ] = S ∩ E ∈ SE , и следовательно, f |E ∈M(E, SE).

Теперь пусть f ∈ D(T, S) [f ∈ U(T, S)] и ε > 0. Тогда существует счётное
[конечное] покрытие π ≡ (Si ∈ S | i ∈ I) множества T , такое что ω(f, π) < ε.
Рассмотрим счётное [конечное] покрытие κ ≡ (Si ∩ E | i ∈ I) множества E.
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Из того, что Si ∩ E ∈ SE и ω(f |E,κ) < ε, заключаем, что f |E ∈ D(E, SE)
[f |E ∈ U(E, SE)].

Следствие 1. Пусть S —основа на множестве T и I —ансамбль на T . Тогда
M(T, S) ⊂ AM(T, S, I), D(T, S) ⊂ AD(T, S, I) и U(T, S) ⊂ AU(T, S, I).

Лемма 5.4. Пусть S — σ-основа и I —ансамбль на множестве T . Тогда
AD(T, S, I) = AM(T, S, I) и AUb(T, S, I) = AMb(T, S, I).

Доказательство. Для любого E ⊂ T основа SE σ-аддитивна. Поэтому из
леммы 4.3 вытекает, что Mb(E, SE) = U(E, SE). По предложению 3.1 имеем
M(E, SE) = D(E, SE).

Предложение 5.1. Пусть S —основа на множестве T и I —аддитивный ан-
самбль на T . Тогда семейство AD(T, S, I) [AU(T, S, I)] удовлетворяет условиям
1)—5) и 7) [7′)] из раздела 2.1. Если, кроме того, основа S является σ-адди-
тивной, то семейство AM(T, S, I) удовлетворяет условиям 1)—5) и 7). Более
того, если I является σ-аддитивным, то семейства AD(T, S, I), AU(T, S, I) и
AM(T, S, I) удовлетворяют условию 6).

Доказательство. Прямо из определения следует, что 1 ∈ AU(T, S, I).
Пусть f, g ∈ AU(T, S, I). Тогда f |D ∈ U(D, SD) и g|E ∈ U(E, SE) для неко-

торых D,E ∈ co-I. Из аддитивности I следует мультипликативность co-I. Сле-
довательно, H ≡ D∩E ∈ co-I. По лемме 5.3 f |H ∈ U(H, SH) и g|H ∈ U(H, SH).
По следствию 4 предложения 4.2 семейство U(H, SH) ограниченно нормально.
Поэтому функции rf |H (для r ∈ R), (f + g)|H, (fg)|H, (f ∨ g)|H, (f ∧ g)|H
принадлежат U(H, SH). Следовательно, функции rf , f + g, fg, f ∨ g, f ∧ g
принадлежат AU(T, S, I).

Пусть f ∈ AU(T, S, I) и 1/f ∈ Fb(T ). Тогда существует D ∈ co-I, такое
что f |D ∈ U(D, SD). По следствию 3 теоремы 4.1 (1/f)|D ∈ U(D, SD), откуда
выводим, что 1/f ∈ AU(T, S, I).

Пусть ансамбль I σ-аддитивен и f = u-lim(fn | n ∈ ω) для некоторой по-
следовательности (fn ∈ AU(T, S, I) | n ∈ ω). Тогда fn|Dn ∈ U(Dn, SDn

) для
некоторого Dn ∈ co-I. Из σ-аддитивности I вытекает δ-мультипликативность
co-I. Следовательно, H ≡ ⋂

(Dn | n ∈ ω) ∈ co-I. По лемме 5.3 fn|H ∈ U(H, SH)
для всех n ∈ ω. По следствию 3 предложения 4.2 получаем, что f ∈ U(H, SH).

Для AD(T, S, I) и AM(T, S, I) рассуждения аналогичны.

Следствие 1. Пусть S —основа на множестве T . Тогда семейство AD(T, S)
[AU(T, S)] удовлетворяет условиям 1)—5) и 7) [7′)] из раздела 2.1. Если, кроме
того, основа S является σ-аддитивной, то семейство AM(T, S) удовлетворяет
условиям 1)—5) и 7).

Доказательство. По следствию 1 леммы 1.4 ансамбли N(Sϕ) и N(Sσ) адди-
тивны.

Это предложение порождает естественный вопрос о каком-либо функцио-
нальном описании равномерной оболочки рассмотренных семейств AM(T, S, I),
AD(T, S, I) и AU(T, S, I). Оно будет предложено в следующем разделе.



Дескриптивные пространства и присущие им классы функций 95

5.2. Квазиизмеримые, квазираспределимые
и квазиравномерные функции

Здесь мы рассмотрим несколько более широких классов функций, чем клас-
сы почти измеримых, почти распределимых и почти равномерных функций.

Определения и свойства

Пусть (T, S, I) —дескриптивное пространство с пренебрежимостью. Функ-
цию f ∈ F (T ) назовём квазиизмеримой на (T, S, I), если для любого ε > 0
существуют такие E ∈ co-I и g ∈ M(E, SE), что |f |E − g| < ε1|E. Семей-
ство всех квазиизмеримых функций на (T, S, I) обозначим через QM(T, S, I).
Непосредственно из определений следует, что AM(T, S, I) ⊂ QM(T, S, I).

Функцию f ∈ F (T ) назовём квазираспределимой [квазиравномерной] на
(T, S, I), если для любого ε > 0 существуют такие E ∈ co-I и счётное [конеч-
ное] покрытие π ≡ (Si ∈ S | i ∈ I) множества E, что ω(f, π) < ε. Семейство
всех квазираспределимых [квазиравномерных] функций на (T, S, I) обозначим
через QD(T, S, I) [QU(T, S, I)]. Ясно, что QU(T, S, I) ⊂ QD(T, S, I). Непосред-
ственно из определений следует, что AU(T, S, I) ⊂ QU(T, S, I) и AD(T, S, I) ⊂
⊂ QD(T, S, I).

Семейства QM
(
T, S,N(Sσ)

)
, QD

(
T, S,N(Sσ)

)
и QU

(
T, S,N(Sϕ)

)
обозначают-

ся также через QM(T, S), QD(T, S) и QU(T, S) соответственно. Их элементы
называются квазиизмеримыми, квазиравномерными и квазираспределимыми
функциями относительно ансамбля S. Эти функции были введены в [1, 2],
чтобы заменить классические семейства функций со свойством Бэра (см., на-
пример, [26, § 32] и [42, 15.6]), обладающие хорошими свойствами только для
узкого класса бэровских (топологических) пространств. Эти семейства позво-
лили решить задачи Файна—Гилмана—Ламбека о функциональном описании
равномерного пополнения ограниченной части классического кольца частных и
рационально полного кольца частных кольца непрерывных функций и Нака-
но—Шимогаки o функциональном описании дедекиндова и канторова пополне-
ний решёточного линейного пространства непрерывных функций не только для
бэровских, но для общих тихоновских пространств [2,5—8,48,49].

Лемма 5.5. Пусть (T, S, I) —дескриптивное пространство с пренебрежимо-
стью. Тогда QM(T, S, I) ⊂ QD(T, S, I).

Доказательство. Для произвольного ε > 0 возьмём такие E ∈ co-I и
g ∈ M(E, SE), что |f |E − g| < (ε/2)1|E. По предложению 3.1 существует
счётное покрытие π ≡ (Si ∈ SE | i ∈ I) множества E, такое что ω(g, π) <
< ε/2. Следовательно,

|f(t) − f(s)| � |f(t) − g(t)| + |g(t) − g(s)| < ε

2
+
ε

2
= ε

для всех s, t ∈ Si ⊂ E и каждого i ∈ I. Таким образом, ω(f, π) < ε.
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Предложение 5.2. Пусть S — σ-основа на T и I —ансамбль на T . Тогда
QDb(T, S, I) = QUb(T, S, I).

Доказательство. Мы должны только установить включение QDb(T, S, I) ⊂
⊂ QUb(T, S, I).

Пусть f ∈ QDb(T, S, I) и rng f ⊂ [−z, z]. Тогда для любого ε > 0 най-
дётся такое n ∈ N, что 1/n < ε и существуют такие множество Dn ∈ co-I
и счётное покрытие πn ≡ (Rni ∈ S | i ∈ In) множества Dn, что ω(f, πn) <
< 1/n < ε. По принципу Архимеда существует такое kn ∈ N, что kn > 6nz.
Рассмотрим точки xkn ≡ −z + k/(3n) ∈ R для любых k ∈ kn. Име-
ем

⋃
([xnk, xn,k+1] | k ∈ kn) ⊃ [−z, z]. Определим множества Ank ≡

≡ f−1[[xnk, xn,k+1]], Jnk ≡ {i ∈ In | R3n,i ∩ Ank �= ∅} и Enk ≡ ⋃
(R3n,i |

i ∈ Jnk) ∈ S. Тогда коллекция λn ≡ (Enk | k ∈ kn) является конечным покрыти-
ем Dn.

Пусть s, t ∈ Enk. Тогда s ∈ R3n,i и t ∈ R3n,j для некоторых i и j, таких что
X ≡ R3n,i ∩ Ank �= ∅ и Y ≡ R3n,j ∩ Ank �= ∅. Возьмём некоторые точки si ∈ X
и sj ∈ Y . Тогда

|f(s) − f(t)| � |f(s) − f(si)| + |f(si) − f(sj)| + |f(sj) − f(t)| < 1
n
.

Таким образом, ω(f, λn) < 1/n < ε. Следовательно, f ∈ QUb(T, S, I).

Следствие 1. Пусть S — σ-основа на T . Тогда QDb(T, S) = QUb(T, S).

Доказательство. Так как Sϕ = S = Sσ, мы имеем

QDb(T, S) ≡ QDb

(
T, S,N(Sσ)

)
= QDb

(
T, S,N(Sϕ)

)
=

= QUb

(
T, S,N(Sϕ)

) ≡ QUb(T, S).

Предложение 5.3. Пусть S —основа на множестве T и I —аддитивный ан-
самбль на T . Тогда семейства QD(T, S, I) и QU(T, S, I) удовлетворяют условиям
1)—4), 6) и 7′) из раздела 2.1. Если, кроме того, основа S является σ-аддитив-
ной, то и семейство QM(T, S, I) удовлетворяет тем же условиям.

Доказательство. Сначала рассмотрим случай QD(T, S, I). Положим A(T ) ≡
≡ QD(T, S, I). Взяв D ∈ I и одноэлементное покрытие (Di ≡ D | i ∈ {i})
множества D ⊂ T , видим, что 1 ∈ A(T ).

Пусть f, g ∈ A(T ). Тогда для любого ε > 0 найдётся такое n ∈ N, что
1/n < ε и существуют Dn, En ∈ co-I и счётные покрытия κn ≡ (Gni ∈ S |
i ∈ In) множества Dn и λn ≡ (Hnj ∈ S | j ∈ Jn) множества En, такие что
ω(f,κn) < 1/n и ω(g, λn) < 1/n.

Для каждого r ∈ R положим p(r, n) ≡ min{l ∈ N | |r|/l < 1/n} и πn ≡ κp(r,n).
Тогда ω(rf, πn) < 1/n, и следовательно, rf ∈ A(T ).

Рассмотрим счётную коллекцию νn ≡ (G2n,i ∩H2n,j ∈ S | (i, j) ∈ I2n × J2n).
Эта коллекция является покрытием множества D2n∩E2n ∈ co-I, и ω(f+g, νn) �
� ω(f, νn) + ω(g, νn) < 1/n. Поэтому f + g ∈ A(T ).
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Если t, s ∈ G2n,i ∩H2n,j , то

|f(t)∨ g(t)− f(s)∨ g(s)| � |f(t)∨ g(t)− f(t)∨ g(s)|+ |f(t)∨ g(s)− f(s)∨ g(s)| �

� |g(t) − g(s)| + |f(t) − f(s)| < 1
n
,

и следовательно, ω(f ∨ g, νn) < 1/n. Отсюда вытекает, что f ∨ g ∈ A(T ). Анало-
гично f ∧ g ∈ A(T ).

Пусть f ∈ F (T ) и f = u-lim(fq | q ∈ N) для некоторой последовательности
(fq ∈ A(T ) | q ∈ N). Возьмём такое m ∈ N, что |f(t) − fq(t)| < 1/(3n) для
всех t ∈ T и q � m. Для функции h ≡ fm существуют Vn ∈ co-I и коллекция
μn ≡ (Sni ∈ S | i ∈ In), покрывающая Vn, такие что ω(h, μn) < 1/(3n). Тогда

|f(t) − f(s)| � |f(t) − h(t)| + |h(t) − h(s)| + |h(s) − f(s)| < 1
n

для всех s, t ∈ Sni. Поэтому ω(f, μn) < 1/n, и следовательно, f ∈ A(T ).
Предположим, что f ∈ A(T ), f(t) �= 0 для всех t ∈ T и 1/|f | � c1 для

некоторого положительного числа c. Для любого ε > 0 существуют D ∈ co-I и
счётное покрытие π ≡ (Si ∈ S | i ∈ I) множества D, такие что ω(f, π) < ε/c2.
Если s, t ∈ Si, то ∣∣∣∣1f (s) − 1

f
(t)

∣∣∣∣ =
|f(s) − f(t)|
|f(s)| |f(t)| � c2ω(f, π).

Следовательно, ω(1/f, π) � c2ω(f, π) < ε. Таким образом, 1/f ∈ A(T ).
Для QU(T, S, I) рассуждения аналогичны.
Теперь рассмотрим случай σ-аддитивной S. Поскольку 0|D,1|D ∈M(D, SD)

для любого D ⊂ T , имеем 0,1 ∈ B(T ) ≡ QM(T, S, I).
Пусть f ∈ B(T ), ε > 0 и r ∈ R\{0}. Тогда найдутся D ∈ co-I и g ∈M(D, SD),

такие что |f |D−g| < (ε/|r|)1|D. Из rg ∈M(D, SD) следует, что |(rf)|D−(rg)| <
< ε1|D, т. е. rf ∈ B(T ).

Для f1, f2 ∈ B(T ) и ε > 0 возьмём D1,D2 ∈ co-I, g1 ∈ M(D1, SD1) и
g2 ∈M(D2, SD2), такие что |f1|D1 − g1| < (ε/2)1|D1 и |f2|D2 − g2| < (ε/2)1|D2.
Рассмотрим множество D ≡ D1 ∩ D2 ∈ co-I и функции f ≡ (f1 + f2)|D,
g ≡ (g1 + g2)|D, f̃ ≡ (f1 ∨ f2)|D и g̃ ≡ (g1 ∨ g2)|D. По лемме 5.3 g1|D, g2|D ∈
∈M(D, SD). Теорема 3.1 показывает, что g ∈M(D, SD). Тогда из того, что

|f − g| � |f1|D − g1|D| + |f2|D − g2|D| < ε

2
1|D +

ε

2
1|D = ε1|D,

следует, что f ∈ B(T ). Предложение 3.2 даёт g̃ ∈ M(T, SD). Из неравенства
Биркгофа следует, что

|f̃ − g̃| � |(f1 ∨ f2)|D − (f1 ∨ g2)|D| + |(f1 ∨ g2)|D − (g1 ∨ g2)|D| �

� |f2|D − g2|D| + |f1|D − g1|D| < ε

2
1|D +

ε

2
1|D = ε1|D,

и мы заключаем, что f̃ ∈ B(T ). Для f1 ∧ f2 доказательство аналогично.
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Пусть f ∈ F (T ) и f = u-lim(fq | q ∈ N) для некоторой последовательности
(fq ∈ B(T ) | q ∈ N). Возьмём такое m ∈ N, что |f(t)−fq(t)| < ε/2 для всех t ∈ T
и q � m. Пусть D ∈ co-I и g ∈ M(D, SD) таковы, что |fq|D − g| < (ε/2)1|D.
Тогда |f |D − g| � |f |D − fq|D| + |fq|D − g| < ε1|D. Таким образом, f ∈ B(T ).

Пусть f ∈ B(T ), f(t) �= 0 для всех t ∈ T и 1/|f | � c1 для некоторого
положительного числа c. Пусть ε > 0. Положим β ≡ (

ε/(2c2)
) ∧ (1/2c). Суще-

ствуют такие D ∈ co-I и g ∈ M(D, SD), что |f |D − g| < β1|D. Следовательно,
|g| > (1/c− β)1|D. Из того, что∣∣∣∣ 1

f

∣∣∣D − 1
g

∣∣∣∣ =
|f |D − g|
|f |D| |g| <

(
cβ

1/c− β

)
1|D �

(
ε

2 − 2cβ

)
1|D � ε1|D,

получаем, что 1/f ∈ B(T ).

Следствие 1. Пусть S —основа на множестве T . Тогда семейства QD(T, S) и
QU(T, S) удовлетворяют условиям 1)—4), 6) и 7′) из раздела 2.1. Если, кроме
того, основа S является σ-аддитивной, то и семейство QM(T, S) удовлетворяет
тем же условиям.

Лемма 5.6. Пусть S — σ-основа на множестве T и I —аддитивный ансамбль
на T . Тогда семейство QMb(T, S, I) удовлетворяет условию 5) из раздела 2.1.

Доказательство. Пусть f1, f2 ∈ QMb(T, S, I) и ε > 0. Возьмём такое c > 0,
что |f1| � c1 и |f2| � c1. Положим β ≡ (ε/3c) ∧ (

√
ε/2). Существуют такие

D1,D2 ∈ co-I, g1 ∈ M(D1, SD1) и g2 ∈ M(D2, SD2), что |f1|D1 − g1| < β1|D1 и
|f2|D2 − g2| < β1|D2. Рассмотрим множество D ≡ D1 ∩ D2 ∈ co-I и функции
f ≡ (f1f2)|D и g ≡ (g1g2)|D. По лемме 5.3 g1|D, g2|D ∈ M(D, SD). По теоре-
ме 3.1 имеем, что g ∈M(D, SD). Очевидно, что |g2| < (c+β)1|D. Тогда из того,
что

|f − g| � |(f1f2)|D − (f1g2)|D| + |(f1g2)|D − (g1g2)|D| <

< c|f2|D−g2|D|+(c+β)|f2|D−g2|D| < (2cβ+β2)1|D �
(

2ε
3

+
ε

4

)
1|D < ε1|D,

следует, что f ∈ QMb(T, S, I).

Следствие 1. Пусть S — σ-основа на множестве T и I —аддитивный ан-
самбль на T . Тогда семейство QMb(T, S, I) ограниченно нормально.

Предложение 5.4. Пусть S —основа на множестве T и I —идеальный ан-
самбль на T . Тогда семейства QDb(T, S, I) и QU(T, S, I) удовлетворяют условию
5) из раздела 2.1.

Доказательство. Пусть f, g ∈ QDb(T, S, I). Возьмём такие положительные
числа c и d, что |f | � c1 и |g| � d1. Тогда для любого ε > 0 найдётся та-
кое n ∈ N, что (c + d)/n < ε/2 и такие Dn, En ∈ co-I и счётные покрытия
κn ≡ (Gni ∈ S | i ∈ In) множества Dn и λn ≡ (Hnj ∈ S | j ∈ Jn) множества En,
что ω(f,κn) < 1/n и ω(g, λn) < 1/n.
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Рассмотрим счётное множество Wn ≡ In × Jn. Для каждой пары w ≡
≡ (i, j) ∈ Wn рассмотрим множество Qnw ≡ Gni ∩ Hnj ∈ S. Если s, t ∈ Qnw,
то

|(fg)(t) − (fg)(s)| � |f(t)| |g(t) − g(s)| + |g(s)| |f(t) − f(s)| � c

n
+
d

n
<
ε

2
.

Следовательно, ω(fg,Qnw) � ε/2.
Рассмотрим множество Fn ≡ ⋃

(Qnw | w ∈ Wn) и его счётное покрытие
μn ≡ (Qnw ∈ S | w ∈Wn). Для него ω(fg, μn) � ε/2 < ε. Кроме того,

Fn ≡
⋃

(Qnw | w ∈Wn) =
⋃

(Gni ∩Hnj | (i, j) ∈ In × Jn) =

=
⋃

(Gni | i ∈ In) ∩
⋃

(Hnj | j ∈ Jn) ⊃ Dn ∩ En.

Следовательно, T \ Fn ⊂ (T \Dn) ∪ (T \ En). Поскольку I —идеал, видим, что
T \ Fn ∈ I. Таким образом, fg ∈ QDb(T, S, I).

Пусть f, g ∈ QU(T, S, I). Тогда для каждого ε > 0 найдётся такое n ∈ N, что
1/n < ε и существуют такие Dn, En ∈ co-I и конечные покрытия κn ≡ (Gni ∈ S |
i ∈ In) множества Dn и λn ≡ (Hnj ∈ S | j ∈ Jn) множества En, что ω(f,κn) <
< 1/n и ω(g, λn) < 1/n. По лемме 2.1 функции f |Dn и f |En ограниченные.

Положим an ≡ sup{|f(t)| | t ∈ Dn} и bn ≡ sup{|g(t)| | t ∈ En}. По прин-
ципу Архимеда существуют pn, qn ∈ N, такие что pn > 2nbn и qn > 2nan.
Рассмотрим конечное множество Wn ≡ In × Jn × Ipn

× Jqn
. Для любого набора

w ≡ (i1, j1, i2, j2) ∈ Wn рассмотрим множество Qnw ≡ Gni1 ∩ Hnj1 ∩ Gpni2 ∩
∩Hqnj2 ∈ S.

Если s, t ∈ Qnw, то

|(fg)(t) − (fg)(s)| � |f(t)| |g(t) − g(s)| + |g(s)| |f(t) − f(s)| � an

qn
+
bn
pn

<
1
n
.

Следовательно, ω(fg,Qnw) � 1/n. Рассмотрим конечную коллекцию μn ≡
≡ (Qnw | w ∈ Wn), покрывающую множество Fn ≡ rngμn ≡ ⋃

(Qnw | w ∈ Wn).
Тогда ω(fg, μn) � 1/n < ε.

Кроме того, имеем

Fn ≡
⋃

(Qnw | w ∈Wn) =

=
⋃

(Gni1 ∩Hnj1 ∩Gpni2 ∩Hqnj2 | (i1, j1, i2, j2) ∈ In × Jn × Ipn
× Jqn

) =

=
⋃

(Gni1 | i1 ∈ In) ∩
⋃

(Hnj1 | j1 ∈ Jn) ∩
⋃

(Gpni2 | i2 ∈ Ipn
) ∩

∩
⋃

(Hqnj2 | j2 ∈ Jqn
) ⊂ Dn ∩ En ∩Dpn

∩ Eqn
.

Следовательно,

T \Fn ⊂ T \ (Dn ∩En ∩Dpn
∩Eqn

) = (T \Dn)∪ (T \En)∪ (T \Dpn
)∪ (T \Eqn

).

Поскольку I —идеальный ансамбль, мы видим, что T \ Fn ∈ I. Таким образом,
fg ∈ QU(T, S, I).
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Следствие 1. Пусть S —основа на множестве T . Тогда семейства QDb(T, S)
и QU(T, S) удовлетворяют условию 5) из раздела 2.1.

Доказательство. По следствию 1 леммы 1.4 ансамбли N(Sσ) и N(Sϕ) явля-
ются идеалами.

Следствие 2. Пусть S —основа на множестве T и I —идеальный ансамбль
на T . Тогда семейства QDb(T, S, I) и QUb(T, S, I) ограниченно нормальны.

Следующее предложение является модульным вариантом обобщения пред-
ложения 5.4 для квазираспределимых функций.

Предложение 5.5. Пусть S —основа на множестве T и I —идеальный ан-
самбль на T . Тогда для любых f ∈ QD(T, S, I) и g ∈ ADb(T, S, I) имеем fg ∈
∈ QD(T, S, I).

Доказательство. Возьмём такое E ∈ co-I, что для каждого n ∈ N суще-
ствует счётное покрытие λn ≡ (Hnj ∈ S | j ∈ Jn) множества E, такое что
ω(g, λn) < 1/n. Пусть b— такое положительное число, что |g| � b1.

Пусть ε > 0. Зафиксируем какое-нибудь n ∈ N, удовлетворяющее условию
(b + 1)/n < ε. Найдутся такие Dn ∈ co-I и счётное покрытие κn ≡ (Gni ∈ S |
i ∈ In) множества Dn, что ω(f,κn) < 1/n.

Для всех k ∈ N определим множества Ank ≡ f−1[[−k, k]] ∩ Dn и
Ink ≡ {i ∈ In | Gni ∩ Ank �= ∅}. Рассмотрим счётные коллекции κnk ≡ (Gni |
i ∈ Ink), покрывающие множества rng κnk ≡ ⋃

(Gni | i ∈ Ink) ⊃ Ank. Ясно, что
ω(f,κnk) < 1/n.

Также ясно, что sup{|f(t)| | t ∈ rng κnk} � k + 1/n ≡ ank. Возьмём на-
туральные числа qnk ≡ 2nk + 2. Для каждого k ∈ N определим множество
Wnk ≡ Ink × Jqnk

. Для любой пары w ≡ (i, j) ∈ Wnk рассмотрим множество
Qnkw ≡ Gni ∩Hqnkj ∈ S.

Если s, t ∈ Qnkw, то

|(fg)(t) − (fg)(s)| � |f(t)| |g(t) − g(s)| + |g(s)| |f(t) − f(s)| �

� ank

qnk
+
b

n
=

1
2n

+
b

n
<
b+ 1
n

.

Следовательно, ω(fg,Qnzw) � (b+ 1)/n. Положим Cn ≡ ⋃
({k} ×Wnk | k ∈ N).

Рассмотрим множество Fn ≡ ⋃
(Qnkw | (k,w) ∈ Cn) и его счётное покрытие

μn ≡ (Snc ∈ S | c ∈ Cn), где Snc ≡ Qnkw для c ≡ (k,w). Тогда ω(fg, μn) �
� (b+ 1)/n < ε. Кроме того, имеем

Fn ≡
⋃

(Qnkw | (k,w) ∈ Cn) =
⋃(⋃

(Qnkw | w ∈Wnk)
∣∣ k ∈ N

)
=

=
⋃(⋃

(Gni ∩Hqnkj | (i, j) ∈ Ink × Jqnk
)

∣∣ k ∈ N

)
=

=
⋃(⋃

(Gni | i ∈ Ink) ∩
⋃

(Hqnkj | j ∈ Jqnk
)

∣∣ k ∈ N

)
⊃

⊃
⋃

(Ank ∩ E | k ∈ N) =
⋃

(Ank | k ∈ N) ∩ E = Dn ∩ E.
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Следовательно, T \ Fn ⊂ (T \ Dn) ∪ (T \ E). Из идеальности I вытекает, что
T \ Fn ∈ I. Таким образом, fg ∈ QD(T, S, I).

Вопрос 1. Является ли семейство QD(T, S, I) кольцом, т. е. удовлетворяет
ли оно условию 5) из раздела 2.1 при каких-нибудь предположениях о (T, S, I)?

Вопрос 2. Если такое пространство (T, S, I) существует, то удовлетворяет
ли соответствующее QD(T, S, I) условию 7)?

Замечательно, что ограниченно нормальные семейства QDb(T, S, I) и
QUb(T, S, I) ограниченных квазираспределимых и квазиравномерных функций
могут быть представлены как семейства функций, равномерных относительно
некоторых производных основ. Это вновь подчёркивает принципиальную важ-
ность понятия равномерной функции.

Лемма 5.7. Пусть S —основа на T , I —идеал на T и ]x, y[ ⊂ R. Ес-
ли f ∈ QD(T, S, I), то f−1[ ]x, y[ ] ∈ (

SP(Sσ, I)
)
σ
. Если f ∈ QU(T, S, I), то

f−1[ ]x, y[ ] ∈ (
SP(Sϕ, I)

)
σ
.

Доказательство. Пусть f ∈ QD(T, S, I). Тогда для каждого n ∈ N су-
ществуют такие Dn ∈ co-I и счётное покрытие πn ≡ (Sni ∈ S | i ∈ In)
множества Dn, что ω(f, πn) < 1/n. Рассмотрим множества X ≡ f−1[ ]x, y[ ],
Xn ≡ f−1[[x + 1/n, y − 1/n]], Jn = {i ∈ In | Sni ∩ Xn �= ∅} и Gn ≡ ⋃

(Sni |
i ∈ Jn) ∈ Sσ. Понятно, что Xn ∩ Dn ⊂ Gn. Из того, что Nn ≡ X \ Dn ⊂
⊂ T \Dn ∈ I, следует, что Nn ∈ I. Пусть s ∈ Gn. Тогда найдутся такие i ∈ Jn и
t ∈ T , что s ∈ Sni и t ∈ Sni ∩Xn. Поэтому из того, что x � f(t) − 1/n < f(s) <
< f(t) + 1/n � y, вытекает, что Gn ⊂ X. Следовательно,

X =
⋃

(Xn | n ∈ N) =
⋃(

(Xn ∩Dn) ∪ (Xn \Dn) | n ∈ N
) ⊂

⊂
⋃

(Gn ∪Nn | n ∈ N) ⊂ X

влечёт X =
⋃

(Gn ∪Nn | n ∈ N) ∈ (
SP(Sσ, I)

)
σ
.

Доказательство для f ∈ QU(T, S, I) аналогично.

Следствие 1. Пусть S —основа на T и I —идеал на T . Тогда QD(T, S, I) ⊂
⊂ M

(
T,

(
SP(Sσ, I)

)
σ

)
= D

(
T, SP(Sσ, I)

)
и QU(T, S, I) ⊂ M

(
T,

(
SP(Sϕ, I)

)
σ

)
=

= D
(
T, SP(Sϕ, I)

)
.

Предложение 5.6. Пусть S —основа на T и I —идеал на T . Тогда
QDb(T, S, I) = U

(
T, SP(Sσ, I)

)
и QUb(T, S, I) = U

(
T, SP(Sϕ, I)

)
.

Доказательство. Пусть f ∈ QDb(T, S, I) и rng f ⊂ [−z, z]. Тогда для любого
ε > 0 найдётся такое n ∈ N, что 1/n < ε и существуют множество Dn ∈ co-I
и его счётное покрытие πn ≡ (Rni ∈ S | i ∈ In), такие что ω(f, πn) < 1/n < ε.
Пусть kn ∈ N таково, что kn > 6nz. Рассмотрим точки xkn ≡ −z + k/(3n) ∈ R

для всех k ∈ kn. Тогда
⋃

([xnk, xn,k+1] | k ∈ kn) ⊃ [−z, z]. Определим множества
Ank ≡ f−1[[xnk, xn,k+1]], Jnk ≡ {i ∈ In | R3n,i ∩ Ank �= ∅}, Enk ≡ ⋃

(R3n,i |
i ∈ Jnk) ∈ Sσ и Nnk ≡ Ank \Dn. Так как I —идеал и Nnk ⊂ T \Dn ∈ I, имеем
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Nnk ∈ I. Поэтому Snk ≡ Enk ∪ Nnk ∈ SP(Sσ, I). Кроме того, мы видим, что
коллекция κn ≡ (Snk | k ∈ kn) является конечным покрытием T .

Пусть s, t ∈ Snk. Если s, t ∈ Enk, то s ∈ R3n,i и t ∈ R3n,j для некоторых i и j,
таких что X ≡ R3n,i ∩Ank �= ∅ и Y ≡ R3n,j ∩Ank �= ∅. Пусть si ∈ X и sj ∈ Y .
Тогда |f(s) − f(t)| � |f(s) − f(si)| + |f(si) − f(sj)| + |f(sj) − f(t)| < 1/n. Если
s ∈ Enk и t ∈ Nnk, то из s ∈ R3n,i вытекает, что |f(s) − f(t)| � |f(s) − f(si)| +
+ |f(si) − f(t)| < 2/(3n). Наконец, если s, t ∈ Nnk, то |f(s) − f(t)| < 1/(3n).
Таким образом, ω(f, Snk) < 1/n < ε. Это означает, что f ∈ U

(
T, SP(Sσ, I)

)
.

Пусть f ∈ U
(
T, SP(Sσ, I)

)
. Тогда для каждого ε > 0 существует такое конеч-

ное покрытие κ ≡ (Xi ∈ SP(Sσ, I) | i ∈ I) множества T , что ω(f,Xi) < ε. По
определению Xi = Si ∪Ni, где Si ∈ Sσ и Ni ∈ I.

Рассмотрим множества N ≡ ⋃
(Ni | i ∈ I) ∈ I и D ≡ T \N .

По определению Si =
⋃

(Sij | j ∈ Ji) для некоторых счётных коллекций
(Sij ∈ S | j ∈ Ji). Рассмотрим счётное множество K ≡ ⋃

({i} × Ji | i ∈ I).
Счётная коллекция (Rk ∈ S | k ∈ K), где Rk ≡ Sij для k = (i, j) ∈ K,
формирует покрытие множества D, такое что ω(f,Rk) � ω(f,Xi) < ε. Сле-
довательно, f ∈ QD(T, S, I). Согласно лемме 4.4 любая равномерная функция
является ограниченной, и потому f ∈ QDb(T, S, I).

Рассуждения для равенства QUb(T, S, I) = U
(
T, SP(Sϕ, I)

)
аналогичны. Нуж-

но только заменить Sσ на Sϕ, QDb на QUb и «счётные» на «конечные».

Некоторые взаимосвязи между «квази-» и «почти» функциями

Лемма 5.8. Пусть S — σ-основа на множестве T , I —ансамбль на T и
f ∈ F (T ). Тогда следующие утверждения эквивалентны:

1) f ∈ QD(T, S, I);
2) для любого n ∈ N существуют такие множество Dn ∈ co-I и его счётное

покрытие κn ≡ (Snk ∈ S | k ∈ Z), что ω(f,κn) < 1/n, а из условия
Snk ∩ Snl �= ∅ вытекает |k − l| � 2.

Доказательство. Докажем импликацию 1) � 2). Пусть f ∈ QD(T, S, I). По
определению для любого n ∈ N существуют множество En ∈ co-I и его счётное
покрытие πn ≡ (Rnk ∈ S | k ∈ In), такие что ω(f, πn) < 1/n.

Рассмотрим точки akn ≡ k/(3n) для всех n ∈ N и k ∈ Z. Определим множе-
ства Ank ≡ f−1[[ank, an,k+1]], Jnk ≡ {i ∈ In | R3n,i ∩Ank �= ∅} и Snk ≡ ⋃

(R3n,i |
i ∈ Jnk) ∈ S. Тогда для каждого n ∈ N коллекция κn ≡ (Snk | k ∈ Z) является
покрытием множества Dn ≡ E3n и ω(f, Snk) � an,k+1 − ank < 1/n.

Пусть s ∈ Snk ∩ Snl. Тогда из условий f(s) ∈ ]k/(3n)− 1/(3n), (k+ 1)/(3n) +
+ 1/(3n)[ и f(s) ∈ ]l/(3n) − 1/(3n), (l + 1)/(3n) + 1/(3n)[ вытекает, что либо
(k − 1)/(3n) < f(s) < (k + 2)/(3n), либо (l − 1)/(3n) < f(s) < (l + 2)/(3n).
Следовательно, либо l − k < 3, либо k − l < 3. Таким образом, |k − l| � 2.

Импликация 2) � 1) следует непосредственно из определения.



Дескриптивные пространства и присущие им классы функций 103

Теорема 5.1. Пусть S — a-основа на множестве T и I —аддитивный ан-
самбль на T . Тогда QD(T, S, I) является равномерным замыканием в F (T )
семейства AD(T, S, I) = AM(T, S, I).

Доказательство. Пусть f ∈ QD(T, S, I)+. Возьмём множества Dn и покры-
тия κn ≡ (Snk ∈ S | k ∈ Z) из леммы 5.8. Зафиксируем число n ∈ N.

По теореме 3.5 для каждого k ∈ Z найдётся положительная функция
ϕk ∈ Mb(T, S), такая что cozϕk = Snk. Определим функцию ψ : T → ]0,∞],
положив ψ(t) ≡ ∑

(ϕk | k ∈ Z). Пусть t ∈ Snk. Если t ∈ Snl, то |k−l| � 2. Следо-
вательно, ψ(t) =

∑
(ϕl(t) | |k−l| � 2) ∈ ]0,∞[ для любой точки t ∈ Snk. Рассмот-

рим функции ψk ≡ ∑
(ϕl | |k − l| � 2) ∈ Mb(T, S). Поскольку ψ|Snk = ψk|Snk,

делаем вывод, что ψ|Dn ∈M(Dn, SDn
). Действительно, если x < y, то

ψ−1[ ]x, y[ ] ∩Dn =
⋃

(ψ−1[ ]x, y[ ] ∩ Snk | k ∈ Z) =

=
⋃

(ψ−1
k [ ]x, y[ ] ∩ Snk | k ∈ Z) ∈ SDn

.

Введём функции gnk на T , положив gnk(t) ≡ ϕk(t)/ψ(t) для t ∈ Dn и
gnk(t) ≡ 0 для t /∈ Dn. По теореме 3.1 gnk|Dn ∈M(Dn, SDn

).
Пусть t ∈ Dn. Предположим, что gnk(t) < 1/5 для всех k ∈ Z. Найдётся

такое k ∈ Z, что t ∈ Snk. Если t ∈ Snl, то |k− l| � 2. Если t /∈ Rnl, то gnl(t) = 0.
Следовательно,

1 =
∑

(gnl(t) | l ∈ Z) =
∑

(gnl(t) | |k − l| � 2) <
5
5

= 1,

но это невозможно. Следовательно, gnk(t) � 1/5 для некоторого k ∈ Z, поэтому
t ∈ Gnk ≡ {t ∈ Dn | gnk(t) > 1/6}. Таким образом, λn ≡ (Gnk | k ∈ Z)
покрывает Dn.

Пусть xnk ≡ inf{f(t) | t ∈ Snk}. Рассмотрим функции hnk ≡ (6xnkgnk) ∧
∧ (xnk1). По предложению 3.2 hnk|Dn ∈ M(Dn, SDn

). Определим функции
fn : T → [0,∞], положив fn(t) ≡ sup(hnk(t) | k ∈ Z) для t ∈ Dn и fn(t) ≡ f(t)
для t /∈ Dn. Пусть t ∈ Snk. Если t ∈ Snl, то |k − l| � 2. Следовательно, fn(t) =
= sup(hnl(t) | |k − l| � 2). Рассмотрим функции pnk ≡ sup(hnl | |k − l| � 2).
По предложению 3.2 gnk|Dn ∈M(Dn, SDn

). Поскольку fn|Snk = pnk|Snk, как и
выше, делаем вывод, что fn|Dn ∈M(Dn, SDn

). Следовательно, fn ∈ AD(T, S, I).
Если t ∈ Snk, то hnk(t) � xnk � f(t). Если t /∈ Snk, то hnk(t) = 0 � f(t). Сле-

довательно, hnk � f для всех k ∈ Z. Отсюда следует, что fn � f . Если t ∈ Gnk,
то hnk(t) = xnk. Поэтому 0 � f(t)−fn(t) � f(t)−hnk(t) � xnk+1/n−xnk = 1/n.
Поскольку λn покрывает Dn, получаем, что 0 � f(t) − fn(t) � 1/n для всех
t ∈ Dn. Таким образом, 0 � f(t) − fn(t) � 1/n для всех t ∈ T .

Если f ∈ QD(T, S, I), то f = f+ + f−. Как было показано выше, существуют
такие gn, hn ∈ AD(T, S, I), что 0 � f+(t)−gn(t) � 1/n и 0 � −f−(t)−hn(t) � 1/n
для всех t ∈ T . Положим fn ≡ gn − hn. Эта функция принадлежит AD(T, S, I)
по предложению 5.1. Тогда |f(t)− fn(t)| � |f+(t)− gn(t)|+ |f−(t)+hn(t)| � 2/n.
Таким образом, AD(T, S, I) равномерно плотно в QD(T, S, I). Согласно предло-
жению 5.3 семейство QD(T, S, I) равномерно замкнуто.
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Следствие 1. Пусть S — a-основа на множестве T и I —аддитивный ан-
самбль на T . Тогда семейство QDb(T, S, I) является равномерным замыканием
в Fb(T ) семейства ADb(T, S, I).

Следствие 2. Пусть S — a-основа на множестве T . Тогда семейство QD(T, S)
является равномерным замыканием в F (T ) семейства AD(T, S) = AM(T, S).

Следствие 3. Пусть S — a-основа на множестве T и I —аддитивный ан-
самбль на T . Тогда QD(T, S, I) = QM(T, S, I).

Доказательство. Включение QM(T, S, I) ⊂ QD(T, S, I) справедливо по лем-
ме 5.5. Докажем обратное включение. Пусть f ∈ QD(T, S, I) и ε > 0. По тео-
реме 5.1 существует такая g ∈ AM(T, S, I), что |f − g| < ε1. По определению
существует такое D ∈ co-I, что g|D ∈ M(T, SD). Следовательно, |f |D − g|D| <
< ε1|D. Таким образом, f ∈ QM(T, S, I).

Следствие 4. Пусть S — a-основа на множестве T и I —идеал на T . Тогда
QMb(T, S, I) = U

(
T, SP(S, I)

)
.

Доказательство. Утверждение вытекает из следствия 3 и предложения 5.6.

Теорема 5.2. Пусть S —отделимая совершенная основа на множестве T и
I —аддитивный ансамбль на T . Тогда семейство QU(T, S, I) является равномер-
ным замыканием в F (T ) семейства AU(T, S, I).

Доказательство. Пусть f ∈ QU(T, S, I)+. Зафиксируем число n ∈ N и возь-
мём такие множество Dn ∈ co-I и его конечное покрытие κn ≡ (Snk ∈ S |
k ∈ Kn), что ω(f,κn) < 1/n.

По теореме 4.3 для каждого k ∈ Kn существует положительная функ-
ция ϕk ∈ U(T, S), такая что cozϕk = Snk. Определим функцию ψ ≡ ∑

(ϕk |
k ∈ Kn). Лемма 5.3 и следствие 3 теоремы 4.1 обеспечивают принадлежность
функции ψ|Dn семейству U(Dn, SDn

).
Определим функции gnk на T , положив gnk(t) ≡ ϕk(t)/ψ(t) для t ∈ Dn и

gnk(t) ≡ 0 для t /∈ Dn. По следствию 3 теоремы 4.1 имеем gnk|Dn ∈ U(Dn, SDn
).

Пусть t ∈ Dn. Положим mn ≡ cardKn. Предположим, что gnk(t) < 1/mn

для всех k ∈ Kn. Следовательно, 1 =
∑

(gnk(t) | k ∈ Kn) < mn/mn = 1,
что невозможно. Тогда gnk(t) � 1/mn для некоторого k ∈ Kn, и потому
t ∈ Gnk ≡ {t ∈ Dn | gnk(t) > 1/(mn + 1)}. Таким образом, λn ≡ (Gnk |
k ∈ Kn) покрывает Dn.

Пусть xnk ≡ inf{f(t) | t∈Snk}. Рассмотрим функции hnk ≡ (
(mn+1)xnkgnk

)∧
∧ (xnk1). По следствию 3 теоремы 4.1 имеем hnk|Dn ∈ U(Dn, SDn

). Определим
функции fn : T → [0,∞[, положив fn(t) ≡ sup(hnk(t) | k ∈ Kn) для t ∈ Dn

и fn(t) ≡ f(t) для t /∈ Dn. По следствию 4 теоремы 4.1 fn|Dn ∈ U(Dn, SDn
).

Следовательно, fn ∈ AU(T, S, I).
Если t ∈ Snk, то hnk(t) � xnk � f(t). Если t /∈ Snk, то hnk(t) = 0 � f(t). Сле-

довательно, hnk � f для всех k ∈ Kn. Отсюда следует, что fn � f . Если t ∈ Gnk,
то hnk(t) = xnk. Тогда 0 � f(t)− fn(t) � f(t)− hnk(t) � xnk + 1/n− xnk = 1/n.
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Поскольку λn покрывает Dn, имеем 0 � f(t) − fn(t) � 1/n для всех t ∈ Dn.
Таким образом, 0 � f(t) − fn(t) � 1/n для всех t ∈ T .

Если f ∈ QU(T, S, I), то f = f+ + f−. Как было показано выше, существуют
такие gn, hn ∈ AU(T, S, I), что 0 � f+(t)−gn(t) � 1/n и 0 � −f−(t)−hn(t) � 1/n
для всех t ∈ T . Функция fn ≡ gn − hn принадлежит AU(T, S, I) по предложе-
нию 5.1. Тогда |f(t) − fn(t)| � |f+(t) − gn(t)| + |f−(t) + hn(t)| � 2/n. Таким об-
разом, AU(T, S, I) равномерно плотно в QU(T, S, I). Согласно предложению 5.3
семейство QU(T, S, I) равномерно замкнуто.

Следствие 1. Пусть S —отделимая совершенная основа на множестве T и
I —аддитивный ансамбль на T . Тогда семейство QUb(T, S, I) является равно-
мерным замыканием в Fb(T ) семейства AUb(T, S, I).

Следствие 2. Пусть S —отделимая совершенная основа на множестве T и
I —аддитивный ансамбль на T . Тогда семейство QU(T, S) является равномер-
ным замыканием в F (T ) семейства AU(T, S).
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[34] Hausdorff F. Grundzüge der Mengenlehre. — Leipzig: Viet, 1914.

[35] Hewitt E., Stromberg K. Real and Abstract Analysis. — Berlin: Springer, 1965.

[36] Jech T. Set Theory. — Berlin: Springer, 2002.

[37] Lebesgue H. Integral, longeur, aire // Ann. Math. (3). — 1902. —Vol. 7. — P. 231—359.

[38] Lebesgue H. Sur les séries triginométriques // Ann. Sci. École Norm. Sup. (3). —
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