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Аннотация

В обзоре рассматриваются структурные характеристики «солнц» в линейных нор-
мированных пространствах. Особое внимание уделяется свойствам связности и мо-
нотонной линейной связности солнц. Рассматриваются как прямые теоремы геомет-
рической теории приближений, в которых из структурных характеристик множеств
выводят их аппроксимативные свойства, так и обратные теоремы, в которых из ап-
проксимативных свойств множеств получают их структурные характеристики.

Abstract

A. R. Alimov, I. G. Tsar’kov, Connectedness and other geometric properties of suns
and Chebyshev sets, Fundamentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 19 (2014), no. 4,
pp. 21—91.

This survey is concerned with structural characteristics of “suns” in normed linear
spaces. Special attention is paid to connectedness and monotone path-connectedness of
suns. We address both direct theorems of the geometric approximation theory, in which
approximative properties of sets are derived from their structural characteristics, and
inverse theorems, in which from approximative characteristics of sets one derives their
structural properties.
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Солнце светило позади Люси, и тень непонятного
предмета вытянулась за ним на песке.
К. С. Льюис «Плавание

”
Утреннего путника“»

1. Введение и основные определения

В середине XIX века П. Л. Чебышёв ввёл в науку важное понятие наилучше-
го приближения (а именно наилучшего приближения относительно равномерной
нормы) и систематически применял его в приложениях. В дальнейшем понятия
величины и элемента наилучшего приближения были перенесены на случай
общих линейных нормированных пространств и стали исходным пунктом гео-
метрической теории приближений.

Величиной наилучшего приближения или расстоянием от заданного эле-
мента x линейного нормированного пространства X до заданного непустого
множества M ⊂ X называется величина

ρ(x,M) := inf
y∈M

‖x− y‖.

Понятия и свойства, определяемые в терминах наилучшего приближения,
в частности свойства существования, единственности, устойчивости элементов
наилучшего приближения, называются аппроксимативными. Таким является
прежде всего понятие элемента наилучшего приближения, или ближайшей точ-
ки. Для заданного x ∈ X это такая точка y ∈M , для которой ‖x−y‖ = ρ(x,M).
Множество всех ближайших точек (элементов наилучшего приближения или,
кратко, наилучших приближений) в M для заданного x обозначается PMx.
Иными словами,

PMx := {y ∈M | ρ(x,M) = ‖x− y‖}.

В обзоре рассматриваются «солнечные» свойства подмножеств линейных
нормированных пространств, представляющие собой аппроксимативно-геомет-
рическую характеристику.

«Солнца» обладают важными характеристическими признаками. Им прису-
щи те или иные свойства отделимости: шар можно отделить от такого мно-
жества посредством большего шара или опорного конуса. Эти свойства стоят
в одном ряду с известными свойствами отделимости выпуклых множеств по-
средством полупространств (гиперплоскостей).

Ниже мы будем рассматривать структурные характеристики солнц, наиболее
важными из которых являются геометро-топологические свойства (в частности,
связность и выпуклость). При этом будут рассматриваться как прямые теоремы
геометрической теории приближений, в которых из структурных характеристик
множеств выводят их аппроксимативные свойства, так и обратные теоремы,
в которых из аппроксимативных свойств множеств получают их структурные
характеристики. В качестве аппроксимативных характеристик множеств будут
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рассматриваться свойства единственности, существования наилучшего прибли-
жения, чебышёвости, аппроксимативной компактности и солнечности. К струк-
турным характеристикам множеств обычно относят свойства линейности, ко-
нечномерности, компактности, выпуклости, различной связности и гладкости
этих множеств. Например, хорошо известно, что из компактности непустого
множества следует, что оно является множеством существования (это прямая
теорема).

Обратные теоремы используются в приложениях следующим образом. После
выяснения того, что исследуемый объект не обладает «хорошими» структурны-
ми характеристиками, из этих теорем выводят, что он не обладает и «хорошими»
аппроксимативными свойствами. Обычно таким путём удаётся установить, что
данный объект не является множеством существования или единственности.

На сегодняшний день геометрическая теория приближений находит приме-
нение в теории оптимального управления системами c распределёнными пара-
метрами [86—88, 104, 105], в теории некорректных задач [53, 169, 241], в тео-
рии неоднозначной разрешимости нелинейных дифференциальных уравнений
[97—99,101,168,221], в теории приближения функций [31,33,47,58,80,81,89],
в топологических минимаксных теоремах [197, 220], в теории критических то-
чек в негладком случае [126, 219], в теории обучения при построении опти-
мального оценщика [68], при исследовании устойчивости по различным па-
раметрам решений общих экстремальных задач и многозначных отображений
[16, 24—27, 69, 70, 103, 114, 159, 225], а также в выпуклом анализе, к примеру
при исследовании функции Моро и связанного с ней свойства проксрегуляр-
ности множеств и функций, которое является локальным вариантом свойства
проксимальной гладкости и играет важную роль (как в теоретическом, так
и в вычислительном аспектах) в оптимизации, вариационном анализе, нели-
нейном анализе и задачах восстановлении сигналов [22, 82, 121, 192, 215, 221].
В связи с вышесказанным стоит также отметить обзор В. М. Тихомирова [84],
в котором, в частности, подробно раскрывается роль геометрической теории при-
ближений в задачах теория приближения функций, выпуклом анализе и других
областях математики, а также обзоры [21,43,55,59,182].

В данном обзоре мы почти не затрагиваем обширную тему выпуклости че-
бышёвских множеств и их обобщений (подробнее об этом см. [2, 21, 32, 43, 55,
93,94,143,144,158,170]).

Подчеркнём, что ниже мы рассматриваем классические вопросы геомет-
рической теории приближений, не затрагивая целого ряда тем, к примеру,
вопросов, связанных с приближениями относительно расстояний Брегмана
[115, 116, 200, 234, 236, 242], n-расстояний [23, 30, 32] и несимметричных рас-
стояний [1, 4, 5, 32, 132, 156], в том числе относительно неограниченных квази-
шаров [54,187].

Всюду ниже X —действительное линейное нормированное пространство.
Случаи, когда X —несимметрично нормированное пространство, будут огово-
рены особо. Далее
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B(x, r)— замкнутый шар с центром x и радиусом r;
B̊(x, r)—открытый шар с центром x и радиусом r;
S(x, r)— сфера с центром x и радиусом r.

Пусть B :=B(0, 1)— единичный шар, S = S(0, 1)— единичная сфера.
Множество M называется множеством существования (единственности),

если для каждого x множество PMx её ближайших элементов непусто (соот-
ветственно пусто или одноточечно). Множество существования всегда замкну-
то и непусто: действительно, если предельная точка M не содержится в M , то
вполне очевидно, что у неё нет ближайших в M . В случае конечномерного X
верно и обратное утверждение: любое замкнутое непустое множество является
множеством существования.

Для подмножества ∅ �= M ⊂ X точка x ∈ X \M называется точкой солнеч-
ности, если существует точка y ∈ PMx �= ∅ (называемая точкой светимости),
такая что

y ∈ PM

(
(1 − λ)y + λx

)
для всех λ � 0 (1.1)

(геометрически это означает, что из точки y исходит «солнечный» луч, прохо-
дящий через x, для каждой точки которого y является ближайшей из M).

Точка x ∈ X \M называется точкой строгой солнечности, если PMx �= ∅
и условие (1.1) выполнено для любой точки y ∈ PMx. Если же для x ∈ X \M
условие (1.1) выполнено для любой точки y ∈ PMx, то точка x называется
точкой строгой протосолнечности (при этом, в отличие от точки строгой
солнечности, ближайшая точка y к x не обязана существовать).

Замкнутое множество M ⊂ X называется солнцем (строгим солнцем), если
каждая точка x ∈ X \M является точкой солнечности (соответственно строгой
солнечности) для M . Множество M ⊂ X называется строгим протосолнцем,
если каждая точка x ∈ X \M является точкой строгой протосолнечности. Как
правило, мы будем предполагать, что строгое протосолнце замкнуто. Отметим,
что (замкнутое) строгое протосолнце не обязано являться множеством суще-
ствования. Также отметим, что выпуклое множество всегда является строгим
протосолнцем (выпуклое множество существования— строгим солнцем).

Рис. 1. Солнце M , не являющееся строгим солнцем в пространстве �∞(2) (единичный шар—
«квадратик»); здесь y0 — точка светимости для x, точка y1 принадлежит PMx, но не является

точкой светимости
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Понятие «солнце» было введено Н. В. Ефимовым и С. Б. Стечкиным в [50].
Понятие «строгого протосолнца» вводится нами для избежания путаницы в по-
нятиях «строгое солнце существования» (строгое солнце) и «строгое солнце без
предположения о существования ближайшего элемента» (строгое протосолн-
це). Отметим, что строгие протосолнца совпадают с замкнутыми множествами
Колмогорова (см. теорему 2.3).

Поскольку в конечномерном пространстве X замкнутое непустое множество
является множеством существования, в таких X всякое строгое протосолнце
является строгим солнцем. В бесконечномерном случае это уже не так: строгое
протосолнце может антипроксиминальным, т. е. любая точка вне него вообще
не имеет ближайших во множестве.

Отдавая дань уважения П. Л. Чебышёву как основателю теории прибли-
жений, Н. В. Ефимов и С. Б. Стечкин [50] предложили новый термин «че-
бышёвское множество», который практически сразу стал общепринятым. Мно-
жество M называется чебышёвским, если для каждого x элемент наилучшего
приближения из M существует и единственен (иными словами, чебышёвские
множества— это в точности множества существования и единственности). Ес-
ли чебышёвское множество является солнцем, то говорят, что оно чебышёвское
солнце.

П. Л. Чебышёв ввёл в науку важное понятие наилучшего приближения,
в частности равномерного наилучшего приближения, систематически применял
его в приложениях и разработал его теоретические основы. При изучении во-
проса наилучшего приближения в C[a, b] множествами Pn многочленов степени
не выше n и Rm,n дробно-рациональных функций,

Rm,n :=
{
p

q

∣∣∣ p ∈ Pn, q ∈ Pm, q �= 0
}

на [a, b], в работах Чебышёва и его учеников родилось новое понятие аль-
тернанса (сам термин «альтернанс» был введён позднее Н. И. Ахиезером).
В дальнейшем, развивая идеи П. Л. Чебышёва об альтернансе, П. Кирхбер-
гер [193], Э. Борель [123], Дж. В. Юнг (для многочленов) и Н. И. Ахиезер [18]
и Дж. Уолш [235] (для дробно-рациональных функций) обосновали единствен-
ность наилучших приближений и установили теорему существования наилуч-
шего приближения. По поводу вопросов, связанных с возникновением теории
приближений, мы отсылаем читателя к монографиям [49, 231] и обзорным ста-
тьям [48,150,177].

Таким образом, множества Rm,n и Pn являются чебышёвскими множествами
в C[a, b]. При этом элементы наилучшего равномерного приближения из Rm,n и
Pn характеризуются в терминах альтернанса. Из этой характеризации вытекает,
как мы увидим ниже, что множество Rm,n является чебышёвским солнцем
в C[0, 1].

Множество обобщённо-рациональных функций

RV,W =
{
p

q

∣∣∣ p ∈ V, q ∈W, q(x) > 0, x ∈ Q

}
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является строгим протосолнцем в C(Q); здесь V , W —произвольные выпуклые
подмножества в действительном или комплексном C(Q), Q—хаусдорфов ком-
пакт [127,141,153]). В отличие от классического случая Rm,n при приближении
обобщёнными дробями RV,W наилучшее приближение может не существовать
или не быть единственным.

Напомним ещё ряд определений.
Непустое замкнутое множество M называется

— α-солнцем, если для любой точки x /∈ M существует луч � с верши-
ной x, такой что для любого z ∈ � имеет место равенство ρ(z,M) =
= ‖z − x‖ + ρ(x,M). Всякое солнце является α-солнцем. Отметим, что
(в отличие от солнц) α-солнце может иметь собственные изолированные
точки (примером является «двоеточие»M :={(0, 0)}∪{(1, 1)} на плоскости
с максимум-нормой);

— δ-солнцем, если для любой точки x /∈ M найдётся последовательность
zn → x, такая что

lim
n→∞

ρ(zn,M) − ρ(x,M)
‖zn − x‖ → 1;

— γ-солнцем, если для любых x /∈ M и r > 0 существует последователь-
ность (zn), такая что ρ(zn,M) − ρ(x,M) → r, ‖zn − x‖ = r.

Понятие α-солнца введено Л. П. Власовым в [40]; он же в [42] ввёл понятия γ-
и δ-солнц.

Каждое α-солнце является γ-солнцем, а в конечномерном пространстве клас-
сы α-, δ- и γ-солнц совпадают. В банаховом пространстве классы δ- и γ-солнц
равны.

В [129, 130] вводится понятие «солнца относительно сублинейного функци-
онала» (в современных терминах— солнца относительно несимметричной нор-
мы), что можно рассматривать как перенесение солнечности на общие экстре-
мальные задачи, возникающие, в частности, в задачах теории приближений
относительно несимметричных расстояний.

Некоторые соотношения между классами «солнц» будут рассмотрены в раз-
деле 3.

Следуя Л. П. Власову, если Q обозначает некоторое свойство (например,
«связность»), мы будем говорить, что замкнутое множество M обладает

— свойством P -Q, если при всех x ∈ X множество PMx непусто и обладает
свойством Q;

— свойством P0-Q, если PMx обладает свойством Q при всех x ∈ X;
— свойством B-Q, если M ∩ B(x, r) обладает свойством Q при всех x ∈ X,

r > 0;
— свойством B̊-Q, если M ∩ B̊(x, r) обладает свойством Q при всех x ∈ X,

r > 0.

К примеру, замкнутое подмножество конечномерного пространства P -непусто,
или является множеством существования (проксиминально).
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Замечание 1.1. B-связные множества в литературе иногда называют
V -связными (здесь буква «V» многими ассоциируется с Л. П. Власовым, кото-
рый обозначал шары как V (x, r)). Наш термин B-связность согласуется с более
привычным обозначением шаров как B(x, r), а также с понятием «ограниченная
связность», введённым Д. Вулбертом в 1960-х годах.

Множество называется ограниченно компактным, если его пересечение
с любым замкнутым шаром компактно.

Точка x ∈ X называется точкой аппроксимативной компактности для
множества M (x ∈ AC(M)), если из любой последовательности (yn)n∈N ⊂ M ,
удовлетворяющей соотношению ‖x − yn‖ → ρ(x,M) (такая последовательность
называется минимизирующей), можно выбрать сходящуюся к некоторой точке
из M подпоследовательность. Нетрудно проверить, что каждая точка аппрокси-
мативной компактности x ∈ X является точкой существования (т. е. PMx �= ∅).
Множество M ⊂ X называется аппроксимативно компактным, если каждая
точка x ∈ X является точкой аппроксимативной компактности. Понятие аппрок-
симативно компактного множества было введено в [51]. Ясно, что ограниченно
компактное множество аппроксимативно компактно.

К примеру, в Lp, 1 < p < ∞, множество Rm,n дробно-рациональных функ-
ций аппроксимативно компактно, но не ограниченно компактно [51]. Однако
в пространстве C[0, 1] множество Rm,n уже не является аппроксимативно ком-
пактным. Действительно, с одной стороны, известно [126,202], что метрическая
проекция на (чебышёвское множество) Rm,n имеет точки разрыва. С другой
стороны, метрическая проекция на любое аппроксимативно компактное чебы-
шёвское множество непрерывна (см., например, [43, следствие 2.2]).

Кратко касаясь общего вопроса о связи между классами аппроксимативно
и ограниченно компактных множеств, отметим следующий результат: в любом
бесконечномерном слабо компактно порождённом банаховом пространстве (т. е.
в пространстве X, в котором существует слабо компактное множество, линей-
ная оболочка которого плотна в X), в частности в любом сепарабельном бана-
ховом пространстве, существует ограниченное аппроксимативно компактное, но
не локально компактное (не ограниченно компактное) множество [29,34,77].

Нам понадобятся следующие классы пространств:

(B)—класс банаховых пространств;
(Rf)—класс рефлексивных пространств;
(R)—класс строго выпуклых пространств (т. е. пространств, единичная
сфера которых не содержит невырожденных отрезков);
(S)—класс гладких пространств (в каждой точке x ∈ S существует един-
ственная опорная гиперплоскость); иными словами, X ∈ (S), если норма
пространства X дифференцируема по Гато во всех точках x �= 0;
(SS)—класс сильно гладких пространств, т. е. таких X ∈ (B), что для
любой точки x ∈ S и f ∈ S∗, f(x) = 1, и для любых последовательностей
(xn) ⊂ X и (rn) ⊂ R, таких что rn → ∞ и x /∈ B(xn, rn) ⊃ B(0, 1 − 1/n),
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n ∈ N, верно включение

{y ∈ X | f∗(y) < 1} ⊂
⋃

{B(xn, rn) | n ∈ N}.

Класс (SS) был введён Л. П. Власовым [39], он включает в себя локально
равномерно выпуклые гладкие пространства и пространства, равномерно
гладкие по каждому направлению;
(UR)—класс равномерно выпуклых пространств, т. е. таких пространств,
что для каждого ε ∈ (0, 2] существует такое δ > 0, что если x, y ∈ X,
‖x‖ = ‖y‖ = 1 и ‖x− y‖ � ε, то ‖(x+ y)/2‖ � 1 − δ;
(LUR)—класс локально равномерно выпуклых пространств, т. е. таких
банаховых пространств X, что для любых точек x, x1, x2, . . . ∈ X условие
‖x‖ = ‖x1‖ = ‖x2‖ = . . . = lim ‖(x + xn)/2‖ при n → ∞ влечёт, что (xn)
сходится к x;
(CLUR)—класс пространств, обладающих свойством: из соотношений
x ∈ S, yn ∈ S, ‖x+ yn‖/2 → 1 следует существование сходящейся подпо-
следовательности у (yn);
(ES)—класс пространств Ефимова—Стечкина; такие пространства харак-
теризуются тем, что в них всякая гиперплоскость аппроксимативно ком-
пактна.

Понятно, что (ES) ⊂ (Rf). Также отметим, что

(UR) � (ES),
(ES) �⊂ (CLUR)

(см. [20, с. 11; 226]) и, далее,

(LUR) ∩ (Rf) = (ES) ∩ (R),
(CLUR) ∩ (Rf) = (ES)

(см. [20, 21]). Иногда вместо «пространство Ефимова—Стечкина» говорят «ре-
флексивное пространство со свойством Кадеца—Кли» (или «рефлексивное
пространство со свойством Радона—Рисса»). Термин «пространство Ефимо-
ва—Стечкина» был введён И. Зингером [226] в знак признания особых за-
слуг Н. В. Ефимова и С. Б. Стечкина в становлении геометрической теории
приближений.

Существует много характеризаций пространств Ефимова—Стечкина (см.
[21, 57, 60, 155, 205]). Из последних работ отметим [106]: пространство X яв-
ляется пространством Ефимова—Стечкина, если и только если X рефлексивно,
любое замкнутое выпуклое подмножество единичной сферы S компактно и лю-
бая достижимая грань шара B является строго достижимой.

Отметим следующие включения:

(UR) ⊂ (LUR) ⊂ (CLUR),
(LUR) ⊂ (R), (LUR) ⊂ (SS) ⊂ (S), (ES) ⊂ (UR),

(UR) ⊂ (Rf) ∩ (LUR) ⊂ (Rf) ∩ (CLUR) ⊂ (ES) ⊂ (Rf).
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2. Отделимость.
Критерий Колмогорова ближайшего элемента.
Солнце и луна. Характеризации солнц

2.1. Отделимость солнц

В нелинейной теории приближений часто оказываются важными геометриче-
ские свойства, более слабые, чем выпуклость. В соответствии с геометрической
формой теоремы Хана—Банаха замкнутые выпуклые множества характеризуют-
ся тем, что любую точку вне такого множества можно строго отделить от него
посредством (замкнутой) гиперплоскости (открытого полупространства).

Оказывается, что аналогичный результат верен для солнц (строгих (про-
то)солнц) при замене открытого полупространства на открытый опорный конус:
точка, не принадлежащая солнцу, строго отделяется от него посредством вы-
пуклого открытого опорного конуса. Это утверждение содержится в теореме 2.1
(см., например, [43, гл. 3, комментарии на с. 57; 74, лемма 3; 131). Чтобы
сформулировать этот результат, напомним, что множество

K̊(y, x) =
⋃
r>0

B̊
(
−ry + (r + 1)x, (r + 1)‖x− y‖

)
(2.1)

называется опорным конусом K̊(y, x) к шару B(x, ‖x − y‖) в его граничной
точке y (см. [43,74]). Мы также будем использовать следующее эквивалентное
представление для K̊(y, x). Для точки s на единичной сфере S через Ps обозна-
чим множество всех функционалов из S∗, достигающих максимума на S в точ-
ке s (S∗ — единичная сфера сопряжённого пространства); пусть Es —множество
всех экстремальных точек выпуклого w∗-компактного множества Ps ⊂ S∗. Да-
лее, для различных точек x, y ∈ X, определим p = (y − x)/‖y − x‖. Тогда
по [43, лемма 3.1]

K̊(y, x) =
{
z | f(z) < f(y) ∀ f ∈ Pp

}
=

{
z | f(z) < f(y) ∀f ∈ Ep

}
=

=
{
z ∈ X | [z, y] ∩ B̊(x, ‖x− y‖) �= ∅

}
. (2.2)

Отметим, что множество X \ K̊(y, x) всегда является солнцем [74].

Теорема 2.1 (характеризация «солнц» в терминах отделимости). Пусть
X —линейное нормированное пространство.

1. Множество ∅ �= M ⊂ X является солнцем в X тогда и только тогда,
когда для каждой точки x /∈ M найдётся точка y ∈ PMx, такая что
K̊(y, x) ∩M = ∅.

2. Множество ∅ �= M ⊂ X является строгим протосолнцем (строгим солн-
цем) в X тогда и только тогда, когда для каждой точки x /∈ M и для
любого y ∈ PMx выполнено K̊(y, x)∩M = ∅ (соответственно для каждой
точки x /∈ M множество PMx непусто и выполнено K̊(y, x) ∩M = ∅ для
любого y ∈ PMx).
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3. Множество ∅ �= M ⊂ X является α-солнцем в X тогда и только тогда,
когда для каждой точки x /∈ M найдётся точка y ∈ S

(
x, ρ(x,M)

)
, такая

что K̊(y, x) ∩M = ∅.

Данный результат также верен в произвольных несимметрично нормирован-
ных пространствах [107].

Таким образом, многие результаты из линейной и выпуклой теории прибли-
жений переносятся без изменения на случай солнц и строгих (прото)солнц.

Аналогичный результат об отделимости γ-солнц получен Л. П. Власо-
вым [44] в терминах отделимости при помощи клиноидов, представляющих
собой обобщение понятия клина (конуса).

2.2. Солнечность
и критерий Колмогорова ближайшего элемента

Б. Брозовский [135] (см. также [138, 160, 228, 240]) установил связь между
понятием строго (прото)солнца и известным критерием Колмогорова ближай-
шего элемента. В связи с этим теорему 2.1 можно рассматривать как один из
вариантов критерия Колмогорова (теоремы 2.2 и 2.3).

Множество M называется множеством Колмогорова, если из того, что
x /∈M , y0 ∈ PMx, следует, что

min
f∈Ex−y0

f(y − y0) � 0 для всех y ∈M, (K)

где Ex−y0 —множество крайних точек (выпуклого) множества

Px−y0 := {f ∈ S∗ | f(x− y0) = ‖x− y0‖}.

Иными словами, M —множество Колмогорова, если для любого y0 ∈ PMx вы-
полнено

{y ∈M | f(y − y0) > 0 для каждого f ∈ Ex−y0} = ∅.

Понятие множества Колмогорова было введено Б. Брозовским и Р. Вегманом
[133,141]. В теореме 2.3 мы увидим, что строгие протосолнца— это в точности
множества Колмогорова.

Условие (K) всегда является достаточным для того, чтобы y0 ∈ PMx. Для
множеств Колмогорова (строгих протосолнц) условие (K) также является необ-
ходимым для того, чтобы y0 ∈ PMx (в точности как при характеризации наи-
лучших приближений для выпуклых множеств).

Следующий результат, известный как критерий Колмогорова ближайшего
элемента, содержится в [43, теорема 3.1; 111; 126, § II.2.A; 127; 129; 134; 135].

Теорема 2.2. Пусть M —множество существования в линейном нормиро-
ванном пространстве X, x ∈ X, y0 ∈M . Следующие условия эквивалентны:

1) M — строгое солнце ;
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2) y0 ∈ PMx, если и только если y0 —ближайшая точка к x из отрезка [y0, y]
для любого y ∈M ;

3) M —множество Колмогорова.

Теорема 2.3. Для замкнутого подмножества M линейного нормированного
пространства X следующие условия эквивалентны:

1) M — строгое протосолнце ;
2) для любого y ∈ M множество P−1

M y := {x ∈ X | y ∈ PMx}—конус с вер-
шиной y (возможно, невыпуклый или сводящийся к одной точке y);

3) M —множество Колмогорова.

Рассмотрим некоторые применения критерия Колмогорова.

2.2.1. Множество обобщённо-рациональных функций

Пусть
RV,W = {p/q | p ∈ V, q ∈W, q(t) > 0, t ∈ Q}—

множество обобщённо-рациональных функций в действительном или комплекс-
ном C(Q), Q—хаусдорфов компакт, V ,?W —выпуклые подмножества в C(Q).
Имеет место следующий результат.

Теорема 2.4 [153].
1. Элемент y0 ∈ RV,W является элементом наилучшего приближения для
x ∈ C(Q), если и только если

max
{t : ‖x−y‖=|(x−y)(t)|}

Re (x− y)(t) (y − y0)(t) � 0 для всех y ∈ RV,W .

2. Элемент y0 ∈ RV,W является единственным элементом наилучшего при-
ближения для x ∈ C(Q), если и только если

max
{t : ‖x−y‖=|(x−y)(t)|}

Re (x− y)(t) (y − y0)(t) < 0 для всех y ∈ RV,W \ {y0}.

Теперь из теоремы 2.3 следует, что RV,W — строгое протосолнце в C(Q).
Аналогичный результат в более узком случае при линейных V,W был полу-

чен Б. Брозовским и Р. Вегманом [141]. Они показали, что RV,W —множество
Колмогорова в C(Q) (и значит, строгое протосолнце).

С другими аппроксимативными свойствами Rm,n и RV,W можно ознако-
миться по [28,126,151], а также по [58,78—81,127,162,165] и др.

2.2.2. Приближение произведениями

Множество P функций вида

(ax+ b)(cx+ d), a, b, c, d ∈ R,

не является строгим солнцем в C[−1, 1] (см. [166]). Этот результат также мож-
но извлечь из критерия Колмогорова. Отметим, что P является множеством
существования. Также отметим, что P не является солнцем.
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2.2.3. Приближение экспоненциальными суммами

Множество экспоненциальных сумм с неотрицательными коэффициента-
ми

E+
n :=

{ n∑
j=1

αje
tjx

∣∣∣ αj � 0, tj ∈ R
}

является чебышёвским солнцем в C[a, b]. Строгая протосолнечность E+
n вы-

текает из критерия Колмогорова с учётом того, что при приближении экспо-
ненциальными суммами с неотрицательными коэффициентами наилучшие при-
ближения характеризуются через альтернанс. Проксимальность множества E+

n

в C[a, b] установлена Э. Шмидтом [222, следствие 3]. Единственность наи-
лучшего приближения вытекает из известной характеризации Данхема [163]
множеств единственности в терминах тотальной регулярности (см. [127] приме-
нительно к E+

n ).
Множество экспоненциальных сумм

En :=
{ n∑

j=1

αje
tjx

∣∣∣ αj , tj ∈ R
}

асимптотически выпукло в смысле Браесса [127] и Майнардуса и Шведта [206].
(Множество M ⊂ C(Q) называется асимптотически выпуклым, если для лю-
бых y, y0 ∈M найдутся такие положительная функция g ∈ C(Q) и непрерывное
отображение [0, 1] 
 t �→ yt ∈ M , что ‖(1 − tg)y0 + tgy − yt‖ = o(t), t → 0.)
В [127] показывается, что асимптотически выпуклое множество M ⊂ C(Q) яв-
ляется множеством Колмогорова и, следовательно, строгим протосолнцем. Как
следствие, En является строгим протосолнцем.

B невырожденных случаях En не является замкнутым множеством. К приме-
ру, для ym(x):=m(ex/m−1) ∈ E2, m ∈ N, имеем ‖ym(x)−x‖ → 0. Соответствен-
но, очень часто вместо множества En рассматривается его замыкание Ēn —
множество расширенных экспоненциальных сумм, которое уже является мно-
жеством существования в C[a, b] (см., например, [126, § IV.2.B]).

Множества Ēn расширенных экспоненциальных сумм возникают как про-
странства решений линейных дифференциальных уравнений с постоянными
коэффициентами, у которых характеристические полиномы имеют лишь дей-
ствительные корни:

any
(n) + . . .+ a1y

′ + a0y = c(D − λ1) · . . . · (D − λk)y = 0,

где λ1, . . . , λk ∈ R, k � n, D := d/dx, a2
1 + . . .+ a2

n = 1, y ∈ Cn[a, b].
Приближения экспоненциальными суммами возникают в широком классе

прикладных задач (задачи теплопроводности, структурного анализа, радиоак-
тивного распада и т. п.), где приближённые значения функции естественно вы-
ражать в виде экспоненциальной суммы. При этом вектор параметров может
быть записан как прямая сумма двух n-мерных векторов a1 и a2: a = a1 ⊕ a2,
a1 = (α1, . . . , αn), a2 = (t1, . . . , tn).
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2.2.4. Приближение γ-полиномами

Пусть Q ⊂ R, I —интервал на прямой R, γ ∈ C(Q, I). Функция

u(x) =
n∑

j=1

αjγ(tj , x)

называется γ-полиномом [126, гл. VII]; порядок полинома u равен n, если функ-
ция u не может быть представлена в виде суммы n − 1 слагаемых. Экспонен-
циальные суммы есть частный случай γ-полиномов с ядром γ(t, x) = etx. Часто
также рассматривают ядра ch tx, xt (полиномы Мюнца), (1 + xt)−1, arctg tx,
(x−t)n

+ и log(1+tx). Если ядро γ удовлетворяет условию расширенной знаковой
регулярности [126, с. 184], то множество γ-полиномов удовлетворяет локально-
му и глобальному условию Хаара [127] и, как следствие, является строгим
протосолнцем.

2.3. Связь солнечности и задачи глобальной минимизации

Замкнутое множество M называется LG-множеством (или глобальным ми-
нимизатором), если для любого x /∈ M каждый локальный минимум функции
Φx(y) = ‖y − x‖, y ∈ M , является глобальным, что объясняет происхож-
дение термина «LG-множество» (local—global). Иными словами, из того, что
y ∈ PM∩V x, V :=B(y, ε), следует, что y ∈ PMx.

Из критерия Колмогорова также вытекает (см. [141, с. 382]), что любое
строгое солнце (строгое протосолнце) M является LG-множеством. Легко про-
верить, что обратное утверждение в общем случае неверно: дополнение к от-
крытому шару не является солнцем, однако в строго выпуклом пространстве
любой локальный минимум функции Φx(y) = ‖y − x‖ является глобальным.

Рассмотрим множество Sm,k сплайнов (в смысле Шумакера) степени m � 1
с k � 1 нефиксированными (кратными) узлами на отрезке [a, b]. (За опре-
делением и некоторыми свойствами таких сплайнов мы отсылаем читателя
к монографиям [211, 224].) Из теоремы 2.2 вытекает, что Sm,k не является
строгим солнцем в C[a, b] (хорошо известно, что Sm,k является множеством
существования (Л. Шумакер, см., например, [211]), однако при приближении
такими сплайнами множества глобальных и локальных наилучших приближе-
ний не совпадают (см. [126, 210]); при этом до сих пор не известен критерий,
когда локальное наилучшее приближение в этом случае является глобальным.
Также не известно, является ли Sm,k солнцем. Множество Ŝm,k сплайнов (ми-
нимальной гладкости) с нефиксированными простыми узлами также является
множеством существования (см. [66, следствие 2.3]). Из недавних результатов
о приближении множествами Ŝm,k отметим работы Е. Д. Лившица [66,67,201],
в которых рассматривались вопросы устойчивости оператора ε-проекции на Ŝm,k

в пространствах C[0, 1] и Lp[0, 1]. Вопрос о солнечности Ŝm,k остаётся откры-
тым.



34 А. Р. Алимов, И. Г. Царьков

Для формулировки результатов о связи солнечности и задачи глобальной ми-
нимизации нам потребуется напомнить несколько определений. Пусть M ⊂ X.
Точка y0 ∈M называется лунной точкой, если

y0 ∈M ∩ K̊(y0, x) при условии, что x ∈ P−1
M (y0) и M ∩ K̊(y0, x) �= ∅.

Множество M называется луной1, если все его точки y0 лунные.
Понятие луны было введено Д. Амиром и Ф. Дойчем [111] и далее изуча-

лось в [126, 127, 137—139, 229, 237]. Луна является обобщением протосолнца:
известно [111, 137], что строгое протосолнце всегда является LG-множеством
(глобальным минимизатором), а LG-множество, в свою очередь, является лу-
ной.

Б. Брозовский и Ф. Дойч [137] назвали пространство (MS)-пространством,
если в нём класс лун совпадает с классом строгих протосолнц (сокращение MS
происходит от английского «every Moon in X is a Sun»). Известно [111], что
пространства C(Q) (Q—хаусдорфов компакт), C0(Q) (Q—локально компакт-
ное хаусдорфово пространство), �1(S) (S—произвольное множество), а так-
же произвольное конечномерное полиэдральное пространство [138] являются
(MS)-пространствами.

Пространство называется квазиполиэдральным [111], если для любого
x ∈ S найдётся окрестность O(x), такая что [x, y] ⊂ S при любом y ∈ O(x) ∩ S.
В конечномерном случае квазиполиэдральность совпадает с полиэдральностью;
в случае dimX = ∞ это уже не так: полиэдральное пространство (такое про-
странство имеет единичный шар, все сечения которого конечномерными подпро-
странствами дают многогранник) не обязано быть квазиполиэдральным [171].
Д. Амир и Ф. Дойч [111], а также Р. Вегман [237] показали, что класс (MS)
содержит все квазиполиэдральные пространства.

Проблема 1. Является ли бесконечномерное полиэдральное пространство
(MS)-пространством? Иными словами, совпадает ли в таком пространстве класс
лун и строгих протосолнц?

Отметим также, что никакое строго выпуклое пространство не является
(MS)-пространством [111]: единичная сфера строго выпуклого пространства
является луной, но не является строгим протосолнцем (и вообще солнцем
ни в каком смысле). Соответственно, в строго выпуклых пространствах класс
строгих солнц у́же класса лун. Другой пример луны, не являющейся стро-
гим (прото)солнцем даётся подмножеством M = {(x, y) ∈ R2 | x2/4 + y2 � 1}
евклидовой плоскости (см. [126]).

В заключение сформулируем теорему Брозовского—Вегмана [137, 138, 237]
о связи лунности и строгой протосолнечности. Особенно примечательно то, что

1В [111] имеется примечание, что изначально Б. Брозовский и Ф. Дойч называли такие мно-
жества знаково регулярными. «Термин «луна» появился в понедельник («Moonday») 21 сентября
1969 г., что объясняет название» [111].
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в (MS)-пространствах строгая протосолнечность характеризуется ORL-непре-
рывностью метрической проекции. Напомним, что PM называется ORL-непре-
рывной [137] в точке x, если из условий y ∈ PMx, (xn) ⊂ {y+λ(x− y) | λ � 1},
xn → x следует, что ρ(y, PMxn) → 0 (см. также § 4).

Теорема 2.5. Пусть M —подмножество линейного нормированного про-
странства X. Тогда из каждого из следующих утверждений следует последу-
ющее утверждение :

1) M — строгое протосолнце ;
2) метрическая проекция PM ORL-непрерывна во всех точках ;
3) M —LG-множество (глобальный минимизатор);
4) M —луна.

Если X — (MS )-пространство, то условия 1)—4) эквивалентны.

2.4. Характеризации солнц

Л. П. Власов [233] получил характеризацию пространств, в которых всякое
двухточечное множество является α-солнцем (γ-солнцем). В частности [233],
если в банаховом пространстве X всякое двухточечное подмножество являет-
ся α-солнцем (γ-солнцем), то X не сепарабельно (соответственно не является
асплундовским пространством). Также в [233] даются необходимые и достаточ-
ные условия того, что заданное двухточечное множество является α-солнцем
(γ-солнцем).

Геометрическая характеризация строгих солнц в пространстве �∞(n) полу-
чена в [3].

Строгие протосолнца в пространстве C(Q) были охарактеризованы В. Янгом,
Ч. Ли и Дж. А. Ватсоном [240] в терминах критерия Колмогорова, критерия
Папини и свойства слабой промежуточности. В C(Q,X) и C0(Q,X) строгие
протосолнца были охарактеризованы П. Шварцем [223].

Понятие регулярного подмножества линейного нормированного пространства
было введено Б. Брозовским [133, § 1] (см. также [127]) и независимо Ч. Данхе-
мом [163] в случае C(Q), а для общих пространств— в [141] (см. также [229]).
Сначала дадим определение в случае приближения в равномерной норме.

Замкнутое множество M ⊂ C(Q) называется регулярным, если для лю-
бых x, y ∈ M и для любого замкнутого множества A ⊂ Q, такого что
inf
t∈A

|x(t) − y(t)| > 0, найдётся последовательность (vn) точек из M , такая что

vn → y и
(
vn(t) − y(t)

) (
x(t) − y(t)

)
> 0 для всех t ∈ A.

Геометрически условие регулярности в C(Q) достаточно прозрачно. Пусть
M —регулярное замкнутое подмножество пространства C(Q) и x, y ∈ M . То-
гда x и y можно соединить кривой k(τ) ⊂ M , проекция которой содержится
в относительной внутренности «прямоугольника» [[x, y]] :={z | z(t) ∈ [x(t), y(t)]}
(в дальнейшем такой «прямоугольник» мы будем называть интервалом), при
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этом если x(t0) �= y(t0) в некоторой точке t0, то координатная кривая k(τ)(t0)
строго монотонна по τ .

К примеру, если M —регулярное подмножество пространства �∞(n) и
x, y ∈ M , причём все координаты x и y различны, то x и y можно соеди-
нить строго монотонной кривой k(τ), содержащейся в M ; последнее означает,
что координатные функции ki(τ) строго монотонны по τ для любого i = 1, . . . , n.

Пусть теперь X —произвольное линейное нормированное пространство.
Непустое подмножество M ⊂ X называется регулярным (по Брозовскому—Вег-
ману) в точке v0 ∈ M (см. [141, § 4; 229, § 5.3]), если для любого x /∈ M , для
любого v ∈M , для любого λ > 0 и любого w∗-замкнутого A ⊂ extS∗, содержа-
щего Ex−v0 и такого, что f(v − v0) > 0, f ∈ A, найдётся элемент vλ ∈M , такой
что

1) f(vλ − v0) > f(x− v0) − ‖x− v0‖ при всех f ∈ A;
2) ‖vλ − v0‖ < λ.

Замкнутое множество M называется регулярным, если оно регулярно в каждой
своей точке.

Здесь, как и выше, Σx := {f ∈ S∗ | f(x) = ‖x‖} для x ∈ X, Ex —множество
крайних точек Σx, extS∗ —множество крайних точек единичной сферы S∗ со-
пряжённого пространства X∗. Следующий результат установлен Б. Брозовским
и Р. Вегманом [141, лемма 1].

Предложение 2.1 (вариационная лемма). Пусть v0 —регулярная точка
множества M , x ∈ X, и пусть v ∈ M — такая точка, что f(v − v0) > 0 при
всех f ∈ Ex−v0 . Тогда для каждого λ > 0 множество

U(λ, v0) := {y ∈M | ‖y − v0‖ < λ}
содержит точку yλ, такую что

‖x− yλ‖ < ‖x− v0‖.
Из вариационной леммы следует, что множество Колмогорова (строгое про-

тосолнце) является LG-множеством (теорема 2.5).
Следующий результат содержится в работах Б. Брозовского и Р. Вегмана

[141, предложение 8] и Л. П. Власова [43].

Теорема 2.6. Пусть ∅ �= M ⊂ X. Тогда следующие условия эквивалентны:

1) M является строгим протосолнцем;
2) K̊(y, x) ∩M = ∅ для любых x /∈M , y ∈ PMx;
3) M регулярно ;
4) M удовлетворяет критерию Колмогорова : y0 ∈ PMx, если и только если

для любого y ∈M найдётся функционал f ∈ S∗, такой что

f(x− y0) = ‖x− y0‖ и f(y − y0) � 0.

Ещё одно условие типа регулярности (H-регулярность), эквивалентное усло-
виям теоремы 2.6, было предложено M. Зоммером [230]. Структурные свойства
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строгих протосолнц в пространстве C0(Q) в терминах регулярности и критерия
Колмогорова изучались Р. Вегманом [237].

3. Выпуклость солнц. Соотношения
между классами солнц. Светимость солнц

Из геометрической формы теоремы Хана—Банаха легко вытекает, что всякое
выпуклое множество является строгим протосолнцем, а всякое выпуклое мно-
жество существования— строгим солнцем (см., например, [43, следствие 3.1;
229, с. 83]). В. Кли [194] и независимо Н. В. Ефимов и С. Б. Стечкин [50] (см.
также [38; 111; 228, с. 344]) установили частично обратный результат, имен-
но: в гладком линейном нормированном пространстве всякое солнце выпукло
(этот результат доказывался ими для строгих солнц, перенесение на случай
солнц тривиально). Отметим следующую характеризацию гладких пространств:
линейное нормированное пространство является гладким, если и только если
всякое солнце (строгое солнце) выпукло (см., например, [126, теорема 2.5]).
Для строгих протосолнц ответ оказывается иным.

Сформулируем данные результаты более аккуратно (см. [43, теоремы
3.9, 3.10]).

Непустое замкнутое подмножество M называется почти выпуклым, если
для любого непересекающегося с M замкнутого шара B(x, r) найдётся замкну-
тый шар B(y,R) ⊃ B(x, r) сколь угодно большого радиуса R, также не пересе-
кающийся с M . Данное понятие введено Л. П. Власовым [39]. (В зарубежной
литературе почти выпуклые множества иногда называют аппроксимативно вы-
пуклыми (см., например, [125]), что приводит к некоторой путанице, поскольку
под последними иногда (см. [38,39]) понимаются P -выпуклые множества (мно-
жества, на которые метрическая проекция выпуклозначна), а иногда (см. [117])
множества M со свойством ρ

(
(x+ y)/2,M

)
� 1 для любых x, y ∈M .)

В теореме 3.1, восходящей к Н. В. Ефимову, С. Б. Стечкину и В. Кли, рас-
сматриваются условия на пространство, при которых всякое солнце выпукло.
В приводимом виде теорема 3.1 сформулирована Л. П. Власовым [43]. Теоре-
ма 3.2 содержится в [43].

Теорема 3.1. Следующие условия на банахово пространство X эквивалент-
ны:

а) X гладко ;
б) каждое α-солнце в X выпукло ;
в) каждое солнце в X выпукло ;
г) каждое строгое солнце в X выпукло ;
д) каждое P -выпуклое строгое солнце в X выпукло.

Теорема 3.2. Следующие условия на банахово пространство X эквивалент-
ны:
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а) X∗ строго выпукло ;
б) каждое δ-солнце (γ-солнце, почти выпуклое множество) в X выпукло ;
в) класс δ-солнц (γ-солнц, почти выпуклых множеств) в X совпадает с клас-

сом непустых выпуклых замкнутых подмножеств X.

В связи с теоремой 3.2 отметим, что класс банаховых пространств, у которых
сопряжённое строго выпукло, у́же класса всех гладких банаховых пространств
(см. [232]). При этом понятно, что если X∗ ∈ (R), то X ∈ (S).

Как следствие, в гладком рефлексивном пространстве класс δ-солнц
(γ-солнц, почти выпуклых множеств) совпадает с классом непустых выпук-
лых замкнутых множеств.

Для строгих протосолнц ответ на вопрос об их выпуклости отличен от во-
проса о выпуклости строгих солнц. При этом оказывается, что в общей ситуа-
ции строгое протосолнце (если уж оно «совсем не строгое солнце») не является
выпуклым и даже почти выпуклым множеством! Соответствующие примеры
строятся ниже (примеры 3.1, 3.2).

Начнём со следующего простого примера.

Пример 3.1. Если X нерефлексивно, то в X содержится невыпуклое строгое
протосолнце (дополнение к антипроксиминальной гиперполосе).

Действительно, в соответствии с классической теоремой Джеймса, если X
нерефлексивно, то существует функционал f ∈ S∗, не достигающий нормы
на S. Гиперплоскость, порождаемая таким функционалом, замкнута и анти-
проксиминальна. Взяв две параллельные гиперплоскости, порождаемые таким
функционалом, и взяв дополнение к открытой гиперполосе между этими гипер-
плоскостями, мы получим замкнутое невыпуклое антипроксиминальное строгое
протосолнце, не являющееся строгим солнцем.

Можно также построить пример антипроксиминального строгого протосолн-
ца в виде «клина». Пусть f , g, f �= λg (λ ∈ R), — два функционала, не дости-
гающие своей нормы (легко убедиться, что таких функционалов для X /∈ (Rf)
существует по крайней мере два1). Ясно, что замкнутое (антипроксиминальное)
множество M = X \ {x | f(x) < 1, g(x) < 1} является невыпуклым строгим
протосолнцем (это следует, например, из теоремы 2.3).

Пример 3.2. Построим пример невыпуклого строгого протосолнца (замкну-
той выпуклой каверны) в некотором гладком сепарабельном банаховом про-
странстве с дифференцируемой по Фреше нормой. В этом примере, как и выше,
искомое протосолнцеM антипроксиминально. B. C. Балаганский [113] построил
пример строго выпуклого банахова пространства X (соответствующим образом
перенормированное подпространство пространства c0 конечной коразмерности)
с дифференцируемой по Фреше нормой (такое X заведомо гладкое) и в нём—

1Вообще говоря, если X нерефлексивно, то множество функционалов из X∗, не достигающих
своей нормы, достаточно велико. Отметим следующий результат [189]. Пусть X — сепарабельное
банахово пространство. Тогда или S∗ \ NA w-плотно в S∗ или X ∈ (Rf). Здесь NA—множество,
функционалов из S∗, достигающих своей нормы.
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замкнутое антипроксиминальное выпуклое ограниченное тело C. Воспользу-
емся ещё одним утверждением Балаганского [19, лемма 1]: если K ⊂ X —
выпуклое замкнутое антипроксиминальное тело в банаховом пространстве E,
то множество E \K тоже антипроксиминально. Как следствие, замкнутое мно-
жество M :=X \ C антипроксиминально и является невыпуклым строгим про-
тосолнцем в гладком пространстве X. Ясно, что такое M не является почти
выпуклым.

Отметим, что пространство из примера 3.2 имеет дифференцируемую по
Фреше норму, но не является рефлексивным, поскольку в рефлексивном про-
странстве выпуклое замкнутое множество является множеством существования.

Коротко остановимся на вопросе о том, в каких пространствах класс стро-
гих солнц совпадает с классом строгих протосолнц. Данный вопрос ранее не
рассматривался.

Непустое замкнутое множество M называется β-солнцем [43], если для лю-
бых x /∈M и r > 0 существует z, для которого ρ(z,M)− ρ(x,M) = ‖z− x‖ = r.
Понятно, что α-солнце является β-солнцем, а β-солнце— γ-солнцем (почти вы-
пуклым множеством). Отметим, что строгое протосолнце может не быть β-солн-
цем (см. пример 3.2).

Имеют место следующие результаты о совпадении классов солнц. В теоре-
ме 3.3 первый результат установлен Л. П. Власовым [42; [43], теорема 3.6], по
поводу второго см. [20, предложение 2.1; 21, предложение 2.2].

Теорема 3.3. Пусть X ∈ (LUR), и пусть M ⊂ X является β-солнцем или
γ-солнцем существования. Тогда M —чебышёвское солнце.

Теорема 3.4. В равномерно выпуклом пространстве класс строгих солнц
совпадает с классом строгих протосолнц и совпадает с классом чебышёвских
солнц.

Доказательство. Данный результат фактически доказан в [22] для мно-
жеств, удовлетворяющих опорному условию слабой выпуклости. Напом-
ним [22], что подмножество M пространства X удовлетворяет опорному усло-
вию слабой выпуклости с константой R > 0, если из того, что ρ(x,M) < R
и y ∈ PMx, следует неравенство

ρ

(
y +

R

‖x− y‖ (x− y),M
)

� R,

которое, как легко убедиться, эквивалентно неравенству

ρ

(
y +

R

‖x− y‖ (x− y),M
)

= R.

Множества, удовлетворяющие опорному условию слабой выпуклости при лю-
бом R > 0—это в точности строгие протосолнца. В [22, лемма 4.2] показано,
что если X —равномерно выпуклое банахово пространство с модулем выпукло-
сти δX , множество M ⊂ X замкнуто и удовлетворяет опорному условию слабой
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выпуклости с константой R, ρ(x,M) < R и ε > 0, то для множества

P ε
Mx := {y ∈M | ‖x− y‖ � ρ(x,M) + ε}

почти наилучших приближений справедливо неравенство

δX

(
diamP ε

Mx

4R

)
<

ε

R− ρ(x,M)
.

Как следствие, diamP ε
Mx → 0 при ε → 0, что влечёт, что M обладает чебы-

шёвским слоем величины R [22, лемма 4.3]. Поскольку R произвольно, то M —
чебышёвское солнце.

Проблема 2. Охарактеризовать банаховы пространства, в которых всякое
строгое протосолнце является строгим солнцем.

С проблемой выпуклости солнц связана следующая задача: охарактеризовать
(конечномерные) пространства (размерности не меньше 3), в которых всякое
ограниченное строгое солнце (солнце, связное α-солнце) выпукло. В двумер-
ном случае задача о выпуклости чебышёвских множеств совпадает с задачей
о выпуклости ограниченных чебышёвских множеств: всякое чебышёвское мно-
жество на нормированной плоскости X выпукло, если и только если X глад-
ко [149,203,209]. В случае dimX � 3 это уже не так.

Напомним, что И. Г. Царьков (см. также [92,93,144]) установил [90], в част-
ности, что в конечномерном линейном нормированном пространстве X всякое
ограниченное чебышёвское множество (ограниченное P -ацикличное1 множе-
ство, ограниченное B-ацикличное множество) выпукло тогда и только тогда,
когда множество экстремальных точек единичной сферы S∗ сопряжённого про-
странства плотно в ней. Такое пространство не обязано быть гладким в раз-
мерности не меньше 3. Примеры таких пространств приведены в [90, 144]. По
поводу бесконечномерного случая см. [92,93]. Также отметим, что И. Г. Царьков
показал [95, теорема 2.4], что в конечномерном банаховом пространстве мно-
жество экстремальных точек сопряжённой сферы S∗ ⊂ X∗ плотно в ней, если и
только если каждое ограниченное множество существования с полунепрерывной
снизу метрической проекцией выпукло.

По-видимому, можно полагать, что для ограниченных строгих солнц (и даже
солнц) ответ будет аналогичен приведённой выше характеризации для ограни-
ченных чебышёвских множеств. Этот вопрос имеет давнюю историю, и до сих
пор полного ответа на него нет.
Проблема 3. Охарактеризовать (конечномерные) пространства (размерности

не меньше 3), в которых всякое ограниченное строгое солнце (солнце, связное
α-солнце) выпукло.

В связи с проблемой 3 ещё раз отметим, что существуют примеры неглад-
ких конечномерных пространств (размерности не меньше 3), в которых всякое
ограниченное чебышёвское множество (ограниченное чебышёвское солнце) вы-
пукло, но существует неограниченное невыпуклое чебышёвское множество.

1Подробнее об ацикличных множествах см. раздел 5.
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Отметим ещё один результат о совпадении классов «солнц».

Теорема 3.5. Рассмотрим следующие условия на множество M линейного
нормированного пространства X:

а) M — δ-солнце ;
б) M — γ-солнце ;
в) M почти выпукло.

Тогда б) эквивалентно в), а если X банахово, то все три условия эквивалентны.

В теореме 3.5 эквивалентность б) и в) установлена Л. П. Власовым [42;
43, теорема 3.3], им же построен пример δ-солнца, не являющегося γ-солн-
цем [43, следствие 3.2] (естественно, в неполном линейном нормированном
пространстве).

Другие результаты о соотношениях между классами солнц можно найти
в [20,21,43,63].

Отметим следующий достаточно простой результат. Если M — строгое про-
тосолнце, то

convPMx ⊂ S
(
x, ρ(x,M)

)
(3.1)

(см., например, [141, предложение 13], а также [229, соотношение (5.32)]; от-
метим, что для солнц (3.1) уже перестаёт быть верным даже в плоском случае).
В дополнение к данному утверждению отметим, что (3.1) также выполняет-
ся, если M —множество существования, а оператор метрического проектирова-
ния PM полунепрерывен снизу в точке x (см. [216, с. 56]).

Приведём следующее важное свойство солнц (легко следующее из теоре-
мы 2.1 и представления (2.2) для опорного конуса): если y0 — точка светимости
множества M для точки x ∈ X \M и если y ∈M , то

[y0, y] ∩ B̊(x, ρ(x,M)) = ∅;

если при этом y ∈ PMx, то

[y0, y] ⊂ S
(
x, ρ(x,M)

)
(3.2)

(при этом вовсе не обязательно, что [y, y0] ⊂M даже для строгого солнца M).
Замечание 3.1. В связи с (3.2) отметим, что в пространствах размерности

не меньше 3 строгое солнце M не обязано быть P -звёздным (множество M на-
зывается звёздным относительно центра x, если [x, y] ⊂M для любого y ∈M).
Пример не-P -звёздного строгого солнца в �∞(3) даётся множеством{

x =
(
x(1), x(2), x(3)

) ∣∣∣ x(2) =
1
x(1)

, 1 � x(1) � 2, 0 � x(3) � 1
}

(для точек «сверху» и «снизу» множества шар касается множества по куску
гиперболы). По-видимому, можно надеяться, что в конечномерных X солн-
ца P -стягиваемы и P -ацикличны (в конечномерном случае эти два условия
эквивалентны в классе монотонно линейно связных множеств (определение мо-
нотонной линейной связности даётся ниже в разделе 8)); частичный ответ на
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этот вопрос даётся в разделе 8. Ответ на вопрос о P -звёздности солнц положи-
телен в двумерных X (см. [10, 118]): для солнца M в двумерном пространстве
PMx является точкой, отрезком или объединением двух отрезков, имеющих
одну общую концевую точку.

В заключение коротко остановимся на вопросе о светимости границы солн-
ца. Иными словами, нас интересует вопрос, все ли граничные точки солнц
являются точками светимости (т. е. удовлетворяют (1.1) при некоторых x).

Для граничной точки y подмножества M пространства X определим мет-
рический прообраз точки y (называемый также иногда приходом точки):

P−1
M (y) = {x ∈ X \M | y ∈ PMx}.

Имеет место следующий результат [1].

Предложение 3.1. В конечномерном пространстве X каждая граничная точ-
ка солнца является его точкой светимости.

В бесконечномерном случае это уже не так. В качестве примера рассмотрим
гильбертов кирпич

M :=
{
x ∈ �2

∣∣∣ |x(n)| � 1
n
, n ∈ N

}

в пространстве �2. Так как множество M выпукло и компактно, то оно является
строгим солнцем. Известно (см., например, [76, пример 1.9.1]), что граничную
точку 0 ∈ bdM нельзя (нестрого) отделить от M гиперплоскостью. Из этого
следует, что точка 0 не является точкой светимости множества M . Действи-
тельно, если бы 0 ∈ PMx для какого-то x /∈ M , то по теореме 2.1 опорный
конус K̊(0, x) не пересекался бы с M . Пространство �2 гладкое, поэтому опор-
ный конус— открытое полупространство, граница которого (нестрого) отделяет
точку 0 от M . Получили противоречие с предыдущим утверждением об отдели-
мости.

В связи с предложением 3.1 отметим, что для произвольного собственно-
го замкнутого подмножества существования M произвольного метрического
пространства имеет место достаточно очевидное равенство

cl{y ∈ bdM | P−1
M (y) �= ∅} = bdM,

т. е. множество его граничных точек с непустым метрическим прообразом всюду
плотно на границе bdM множества M .

4. Соотношения между классами связности.
Связность чебышёвских множеств

Рассмотрим следующие классы множеств M ⊂ X:

(F)—класс непустых замкнутых множеств;
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(E)—класс множеств существования;
(B̊)—класс B̊-связных множеств;
(B)—класс B-связных множеств;
(P )—класс P -связных множеств (PMx �= ∅ и связно для любого
M ∈ (P ));
(P0)—класс P0-связных множеств (PMx связно для любого M ∈ (P0)).

Имеет место следующий результат, установленный независимо Н. В. Неве-
сенко [72] и В. А. Кощеевым.

Теорема 4.1. В линейном нормированном пространстве X P -связное мно-
жество является B-связным, если выполняется хотя бы одно из следующих
условий :

а) PM полунепрерывна сверху;
б) PM полунепрерывна снизу.

Н. В. Невесенко [73] также приводит ряд других условий, гарантирующих
B-связность P -связного множества. Теорема 4.1 обобщает результат Л. П. Вла-
сова [43, теорема 4.1], согласно которому в линейном нормированном простран-
стве P -связное множество с полунепрерывной сверху метрической проекцией
B̊-связно.

Отметим также следующий результат (см. [91]), в котором условие на мно-
жество в теореме 4.1 ослабляется за счёт ограничения на пространство.

Теорема 4.2. В пространстве Ефимова—Стечкина замкнутое P0-связное
множество M B̊-связно, т. е. (P0) ⊂ (B̊).

Замечание 4.1. Теорема 4.2 восходит к одному результату Л. П. Власова
[41; 43, теорема 4.2], который рассматривал равномерно выпуклые простран-
ства и P -связные множества (заведомо являющиеся множествами существова-
ния) без упоминания о множествах единственности. Однако при доказательстве
теоремы Л. П. Власов не опирался на свойство существования элемента наи-
лучшего приближения. И. Г. Царьков распространил теорему 4.2 на P0-связные
множества и пространства Ефимова—Стечкина (см. также теорему 4.9 ниже).
На несимметрично нормированные равномерно выпуклые пространства (такие
пространства всегда метризуемы) теорема 4.2 частично обобщена П. А. Бороди-
ным [32]: в равномерно выпуклом несимметрично нормированном пространстве
P -связное множество B-связно. Е. Н. Сосов [83] перенёс теорему 4.1 на равно-
мерно выпуклые геодезические пространства.

В общем случае теорема 4.2 не имеет места: в произвольном банаховом про-
странстве чебышёвское множество не обязано быть связным; известный пример
Данхема несвязного чебышёвского множества в C[0, 1] показывает, что

(P ) �= (B) ∩ (E).

Множество M называется ε-компактным [43], если для любого x /∈ M
найдётся ε > 0, такое что Pε,Mx компактно; здесь

Pε,M :=M ∩B(x, ρ(x,M) + ε)
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(ε-проекция, или множество почти наилучших приближений). Отметим, что лю-
бое ε-компактное множество всегда аппроксимативно компактно, а ограниченно
компактное всегда ε-компактно.

Теорема 4.3. В пространстве Ефимова—Стечкина локально компактное,
P -компактное и P -связное множество ε-компактно, аппроксимативно компакт-
но, B-связно и обладает полунепрерывной сверху метрической проекцией.

В частном случае равномерно выпуклых пространств теорема 4.3 восходит
к Л. П. Власову [43, теорема 4.3]. Для доказательства теоремы 4.3 восполь-
зуемся тем, что если X ∈ (ES), то (P0) ∩ (F) ⊂ (B̊) (теорема 4.2). Далее мы
пользуемся тем, что всякое локально компактное, P -компактное и B̊-связное
множество M аппроксимативно компактно и ε-компактно и его метрическая
проекция полунепрерывна сверху [43, теорема 2.2]. Окончательно B-связность
обеспечивается теоремой 4.4.

Легко установить (см. [43, предложение 0.5]), что

(B) ⊂ (B̊).

Частичный ответ на обратный вопрос даётся следующей теоремой (см. [61,
теорема 8], а также теорему 4.1).

Теорема 4.4. В линейном нормированном пространстве аппроксимативно
компактное и B̊-связное множество B-связно, т. е.

(AC) ∩ (B̊) ⊂ (B).

Отметим следующие факты (см. [91]). В каждом бесконечномерном бана-
ховом пространстве существует P0-связное, но не P -связное замкнутое мно-
жество; в каждом сепарабельном бесконечномерном банаховом пространстве
существует B̊-связное, но не B-связное замкнутое множество.
Проблема 4. Верно ли, что в каждом бесконечномерном пространстве су-

ществует B̊-связное, но не B-связное замкнутое множество?
Проблема 5. Верно ли, что в произвольном пространстве (P ) ∩ (B̊) ⊂ (B)?
Рассмотрим класс множеств

(B̊l) = {M ⊂ X | для всех x ∈ X и всех r � 0 B̊(x, r) ∩M линейно связно}.

Ясно, что если M ∈ (B̊l), то M линейно связно.
Отметим следующий общий результат (см. [91, лемма 1].
Пусть X —банахово пространство. Тогда

(B̊l) ∩ (F) = (B̊) ∩ (F). (4.1)

Таким образом, в банаховом пространстве каждое замкнутое B̊-связное мно-
жество линейно связно. Для незамкнутых множеств это неверно даже в X = R2

(соответствующий пример построен Е. В. Щепиным, см. [91, с. 178]).
Остановимся на вопросе о связности чебышёвских множеств. Исследование

связности чебышёвских множеств началось в 1960-х гг. с работ Д. Вулберта
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[238, 239], Й. Блаттера, Д. Вулберта, П. Морриса [122] и Л. П. Власова [41]
и было продолжено в [8, 11, 32, 43, 56, 65, 91, 95, 136, 139, 140, 164, 195, 196, 212]
и др.

При исследовании связности чебышёвских множеств Д. Вулберт [238, 239]
ввёл понятие ограниченно связного множества (в нашей терминологии—
B̊-связного множества) и установил [239], что в произвольном банаховом
пространстве чебышёвское множество с непрерывной метрической проекци-
ей является B̊-связным (ср. с теоремой 4.1). Это утверждение было развито
в [122, теорема 14], где установлено, что P -компактное множество существова-
ния с H-непрерывной метрической проекцией в линейном нормированном про-
странстве B̊-связно и P -связно. B. Поллул [216, с. 56, теорема 2] усилил этот
результат, показав, что в линейном нормированном пространстве множество су-
ществования M с непрерывной (т. е. одновременно полунепрерывной сверху
и снизу) метрической проекцией B̊-связно и P -связно (в случае аппроксима-
тивной компактности такое M B-связно (теорема 4.4)). В дальнейшем условие
непрерывности PM было несколько ослаблено Б. Брозовским и Ф. Дойчем [139]
(см. теорему 4.5 ниже).

Пусть M ⊂ X и x0 ∈ X. Напомним, что метрическая проекция PM

ORU-непрерывна (от англ. «Outer Radially Upper continuous») в точке x0 (см.
[137, 139]), если для любого y0 ∈ PMx0 и любого открытого W ⊃ PMx0

найдётся окрестность U точки x0, такая что PMx ⊂ W при любом
x ∈ U ∩ {y0 + λ(x0 − y0) | λ � 1}. Ясно, что полунепрерывность сверху вле-
чёт ORU-непрерывность.

Метрическая проекция PM IRL-непрерывна (от англ. «Inner Radially Lower
continuous») в точке x0, если для любого y0 ∈ PMx0 и любого открыто-
го W , такого что W ∩ PMx0 �= ∅, найдётся окрестность U точки x0, такая
что PMx∩W �= ∅ при любом x ∈ U ∩{y0 +λ(x0 − y0) | 0 � λ � 1}. Ясно, что из
полунепрерывности снизу вытекает IRL-непрерывность. Отметим, что если M
выпукло или является чебышёвским множеством, то метрическая проекция PM

IRL-непрерывна [139, следствие 3.4].
Следующий результат содержится в [139].

Теорема 4.5. Пусть M —множество существования, для которого метриче-
ская проекция IRL- и ORU-непрерывна. Тогда M B̊-связно и P -связно.

Метрическая проекция на чебышёвское солнце IRL- и ORU-непрерыв-
на [139]. Как следствие, имеет место следующее утверждение, в котором первое
утверждение установлено Б. Брозовским и Ф. Дойчем [139, следствие 5.3], а
второе вытекает из первого с учётом теоремы 4.4.

Теорема 4.6. Чебышёвское солнце B̊-связно. Аппроксимативно компактное
чебышёвское солнце B-связно.

Отметим следующий результат (см. [239, теорема 3]).

Теорема 4.7. Для локально компактного чебышёвского множества в бана-
ховом пространстве следующие свойства эквивалентны:
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1) метрическая проекция PM непрерывна ;
2) M B̊-связно ;
3) M — солнце.

Отметим следующие две теоремы И. Г. Царькова о связности чебышёвских и
P0-связных множеств [91,94]. В частности, из теоремы 4.9 и (4.1) следует, что
в пространстве Ефимова—Стечкина всякое чебышёвское множество линейно
связно [91].

Теорема 4.8. Всякое локально компактное множество единственности
(в частности, локально компактное чебышёвское множество) в гладком про-
странстве Ефимова—Стечкина выпукло.

Теорема 4.9. Имеют место следующие утверждения:

X ∈ (ES) =⇒ (P0) ∩ (F) ⊂ (B̊);
X ∈ (LUR) ∩ (Rf) [= (ES) ∩ (R)] =⇒ (P0) ⊂ (B);

X ∈ (CLUR) =⇒ (P0) ∩ (B̊) ∩ (F) = (B) ∩ (F);
X ∈ (Rf) ∩ (CLUR) =⇒ (P0) ∩ (F) = (B) ∩ (F).

Из отрицательных результатов отметим следующие. Если X /∈ (Rf), то

(P0) ∩ F �⊂ (B̊);
(P0) ∩ F �= (B) ∩ (F).

Для доказательства первого утверждения достаточно рассмотреть пример 3.1
(дополнение к антипроксиминальной гиперполосе). Второе утверждение уста-
новлено в [91].

Ч. Данхем [164] построил пример несвязного чебышёвского множества
в C[0, 1] (множество в примере Данхема локально компактно, но не аппрокси-
мативно компактно и не является солнцем). B. Кли [195,196] построил пример
дискретного чебышёвского множества в пространстве l1(n), где n—бесконеч-
ный регулярный кардинал, такой что nℵ0 = n (множество в примере Кли так-
же не является солнцем: солнце не может иметь собственных изолированных
точек). Пример дискретного чебышёвского множества в сепарабельном метри-
ческом пространстве построен C. Пападопулу [212]. Стоит также отметить, что
известный пример Джонсона невыпуклого ограниченного чебышёвского мно-
жества в предгильбертовом пространстве l20 (см. [21, § 2; 158; 188]) может
быть видоизменён таким образом, что полученное чебышёвское множество бу-
дет «несвязной пеной» [190,191].

Среди нерешённых проблем в этой области выделим следующие.

Проблема 6. Охарактеризовать пространства, в которых каждое чебышёв-
ское множество связно.

Проблема 7. Охарактеризовать пространства, в которых чебышёвское мно-
жество с непрерывной метрической проекцией является солнцем. (В частности,
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в каких пространствах аппроксимативно компактное чебышёвское множество
является солнцем?)

Положительные результаты в этом направлении содержатся в [127, 138].
К примеру, в C(Q) чебышёвское множество с непрерывной метрической про-
екцией (в частности, аппроксимативно компактное) является солнцем [127].
О чебышёвских множествах в пространствах непрерывных функций см. так-
же [3,110,127,163].

В связи с проблемой 7 отметим следующий результат Л. П. Власова [41]
(см. также [55]): в банаховом пространстве локально компактное чебышёвское
множество с непрерывной метрической проекцией является солнцем.

5. Ацикличность и клеточноподобность

В данном вспомогательном разделе мы напоминаем некоторые понятия из
геометрической топологии и, в частности, приводим понятие ацикличности и
клеточноподобности. Ацикличность возникает здесь в связи со следующей пря-
мой теоремой геометрической теории приближений [43]: в банаховом простран-
стве P -ацикличное ограниченно компактное множество является солнцем.

Ответ на обратный вопрос в общем случае не известен (см. раздел 8). Гипо-
теза состоит в том, что ацикличность (P -ацикличность) здесь «по делу»; иными
словами, ацикличность является свойством, присущим всем солнцам в конечно-
мерных пространствах (это так в двумерных пространствах, пространстве �∞(n)
и, конечно, в гладких пространствах).

Теория гомологий (когомологий) связывает с каждым топологическим про-
странством X последовательность абелевых групп Hk(X), k = 0, 1, 2, . . . (груп-
пы гомологий), и Hk(X), k = 0, 1, 2, . . . (группы когомологий), которые яв-
ляются гомотопическими инвариантами пространства: если два пространства
гомотопически эквивалентны, то и соответствующие группы гомологий изо-
морфны. Группы (ко)гомологий можно конструировать различными способами
(есть, например, конструкция с использованием нервов покрытий, предложен-
ная П. С. Александровым и обобщённая Э. Чехом, конструкция Л. Вьеториса,
основанная на понятии истинных циклов, конструкция, основанная на понятии
сингулярных цепей).

Пусть A—произвольная нетривиальная абелева группа. Метризуемое про-
странство называется ацикличным, если его группа чеховских когомологий
с коэффициентами из A тривиальна. Таким образом, определение ацикличности
зависит от выбранной группы коэффициентов. Здесь отметим, что гомологии
(Александрова—)Чеха не образуют теории гомологий, не удовлетворяя аксио-
ме точности, а когомологии Чеха образуют теорию гомологий топологических
пространств. Подробное изложение теории (ко)гомологий компактов, топологи-
ческих и равномерных пространств можно найти в [71].
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В случае если гомология (когомология) имеет компактный носитель (т. е.
удовлетворяет аксиоме компактных носителей) и коэффициенты группы гомо-
логий (когомологий) лежат в поле, понятия гомологической и когомологической
ацикличности совпадают [204]. Однако в случае произвольной абелевой груп-
пы коэффициентов понятия гомологической и когомологической ацикличности
могут быть различны (см., например, [167]).

Ниже, если не оговорено противное, ацикличность будет пониматься отно-
сительно чеховских когомологий с коэффициентами в произвольной абелевой
группе.

Непустое компактное пространство называется Rδ-множеством (см., на-
пример, [179, (2.11)]), если оно гомеоморфно пересечению счётной убываю-
щей последовательности абсолютных компактных ретрактов (или стягиваемых
компактов [179, теорема 2.13]). Rδ-множества естественно возникают как про-
странства решений задачи Коши для неавтономных и автономных дифференци-
альных уравнений и включений [112,161,178]. Результаты такого типа восходят
к Н. Ароншайну.

Компакт Y называется клеточноподобным (или имеющим шейп точки), ес-
ли существуют абсолютный окрестностный ретракт Z и вложение i : Y → Z,
такое что образ i(Y ) стягиваем в любой своей окрестности U ⊂ Z (см.
[179, (82.4)]); само клеточноподобное множество при этом не обязано быть
стягиваемым. Топологическое пространство X стягиваемо (в точку), если
тождественное отображение этого пространства в себя гомотопно отображе-
нию в точку. Из известной характеризации Д. Химана Rδ-множеств непосред-
ственно следует, что Rδ-множество всегда клеточноподобно [186, с. 50; 199,
§ 4.2]. Поскольку всякое отображение компакта точечного шейпа в абсолютном
окрестностном ретракте гомотопически тривиально, то компакт шейпа точки
(клеточноподобный) стягивается во всякой своей окрестности в любом объем-
лющем ANR. Как следствие, классы Rδ-множеств и клеточноподобных (шейпа
точки) компактов совпадают.

Отметим, что клеточноподобность влечёт ацикличность (относительно лю-
бой непрерывной теории (ко)гомологий) [199, с. 854], при этом имеются приме-
ры ацикличных, но не клеточноподобных множеств, а также клеточноподобных,
но не линейно связных множеств (синусоида топологов).

6. Выборки из метрической проекции
и солнечность. Ретракция

Хорошо известно, что оператор наилучшего приближения обладает недоста-
точной устойчивостью даже в случае чебышёвских подпространств, не говоря
о нелинейных множествах. К примеру, в классическом случае приближения
многочленами в Pn в C[0, 1] оператор метрической проекции не является равно-
мерно непрерывным на единичном шаре. Более того, давно известны примеры
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чебышёвских подпространств с разрывной метрической проекцией (см., напри-
мер, [17, 75, 142]); в невырожденных случаях метрическая проекция на множе-
ство дробно-рациональных функций в C[0, 1] всегда имеет точки разрыва. Для
исправления этой ситуации был предложен способ повышения устойчивости
приближения за счёт постановки в соответствие подходящим образом прибли-
жаемому элементу одного из его почти наилучших приближений. Так появилось
понятие ε-выборки (ε-селекции).

Вопросами существования непрерывной ε-выборки и устойчивости оператора
почти наилучшего приближения для классических объектов теории приближе-
ний занимались Д. Вулберт, О. А. Лисковец, В. И. Бердышев, С. В. Конягин,
А. В. Маринов, И. Г. Царьков, П. В. Альбрехт, К. С. Рютин, Е. Д. Лившиц
и др. Стоит подчеркнуть, что задача устойчивости оператора почти наилучшего
приближения возникает не только в самой теории приближений и численных
методах, но и в некорректных задачах, оптимальном управлении, математиче-
ском программировании и устойчивости решений общих экстремальных задач.
Обзор современного состояния в этой области дан в недавней работе Д. Репов-
ша и П. В. Семёнова [218].

Пусть F : D → 2X . Отображение ϕ : D → 2X называется селекцией (выбор-
кой) F , если ϕx ⊂ Fx для любого x ∈ D и если Fx �= ∅, то ϕx �= ∅.

Мы будем рассматривать как однозначные, так и многозначные выборки.
Приводимые ниже теоремы 6.1—6.4 получены И. Г. Царьковым [95].

Теорема 6.1. В банаховом пространстве множество с полунепрерывной сни-
зу выборкой из метрической проекции P0-связно.

Теорема 6.2. В линейном нормированном пространстве P -связное множе-
ство существования с полунепрерывной снизу выборкой из метрической проек-
ции B-связно.

Теорема 6.3. Пусть X —конечномерное банахово пространство, M ⊂ X —
множество существования с полунепрерывной снизу метрической проекцией.
Тогда M B-ациклично.

Теорема 6.4. В банаховом пространстве множество существования с полу-
непрерывной снизу выборкой из метрической проекции B-связно.

Пусть ε > 0, M ⊂ X. Отображение ϕ : X →M называют мультипликатив-
ной (аддитивной) ε-выборкой, если для всех x ∈ X имеет место неравенство

‖x− ϕ(x)‖ � (1 + ε)ρ(x,M) (соответственно ‖x− ϕ(x)‖ � ρ(x,M) + ε).

Из классической теоремы Майкла о селекции следует, что для всех ε > 0
существует непрерывная мультипликативная (аддитивная) ε-выборка на любое
выпуклое замкнутое подмножество линейного нормированного пространства.

Для M ⊂ X и произвольного δ > 0 положим

P̊ δ
Mx := {y ∈M | ‖x− y‖ < ρ(x,M) + δ}.

По определению подмножество A ⊂ X называется ретрактом множества X,
если существует непрерывное отображение r : X → A, называемое ретракцией,
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такое что r|A = 1|A, т. е. тождественное отображение 1A допускает непрерыв-
ное продолжение на всё пространство X. Хорошо известно, что в конечномер-
ном пространстве граница шара не является ретрактом шара. Однако в любом
бесконечномерном пространстве сфера является липшицевым ретрактом шара
[117, следствие 3.5].

Отметим следующий общий результат (см. [102]), в котором даётся харак-
теризация замкнутых множеств в банаховых пространствах, для которых для
любого ε > 0 найдётся непрерывная ε-выборка.

Теорема 6.5. Пусть X —банахово пространство, M ⊂ X непусто и замкну-
то. Тогда следующие условия равносильны:

а) P̊ δ
Mx является ретрактом шара для любых x ∈ X и δ > 0;

б) P̊ δ
Mx стягиваемо по себе в точку для любых x ∈ X и δ > 0;

в) M B̊-бесконечно связно ;
г) M B̊-стягиваемо ;
д) для любого ε > 0 существует непрерывная аддитивная ε-выборка на M ;
е) для любой положительной полунепрерывной снизу функции

ψ : X → (0,+∞), ψ(x) > ρ(x,M) (x ∈ X), существует такое отображе-
ние ϕ ∈ C(X,M), что ‖ϕ(x) − x‖ < ψ(x) для всех x ∈ X;

ж) для любой полунепрерывной снизу функции θ : X → (1,+∞) существует
такое отображение ϕ ∈ C(X,M), что ‖ϕ(x) − x‖ � θ(x)ρ(x,M) для всех
x ∈ X.

Отсюда видно, что непрерывность ε-выборки для всех ε > 0 влечёт очень
жёсткое структурное ограничение на множество.

Из доказательства теоремы 6.5 вытекает следующий аналог известного
утверждения о том, что B-связное множество является B̊-связным (см., на-
пример, [43, утверждение 0.5]).

Теорема 6.6. B-стягиваемое множество является B̊-стягиваемым.

Было бы интересно получить обратный результат к теореме 6.6 (по типу
теоремы 4.4, утверждающей, что (AC) ∩ (B̊) ⊂ (B)).
Замечание 6.1. С. В. Конягин [58] установил, что в случае, когда мно-

жество представляет собой дробно-рациональные функции Rn,m в C[0, 1] или
их обобщения RV,W в C(Q) (где Q— связный хаусдорфов компакт, V , W —
подпространства в C(Q), причём для некоторого w ∈ W выполнено w(t) �= 0
для любого t ∈ Q), то непрерывная ε-выборка существует для всех ε > 0
(хотя метрическая проекция на Rm,n всегда имеет точки разрыва, за исклю-
чением вырожденных случаев; см. также [81; 217, § 6.4; 239]). Отсюда и из
теоремы 6.5 вытекает B̊-стягиваемость множеств Rm,n и RV,W соответствен-
но в C[0, 1] и C(Q) (Q— связный компакт, V , W —подпространства). Более
ранний результат Д. Вулберта [238, 239] утверждает меньше: множество Rm,n

является B̊-связным (а значит, B̊-линейно связным). Отметим, что фактически
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Д. Вулберт [239] установил B-связность Rm,n, при этом его рассуждения пере-
носятся на случай RV,W с произвольными выпуклыми V , W . Соответственно,
мы утверждаем, что RV,W B-линейно связно и, более того, монотонно линейно
связно (а значит, и B-монотонно линейно связно, см. [12, § 3]). Как следствие,
отсюда и из теоремы 6.5 вытекает, что множество RV,W является B-стягивае-
мым, а в случае замкнутости B-ретрактом (последнее означает, что пересечение
RV,W с любым замкнутым шаром пусто или является ретрактом шара).

Стоит также отметить, что множество Rm,n дробно-рациональных функций
не является ограниченно слабо компактным множеством в C[0, 1] (см., напри-
мер, [126, с. 26]).

Отображение F : M → 2x называется H-полунепрерывным сверху (или по-
лунепрерывным сверху по Хаусдорфу), если для любого x ∈ M Fx �= ∅ и
для любого ε > 0 найдётся δ > 0, такое что d(Fx, Fy) < ε для любого
y ∈ B(x, δ) ∩M ; здесь и далее d(A,B) = sup ρz∈B(z,A) (одностороннее рас-
стояние между множествами).

Следующее утверждение (см. [96, теорема 1]) обобщает один результат
Л. П. Власова [43, теорема 4.16], рассматривавшего в данной ситуации P -ком-
пактные P -выпуклые множества.

Теорема 6.7. Пусть X —банахово пространство и M — P -ацикличное мно-
жество с H-полунепрерывной сверху метрической проекцией. Тогда M почти
выпукло (является δ- и γ-солнцем).

Отсюда и из теоремы 6.5 вытекает (см. [96]), что если в банаховом простран-
стве X дано аппроксимативно компактное множество M , обладающее непре-
рывной аддитивной ε-выборкой при любом ε > 0, то M P -ациклично и почти
выпукло. Если вдобавок X ∈ (SS) (сильно гладко в смысле Л. П. Власова [39];
см. определение на с. 27) или X∗ строго выпукло, то M выпукло.

Отметим одно следствие из теоремы 6.7. Пусть n ∈ N, m ∈ Z+, p ∈ R,
1 < p < ∞. Тогда в Lp найдётся элемент x, для которого множество бли-
жайших элементов во множестве рациональных дробей Rm,n компактно и не
ациклично [96].

Теоремы 6.8—6.10 и их следствия установлены И. Г. Царьковым [97, 100].
Отметим, что здесь рассматриваются многозначные ε-выборки.

Теорема 6.8. Пусть M —аппроксимативно компактное подмножество бана-
хова пространства X, обладающее для любого ε > 0 полунепрерывной сверху
ацикличной аддитивной ε-выборкой из метрической проекции на себя относи-
тельно некоторого всюду плотного выпуклого подмножества пространства X.
Тогда множество M является P -ацикличным.

Теорема 6.9. Пусть банахово пространство X таково, что X ∈ (SS) или
X∗ ∈ (R), и пусть M ⊂ X аппроксимативно компактно и невыпукло. Тогда для
любого выпуклого подмножества L ⊂ X, всюду плотного в X, найдётся точка
x ∈ L, такая что множество PMx не ациклично.
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Следствие 6.1. Пусть банахово пространство X таково, что X ∈ (SS) или
X∗ ∈ (R), и пусть M —аппроксимативно компактное P -ацикличное подмноже-
ство X. Тогда M выпукло.

Следствие 6.2. Пусть H — гильбертово пространство, множество M ⊂ H
аппроксимативно компактно и невыпукло. Тогда для любого выпуклого подмно-
жества L ⊂ H, всюду плотного в H, найдётся точка x ∈ L, такая что множество
PMx не ациклично (причём в случае dimH = ∞ таких точек бесконечно мно-
го).

Отметим применение теорем 6.8, 6.9 в теории обучения при построении
оценщика [68].

В [97] с помощью теоремы 6.9 и вариационного принципа показана неедин-
ственность ненулевых решений в классе W̊ 1

2 (Ω) в задаче Дирихле{
Δu = γu+ F (x, u) + ϕ(x),
u = 0 на bdΩ

для некоторой бесконечно дифференцируемой функции ϕ, носитель которой
лежит в ограниченной замкнутой области Ω ⊂ Rn (см. также [128,168,221]).

Теорема 6.10. Пусть X —банахово пространство, M ⊂ X, x ∈ AC(M) \M .
Предположим, что найдётся окрестность Or(x), для которой существует полу-
непрерывная сверху ацикличная ε-выборка ϕε : Or(x) → 2M при любом ε > 0.
Тогда x— точка δ-солнечности для M . При этом если X ∈ (R), то PMx состоит
из одной точки.

Из теоремы 6.10 вытекает, что если X ∈ (B) ∩ (SS) или X∗ ∈ (R), M —
аппроксимативно компактное подмножество X, обладающее для любого ε > 0
полунепрерывной сверху ацикличной аддитивной ε-выборкой на X \M , то M
выпукло. Также из теоремы 6.10 вытекает, что если X ∈ (R), M —аппрок-
симативно компактное подмножество X, обладающее для любого ε > 0 полу-
непрерывной сверху ацикличной аддитивной ε-выборкой, то M —чебышёвское
множество. В [100] также доказывается, что если для X ∈ (R) последнее усло-
вие выполнено на некотором множестве N , таком что X \ M ⊂ N̄ , то M —
чебышёвское множество.

Следствие 6.3. Пусть X ∈ (R), M ⊂ X —аппроксимативно компактное под-
множество, обладающее полунепрерывной сверху ацикличной ε-выборкой на
окрестности O(x) для любого ε > 0. Тогда метрическая проекция PMy одно-
точечна для всех y ∈ O(x).

Следствие 6.4. Пусть X ∈ (R), M ⊂ X —аппроксимативно компактное под-
множество, обладающее полунепрерывной сверху ацикличной ε-выборкой на
множестве X \M при всех ε > 0. Тогда M —чебышёвское множество.

Отображение f : N → X называют ε-сдвигом, если ‖f(x) − x‖ � ε для всех
x ∈ N . Теоремы 6.11, 6.12 содержатся в [100].
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Теорема 6.11. Пусть X —банахово пространство, M ⊂ X, x ∈ AC(M) \M ,
O(x) ⊂ X —некоторая окрестность точки x и для любого ε > 0 существует мно-
жество Nε ⊂ X и непрерывный ε-сдвиг fε : O(x) → Nε. Дополнительно пусть
на множестве Nε существует полунепрерывная сверху ацикличная ε-выборка
ψε : Nε → M . Тогда x— точка δ-солнечности, и если дополнительно X ∈ (R),
то PMx состоит из одной точки.

Теорема 6.12. Пусть X —банахово пространство, M ⊂ X, x ∈ AC(M) \M ,
O(x) ⊂ X —некоторая окрестность точки x и для любого ε > 0 существует
выпуклое множество Kε ⊂ X, d

(
Kε,O(x)

)
< ε, на котором существует по-

лунепрерывная сверху ацикличная ε-выборка ψε : Kε → M . Тогда x— точка
δ-солнечности, и если дополнительно X ∈ (R), то PMx состоит из одной точки.

Следствие 6.5. Пусть X ∈ (R), M ⊂ X —аппроксимативно компактное под-
множество, обладающее для всех ε > 0 полунепрерывной сверху ацикличной
ε-выборкой на некотором выпуклом множестве N , таком что X \M ⊂ N̄ . Тогда
M —чебышёвское множество.

Замечание 6.2. Доказательство теорем 6.10—6.12 опирается на извест-
ную теорему Эйленберга—Монтгомери о неподвижной точке (см., например,
[179, следствие (32.12)]) и теорему Вьеториса—Бегла об отображении. При этом
ацикличность понимается в смысле групп гомологий (Александрова—)Чеха
с коэффициентами в поле (в работе Эйленберга—Монтгомери ацикличность
понимается в смысле циклов Вьеториса и групп гомологий над полем ко-
эффициентов). Однако гомологии Чеха изоморфны гомологиям Вьеториса на
категории компактных метризуемых пространств, а понятия гомологической и
когомологической ацикличности совпадают, если коэффициенты группы гомо-
логий (когомологий) лежат в поле и носитель компактен.

В связи с широким вопросом о выборках из метрической проекции стоит
также упомянуть ряд исследований по солнечным выборкам из метрической
проекции [152, § 6.7.2; 184; 213].

Перейдём теперь к ретракциям. Хорошо известно, что ретракции являются
важным инструментом в теоремах о неподвижных точках. К примеру, теоре-
ма Брауэра о неподвижной точке эквивалентна утверждению об отсутствии
непрерывной ретракции конечномерного шара на его границу. Рассмотрим при-
менения ретракции в теории приближений.

Начнём со следующего достаточно ясного результата. Пусть M —чебышёв-
ское множество с непрерывной метрической проекцией в линейном нормиро-
ванном пространстве X и M ∩ B(x, r) �= ∅ при некоторых x ∈ X, r > 0.
Тогда

B(x, r) ∩M есть ретракт шара B(x, r). (6.1)

Требуемая ретракция устроена просто: для z ∈ B(x, r) мы гомотетично сду-
ваем шар B(x, r) относительно центра гомотетии z до тех пор, пока не полу-
чим шара Bz, касающегося M . Тогда Bz ∩M — это точка ϕ(z). Отображение
ϕ : → B(x, r) ∩M является требуемой ретракцией.
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Имеет место следующий результат (см. [90,144]).

Лемма 6.1. Пусть X —конечномерное линейное нормированное простран-
ство и M ⊂ X. Если M ограничено, замкнуто, невыпукло и X \M связно, то
существуют открытое полупространство H и множество Σ ⊂ H ∩M , такие что

1) Σ является относительной границей некоторого выпуклого множества и,
следовательно, Σ гомеоморфно конечномерной сфере ;

2) Σ является ретрактом H ∩M .

Вышеприведённый результат о существовании ретракции шара на его пере-
сечение с чебышёвским множеством и лемма 6.1 были использованы И. Г. Царь-
ковым [90] (см. также [144]) для доказательства того, что в конечномерном
пространстве со свойством extS∗ = S∗ всякое ограниченное чебышёвское мно-
жество выпукло. Действительно, предположим, что extS∗ = S∗ и что суще-
ствует невыпуклое ограниченное чебышёвское множество M . Пусть H и Σ
выбраны как в лемме 6.1 (это возможно, поскольку дополнение к ограничен-
ному чебышёвскому множеству в конечномерном пространстве связно). Полу-
пространство H определяется посредством некоторого функционала f ∈ S∗.
Слегка изменяя H, мы не меняем ситуацию, так что мы можем предположить,
что f ∈ expS∗. Тогда если гиперплоскость bdH является опорной к некото-
рому шару, то касание происходит по гладкой точке. Согласно (2.1) можно
выбрать замкнутый шар BR достаточно большого радиуса таким образом, что
Σ ⊂ (BR ∩M) ⊂ (H ∩M). Тогда Σ является ретрактом BR ∩M , а множество
BR ∩ M —ретрактом BR, но это невозможно, так как сфера не может быть
ретрактом шара.

А. Л. Браун [144, теорема 1.6.1] получил обобщение (6.1) на множества
более общего вида, чем чебышёвские. Важное следствие из теоремы 6.13 даётся
ниже (теорема 6.16).

Теорема 6.13. Пусть M —множество существования в линейном нормиро-
ванном пространстве X. Предположим, что метрическая проекция PM полуне-
прерывна сверху. Тогда если M ∩ B(x, r) �= ∅ при некоторых x ∈ X, r > 0, то
существует полунепрерывная сверху многозначная ретракция Φ шара B(x, r) на
M ∩ B(x, r), такая что для каждого z ∈ B(x, r) выполнено Φ(z) = PMz′ при
некотором z′ ∈ B(x, r).

Также отметим следующий результат, полученный А. Л. Брауном (см. [147]).

Теорема 6.14. Пусть Xn —конечномерное линейное нормированное про-
странство, L ⊂ X —подпространство и M ⊂ L— замкнутое подмножество.
Предположим, что PMx ациклично при всех x, для которых B̊(x, ρ(x,M)) ∩
∩ L �= ∅. Тогда M P -ациклично.

Вышеприведённая теорема была использована А. Л. Брауном [147] для до-
казательства того, что солнце, лежащее в двумерном подпространстве конеч-
номерного пространства Xn, является P -ацикличным (B-ацикличным), причём
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приведённое в [147] доказательство этого результата весьма нетривиально. Од-
нако этот результат А. Л. Брауна можно доказать гораздо проще, если восполь-
зоваться тем, что все солнца в двумерном пространстве монотонно линейно
связны [10] (и, как следствие, P - и B-ацикличны), и следующим несколько
неожиданным результатом из [5].

Вначале дадим одно определение. Для подпространства H ⊂ X и точки
θ ∈ B̊ := B̊(0, 1) мы полагаем:

|·|θ —несимметричная норма на X, задаваемая функционалом Минковско-
го тела B̊ − θ относительно точки 0;
|·|H,θ —несимметричная норма на H, индуцированная несимметричной
нормой |·|θ.

Напомним, что несимметричной нормой на X называется неотрицательный
сублинейный функционал ‖·‖, такой что для всех x, y ∈ X

1) ‖x‖ = 0 тогда и только тогда, когда x = 0;
2) ‖αx‖ = α‖x‖ для всех α � 0;
3) ‖x+ y‖ � ‖x‖ + ‖y‖.

В общем случае ‖x‖ �= ‖−x‖. Отметим, что функция ‖x‖sym = max{‖x‖, ‖−x‖},
x ∈ X, является нормой. Наиболее полный обзор общей теории несимметрично
нормированных пространств дан в монографии [156], охватывающей результа-
ты, полученные до 2013 г.

Теорема 6.15 [5]. Пусть M является чебышёвским множеством, солнцем
или строгим солнцем в пространстве (X, ‖·‖). Тогда

1) множество M обладает аналогичным свойством в пространстве (X, |·|θ)
для любого θ ∈ B̊;

2) если (H, |·|H,θ)—аффинное подпространство в X иM ⊂ H, тоM обладает
аналогичным свойством в пространстве (H, |·|H,θ) для любого θ ∈ B̊.

Аналогичный результат верен также для α-солнц и полусолнц.
В пункте 2) теоремы 6.15 существенным является условие M ⊂ H. Легко

построить примеры, показывающие, что пересечение M ∩ H, где M —чебы-
шёвское множество в X, M �⊂ H, не обязано быть чебышёвским множеством
в H.

Следствием из теоремы 6.13 является следующий результат (см. [144, след-
ствие 1.6.2]).

Теорема 6.16. Если ограниченно компактное подмножество линейного нор-
мированного пространства P -ациклично, то оно B-ациклично.

Замечание 6.3. Теорема 6.16 может быть сформулирована в чуть более
сильном виде: если M является P -ацикличным аппроксимативно компактным
подмножеством банахова пространства и если пересечение M с некоторым ша-
ром B компактно, то M ∩B ациклично.
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Замечание 6.4. Ограничения типа компактности в теореме 6.16 и замеча-
нии 6.3 существенны. Известный пример Данхема несвязного чебышёвского
множества в C[0, 1] (множество в примере Данхема локально компактно, не
является солнцем и не аппроксимативно компактно) показывает, что P -стяги-
ваемость (в нашем случае чебышёвость) не влечёт B-стягиваемости (и даже
связности).

7. Связность солнц

Известно, что в гладких пространствах (и только в них) всякое солнце (стро-
гое солнце) выпукло (см., например, [55; 229, § 5.3]). Поэтому вопрос о связ-
ности солнц и строгих солнц является содержательным только в негладких
пространствах.

7.1. Связность солнц в конечномерных пространствах

Изучение B-связности солнц в произвольных пространствах было, что есте-
ственно, начато в случае dimX = 2. В отличие от случая пространств большей
размерности, двумерный случай достаточно геометрически нагляден: если M —
солнце в двумерном X2 и x /∈M , то PMx— это точка, отрезок или объединение
двух отрезков с концами в одной точке [118] (т. е. в двумерном случае солнца
P - и B-стягиваемы).

Х. Беренс и Л. Хетцельт [118,120] для произвольного солнцаM в двумерном
линейном нормированном пространстве X2 установили его метрическую выпук-
лость относительно радоново трансформированной нормы ‖·‖# (понятие радоно-
во трансформированной нормы введено П. Грубером [181], см. также [10,118]).
Для понимания сути отметим, что для замкнутого множества на нормированной
плоскости его ‖·‖#-выпуклость эквивалентна его монотонной линейной связно-
сти и эквивалентна его |·|-выпуклости относительно ассоциированной по Брауну
нормы |·|, см. (8.4)). В рассматриваемом случае это условие эквивалентно тому,
что PMx непусто и стягиваемо для любого x /∈M . Отсюда согласно известным
общетопологическим утверждениям вытекают P - и B-стягиваемость (и, следо-
вательно, P - и B-клеточноподобность и P - и B-ацикличность произвольного
солнца в X2). Напомним, что стягиваемость всегда влечёт клеточноподобность,
которая, в свою очередь, для компактных множеств влечёт ацикличность (отно-
сительно любой непрерывной теории (ко)гомологий) [183, § c-5]. Для плоских
компактов клеточноподобность совпадает с ацикличностью.

Заметим, что ввиду теоремы 6.15 аналогичный результат верен в произ-
вольном линейном нормированном пространстве X для произвольного солнца,
содержащегося в двумерном подпространстве пространства X.

В конечномерном случае первый общий результат о связности солнц был
получен В. А. Кощеевым [61, теорема 6] в 1975 г.
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Теорема 7.1. В конечномерном линейном нормированном пространстве вся-
кое солнце связно.

Пытаясь решить задачу о B-связности солнц в многомерном случае, Х. Бе-
ренс и Л. Хетцельт предъявили первый нетривиальный пример пространства
размерности не меньше 3, в котором всякое солнце B-связно (и даже B-стя-
гиваемо, как следует из теоремы 8.1). Именно, они установили [119] �1-связ-
ность произвольного солнца в �∞(n), что влечёт (см. [14]) его монотонную
линейную связность, P - и B-клеточноподобность (и поэтому P - и B-ацик-
личность [14]). В дальнейшем вопрос о B-связности и B-ацикличности солнц
изучался в [7—10,145,146,148].

Наилучший общий результат о связности солнц в произвольном конечномер-
ном пространстве принадлежит А. Л. Брауну [146, теорема 3].

Теорема 7.2. Если M — солнце в конечномерном линейном нормированном
пространстве X, то оно линейно связно и локально линейно связно. Более того,
существуют положительные константы L и α, зависящие только от X, такие
что для любых различных точек x, y ∈ M найдётся путь s : [0, 1] → M , соеди-
няющий x и y, такой что

‖s(ξ) − s(η)‖ � L‖x− y‖ · |ξ − η|α

для всех ξ, η ∈ [0, 1].

С учётом предложения 6.15 из теоремы 7.2 вытекает следующий результат
для солнц, содержащихся в конечномерном подпространстве линейного норми-
рованного пространства.

Следствие 7.1. Пусть X —линейное нормированное пространство, M —
солнце в X, содержащееся в конечномерном подпространстве. Тогда M ли-
нейно связно и локально линейно связно.

Существенно более сильные результаты о связности солнц удаётся получить
в так называемых (BM)-пространствах, введённых А. Л. Брауном [145]. В та-
ких пространствах оказываются верными многие результаты, установленные для
солнц в пространстве �∞(n) (подробнее об этом см. в разделе 8.4).

Проблема 8. Неизвестно, является ли произвольное строгое солнце в про-
извольном конечномерном Xn, n � 3, P -ацикличным, P -клеточноподобным
или P -стягиваемым. Ответ неизвестен даже для случая полиэдральных Xn

(за исключением пространства �∞(n) и, более общо, (BM)-пространств; см.
раздел 8.3).

7.2. Связность солнц в бесконечномерном случае

Для пространств бесконечной размерности оказалось, что проблема связно-
сти чебышёвских множеств отлична от проблемы связности солнц. В извест-
ных примерах несвязных чебышёвских множеств (см. [164, 195]) построенные
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множества не являются солнцами. Единственный пример несвязного солнца по-
строен В. А. Кощеевым [64, 198], при этом построенное несвязное солнце не
является чебышёвским множеством.

Укажем, что известно о связности солнц в бесконечномерных линейных нор-
мированных пространствах. Следующий результат принадлежат В. А. Кощееву
[63, теорема 1].

Теорема 7.3. Ограниченно компактное солнце в линейном нормированном
пространстве не имеет собственных ограниченных связных компонент. Как
следствие, компактное солнце в произвольном линейном нормированном про-
странстве связно.

Проблема 9. Верно ли, что ограниченно компактное солнце в бесконечно-
мерном линейном нормированном пространстве связно?

Отметим ещё один результат В. А. Кощеева [63].

Теорема 7.4. Пусть M —LG-множество (в частности, M — строгое про-
тосолнце). Тогда M не имеет собственных связных компонент, являющихся
множествами существования. В частности, M не содержит собственных огра-
ниченно компактных связных компонент.

В. А. Кощеев показал, что в локально равномерно выпуклом пространстве
всякое солнце B-связно [61, предложение 7]. Этот результат усиливает резуль-
тат Б. Брозовского и Ф. Дойча (теорема 4.6) для LUR-пространств, поскольку
в силу теоремы 3.3 солнце в LUR-пространстве является чебышёвским солнцем.

Линейное нормированное пространство равномерно неквадратно, если най-
дётся 0 < ε < 1, такое что (x + y)/2 � 1 − ε или (y − x)/2 � 1 − ε для всех
x, y ∈ X, ‖x‖ = ‖y‖ = 1. Данное понятие введено Р. С. Джеймсом. Отметим,
что нормированное пространство X равномерно неквадратно тогда и только то-
гда, когда X∗ равномерно неквадратно [63]. Равномерно неквадратное банахово
пространство всегда рефлексивно.

Следующие теоремы 7.5—7.7 принадлежат В. А. Кощееву [63].

Теорема 7.5. В равномерно неквадратном банаховом пространстве всякое
γ-солнце (в частности, всякое солнце) связно.

Линейное нормированное пространство неквадратно, если его единичная
сфера не содержит отрезка длины 2 (что эквивалентно тому, что S не содержит
«квадрата»).

Теорема 7.6. Для связности каждого α-солнца в X необходимо и достаточ-
но, чтобы единичная сфера S была неквадратна.

Теорема 7.7. Для связности каждого γ-солнца в линейном нормированном
пространстве X необходимо, чтобы единичная сфера пространства X∗ была
неквадратна.

Отметим, что единичная сфера конечномерного пространства Xn неквадрат-
на тогда и только тогда, когда Xn равномерно неквадратно. Отсюда вытекает,
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что в конечномерном Xn всякое α-солнце (β-, δ-, γ-солнце) связно, если и
только если единичная сфера пространства X неквадратна [198].

Как следствие, в конечномерном Xn всякое α-солнце (γ-солнце) связно тогда
и только тогда, когда Xn равномерно неквадратно.

Отметим также следующие два результата В. А. Кощеева [198].

Теорема 7.8. Предположим, что S∗ не содержит отрезков длины, большей
или равной 2 − ε, при некотором ε > 0. Тогда в X любое γ-солнце связно (и,
как следствие, связно любое β-солнце, α-солнце, солнце и строгое солнце).

Теорема 7.9. Предположим, что S∗ не содержит отрезков длины, большей
или равной 2 − ε, при некотором ε > 0. Пусть M — γ-солнце и a, b ∈ M . Тогда
для любой точки c ∈ (a, b)

ρ(c,M) � (2 − ε)(4 − ε)−1‖(a− b)‖.

Отметим, что ограниченно компактное LG-множество в нормированном про-
странстве B-связно [61, предложение 11]. Поскольку по теореме 2.5 строгое
протосолнце является LG-множеством, то имеет место следующий результат
(см. [61, предложение 12]), в котором В. А. Кощеев установил B-связность;
B-линейная связность обеспечивается (4.1).

Теорема 7.10. Ограниченно компактное строгое солнце в нормированном
пространстве B-связно (B-линейно связно, если X банахово).

Как следствие, в банаховом пространстве ограниченно компактное строгое
солнце (в частности, строгое солнце в конечномерном пространстве) линейно
связно. Действительно, B-связное множество всегда B̊-связно [43], а соглас-
но (4.1) в банаховых пространствах класс замкнутых B̊-связных и B̊-линейно
связных множеств совпадает.

Частично обратный результат к теореме 7.10 установлен В. А. Кощее-
вым [61].

Теорема 7.11. В локально равномерно выпуклом пространстве B̊-связное
множество является LG-множеством.

Легко убедиться, что теорема 7.11 перестает быть верной, если простран-
ство не строго выпукло. Действительно, единичная сфера любого пространства
B̊-связна, но, к примеру, в пространстве �∞(n), не являющемся строго выпук-
лым, она не является LG-множеством. В общем случае вопрос, связанный
с теоремой 7.11, о характеризации пространств, в которых классы B̊-связных
и LG-множеств совпадают, остаётся открытым.

Следующий результат также установлен В. А. Кощеевым [61].

Теорема 7.12. В равномерно выпуклом пространстве классы замкнутых
LG-множеств и замкнутых B̊-связных множеств совпадают.

Поскольку в равномерно выпуклом пространстве (и даже в пространстве
Ефимова—Стечкина, см. теорему 4.9) чебышёвское множество B̊-связно, то из
теоремы 7.12 вытекает, что в равномерно выпуклом банаховом пространстве
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каждое чебышёвское множество является LG-множеством [61], и следователь-
но, B̊-связно и даже B̊-линейно связно.

Следующая теорема частично обобщает теорему 7.12.

Теорема 7.13. В пространстве X ∈ (ES) всякое LG-множество B̊-линейно
связно.

Доказательство. Как и в [61], предположим, что M не является B̊-связным
LG-множеством, т. е. при некоторых x и r пересечение M ∩ B̊(x, r) представ-
ляется в виде объединения непустых замкнутых в B̊(x, r) непересекающиеся
множеств A и B. Стандартными рассуждениями ситуация сводится к случаю
ρ(x,A) < ρ(x,B). Из непрерывности метрической функции ρ(·,M) следует,
что существует δ > 0, такое что ρ(z,A) < ρ(z,B) для любого z ∈ B(x, δ).
В пространстве Ефимова—Стечкина X дополнение к замкнутому непустому
множеству содержится в замыкании точек существования для этого множе-
ства. Поэтому найдётся точка z ∈ B(x, δ), у которой PBz �= ∅. Соответственно,
если y0 ∈ PBz, то y0 — точка локального минимума, не являющаяся точкой
глобального минимума. Получили противоречие с тем, что M —LG-множество.
Окончательно B-линейная связность обеспечивается (4.1).

Поскольку строгое протосолнце всегда является LG-множеством, то из тео-
ремы 7.13 и (4.1) вытекает следующий результат.

Следствие 7.2. Строгое протосолнце M в пространстве Ефимова—Стечкина
P0-компактно и B̊-линейно связно.

Доказательство. Пусть M — строгое протосолнце в X ∈ (ES), x /∈ M .
Предположим, что PMx не компактно. Известно (см. (3.1)), что если M —
строгое протосолнце, то convPMx ⊂ S

(
x, ρ(x,M)

)
для любого x. Поскольку

PMx не компактно, то некоторая грань E шара B не компактна. Получили
противоречие с тем, что в пространстве Ефимова—Стечкина всякое выпуклое
замкнутое множество аппроксимативно компактно. Окончательно B̊-линейная
связность следует из теоремы 7.13.

Отметим следующий результат (см. [127, теорема 6.1 и следствие 6.3]): если
M — строгое солнце в �∞(n), то любые две точки x, y ∈ M можно соединить
монотонной кривой k(·) ⊂M (т. е. ki(t)—монотонные функции по t для любого
i = 1, . . . , n); при этом если xi �= yi для любого i = 1, . . . , n, то ki(t)— строго
монотонные функции. Отсюда вытекает, что строгое солнце в �∞(n) монотонно
линейно связно и, как следствие, B-стягиваемо (см. теорему 8.1).

Имеет место следующий результат (см. [7] и теорему 8.9 ниже): в простран-
стве c0 всякое солнце связно (более того, монотонно линейно связно).

7.3. Несвязность солнц

Про несвязность солнц в бесконечномерных пространствах известно немно-
го. Единственный пример несвязного солнца в бесконечномерном подпростран-
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стве пространства C[0, 1] со специально выбранной нормой построен В. А. Коще-
евым [64]. Построенное В. А. Кощеевым солнце не является строгим солнцем.

7.4. Связность пересечений солнц и чебышёвских множеств
с подпространствами и промежутками
в пространствах типа C(Q)

В этом разделе мы рассмотрим задачу сохранения (в естественной поста-
новке) аппроксимативных свойств множества M в пространствах типа C(Q)
при пересечении с подмножествами пространства. Конечно, чтобы получить
положительный результат, множества, с которыми пересекается M , должны
удовлетворять определённым условиям, и в ряде случаев оказывается возмож-
ным полностью охарактеризовать такие множества, при пересечении с которыми
сохраняются аппроксимативные свойства исходного множества.

Задачу об аппроксимативных свойствах пересечений чебышёвских множеств
и различных солнц с подмножествами пространства начали рассматривать до-
статочно недавно (см., например, [7—10,12]).

В этом разделе мы рассмотрим данную задачу в конкретных пространствах
типа C(Q). Случай общих пространств будет затронут в разделе 8 при изучении
монотонно линейно связных и m-связных множеств.

Пусть X = �∞(n) или c0. Пусть также k ∈ Z+, k � dimX.
Введём обозначения:

cAffk(X)—класс всех аффинных координатных подпространств из X раз-
мерности k, т. е. класс аффинных подпространств вида

lin{ei1 , . . . , eik
| 1 � i1 < . . . < ik � n} + x, x ∈ X;

здесь e1, . . . , en — стандартный базис в X = �∞(n) или c0. Элементы из
cAffk(Rn) называются аффинными координатными подпространствами;
cAffk(c0)—класс всех аффинных координатных подпространств коразмер-
ности k, т. е. подпространств вида {x ∈ c0 | xi1 = c1, . . . , xik

= ck} для
некоторого фиксированного набора индексов i1, . . . , ik и набора констант
c1, . . . , ck.

В пространстве �∞(n) в данной задаче оказалось возможным получить су-
щественное продвижение [6]. Несмотря на прозрачность утверждений теоре-
мы 7.14, вопрос об их справедливости долгое время был открыт.

Теорема 7.14. Пусть M ⊂ Rn, 1 � k � n− 1, и H ∈ cAffk(Rn)—координат-
ное аффинное подпространство в Rn, норма на H индуцирована нормой ‖·‖∞
в Rn. Пусть M ∩H �= ∅. Тогда

а) если M —чебышёвское множество в �∞(n), то M ∩H —чебышёвское мно-
жество в H;

б) если M — солнце в �∞(n), то M ∩H — солнце в H;
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в) если M — строгое солнце в �∞(n), то возможны два варианта : или
M ∩H — строгое солнце в H, или M ∩H — солнце, но не строгое солнце
в H, в последнем случае найдётся опорный конус K = K̊(ξ, ζ) ⊂ Rn ли-
нейной размерности1 не меньше k, такой что H ⊂ bdK и intK ∩M = ∅,
при этом M �⊂ H.

Замечание 7.1. Утверждение б) теоремы 7.14 восходит к одному результату
Х. Беренса и Л. Хетцельта [119] о характеризации солнц в пространстве �∞(n).
В пункте в) указывается возможность существования строгого солнца M , се-
чение которого координатным подпространством H может не быть строгим
солнцем в H (и в [3] построен пример такого строгого солнца M и такой
гиперплоскости H в �∞(3)). Однако такая ситуация не является типичной, так
как в таком случае по п. в) гиперплоскость H является опорной к M и, более
того, M �⊂ H, и поэтому таких «неправильных» гиперплоскостей H не более 2n.

Замечание 7.2 (о сечениях некоординатными подпространствами). От-
метим, что если G— гиперплоскость в Rn, не являющаяся координатной, то
найдётся чебышёвское множество M̂ в �∞(n), такое что сечение M̂ ∩ G не бу-
дет стягиваемым в G и, следовательно, чебышёвским множеством ни в какой
норме на G [9].

Следующий результат [6] используется при доказательстве утверждения а)
теоремы 7.14. Несмотря на его вспомогательный характер, он имеет самостоя-
тельный интерес.

Теорема 7.15. Пусть M ⊂ Rn —чебышёвское множество в �∞(n), и пусть
H ∈ cAffn−1(Rn)—координатная аффинная гиперплоскость в Rn. Тогда, если
M ∩H �= ∅, то M ∩H —чебышёвское множество в (H, ‖·‖), где норма ‖·‖ на H
индуцирована �∞-нормой на Rn.

Напомним определение интервала (бруса) и промежутка. Следуя [35,36,172],
для f1, f2 : Q→ R определим интервал [[f1, f2]] функций:

[[f1, f2]] =
{
f ∈ C(Q) | f(t) ∈ [f1(t), f2(t)] для всех t ∈ Q

}
. (7.1)

Множество ∅ �= Π ⊂ C(Q) называется промежутком, если для всех
f1, f2 ∈ Π выполнено [[f1, f2]] ⊂ Π. В [35, 36] установлено, что подмножество
Π ⊂ C(Q) является замкнутым промежутком, если и только если Π представи-
мо в виде Π = [[f1, f2]], где f1, f2 : Q → R̄, f1 � f2, f1 полунепрерывна сверху
на Q, а f2 — снизу.

Рассматривая задачу об аппроксимативных свойствах пересечений чебышёв-
ских множеств и солнц с промежутками, мы вначале отметим следующий до-
статочно неожиданный результат [9,110]. (Здесь и ниже через riA обозначается
относительная внутренность множества A.)

1Напомним, что под линейной размерностью выпуклого множества C ⊂ R
n понимается размер-

ность максимального аффинного подпространства, содержащегося в C. Понятно, что для опорного
конуса K̊(x, y) в �∞(n) такое максимальное подпространство всегда можно выбрать координатным.
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Теорема 7.16. Имеют место следующие утверждения.

1. Пусть M —чебышёвское множество в �∞(n). Предположим, что Π— за-
мкнутый промежуток в �∞(n),M∩Π �= ∅,M∩ri Π = ∅. Тогда пересечение
M ∩ Π одноточечно.

2. Пусть M —аппроксимативно компактное чебышёвское множество в c0.
Предположим, что Π— замкнутый промежуток конечной коразмерности
в c0, M ∩ Π �= ∅, M ∩ ri Π = ∅. Тогда пересечение M ∩ Π одноточечно.

Иными словами, в �∞(n) и c0 чебышёвское множество является чебышёв-
ским «во всём».

В теореме 7.17, которая развивает теорему 7.14, дана характеризация за-
мкнутых множеств Π ⊂ Rn, пересечение с которыми чебышёвского множества
(солнца, строгого солнца) M в �∞(n) сохраняет (в естественной постановке) ап-
проксимативные свойства множества M . Оказывается, что такие множества Π
в точности являются замкнутыми промежутками в Rn. Полный ответ на ана-
логичный вопрос для двумерного пространства с произвольной нормой даётся
в [10]. Вопрос для монотонно линейно связных множеств и m-связных множеств
рассматривается ниже в разделе 8.

Для ∅ �= M ⊂ X обозначим T (M) := {x ∈ X | cardPMx = 1}.
Теорема 7.17. Пусть ∅ �= Π ⊂ Rn. Имеют место следующие утверждения:

а) Π является замкнутым промежутком в �∞(n), если и только если Π ∩M
является солнцем в �∞(n) для всякого солнца M в �∞(n), M ∩ Π �= ∅;

б) Π является замкнутым промежутком в �∞(n) и int Π �= ∅, если и толь-
ко если Π ∩M является строгим солнцем в �∞(n) для любого строгого
солнца M в �∞(n), такого что M ∩ int Π �= ∅;

в1) пусть Π— замкнутый промежуток в �∞(n). Тогда Π ⊂ T (M ∩ Π) для
любого чебышёвского множества M в �∞(n), M ∩ Π �= ∅;

в2) пусть множество Π ⊂ Rn связно и замкнуто и включение Π ⊂ T (M ∩ Π)
выполнено для любого чебышёвского множества M в �∞(n), такого что
M ∩ Π �= ∅. Тогда Π— замкнутый промежуток.

Замечание 7.3. В пункте б) теоремы 7.17 условие M ∩ int Π �= ∅ есте-
ственно и его нельзя убрать (в [3] построен пример строгого солнца в �∞(3) и
координатной гиперплоскости Π в �∞(3), такой что M ∩ Π не является строгим
солнцем в �∞(3) (и в H)). Также нельзя избавиться от требования связности и
в пункте в) — достаточно рассмотреть в качестве Π «двоеточие».

В бесконечномерном случае имеет место следующий результат [110].

Теорема 7.18. Пусть M —чебышёвское солнце в X = c0, X = c или
X = �∞, и пусть H —координатное подпространство конечной размерности,
M ∩H �= ∅. Тогда M ∩H —чебышёвское солнце в H.
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7.5. Структура дополнения
к чебышёвским множествам и солнцам

В данном разделе рассматривается вопрос о структурных свойствах дополне-
ния к чебышёвскому множеству или солнцу. В основном исследуется конечно-
мерный случай и рассматривается задача о количестве компонент связности до-
полнения ко множеству. При этом подчеркнём, что мы не рассматриваем случай
чебышёвских или протосолнечных каверн в бесконечномерном случае. Стоит от-
метить, что данный вопрос оказывается связанным с задачами комбинаторной
геометрии выпуклых множеств.

Структура дополнения к чебышёвским множествам и солнцам и, в частно-
сти, задача о числе компонент связности множества изучались в [4, 107—109].
Легко проверить, что дополнение к ограниченному солнцу всегда связно (ср.
[144, § 1.4.2]). В конечномерном пространстве всякое чебышёвское множество
является солнцем (см., например, [43]), и следовательно, дополнение к ограни-
ченному чебышёвскому множеству связно.

Напомним, что для симметрично или несимметрично нормированного про-
странства X точки s1, . . . , sn ∈ S называются попарно далёкими [107] (или
образующими антиподальное семейство [124, § 9.11]), если для тел Bi = B−si,
i = 1, . . . , n, выполнены условия

Bi ∩ intBj = ∅, i, j = 1, . . . , n, (7.2)

т. е. сдвиги Bi тела B не перекрываются внутренностями и имеют общую точ-
ку 0. В симметричном случае условие (7.2) эквивалентно тому, что ‖si−sj‖ = 2,
i �= j.

Введём обозначения:
k(B)—мощность максимального антиподального семейства шара B (мак-
симальное число неперекрывающихся внутренностями сдвигов шара B,
имеющих общую точку); в конечномерном X число k(B) всегда конечно;
kexp(B)—мощность максимального антиподального семейства шара B, со-
стоящего из достижимых точек.

Достаточно очевидно, что если dimX = n <∞, то

2 � kexp(B) � k(B) � 2dim X ,

причём оценка сверху достигается в том и только в том случае, если B— n-мер-
ный параллелепипед [107; 124, теорема 9.11.1]. Например, если B— единичный
шар пространства Rn с обычной евклидовой нормой, то k(B) = kexp(B) = 2;
если B—аффинный правильный шестиугольник или треугольник на несиммет-
рично нормированной плоскости, то k(B) = kexp(B) = 3; если же B ⊂ R3 —
«игральная кость» (т. е. трёхмерный куб со сглаженными вершинами), то
k(B) = 4, в то время как kexp(B) = 2.

В задаче о числе компонент связности дополнений чебышёвских множеств
и солнц получены следующие результаты. Теорема 7.19 установлена в [107],
теорема 7.20 содержится в [4,109], теорема 7.21 доказана в [108,109].
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Характеризация пространств (нормированных или несимметрично норми-
рованных, не обязательно конечномерных), содержащих солнце с заданным
количеством компонент связности в дополнении, даётся следующей теоремой
(см. [107]).

Теорема 7.19. Пусть X —линейное несимметрично нормированное про-
странство, ν —кардинальное число. Для того чтобы в X существовало солн-
це с ν компонентами связности дополнения, необходимо и достаточно, чтобы
k(B) � ν.

Следующая теорема даёт ответ на вопрос о числе компонент связности до-
полнения к строгому солнцу в конечномерном пространстве.

Теорема 7.20. Пусть X —линейное несимметрично нормированное про-
странство, dimX < ∞, и пусть ν —натуральное число. В пространстве X
существует строгое солнце с ν компонентами связности в дополнении, если
и только если k(B) � ν.

Теорема 7.21. Пусть X —конечномерное линейное несимметрично норми-
рованное пространство. Пусть ν ∈ {1, . . . , kexp(B)}. Тогда в X найдётся чебы-
шёвское множество с ν компонентами связности дополнения.

Аналогичный вопрос о количестве компонент дополнения чебышёвского мно-
жества более труден и связан с известным вопросом о характеризации конечно-
мерных пространств, в которых всякое чебышёвское множество выпукло. Пол-
ный ответ получен только в размерностях не больше 4 (см. [4]).

8. Монотонная линейная связность
и m-связность чебышёвских множеств и солнц

В данном разделе рассматриваются два вида связности множеств: m-связ-
ность (связность по Менгеру) и монотонная линейная связность, являющаяся
усилением понятия линейной связности; в отличие от линейной связности для
монотонно линейного связного множества предполагается, что любые две его
точки можно связать монотонной непрерывной кривой.

8.1. Монотонно связные и m-связные множества

Следуя [145], для ограниченного множества ∅ �= M ⊂ X положим, что
m(M)— оболочка Банаха—Мазура множества M , т. е. пересечение всех за-
мкнутых шаров, содержащих M . Подмножество M ⊂ X называется m-связным
(связным по Менгеру [145]), если

m({x, y}) ∩M �= {x, y}
для любых различных точек x, y ∈ M . Для краткости далее обозначаем
m({x, y}) = m(x, y).
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К примеру, в пространстве C(Q) структура m(M) вполне ясна (см., напри-
мер, [145, теорема 3.1]):

m(x, y) = {z | z(q) ∈ [x(q), y(q)], q ∈ Q} =: [[x, y]]. (8.1)

Аналогичное представление также верно и в пространстве C0(Q) (Q—локаль-
но компактное хаусдорфово пространство), это следует из характеризации экс-
тремальных элементов («значение в точке») единичной сферы сопряжённого
пространства к C0(Q), полученной в [140].

Для дальнейшего мы напомним определение интервала и промежутка в про-
извольном линейном нормированном пространстве.

По аналогии с (7.1) определим интервал в произвольном линейном норми-
рованном пространстве X:

[[x, y]] := {z∈X | min{ϕ(x), ϕ(y)}�ϕ(z)�max{ϕ(x), ϕ(y)} для всех ϕ∈extS∗};
здесь extS∗ —множество экстремальных (крайних) точек единичной сферы S∗

сопряжённого пространства X∗ (множество экстремальных точек всегда непу-
сто). Аналогия объясняется тем, что каждый экстремальный функционал
f ∈ C(Q)∗ (или f ∈ C0(Q)∗) имеет вид f(x) = ±x(t), где x ∈ C(Q) или
x ∈ C0(Q), t ∈ Q.

Имея в своём распоряжении понятие интервала, мы можем по аналогии
с вышесказанным определить понятие промежутка в линейном нормированном
пространстве X: множество ∅ �= Π ⊂ X называется промежутком, если

[[x, y]] ⊂ Π для всех x, y ∈ Π.

Любой замкнутый шар является замкнутым промежутком. Действительно,
пусть u, v ∈ B. Если для какого-либо w ∈ B имеем f(w) ∈ [f(u), f(v)] для
любого f ∈ extS∗, то по теореме Крейна—Мильмана это неравенство распро-
страняется на все f ∈ S∗, поэтому ‖w‖ � 1, т. е. w ∈ B.

Отметим, что функциональные промежутки естественно возникают в вы-
пуклом и нелинейном анализе, в задачах теории приближений и оптимального
управления, в задаче о расстоянии до чебышёвского подпространства, в теоре-
мах о сильной единственности экстремальных элементов в данной задаче [89],
а также в задаче оценки поперечников функциональных классов при пересече-
нии с промежутками [37].

Следуя [173], введём в рассмотрение класс (MeI) пространств X:

m(x, y) = [[x, y]] для всех x, y ∈ X (MeI)

(сокращение (MeI) происходит от английского «the hull m(x, y) equals the
interval [[x, y]] for all x, y»).

Сразу заметим, что включение

m(x, y) ⊃ [[x, y]] (8.2)

имеет место в любом X (см., например, [173, теорема 3.1]). Действительно (см.
[180, с. 55; 214]), замкнутое выпуклое множество M является пересечением
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шаров, если и только если для любой точки вне M найдётся замкнутый шар,
содержащийM , но не содержащий эту точку. Теперь осталось вспомнить понят-
ный результат (вытекающий из того, что ‖x‖ = sup

f∈ext S∗
f(x)) о том, что точку,

не принадлежащую замкнутому шару, всегда можно строго отделить от шара
посредством экстремальной гиперплоскости.
Замечание 8.1. Равенство

m(x, y) = [[x, y]] (8.3)

имеет место для достаточно широкого класса банаховых пространств. К. Фран-
кетти и С. Роверси [173, теорема 3.2] показали, что (8.3) имеет место для про-
странств, на единичной сфере которых точки гладкости образуют всюду плотное
множество (в сильной топологии). К таким пространствам относятся слабо ас-
плундовы пространства (в частности, слабо компактно порождённые простран-
ства, а значит, сепарабельные пространства и рефлексивные пространства). Так-
же отметим, что если пространство X таково, что extS∗ лежит в замыкании
множества w∗-полуострых точек шара B∗ (условие Морено), то [[x, y]] = m(x, y)
для всех x, y ∈ X; такому условию, в частности, удовлетворяют конечномер-
ные пространства и пространства со свойством пересечения Мазура [14]. (На-
помним, что точка f ∈ S∗ называется w∗-полуострой точкой сопряжённого
шара B∗ (см., например, [174]), если для любого ε > 0 найдётся w∗-срез S� ша-
ра B∗, такой что diam({f}∪S�) < ε. Здесь S�(B∗, x, δ):={g ∈ S∗ | g(x) > 1−δ},
0 < δ < 1, x ∈ X.)

Отметим, что условие Морено не выполнено для пространства �1 (на еди-
ничном шаре пространства �∞ отсутствуют w∗-полуострые точки [208]), однако
согласно указанной теореме Франкетти—Роверси в �1 равенство (8.3) имеет
место.

В конечномерном случае равенство [[x, y]] = m(x, y) установлено А. Л. Брау-
ном [145].

Пусть k(τ), 0 � τ � 1, — непрерывная кривая в линейном нормированном
пространстве X. Следуя [140], говорим, что кривая k(·) монотонная, если
f
(
k(τ)

)
является монотонной функцией по τ для любого f ∈ extS∗.

Замкнутое подмножество M ⊂ X называется монотонно линейно связ-
ным [8], если любые две точки из M можно соединить непрерывной монотон-
ной кривой (дугой) k(·) ⊂M . Понятно, что любая монотонная кривая является
простой (жордановой). Отметим, что монотонно линейно связное множество
всегда B-связно (т. е. его пересечение с любым замкнутым (а следовательно, и
с открытым [43]) шаром связно; ср. [140, утверждение 1.3]).

Сразу отметим, что существуют примеры конечномерных пространств, в ко-
торых имеются не m-связные (и, a fortiori, не монотонно линейно связные)
чебышёвские множества и не m-связные солнца (см. замечание 8.4).
Замечание 8.2. Используя (8.2), несложно проверить, что монотонно ли-

нейно связное множество необходимо m-связно. Обратное утверждение неверно
даже для замкнутых множеств; соответствующий пример в C[0, 1] предложен
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в [173] (см. также [8]): пусть

M = M1 ∪M−1,

где Mσ = {x ∈ C[0, 1] | x(0) = σ}, σ = ±1. Тогда M состоит из двух выпук-
лых непересекающихся компонент. В то же время несложно проверить, что M
m-связно.

Однако в c0 и в произвольном конечномерном пространстве Xn эти свой-
ства эквивалентны для замкнутых множеств (см. [7, теорема 1] и лемму 8.2);
утверждение для Xn следует из (8.2), (8.3) и теоремы 8.1).

Некоторые достаточные условия монотонной линейной связности m-связно-
го подмножества линейного нормированного пространства даны в теореме 8.1.
Отметим, что пространствах Xn со свойством extS∗ = S∗ класс монотонно ли-
нейно связных (m-связных) замкнутых множеств совпадает с классом замкну-
тых выпуклых множеств (в таких X по теореме Фелпса [214] всегда выполнено
m(x, y) = [[x, y]] для любых x, y ∈ X).

Нам также понадобится следующий класс пространств, введённый К. Фран-
кетти и С. Роверси [173]:

extS∗ w∗-сепарабельно. (Ex-w∗s)

При этом в определении класса (Ex-w∗s) мы всегда предполагаем, что

F = (fi)i∈I ⊂ extS∗ w∗-плотно в extS∗, card I � ℵ0, F = −F
(сокращение (Ex-w∗s) происходит от немецкого «die Extrempunktmenge der kon-
jugierten Einheitskugel ist w∗-separabel»).

Сразу отметим, что любое пространство из класса (Ex-w∗s) имеет w∗-сепа-
рабельный единичный шар. Действительно, так как единичный шар B∗ про-
странства X∗ является w∗-замыканием выпуклой оболочки множества extS∗,
то w∗-сепарабельность множества extB∗ (границы Джеймса) влечёт w∗-сепара-
бельность шара B∗ и, как следствие [157, с. 253], w∗-сепарабельность простран-
ства X∗. В [157, утверждение (2)] показано, что w∗-сепарабельность шара B∗

эквивалентна тому, что пространство X изометрически изоморфно подпростран-
ству пространства �∞ (известно, что последнее выполнено для всех сепарабель-
ных банаховых пространств). Также отметим, что в [157] также предъявлен
пример банахова пространства, такого что X∗ w∗-сепарабельно, а шар B∗ —
нет.

Хорошо известно [14], что если X — сепарабельное линейное нормированное
пространство, то w∗-топология единичного шара B∗ сопряжённого простран-
ства X∗ метризуема. Отсюда следует, что любое сепарабельное пространство
лежит в классе (Ex-w∗s). Также отметим, что класс (Ex-w∗s) содержит несепа-
рабельное пространство �∞ (как пространство непрерывных функций на сто-
ун-чеховской компактификации натурального ряда). При этом C(Q) на несепа-
рабельном (неметризуемом) Q и c0(Γ) на несчётном Γ не лежат в (Ex-w∗s).

Кратко суммируя сказанное выше относительно пространств класса (MeI)
и (Ex-w∗s), отметим, что класс (MeI) ∩ (Ex-w∗s) содержит все сепарабельные



Связность и другие геометрические свойства солнц и чебышёвских множеств 69

банаховы пространства (в частности, все пространства C(Q) на метризуемом
компакте Q) и несепарабельное пространство �∞.

Пусть X ∈ (Ex-w∗s), F = (fi)i∈I — семейство функционалов из определения
класса (Ex-w∗s) (мы всегда предполагаем, что F = −F ), пусть (αi) ⊂ R, αi > 0,
i ∈ I, card I � ℵ0, и пусть

∑
αi <∞. Для x ∈ X положим

|x| =
∑
i∈I

αi|fi(x)|. (8.4)

Тогда |·|—норма на X, которую, следуя [145], мы называем ассоциированной
(по Брауну). Ясно, что |x| � ‖x‖

∑
αi.

Важность ассоциированной нормы показывает следующий результат из [14],
который является естественным обобщением следствия 3.2 из [145], доказанно-
го А. Л. Брауном в случае dimX <∞.

Лемма 8.1. Пусть X —банахово пространство из класса (MeI) ∩ (Ex-w∗s)
(в частности, X — сепарабельное банахово пространство), и пусть x, y ∈ X.
Следующие условия эквивалентны:

а) z ∈ m(x, y);
б) |fi(x) − fi(y)| = |fi(x) − fi(z)| + |fi(z) − fi(y)| для всех i ∈ I, где

F = (fi)i∈I — семейство из определения класса (Ex-w∗s);
в) |x − y| = |x − z| + |z − y| (т. е. z находится между x и y относительно

нормы |·|).
Основным результатом о связи монотонно линейно связных и m-связных

множеств является следующий результат (см. [14]).

Теорема 8.1. Пусть X —банахово пространство, и пусть множество M ⊂ X
замкнуто и m-связно. Предположим, что выполнено хотя бы одно из следующих
условий :

а) M ограниченно компактно (в норме ‖·‖);
б) M |·|-замкнуто и m(u, v) |·|-компактно для любых x, y ∈ X;
в) m(x, y) ‖·‖-компактно для любых x, y ∈ X.

Тогда M монотонно линейно связно.
Если вдобавок M ограниченно компактно, то M P - и B-клеточноподобно,

P - и B-ациклично (относительно любой непрерывной теории (ко)гомологий ) и
является солнцем.

Если X конечномерно, то M P - и B-стягиваемо.

С учётом того, что замкнутое множество M ⊂ X обладает непрерывной
мультипликативной (аддитивной) ε-выборкой из метрической проекции для всех
ε > 0 тогда и только тогда, когда оно является B̊-стягиваемым (теорема 6.5),
из теоремы 8.1 вытекает, что метрическая проекция на m-связное (монотонно
линейно связное) замкнутое подмножество конечномерного пространства обла-
дает непрерывной мультипликативной (аддитивной) ε-выборкой для всех ε > 0.
По-видимому, можно надеяться, что аналогичный результат верен и в бесконеч-
номерном случае.
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Для случая слабо компактных множеств мы имеем следующий результат
(см. [14]).

Теорема 8.2. Пусть X — сепарабельное банахово пространство, и пусть
∅ �= M ⊂ X ограниченно слабо компактно и m-связно. Тогда M монотонно
линейно связно.

Замечание 8.3. Хорошо известен следующий результат Л. П. Власова [43]:
в банаховом пространстве P -ацикличное ограниченно компактное множество
является солнцем (см. замечание 6.2 по поводу определения ацикличности,
использованного при доказательстве теоремы Л. П. Власова). Было бы инте-
ресно, особенно в свете теоремы 8.2, распространить теорему Л. П. Власова
на случай ограниченно слабо компактных множеств хотя бы в сепарабельном
случае. Проблема здесь в следующем: несмотря на то что слабо компактное под-
множество M сепарабельного банахова пространства метризуемо, а топология,
порождаемая метрикой на M , совпадает со слабой топологией на M , теорема
Эйленберга—Монтгомери о неподвижной точке неприменима, поскольку метри-
ческая проекция на M полунепрерывна сверху лишь сильно-слабо (носитель
один, а топологии на нём разные).

Отметим ещё один результат.

Теорема 8.3. Монотонно линейно связное ограниченно компактное подмно-
жество банахова пространства является солнцем.

Напомним ещё одну известную проблему.

Проблема 10. Верно ли, что слабо компактное чебышёвское множество
в банаховом пространстве является солнцем?

В теореме 8.1 первое утверждение идейно восходит к одному конечномер-
ному результату Д. Браесса [127, § 6] и следующей лемме Менгера [207] (см.
также [176]).

Напомним, что множество M в метрическом пространстве (X, d) называется
метрически выпуклым (или выпуклым по Менгеру), если для любых x, y ∈M
найдётся z ∈M , z �= x, y, такая что d(x, y) = d(x, z) + d(z, y).

Лемма 8.2. Пусть M —полное метрически выпуклое метрическое простран-
ство. Тогда для любых точек x, y из M существует соединяющий их мет-
рический сегмент, т. е. существует изометрия ϕ : [0, ρ(x, y)] → M , такая что
ϕ(0) = x, ϕ

(
ρ(x, y)

)
= y.

Монотонная линейная связность в теореме 8.1 установлена в [8]. Конечно-
мерный случай вытекает из п. а) и теоремы Брауна [146], согласно которой
пересечение m-связного замкнутого подмножества конечномерного X с замкну-
тым шаром бесконечно связно. Теперь из известной характеризации абсолют-
ных ретрактов (см., например, [185, теорема 11.1]) следует, что M стягиваемо
и локально стягиваемо. Отметим, что условия б) и в) теоремы 8.1 a fortiori
выполнены в пространстве X = c0.



Связность и другие геометрические свойства солнц и чебышёвских множеств 71

Напомним, что топологическое пространство, у которого первые n гомо-
топических (или гомологических) групп тривиальны, называется n-связным.
Таким образом, 0-связное множество линейно связно, а 1-связное множество
односвязно.

Отметим, что теорема 8.1 усиливает следующий конечномерный результат
А. Л. Брауна [146].

Теорема 8.4. Пусть M —m-связное замкнутое подмножество конечномер-
ного линейного нормированного пространства. Тогда M бесконечно связно и
его пересечение с любым замкнутым шаром бесконечно связно.

8.2. Монотонная линейная связность и солнечность

Долгое время результаты В. А. Кощеева (см. разделы 7.1 и 7.2) о связно-
сти компактных солнц в произвольных линейных нормированных пространствах
не улучшались даже в конкретных конечномерных пространствах. Существен-
ные продвижения в этом направлении получены Х. Беренсом и Л. Хетцельтом
[118, 119], которые установили метрическую выпуклость солнц в двумерных
пространствах и в пространстве �∞(n) (соответственно относительно радоно-
во трансформированной нормы (определение см. в [120, 181]) и �1-нормы). Как
следствие, солнца в таких пространствах монотонно линейно связны.

Сразу отметим, что существуют примеры конечномерных пространств, в ко-
торых имеются не m-связные (не монотонно линейно связные) чебышёвские
солнца (см. [145, теорема 4.3; 173, с. 19]). Приведём ещё один пример.
Пример 8.1. Пусть X —линейное нормированное пространство со свой-

ством extS∗ = S∗, dimX < ∞. Р. Р. Фелпс [214] показал, что свойство
extS∗ = S∗ выполнено для пространства Xn, если и только если каждое вы-
пуклое ограниченное замкнутое подмножество Xn представимо как пересечение
замкнутых шаров (иными словами, такое Xn лежит в (MIP), т. е. удовлетворяет
свойству пересечения Мазура); как следствие, в таком пространстве монотонная
линейная связность замкнутого множества равносильна его выпуклости. Для
любого n � 3 И. Г. Царьков построил пример пространства X размерности n со
свойством extS∗ = S∗, содержащего неограниченное невыпуклое чебышёвское
множество M ′; при этом любое ограниченное чебышёвское множество в X вы-
пукло. Таким образом, M ′ служит примером не монотонно линейно связного
B-ацикличного (P -ацикличного) множества (чебышёвского солнца).

Хотя в настоящей работе вопрос о солнечности чебышёвских множеств прак-
тически на затрагивается, приведём следующий результат (см. [11]), в котором
солнечность произвольного чебышёвского множества в линейном нормирован-
ном пространстве устанавливается при наложении структурных ограничений
типа связности.

Теорема 8.5. Пусть M —монотонно линейно связное подмножество линей-
ного нормированного пространства. Предположим, что PMx = {y} для некото-
рого x /∈ M . Тогда x— точка солнечности (y— точка светимости). Как след-
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ствие, монотонно линейно связное чебышёвское множество в линейном норми-
рованном пространстве является солнцем.

Теорему 8.5 можно рассматривать как первый результат, в котором солнеч-
ность чебышёвского множества устанавливается при наложении на него струк-
турных ограничений типа связности. В частном случае пространств типа C(Q)
теорема 8.5 была получена в [8].

Замечание 8.4. Ответ на обратный вопрос о монотонной линейной связно-
сти B-ацикличных (P -ацикличных) множеств в общем случае неизвестен (см.
пример 8.1).

Выше мы отмечали, что ограниченно компактное монотонно линейно связное
множество является солнцем (теорема 8.1). Для аппроксимативно компактных
множеств имеет место следующий результат.

Теорема 8.6. Аппроксимативно компактное монотонно линейно связное под-
множество банахова пространства является δ-солнцем.

Доказательство теоремы 8.5. И. Зингеру и А. Л. Гаркави (см. также [85])
принадлежит удачная идея использования экстремальных функционалов еди-
ничной сферы S∗ сопряжённого пространства X∗ в общих теоремах. Полезным
инструментом при этом явилась лемма о продолжении экстремальных функци-
оналов, сформулированная И. Зингером в [52] и доказанная в полном объёме
Г. Шоке [154] и А. Л. Гаркави [45,46].

В частности, И. Зингером получен следующий результат [227]. Пусть
G ⊂ X —линейное подпространство, x ∈ X \ G. Предположим, что для x
существует элемент наилучшего приближения g0 из G. Тогда найдётся экс-
тремальная гиперплоскость H0, проходящая через точку g0, отделяющая 0 от
шара B(x, ‖x − g0‖) и являющаяся опорной к нему. Как следствие, для произ-
вольного x ∈ X

‖x‖ = sup
f∈S∗

f(x) = sup
f∈ext S∗

f(x), (8.5)

т. е. extS∗ является границей для пространства X.
Продолжая доказательство теоремы 8.5, предположим, что M —монотонно

связное чебышёвское множество в X, не являющееся солнцем. Тогда соглас-
но теореме 2.1 найдётся точка x /∈ M , такая что K̊(y, x) ∩ M �= ∅, где
PMx = {y}. Не ограничивая общности, считаем, что x = 0 и ρ(x,M) = 1.
Пусть u ∈ M ∩ K̊(y, x), и пусть k(τ), 0 � τ � 1, — непрерывная монотонная
кривая, соединяющая y и u, k(0) = y, k(1) = u. По определению опорного ко-
нуса (2.1) найдётся r > 1, такое что u ∈ B̊(zr, αr) ⊂ K̊(y, x), y ∈ S(zr, αr),
где zr = −ry + (r + 1)x, αr = (r + 1). Обозначим K̊(·) := k(·) \ {u, y}. Тогда
в силу (8.5) и того, что PMx = {y}, имеем K̊(·) ⊂ B(zr, αr) ⊂ K(y, x).

Предположим, что K̊(·) ∩ B̊ = ∅. Выберем последовательность точек
vn ∈ K̊(·), vn → y. Известно (см., например, [15]), что точку, не лежащую
в замкнутом шаре, всегда можно отделить от шара посредством экстремаль-
ного функционала (экстремальной аффинной гиперплоскости). Соответственно,
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для каждого n найдутся функционал fn ∈ extS∗ и число dn � 1, такие что
экстремальная гиперплоскость {z | fn(z) = dn} отделяет точку vn от шара B.
Так как кривая k(·) монотонна, то fn(vn) ∈ [fn(y), fn(u)], откуда следует, что
fn(vn) � dn. Поскольку шар B∗ w∗-компактен, то последовательность (fn) име-
ет в w∗-топологии предельную точку f ∈ S∗. Поскольку dn → 1, то, переходя
к пределу, имеем f(y) = 1 и f(u) � 1. В силу (2.2) последнее противоречит
исходному предположению u ∈ K̊(y, x).

Итак, случай K̊(·) ∩ B̊ = ∅ невозможен. Но случай K̊(·) ∩ B̊ �= ∅ также
невозможен, поскольку по предположению B̊ ∩M = ∅, а k(·) ⊂M . Полученное
противоречие доказывает теорему 8.5.

8.3. (BM)-пространства

При изучении связности солнц в конечномерных пространствах А. Л. Бра-
ун [145] ввёл класс (BM) линейных нормированных пространств. На такие
пространства оказывается возможным перенести со случая X = �∞(n) ряд
нетривиальных результатов о геометро-топологических свойствах солнц.

Напомним, что линейное нормированное пространство X называется
(BM)-пространством, если

B(0, ‖x‖) ∩ (m(x, y) \ {x}) �= ∅, когда [x, x− y] ∩ B̊(0, ‖x‖) = ∅. (8.6)

Класс (BM)-пространств содержит в себе все гладкие пространства, все дву-
мерные пространства с полигональным единичным шаром, пространства �∞(n),
c0, c, �∞, все замкнутые идеалы пространства C(Q), все подрешётки C(Q)
с единицей [173], а также замкнут по отношению к формированию конечной
�∞-прямой суммы [145, § 5] и бесконечной c0-прямой суммы сепарабельных
(BM)-пространств [173, теорема 8.7]. (Если X1, X2 —линейные нормированные
пространства, то �∞-прямой суммой X1 и X2 называется прямая сумма X1 и X2

с нормой ‖(x1, x2)‖∞ = max{‖x1‖X1 , ‖x2‖X2}.) Строго выпуклое пространство
лежит в классе (BM), если и только если оно гладкое [173, утверждение 8.2].

Предложение 8.1. Пространства �1, �1(n), n � 3, не лежат в (BM).

Достаточно рассмотреть случай �1(3). Пусть x = (1, 0, 0) и y = (1, 1/2, 1/2).
Легко убедиться, что [x, x − y] ∩ B̊ = ∅. По (8.3) имеем, что m(x, y) =
= {z ∈ fi(z) ∈ [fi(x), fi(y)], i = 1, . . . , 4}, где f1 = (1, 1, 1), f2 = (1, 1,−1),
f3 = (1,−1, 1), f4 = (−1, 1, 1). Отсюда следует, что

m(x, y) =
{

(1, α, α)
∣∣∣ 0 � α � 1

2

}
,

и видно, что m(x, y) ∩B = {x}, т. е. (8.6) не выполнено.
А. Л. Браун [145, 148] (см. теорему 8.7 ниже) установил, что полиэдраль-

ные (BM)-пространства конечной размерности в точности являются �∞-пря-
мыми суммами конечного набора симметричных полиэдральных пространств
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X1, . . . , Xr размерности 1 или 2:

X = X1 ⊕∞ . . .⊕∞ Xr. (8.7)

Шар пространства вида (8.7) всегда является зонотопом [148] (проекцией n-мер-
ного куба на подпространство), но класс всех зонотопов не исчерпывается та-
кими пространствами.

Характеризация произвольных трёхмерных (BM)-пространств получена
А. Л. Брауном [147]: X гладко или X = Y ⊕∞ R, где Y —двумерное (BM)-про-
странство.

8.4. Монотонная линейная связность
и m-связность солнц в конечномерных пространствах

Для формулировки основных результатов раздела нам потребуется следую-
щее определение.

Пусть X —конечномерное линейное нормированное пространство, dimX=n.
Подпространство L ⊂ X называется v-подпространством (от англ. «vertex
subspace») [148], если L есть линейная комбинация экстремальных точек еди-
ничной сферы S, содержащихся в L. Следуя А. Л. Брауну, мы говорим, что
отрезок [s1, s2] ⊂ S пересекается с подпространством L, если [s1, s2]∩L �= ∅ и
s1, s2 /∈ L.

Если v1, . . . , vr —линейно независимые точки из extS и отрезок [s1, s2] пере-
секается с подпространством lin{v1, . . . , vr}, то точки s1, v1, . . . , vr также линей-
но независимы и можно найти vr+1, . . . , vn−1 ∈ extS, такие что s1, v1, . . . , vn−1

образует базис X. В этом случае отрезок [s1, s2] пересекает гиперподпростран-
ство lin v1, . . . , vn−1. Таким образом, отрезок [s1, s2] пересекается с некоторым
v-подпространством в X, если и только если он пересекается с некоторым v-ги-
перподпространством.

В следующей теореме все эквивалентности получены А. Л. Брауном [145,
148], за исключением эквивалентностей 2) ⇐⇒ i). Эквивалентность 2) ⇐⇒ 1)
обеспечивается теоремой 8.1.

Теорема 8.7. В полиэдральном конечномерном линейном нормированном
пространстве X следующие условия эквивалентны:

1) каждое солнце в X m-связно ;
2) каждое солнце монотонно линейно связно ;
3) пространство X∗ удовлетворяет следующему условию: никакая одномер-

ная грань сферы S∗ не пересекается ни с каким v-подпространством в X∗;
4) X∗ есть �1-прямая сумма вида X∗ = Y1 ⊕1 . . . ⊕ Yr, где dimYi = 1 или

dimYi = 2, i = 1, . . . , r;
5) X есть �∞-прямая сумма вида X = X1 ⊕∞ . . . ⊕∞ Xr, dimXi = 1 или

dimXi = 2, i = 1, . . . , r;
6) X – (BM)-пространство.
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Среди нерешённых проблем в этой области выделим следующие.

Проблема 11. Охарактеризовать пространства, в которых каждое чебышёв-
ское множество монотонно линейно связно, m-связно.

По известной теореме Власова [43] ограниченно компактное P - или B-ацик-
личное подмножество банахова пространства является солнцем. Как следствие,
в конечномерных (BM)-пространствах P - или B-ацикличность влечёт солнеч-
ность, а значит и монотонную линейную связность. В конечномерном поли-
эдральном пространстве Xn каждое солнце монотонно линейно связно, если
и только если Xn ∈ (BM). В связи со сказанным сформулируем следующую
проблему.

Проблема 12. Известно, что �1(n) /∈ (BM), n � 3, и поэтому в �1(n) су-
ществует не монотонно линейно связное солнце. Однако неизвестно, будет ли
такое солнце P -ацикличным (или даже хотя бы P -связным).

8.5. Монотонная линейная связность
в пространствах типа C(Q)

Отправной точкой при исследовании монотонной связности в теории при-
ближений служит теорема Браесса [127], утверждающая (в наших терминах)
монотонную линейную связность строгих солнц в пространстве �∞(n), а также
следующий результат Х. Беренса и Л. Хетцельта [119] (тоже формулируемый
в наших терминах).

Теорема 8.8. Непустое подмножество пространства �∞(n) является солнцем
тогда и только тогда, когда оно замкнуто и монотонно линейно связно.

В следующей теореме [7] найдено бесконечномерное негладкое простран-
ство, в котором всякое солнце связно (и, более того, монотонно линейно связ-
но).

Теорема 8.9.

1. Произвольное солнце в c0 монотонно линейной связно.
2. m-связное (и тем более монотонно линейно связное) аппроксимативно

компактное непустое подмножество пространства c0 является солнцем.
3. Пространство c0 содержит замкнутое монотонно связное множество, не

являющееся δ-солнцем.

Для случая X = C(Q), где Q—метрический компакт, известные результаты
о связности строгих солнц и чебышёвских множеств можно усилить следующим
образом (см. [8, теорема 3]).

Теорема 8.10. Ограниченно компактное строгое солнце (в частности, огра-
ниченно компактное чебышёвское множество) в пространстве C(Q) монотонно
линейно связно и B-клеточноподобно.
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Второе утверждение в теореме 8.10 частично обращает хорошо известную
теорему Власова, согласно которой ограниченно компактное P -ацикличное под-
множество банахова пространства является солнцем.

8.6. Солнечность и монотонная линейная связность
пересечений солнц с брусами

Вопрос об аппроксимативных и геометрических свойствах пересечений
солнц и строгих солнц с промежутками (брусами) в пространствах типа C(Q)
рассматривался в [8, 9, 13], см. также раздел 7.4. По поводу аппроксимативных
свойств пересечений солнц, строгих солнц и чебышёвских множеств с интерва-
лами на нормированной плоскости см. [10].

Напомним определение бруса [15]. Для данных M ⊂ X и f ∈ X∗ обозна-
чим f(M) = {f(x) | x ∈ M}; пусть pf (M)— замыкание выпуклой оболочки
множества f(M). Таким образом, pf (M) ⊂ R—это замкнутый выпуклый чис-
ловой промежуток между inf f(M) и sup f(M). Пусть D ⊂ X∗ —произвольное
подмножество сопряжённого пространства. По определению D-брус— это за-
мкнутое выпуклое множество M ⊂ X вида

M =
⋂

f∈D

f−1
(
pf (M)

)
.

Любой D-брус есть пересечение замкнутых полупространств, поэтому D-брус
является выпуклым (в обычном смысле) и замкнутым множеством. Если D—
шар или сфера пространства X∗, то верно и обратное: всякое выпуклое за-
мкнутое множество является D-брусом (это следует из теоремы отделимости).
Пересечение любого числа и сумма конечного числа D-брусов снова является
D-брусом.

Множество M ⊂ X называется брусом [15], если M является D-брусом для
D ⊂ extS∗. Легко убедиться, что замкнутый шар является брусом. Если норма
сопряжённого пространства строго выпукла (или если точки строгой дифферен-
цируемости плотны на сфере сопряжённого пространства [175,214]), то брусы—
это выпуклые замкнутые множества.

Отметим, что все брусы в C(Q)— замкнутые промежутки [15]. Аналогичный
результат верен для множеств с непустой внутренностью в любом конечномер-
ном пространстве Xn (см. [12]). Включение [[x, y]] ⊂ Π при любых x, y ∈ Π (Π—
брус) очевидно в любом X (т. е. брус заведомо является замкнутым промежут-
ком).

Брусы естественно возникают в задачах отделимости экстремальными функ-
ционалами, а также в теории приближений при приближении гладкими функци-
ями при ограничении на производную. Интересно отметить, что брусы обладают
следующим характеристическим свойством: они строго экстремально отделяют-
ся (т. е. строго отделяются экстремальным функционалом из S∗) от любой
точки, им не принадлежащей [15]; при этом для двумерных пространств, а так-
же для пространств типа C(Q) имеет место аналог теоремы отделимости: два
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непересекающихся бруса строго отделяются экстремальным функционалом [15];
в общем случае (например, в L1(Ω), |Ω| � 3) это утверждение неверно.

В теоремах 8.11—8.13 (см. [12]) даются условия, обеспечивающие солнеч-
ность пересечений солнц с брусами. Естественность бруса в данной задаче по-
казана в теореме 8.14.

Теорема 8.11. Пусть ∅ �= M ⊂ Xn — замкнутое m-связное множество
(в частности, M — солнце в произвольном двумерном пространстве X2 или
в Xn ∈ (BM)), и пусть Π—брус в Xn, M ∩ Π �= ∅. Тогда

M ∩ Π—монотонно линейно связное солнце в Xn.

Теорема 8.12. Пусть X ∈ (MeI)∩ (Ex-w∗s) (в частности, X — сепарабельное
банахово пространство), M �= ∅—ограниченно компактное m-связное множе-
ство, и пусть Π—брус в X, M ∩ Π �= ∅. Тогда

M ∩ Π—монотонно линейно связное солнце в X.

Теорема 8.13. Пусть M �= ∅—монотонно линейно связное множество в ли-
нейном нормированном пространстве X, и пусть Π—брус в X, M ∩ Π �= ∅.
Тогда

M ∩ Π монотонно линейно связно.

Замечание 8.5. Отметим существенность требования монотонной линейной
связности (m-связности) солнц в теоремах 8.11—8.13. Имея в нашем распоряже-
ние невыпуклое чебышёвское солнце M ′ в Xn из примера 8.1, мы можем найти
такую прямую (брус), пересечение которой с M ′ несвязно и, следовательно, не
может быть солнцем, поскольку по упомянутой выше теореме Кощеева—Брауна
любое солнце в конечномерном пространстве связно.

В следующей теореме (см. [12]) даётся характеризация строгих солнц в тер-
минах солнечности их пересечений с замкнутыми телесными промежутками.
Аналогичный результат для C(Q) содержится в [13].

Теорема 8.14. Пусть Π �= ∅— замкнутое множество в Xn. Следующие
утверждения эквивалентны:

а) Π—брус (замкнутый промежуток);
б) Π∩M —монотонно линейно связное солнце для любого монотонно линей-

но связного солнца M , M ∩ Π �= ∅;
в) Π∩M — солнце для любого монотонно линейно связного солнцаM , такого

что M ∩ Π �= ∅;
г) γ ∩Π—монотонно линейно связное солнце для любой монотонной дуги γ,
γ ∩ Π �= ∅.

В теореме 8.14 требование монотонной линейной связности существенно (см.
замечание 8.5). Аналогичный результат для пространства �∞(n) получен в [9];
для нормированной плоскости— в [10]. Солнечность пересечений строгих солнц
с замкнутыми телесными промежутками (брусами) в C(Q) рассмотрена в [13].
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Напомним, что любой замкнутый шар является брусом. В случае C(Q) от-
метим следующие результаты (см. [8,13]).

Теорема 8.15. Пусть M ⊂ C(Q)—ограниченно компактное строгое солнце
в C(Q). Предположим, что M ∩ B̊(θ, r) �= ∅ для некоторых θ ∈ C(Q), r > 0.
Тогда M ∩B(θ, r)—компактное строгое солнце в C(Q).

Теорема 8.16. Имеют место следующие утверждения:
а) пусть M — строгое протосолнце в C(Q), Π— замкнутый телесный проме-

жуток в C(Q), причём M ∩ int Π �= ∅. Тогда M ∩Π— строгое протосолнце
в C(Q);

б) пусть M — строгое протосолнце в C(Q), Π— замкнутый телесный проме-
жуток в C(Q), причём M ∩ int Π �= ∅ и M ∩ Π является множеством
существования. Тогда M ∩ Π— строгое солнце в C(Q);

в) пусть M —ограниченно компактное строгое солнце в C(Q), Π— замкну-
тый промежуток в C(Q), M ∩ Π �= ∅. Тогда M ∩ Π— солнце в C(Q).

В следующей теореме [13] даётся характеризация строгих солнц в C(Q)
в терминах солнечности их пересечений с замкнутыми телесными промежутка-
ми.

Теорема 8.17. Следующие утверждения эквивалентны:
а) M — строгое протосолнце в C(Q);
б) M ∩ Π— строгое протосолнце в C(Q) для любого замкнутого телесного

промежутка Π в C(Q), такого что M ∩ int Π �= ∅;
в) M ∩ m(x, y)— строгое протосолнце в C(Q) для любых x, y ∈ C(Q), таких

что M ∩ int m(x, y) �= ∅.

Замечание 8.6. Отметим ряд следствий из приведённых результатов.
К. С. Рютин [81] при исследовании вопроса равномерной непрерывности опе-
ратора почти наилучшего обобщённого рационального приближения построил
ряд примеров конечномерных подпространств V , W , для которых пересечение
RV,W ∩B компактно в C(Q) (Q— связный метрический компакт), где

RV,W = cl{v/w | v ∈ V, w ∈W, w > 0 на Q}.
По теореме Рютина [81] для любого ε > 0 существует равномерно непрерыв-
ная мультипликативная ε-выборка ϕ : B → RV,W ; ввиду теоремы 6.5 это даёт
B̊-стягиваемость пересечения B ∩ RV,W . По теореме Б. Брозовского и Р. Вег-
мана [141] множество RV,W является строгим протосолнцем, по теореме 8.16
пересечение RV,W ∩ B является компактным строгим солнцем, по теореме 8.10
оно монотонно линейно связно, а по теореме 8.1 — P - и B-клеточноподобно. Од-
нако выше мы отметили, что RV,W монотонно линейно связно. Это замечание
вместе с общей теоремой 6.5 даёт более сильный результат: RV,W B-стягиваемо
в общем случае (см. замечание 6.1).
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