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Аннотация

Получены формулы для обобщённой функциональной нормы, ассоциированной
с двухвесовой интегральной квазинормой. Решена задача об описании минимального
обобщённого банахова функционального пространства, содержащего данное квазиба-
нахово пространство, определённое двухвесовой интегральной квазинормой.

Abstract

E. G. Bakhtigareeva, M. L. Goldman, Associate norms and optimal embeddings for
a class of two-weight integral quasi-norms, Fundamentalnaya i prikladnaya matematika,
vol. 19 (2014), no. 5, pp. 3—33.

We obtain formulas for the generalized functional norm associated with the
two-weight integral quasi-norm. We describe a minimal generalized Banach function space
containing a given quasi-Banach space defined by the two-weight integral quasi-norm.

Введение

В работе рассмотрены пространства измеримых функций, заданных с по-
мощью двухвесовых интегральных (квази)норм. Для них установлены точные
описания ассоциированных норм и в случае исходных квазинорм решена задача
об описании оптимальных (т. е. минимальных) обобщённых функциональных
пространств, в которые вложены исходные пространства. Для этого потребова-
лось обобщение концепции банахова функционального пространства, развитой
в [6]. В качестве такого обобщения выступает понятие обобщённого банахо-
ва функционального пространства. Оставаясь в рамках общей теории идеаль-
ных структур (векторных решёток), развитой в [3—5], концепция обобщённого
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банахова функционального пространства, введённая в [1], существенно рас-
ширяет по сравнению с банаховыми функциональными пространствами класс
пространств, к которым она применима. Соответственно, расширяется круг за-
дач теории оптимальных вложений, которые удаётся решить с её помощью (см.,
например, [1,7,8]).

Структура данной работы такова. Во введении мы кратко излагаем основные
понятия и факты теории банаховых функциональных пространств и обобщён-
ных банаховых функциональных пространств, необходимые для дальнейшего.
В разделе 1 приведены основные обозначения и сформулированы результаты
работы. Выделены два варианта двухвесовых интегральных квазинорм. Для
первого из них описания ассоциированных обобщённых функциональных норм
приведены в теоремах 1.1 и 1.2 (в зависимости от условий на весовые функ-
ции). Для второго случая соответствующие описания даны в теоремах 1.3 и 1.4.
Наконец, теоремы 1.5 и 1.6 дают решения задач об оптимальных обобщённых
банаховых функциональных пространствах, содержащих заданные квазинорми-
рованные пространства, описываемые с помощью интегральных двухвесовых
квазинорм. Раздел 2 содержит доказательства основных результатов. Для их по-
лучения мы развиваем методы дискретизации интегральных весовых квазинорм
и строим их эквивалентные дискретные аналоги в терминах весовых последова-
тельностей (леммы 2.1.1, 2.1.1′, 2.2.1). Описание ассоциированных дискретных
весовых норм получено в леммах 2.1.2, 2.1.2′, 2.2.2. Наконец, переход от дис-
кретных аналогов ассоциированных норм к интегральным нормам с помощью
процедуры «антидискретизации» проведён в леммах 2.1.3, 2.1.3′, 2.2.3.

Синтез описанных выше результатов даёт доказательство теорем 1.1 и 1.2.
Теоремы 1.3 и 1.4 доказываются сведением к теоремам 1.1 и 1.2 соответственно
с помощью замен переменных.

Перейдём к краткому изложению используемых в дальнейшем понятий и
фактов теории обобщённых банаховых функциональных пространств.

Через (A;μ) обозначим пространство с мерой, которую считаем неотрица-
тельной и σ-конечной. Через M = M(A;μ) обозначим множество μ-измери-
мых функций,M0 = M0(A;μ)—множество μ-измеримых конечных почти всюду
функций, M+(A;μ) = {f ∈M(A;μ), f � 0}, M+

0 (A;μ) = M0(A;μ) ∩M+(A;μ).
Напомним определения функциональной нормы и порождённого ею банахова
функционального пространства (см. [6, гл. 1]).

Определение 1. Отображение ρ : M+ → [0,∞] есть функциональная норма,
если для всех f , g, fn (n ∈ N) из M+, всех констант a � 0 и всех μ-измеримых
подмножеств E ⊂ A выполнены следующие условия:

(P1) ρ(f) = 0 ⇐⇒ f = 0 μ-п. в., ρ(αf) = αρ(f), ρ(f + g) � ρ(f) + ρ(g);
(P2) монотонность:

0 � g � f μ-п. в. =⇒ ρ(g) � ρ(f); (1)

(P3) свойство Фату:

0 � fn ↑ f μ-п. в. =⇒ ρ(fn) ↑ ρ(f); (2)
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(P4) локальная интегрируемость:

μ(E) <∞ =⇒
∫
E

f dμ � CEρ(f) (3)

для некоторой CE ∈ R, зависящей от E и ρ, но не от f ;
(P5)

μ(E) <∞ =⇒ ρ(χE) <∞. (4)

Определение 2. Пусть ρ—функциональная норма. Множество X = X(ρ)
всех функций из M , для которых ρ(|f |) < ∞, называется банаховым функци-
ональным пространством, порождённым функциональной нормой ρ, при этом
для f полагаем

‖f‖X = ρ(|f |).
Мы обобщим эти определения, ослабляя (P4) и (P5).
Определение 3. Отображение ρ : M+ → [0,∞] есть обобщённая функцио-

нальная норма, если оно удовлетворяет условиям (P1)—(P3) из определения 1,
а также условиям
(P4′)

μ(E) <∞ =⇒ найдётся hE ∈M+, hE > 0 μ-п. в. на E,

такая что
∫
E

fhE dμ � ρ(f) (5)

(здесь функция hE зависит от E и ρ, но не от f ∈M+);
(P5′)

μ(E) <∞ =⇒ найдётся fE ∈M+, fE > 0 μ-п. в. на E, ρ(fE) <∞.

Определение 4. Пусть ρ—обобщённая функциональная норма. Множество
X = X(ρ) всех функций из M , для которых ρ(|f |) < ∞, называется обоб-
щённым банаховым функциональным пространством, порождённым обобщён-
ной функциональной нормой ρ, при этом для f полагаем

‖f‖X = ρ(|f |). (6)

Пример 5. Пусть X = X(A;μ)—банахово функциональное пространство
с нормой ‖·‖X , u ∈M+, 0 < u <∞ μ-п. в. на A. Тогда пространство

Xu = {f ∈M : ‖fu‖X <∞}
с нормой

‖f‖Xu
= ‖fu‖X

есть обобщённое банахово функциональное пространство. В частности, пусть
X = Lp(A), 1 � p � ∞. Тогда при любом весе u ∈ M+, 0 < u < ∞ μ-п. в.,
весовое пространство Xu с нормой

‖f‖Xu
= ‖fu‖Lp(A).
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есть обобщённое банахово функциональное пространство. Для того чтобы оно
было банаховым функциональным пространством, необходимо выполнение бо-
лее жёстких условий на вес. Именно, пусть

1
p

+
1
p′

= 1.

Тогда

(P4) ⇐⇒ 1
u
∈ Lloc

p′ (A), (P5) ⇐⇒ u ∈ Lloc
p (A).

Ниже сформулированы необходимые для дальнейшего свойства обобщённых
банаховых функциональных пространств (обоснование см. в [1]).

Теорема 6. Пусть X —обобщённое банахово функциональное пространство.
Тогда X полно.

Определение 7. Для обобщённой функциональной нормы ρ введём ρ′

на M+ следующей формулой:

ρ′(g) = sup
{∫
A

fg dμ : f ∈M+, ρ(f) � 1
}

для g ∈M+. (7)

Теорема 8. Пусть ρ—обобщённая функциональная норма. Тогда ассоцииро-
ванная норма ρ′ также является обобщённой функциональной нормой. Порож-
дённое ею пространство X ′ = X(ρ′) есть обобщённое банахово функциональное
пространство.

Замечание 9. В определение идеальной структуры (см. [5]) входят свой-
ства (P1), (P2) и свойство полноты. Для идеальной структуры со свойством
Фату к этим требованиям добавляется свойство (P3). Из определений 3 и 4 и
теоремы 6 видим, что обобщённое банахово функциональное пространство так-
же есть идеальная структура со свойством Фату (в частности, X полно). Для
таких структур в [5] доказано вложение X ⊂ S(A,μ), где S(A,μ)—простран-
ство функций из M с топологией сходимости по мере на каждом множестве
E ⊂ A с μ(E) < ∞. Для таких структур в [5] сформулирован также принцип
двойственности:

X ′′ = X (8)

Таким образом, он применим к обобщённым банаховым функциональным про-
странствам.

В заключение приведём известную лемму, которая полезна при рассмотрении
дискретных квазинорм.

Лемма 10. Пусть 0 < p � ∞, 1 � q � ∞, βm > 0,

βm+1

βm
� B > 1, m ∈ Z

(или m ∈ N). Тогда для любых am � 0 справедливы оценки
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(∑
m

[
βm

(∑
l�m

aql

)1/q]p)1/p

� c(B, p)
(∑

m

[βmam]p
)1/p

(9)

(∑
m

[
β−1
m

(∑
l�m

aql

)1/q]p)1/p

� c(B, p)
(∑

m

[β−1
m am]p

)1/p

, (10)

где c(B, p) ∈ R+ (с естественной модификацией при p = ∞ и/или q = ∞).

Отметим, что обратные неравенства верны с постоянной, равной единице,
так что в (9) и (10) мы имеем двусторонние оценки.

1. Обозначения и формулировка результатов

1.1. Обозначения

Пусть 0 < p � ∞,

1
p′

=
(

1 − 1
p

)
+

=

⎧⎨
⎩ 1 − 1

p
, 1 < p � ∞,

0, 0 < p � 1,
1 � q � ∞,

1
q′

= 1 − 1
q
,

0 � t0 < T0 � ∞, ϕ, ψ—непрерывные функции на (t0, T0), ϕ > 0, ψ � 0. При
t ∈ (t0, T0) обозначим

Ψp(t) =
( t∫
t0

ψp dτ

)1/p

, 0 < p <∞, (1.1.1)

Ψ∞(t) = sup
τ∈(t0,t]

ψ(τ), p = ∞, (1.1.2)

Ψp(t0) = lim
t→t0+0

Ψp(t), Ψp(T0) = lim
t→T0−0

Ψp(t) (1.1.3)

и для f, g ∈M+(t0, T0) положим

ρpq(f) =
{ T0∫
t0

‖fϕ‖pLq(τ,T0)
ψp(τ) dτ

}1/p

, 0 < p <∞, (1.1.4)

ρ∞q(f) =
∥∥ ‖fϕ‖Lq(·,T0)ψ(·)∥∥

L∞(t0,T0)
, p = ∞, (1.1.5)

ρ̇′pq(g) =
{ T0∫
t0

[∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
Lq′ (t0,t)

Ψp(t)−1

]p′
dΨp(t)
Ψp(t)

}1/p′

, 1 < p � ∞, (1.1.6)

ρ̇′pq(g) =
∥∥∥∥
∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
Lq′ (t0,·)

Ψp(·)−1

∥∥∥∥
L∞(t0,T0)

, 0 < p � 1. (1.1.7)
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1.2. Формулировка результатов

Теорема 1.1. В приведённых обозначениях пусть 0 < Ψp(t) < ∞, t ∈
∈ (t0, T0), Ψp(T0) = ∞. Тогда ρpq —обобщённая функциональная квазинорма
при 0 < p < 1 или обобщённая функциональная норма при 1 � p � ∞, а для
ассоциированной обобщённой функциональной нормы

ρ′pq(g) := sup
{ T0∫
t0

gf dt : f ∈M+(t0, T0), ρpq(f) � 1
}

(1.2.1)

справедлива двусторонняя оценка

ρ′pq(g) ∼= ρ̇′pq(g). (1.2.2)

Постоянные в двусторонней оценке (1.2.2) положительные, конечные, зависят
только от p.

Теорема 1.2. В приведённых обозначениях пусть Ψp(t) > 0, t ∈
∈ (t0, T0), Ψp(T0) < ∞. Тогда ρpq —обобщённая функциональная квазинорма
при 0 < p < 1 или обобщённая функциональная норма при 1 � p � ∞, а для
ассоциированной обобщённой функциональной нормы (1.2.1) справедливы сле-
дующие соотношения:

1) если p = ∞ и Ψ∞(t0) > 0, то

1
Ψ∞(T0)

∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
Lq′ (t0,T0)

� ρ′∞q(g) � 1
Ψ∞(t0)

∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
Lq′ (t0,T0)

; (1.2.3)

2) если p = ∞ и Ψ∞(t0) = 0, или 1 < p <∞, то

ρ′pq(g) ∼= ˙ρpq ′(g) +
1

Ψp(T0)

∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
Lq′ (μ1,T0)

, (1.2.4)

где Ψp(μ1) = (1/2)Ψp(T0);
3) если 0 < p � 1, то имеет место оценка (1.2.2).

Постоянные в двусторонних оценках положительные, конечные, зависят только
от p.

При t ∈ (t0, T0) обозначим

Ψ̂p(t) =
( T0∫
t

ψp dτ

)1/p

, 0 < p <∞, (1.2.5)

Ψ̂∞(t) = sup
τ∈[t,T0)

ψ(τ), p = ∞, (1.2.6)

Ψ̂p(t0) = lim
t→t0+0

Ψ̂p(t), Ψ̂p(T0) = lim
t→T0−0

Ψ̂p(t) (1.2.7)
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и для f, g ∈M+(t0, T0) положим

ρ̂pq(f) =
{ T0∫
t0

‖fϕ‖pLq(t0,τ)
ψp(τ) dτ

}1/p

, 0 < p <∞, (1.2.8)

ρ̂∞q(f) =
∥∥‖fϕ‖Lq(t0,·)ψ(·)∥∥

L∞(t0,T0)
, p = ∞, (1.2.9)

ˆ̇ρ′pq(g) =
∥∥∥∥
∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
Lq′ (·,T0)

Ψ̂p(·)−1

∥∥∥∥
L∞(t0,T0)

, 0 < p � 1, (1.2.10)

ˆ̇ρ′pq(g) =
{ T0∫
t0

[∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
Lq′ (t,T0)

Ψ̂p(t)−1

]p′ [
−dΨ̂p(t)

Ψ̂p(t)

]}1/p′

, 1 < p � ∞. (1.2.11)

Теорема 1.3. В приведённых обозначениях пусть 0 < Ψ̂p(t) <∞, t ∈ (t0, T0),
Ψ̂p(t0) = ∞. Тогда ρ̂pq —обобщённая функциональная квазинорма при 0 < p < 1
или обобщённая функциональная норма при 1 � p � ∞, а для ассоциированной
обобщённой функциональной нормы

ρ̂′pq(g) := sup
{ T0∫
t0

gf dt : f ∈M+(t0, T0), ρ̂pq(f) � 1
}

(1.2.12)

справедлива двусторонняя оценка

ρ̂′pq(g) ∼= ˆ̇ρ′pq(g) (1.2.13)

с положительными конечными постоянными, зависящими только от p.

Теорема 1.4. В приведённых обозначениях пусть Ψ̂p(t) > 0, t ∈ (t0, T0),
Ψ̂p(t0) <∞. Тогда ρ̂pq —обобщённая функциональная квазинорма при 0 < p < 1
или обобщённая функциональная норма при 1 � p � ∞, а для ассоциированной
обобщённой функциональной нормы ρ̂′pq справедливы следующие соотношения:

1) если p = ∞ и Ψ̂∞(T0) > 0, то

1
Ψ̂∞(t0)

∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
Lq′ (t0,T0)

� ρ̂′∞q(g) � 1
Ψ̂∞(T0)

∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
Lq′ (t0,T0)

; (1.2.14)

2) если p = ∞ и Ψ̂∞(T0) = 0 или 1 < p <∞, то

ρ̂′pq(g) ∼= ˆ̇ρ′pq(g) +
1

Ψ̂p(t0)

∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
Lq′ (t0,μ1)

, (1.2.15)

где Ψ̂p(μ1) = (1/2)Ψ̂p(t0);
3) если 0 < p � 1, то имеет место оценка (1.2.13).

Постоянные в двусторонних оценках (1.2.13), (1.2.15) положительные, конеч-
ные, зависят только от p.
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Полученные результаты позволяют решить следующую задачу.
Пусть 0 < p < 1, 1 � q < ∞, 0 � t0 < T0 � ∞, ϕ,ψ > 0—непрерывные

функции на (t0, T0). Через Kpq = Kpq(t0, T0) обозначим векторное квазинорми-
рованное пространство:

Kpq = {f ∈M(t0, T0) : ρpq(|f |) <∞},
где ρpq —квазинорма (1.1.4). Задача— найти оптимальное (наименьшее) обоб-
щённое банахово функциональное пространство Ǩpq = Ǩpq(t0, T0), такое что
Kpq ⊂ Ǩpq.

Теорема 1.5. В приведённых обозначениях обобщённое банахово функцио-
нальное пространство Ǩpq имеет обобщённую функциональную норму

ρ̌pq(f) =

T0∫
t0

‖fϕ‖Lq(τ,T0)ψ̌p(τ) dτ, (1.2.16)

где

ψ̌p(τ) =
1
p

( τ∫
t0

ψp(ξ) dξ
)1/p−1

ψp(τ), τ ∈ (t0, T0). (1.2.17)

Аналогично решается задача о минимальном обобщённом банаховом функцио-

нальном пространстве ˆ̈Kpq, содержащем квазибанахово пространство

K̂pq = {f ∈M(t0, T0) : ρ̂pq(|f |) <∞},
где ρ̂pq —квазинорма (1.2.8) при 0 < p < 1, 1 � q � ∞.

Теорема 1.6. В приведённых обозначениях обобщённое банахово функцио-

нальное пространство ˆ̈Kpq имеет обобщённую функциональную норму

ˆ̈ρpq =

T0∫
t0

‖fϕ‖Lq(t0,τ)
ˆ̈
ψp(τ) dτ, (1.2.18)

где

ˆ̈
ψp(t) =

1
p

( T0∫
t

ψp(τ) dτ
)1/p−1

ψp(t), t ∈ (t0, T0). (1.2.19)

2. Доказательство результатов раздела 1

2.1. Доказательство теоремы 1.1

2.1.1. Основной случай

Доказательство основного случая, когда Ψp(t0) = 0, опирается на следующие
три леммы.
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Лемма 2.1.1. Пусть выполнены условия теоремы 1.1 и если p = ∞, то
Ψp(t0) = 0. Введём последовательность {μm}m∈Z, где Z = {0,±1,±2,±3, . . .},
формулами

Ψp(μm) = 2m, m ∈ Z. (2.1.1)

Тогда

0 < μm−1 < μm, lim
m→−∞μm = t0, lim

m→+∞μm = T0 (2.1.2)

и при

Δm = [μm−1, μm), m ∈ Z, (2.1.3)

имеет место эквивалентность

ρpq(f) ∼= ρ̃pq(f ; Z) :=
∥∥{2m‖fϕ‖Lq(Δm)

}∥∥
lp
. (2.1.4)

Постоянные в двусторонней оценке (2.1.4) положительные, конечные и зависят
только от p. При 1 � p � ∞, 1 � q � ∞ ρpq является обобщённой функциональ-
ной нормой.

Лемма 2.1.2. Пусть выполнены условия теоремы 1.1 и если p = ∞, то
Ψp(t0) = 0. Для g ∈M+(t0, T0) положим

ρ̃′pq(g) := sup
{ T0∫
t0

fg dt : f ∈M+(t0, T0), ρ̃pq(f ; Z) � 1
}
, (2.1.5)

˜̃ρ′pq(g) :=

∥∥∥∥∥
{

2−m
∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
Lq′ (Δm)

}∥∥∥∥∥
lp′

, (2.1.6)

где Δm определены в (2.1.3). Тогда

ρ̃′pq(g) = ˜̃ρ′pq(g), g ∈M+(t0, T0). (2.1.7)

Лемма 2.1.3. Пусть выполнены условия теоремы 1.1 и если p = ∞, то
Ψp(t0) = 0. Тогда (см. (2.1.6) и (1.1.6), (1.1.7))

˜̃ρ′pq(g) ∼= ρ̇′pq(g), 0 < p � ∞, (2.1.8)

с положительными конечными постоянными в двусторонней оценке (2.1.8), за-
висящими только от p.

Замечание 2.1.4. Из (2.1.4) следует эквивалентность ассоциированных
норм:

ρ′pq(g) ∼= ρ̃′pq(g), g ∈M+(t0, T0).

Тогда из (2.1.5)—(2.1.7) получим эквивалентность (1.2.2), завершая тем самым
доказательство теоремы 1.1. Итак, нужно доказать леммы 2.1.1—2.1.3.
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2.1.2. Доказательство леммы 2.1.1

1. Сначала рассмотрим случай p = ∞ при Ψ∞(t0) = 0. Из убывания функции
‖fϕ‖Lq(τ,T0) > 0 по τ следует известная формула∥∥‖fϕ‖Lq(·,T0)ψ(·)∥∥

L∞(t0,T0)
=
∥∥‖fϕ‖Lq(·,T0)Ψ∞(·)∥∥

L∞(t0,T0)
.

Тогда

ρ∞q(f) =
∥∥‖fϕ‖Lq(·,T0)Ψ∞(·)∥∥

L∞(t0,T0)
= sup
m∈Z

∥∥‖fϕ‖Lq(·,T0)Ψ∞(·)∥∥
L∞(Δm)

.

Учтём, что Ψ∞(τ) ∼= 2m, τ ∈ Δm. Тогда

ρ∞q(f) ∼= sup
m∈Z

2m‖fϕ‖Lq(μm−1,T0).

Но при 1 � q <∞

‖fϕ‖Lq(μm−1,T0) =
(∑
l�m

‖fϕ‖qLq(Δl)

)1/q

, (2.1.9)

так что

ρ∞q(f) ∼= sup
m∈Z

2m
(∑
l�m

‖fϕ‖qLq(Δl)

)1/q

∼= sup
m∈Z

2m‖fϕ‖Lq(Δm).

В конце мы учли, что 2m ↑↑ и применили лемму 10. При q = ∞ имеем

‖fϕ‖L∞(μm−1,T0) �
∑
l�m

‖fϕ‖L∞(Δl), (2.1.10)

и снова по лемме 10

ρ∞∞(f) � sup
m∈Z

2m
∑
l�m

‖fϕ‖L∞(Δl)
∼= sup
m∈Z

2m‖fϕ‖L∞(Δm).

Обратное неравенство очевидно, так что

ρ∞∞(f) ∼= sup
m∈Z

2m‖fϕ‖L∞(Δm).

Итак, при всех 1 � q � ∞ установлено (2.1.4) с p = ∞.
2. Пусть теперь 0 < p < ∞. Тогда Ψp(t0) = 0, и мы имеем соотношения

(2.1.1)—(2.1.3). Поэтому

ρppq(f) =
∑
m∈Z

∫
Δm

‖fϕ‖pLq(τ,T0)
ψp(τ) dτ.
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Отсюда следует, что

ρppq(f) �
∑
m∈Z

‖fϕ‖pLq(μm−1,T0)

∫
Δm

ψp(τ) dτ =

=
∑
m∈Z

‖fϕ‖pLq(μm−1,T0)
[2mp − 2(m−1)p] = (1 − 2−p)

∑
m∈Z

‖fϕ‖pLq(μm−1,T0)
2mp.

(2.1.11)

Аналогично

ρppq(f) �
∑
m∈Z

‖fϕ‖pLq(μm,T0)

∫
Δm

ψp(τ) dτ = (1 − 2−p)
∑
m∈Z

‖fϕ‖pLq(μm,T0)
2mp =

= (1 − 2−p)
∑
m∈Z

‖fϕ‖pLq(μm−1,T0)
2(m−1)p.

В результате

ρppq(f) � 2−p(1 − 2−p)
∑
m∈Z

‖fϕ‖pLq(μm−1,T0)
2mp. (2.1.12)

Итак, в силу (2.1.11), (2.1.12)

ρpq(f) ∼=
{∑
m∈Z

‖fϕ‖pLq(μm−1,T0)
2mp

}1/p

, (2.1.13)

а тогда

ρpq(f) �
{∑
m∈Z

‖fϕ‖pLq(Δm)2
mp

}1/p

. (2.1.14)

В то же время, используя оценки (2.1.9) или (2.1.10), а затем лемму 10, полу-
чаем оценку сверху, обратную (2.1.14). В итоге мы приходим к оценке (2.1.4).

3. Осталось проверить при 1 � p, q � ∞ выполнение всех аксиом обоб-
щённой функциональной нормы из [1, определение 1.3]. Для этого используем
эквивалентную норму ρ̃pq(f ; Z) (квазинорму при 0 < p < 1). Выполнение всех
аксиом (квази)нормы сразу следует из определения 2.1.4. Отсюда следует и
свойство монотонности. Итак, выполнены свойства (Р1), (Р2). Покажем выпол-
нение свойства Фату (Р3):

0 � fn ↑ f a.e. on (t0, T0) =⇒ ρpq(fn) ↑ ρpq(f).

Известно, что при 0 < r � ∞, если 0 � Φn ∈ Lr(A) и Φn ↑ Φ п. в. на A,
то Φ измерима и ‖Φn‖Lr(A) ↑ ‖Φ‖Lr(A). Применив это свойство сначала при
A = (τ, T0), r = q, Φn = fnϕ, получим, что ‖fnϕ‖Lq(τ,T0) ↑ ‖fϕ‖Lq(τ,T0) для
любого τ ∈ (t0, T0). Затем применим его при A = (t0, T0), r = p, Φn(τ) =
= ‖fnϕ‖Lq(τ,T0). Это приводит к требуемому соотношению.
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Осталось проверить выполнение аксиом (P4)′, (P5)′ из [1, определение 1.3].
Для этого удобно использовать эквивалентную (квази)норму ρ̃pq(f ; Z). Пусть
{αm}m∈Z выбраны так, чтобы αm > 0, m ∈ Z, и

0 < cp :=
∥∥∥{αm|Δm|1/q′2−m

}∥∥∥
lp′
<∞.

Рассмотрим функцию

h(t) = c−1
p αmϕ(t), t ∈ Δm, m ∈ Z.

Тогда h(t) > 0, t ∈ (t0, T0), причём для f ∈ M+(t0, T0) имеем, применив нера-
венство Гёльдера,

T0∫
t0

fh dt =
∑
m∈Z

∫
Δm

fh dt =

= c−1
p

∑
m∈Z

αm

∫
Δm

fϕ dt � c−1
p

∑
m∈Z

αm‖fϕ‖Lq(Δm)|Δm|1/q′ .

Итак,
T0∫
t0

fh dt � c−1
p

∑
m∈Z

(
2m‖fϕ‖Lq(Δm)

)
(αm|Δm|1/q′2−m).

При 0 < p � 1, p′ = ∞ отсюда получаем (с учётом при 0 < p < 1 неравенства
Йенсена), что

T∫
0

fh dt � c−1
p

∥∥∥{αm|Δm|1/q′2−m
}∥∥∥

lp′

∥∥{2m‖fϕ‖Lq(Δm)

}∥∥
lp
.

При 1 < p � ∞, 1/p+ 1/p′ = 1 это же неравенство получим, применив неравен-
ство Гёльдера. В итоге для данной h > 0 на (t0, T0) имеем

T0∫
t0

fh dt �
∥∥{2m‖fϕ‖Lq(Δm)

}∥∥
lp

= ρ̃pq(f).

Это даёт выполнение свойства (P4)′.
Наконец, для функции

f0(t) =
|Δm|−1/q

22|m|ϕ(t)
, t ∈ Δm, m ∈ Z

имеем, что
f0(t) > 0, t ∈ (t0, T0),

причём
ρ̃pq(f0) =

∥∥{2m‖f0ϕ‖Lq(Δm)

}∥∥
lp

= ‖{2−2|m|+m}‖lp <∞.

Это означает выполнение аксиомы (P5)′.
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Замечание 2.1.5. При 1 � p, q � ∞ приведённые рассуждения показывают,
что ρpq —обобщённая функциональная норма.

2.1.3. Доказательство леммы 2.1.2

1. Для f, g ∈M+(t0, T0) имеем при 0 < p � ∞
T0∫
t0

fg dt =
∑
m∈Z

∫
Δm

fg dt �
∑
m∈Z

∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
Lq′ (Δm)

‖fϕ‖Lq(Δm) �

�
∥∥∥∥∥
{

2−m
∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
Lq′ (Δm)

}∥∥∥∥∥
lp′

∥∥{2m‖fϕ‖Lq(Δm)

}∥∥
lp
.

Итак,
T0∫
t0

fg dt � ˜̃ρ′pq(g)ρ̃pq(f),

откуда следует, что

ρ̃′pq(g) = sup
{ T0∫
t0

fg dt : f ∈M+(t0, T0), ρ̃pq(f ; Z) � 1
}

� ˜̃ρ′pq(g). (2.1.15)

2. Получим обратное неравенство. Точность неравенства Гёльдера для по-
следовательностей означает, что найдётся {αm}m∈Z со свойствами

αm � 0, m ∈ Z, ‖{αm}‖lp = 1,

∑
m∈Z

αm2−m
∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
Lq′ (Δm)

=

∥∥∥∥∥
{

2−m
∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
Lq′ (Δm)

}∥∥∥∥∥
lp′

= ˜̃ρ′pq(g).

Это верно при 1 < p � ∞, а при 0 < p � 1, т. е. p′ = ∞, это верно «с точностью
до любого ε ∈ (0, 1)», т. е. найдётся {αm} = {αm(ε)}, такая что

‖{αm}‖lp = 1, ˜̃ρ′pq(g)(1 − ε) �
∑
m∈Z

αm2−m
∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
Lq′ (Δm)

. (2.1.16)

Неравенство (2.1.16) верно для любых 0 < p � ∞ (при 1 < p � ∞ оно превра-
щается в равенство с ε = 0).

Рассмотрим функцию

f̃(t) =
∑
m∈Z

fm(t)χΔm
(t),
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где fm � 0, m ∈ Z, выбраны так, что∫
Δm

fmg dt = αm2−m
∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
Lq′ (Δm)

, ‖fmϕ‖Lq(Δm) = αm2−m.

Такой выбор fm возможен из-за точности неравенства Гёльдера для интегралов
при 1 < q � ∞. Если же q = 1, то такой выбор возможен «с точностью до
любого ε ∈ (0, 1)», т. е. найдётся fm = fm(ε, t) � 0, такая что∫

Δm

fmg dt � αm2−m
∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
Lq′ (Δm)

(1 − ε), ‖fmϕ‖Lq(Δm) = αm2−m. (2.1.17)

Первое неравенство (2.1.17) верно и при q > 1 (оно превращается в равенство
с ε = 0). Тогда при всех 1 � q � ∞ имеем

ρ̃pq(f̃ ; Z) =
∥∥∥{2m‖f̃ϕ‖Lq(Δm)

}∥∥∥
lp

=
∥∥{2m‖fmϕ‖Lq(Δm)

}∥∥
lp

= ‖{αm}‖lp = 1.

Значит, при всех 0 < p � ∞, 1 � q � ∞ получим из (2.1.16), (2.1.17) для любой
g ∈M+(t0, T0), что

ρ̃′pq(g) = sup
{ T0∫
t0

fg dt : f ∈M+(t0, T0), ρ̃pq(f ; Z) � 1
}

�
T0∫
t0

f̃g dt =

=
∑
m∈Z

∫
Δm

fmg dt � (1 − ε)
∑
m∈Z

αm2−m
∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
Lq′ (Δm)

� (1 − ε)2 ˜̃ρ′pq(g).

Итак, для любой g ∈M+(t0, T0) с учётом (2.1.15) имеем

(1 − ε)2 ˜̃ρ′pq(g) � ρ̃′pq(g) � ˜̃ρ′pq(g).

Поскольку сами величины ρ̃′pq(g) и ˜̃ρ′pq(g) не зависят от ε, то при ε→ +0 отсюда
следует равенство (2.1.7).

2.1.4. Доказательство леммы 2.1.3

1. Рассмотрим сначала случай 0 < p � 1. Согласно обозначению (1.1.7) и
формулам (2.1.2), (2.1.3)

ρ̇′pq(g) = sup
m∈Z

∥∥∥∥∥
∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
Lq′ (t0,t)

Ψp(t)−1

∥∥∥∥∥
L∞(Δm)

.

Но из (2.1.1) следует, что Ψp(t) ∼= 2m, t ∈ Δm, так что

ρ̇′pq(g) ∼= sup
m∈Z

2−m
∥∥∥∥∥
∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
Lq′ (t0,t)

∥∥∥∥∥
L∞(Δm)

= sup
m∈Z

2−m
∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
Lq′ (t0,μm)

. (2.1.18)



Ассоциированные нормы и оптимальные вложения для одного класса квазинорм 17

Используя затем соотношения∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
Lq′ (t0,μm)

=
(∑
l�m

∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
q′

Lq′ (Δm)

)1/q′

�
∑
l�m

∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
Lq′ (Δm)

(1 � q′ <∞),

(2.1.19)∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
L∞(t0,μm)

�
∑
l�m

∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
L∞(Δl)

(q′ = ∞) (2.1.20)

и лемму 10, получаем

ρ̇′pq(g) � cp sup
m∈Z

2−m
∑
l�m

∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
Lq′ (Δl)

∼= sup
m∈Z

2−m
∑
l�m

∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
Lq′ (Δm)

.

Аналогичная оценка снизу сразу следует из (2.1.18). Итак,

ρ̇′pq(g) ∼= sup
m∈Z

2−m
∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
Lq′ (Δm)

= ˜̃ρ′pq,

см. (2.1.6). Отсюда следует (2.1.8).

2. Пусть теперь 1 < p � ∞. Тогда согласно (1.1.6), (2.1.2), (2.1.3)

ρ̇′pq(g)
p′ =

∑
m∈Z

∫
Δm

[∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
Lq′ (t0,t)

Ψp(t)−1

]p′
dΨp(t)
Ψp(t)

�

�
∑
m∈Z

∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
p′

Lq′ (t0,μm)

∫
Δm

Ψp(t)−1−p′ dΨp(t) ∼=

∼=
∑
m∈Z

∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
p′

Lq′ (t0,μm)

2−m(1+p′)
∫

Δm

dΨp(t) =

=
∑
m∈Z

∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
p′

Lq′ (t0,μm)

2−m(1+p′)[Ψp(μm) − Ψp(μm−1)] =

=
∑
m∈Z

∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
p′

Lq′ (t0,μm)

2−m(1+p′)(2m − 2m−1) =
1
2

∑
m∈Z

∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
p′

Lq′ (t0,μm)

2−mp
′
.

(2.1.21)

Теперь используем оценки (2.1.19) (при q′ < ∞ ) или (2.1.20) (при q′ = ∞)
и лемму 10:

ρ̇′pq(g)
p′ � 1

2

∑
m∈Z

2−mp
′
(∑
l�m

∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
Lq′ (Δl)

)p′
∼=
∑
m∈Z

2−mp
′
∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
p′

Lq′ (Δm)

.

Отсюда и из (2.1.6) следует, что

ρ̇′pq(g) � cp ˜̃ρ′pq(g), cp ∈ R+.
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Получим соответствующую оценку снизу. Действуем аналогично выводу
оценки (2.1.21). Имеем

ρ̇′pq(g)
p′ �

∑
m∈Z

∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
p′

Lq′ (t0,μm−1)

∫
Δm

Ψp(t)−1−p′ dΨp(t) ∼=

∼=
∑
m∈Z

∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
p′

Lq′ (t0,μm−1)

2−m(1+p′)[Ψp(μm) − Ψp(μm−1)] =

=
∑
m∈Z

∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
p′

Lq′ (t0,μm−1)

2−m(1+p′)(2m − 2m−1) =

=
1

2p′+1

∑
m∈Z

∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
p′

Lq′ (t0,μm−1)

2−(m−1)p′ =
1

2p′+1

∑
m∈Z

∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
p′

Lq′ (t0,μm)

2−mp
′ �

� 1
2p′+1

∑
m∈Z

∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
p′

Lq′ (Δm)

2−mp
′
.

В итоге
ρ̇′pq(g) � c̃p ˜̃ρ′pq(g).

Вместе с (2.1.21) это неравенство даёт оценку (2.1.8).

Мы завершили доказательство лемм 2.1.1—2.1.3, а следовательно, и доказа-
тельство теоремы 1.1 в основном случае: 0 < p <∞ или p = ∞, Ψ∞(t0) = 0.

2.1.5. Доказательство теоремы 1.1 в случае p = ∞, Ψp(t0) > 0

Доказательство теоремы 1.1 в этом случае опирается на следующие леммы.

Лемма 2.1.1′. Пусть выполнены условия теоремы 1.1 при p = ∞, причём
Ψp(t0) > 0. Введём последовательность {μm}m∈N формулами μ0 = t0,

Ψ∞(μm) = 2mΨ∞(t0), m ∈ N.

Тогда
t0 < μm−1 < μm, m � 2, lim

m→+∞μm = T0

и при
Δm = [μm−1, μm), m ∈ N,

имеет место эквивалентность

ρ∞q(f) ∼= ρ̃∞q(f ; N) := Ψ∞(t0)
∥∥∥{2m‖fϕ‖Lq(Δm)

}
m∈N

∥∥∥
l∞
.

Постоянные в этой двусторонней оценке абсолютные, положительные, конеч-
ные. Величина ρ∞q(f) является обобщённой функциональной нормой.
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Лемма 2.1.2′. В условиях леммы 2.1.1′ для g ∈M+(t0, T0) определим

ρ̃′∞q(g) := sup
{ T0∫
t0

fg dt : f ∈M+(t0, T0), ρ̃∞q(f ; N) � 1
}
,

˜̃ρ′∞q(g) := Ψ∞(t0)

∥∥∥∥∥
{

2−m
∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
Lq′ (Δm)

}∥∥∥∥∥
l1

.

Тогда
ρ̃′∞q(g) = ˜̃ρ′∞q(g), g ∈M+(t0, T0).

Лемма 2.1.3′. В условиях леммы 2.1.1′ для g ∈M+(t0, T0)
˜̃ρ′∞q(g) ∼= ρ̇′∞q(g)

с абсолютными постоянными.

Замечание 2.1.6. Доказательства лемм 2.1.1′, 2.1.2′ вполне аналогичны до-
казательствам лемм 2.1.1, 2.1.2 и потому опускаются. Несколько отличается
доказательство леммы 2.1.3′, его мы приводим ниже.

2.1.6. Доказательство леммы 2.1.3′

1. Оценим сверху ρ̇′∞q(g) через ˜̃ρ′∞q(g):

ρ̇′pq(g) =
∑
m∈N

∫
Δm

∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
Lq′ (t0,t)

Ψ∞(t)−2 dΨ∞(t) �

� Ψ∞(t0)−2
∑
m∈N

2−2m

∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
Lq′ (t0,μm)

∫
Δm

dΨ∞(t) =

= Ψ∞(t0)−1
∑
m∈N

∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
Lq′ (t0,μm)

2−2m2m−1 �

� Ψ∞(t0)−1
∑
m∈N

2−(m+1)
m∑
l=1

∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
Lq′ (Δl)

=

= Ψ∞(t0)−1
∞∑
l=1

∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
Lq′ (Δl)

∞∑
m=l

2−(m+1) =

=
1

Ψ∞(t0)

∞∑
l=1

2−l
∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
Lq′ (Δl)

= ˜̃ρ′∞q.

Получим соответствующую оценку снизу:

ρ̇′∞q(g) � Ψ∞(t0)−2
∑
m∈N

2−2m

∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
Lq′ (t0,μm−1)

∫
Δm

dΨ∞(t).
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Слагаемое с m = 1 здесь равно 0, так что

ρ̇′∞q(g) � Ψ∞(t0)−1
∞∑
m=2

∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
Lq′ (t0,μm−1)

2−2m2m−1 =

= Ψ∞(t0)−1
∞∑
m=2

∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
Lq′ (t0,μm−1)

2−m−1 =

=
1
4
Ψ∞(t0)−1

∞∑
m=1

∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
Lq′ (t0,μm)

2−m �

� 1
4
Ψ∞(t0)−1

∞∑
m=1

∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
p′

Lq′ (Δm)

2−m =
1
4

˜̃ρ′∞q.

Из лемм 2.1.1′—2.1.3′ следует справедливость теоремы 1.1 при p = ∞,
Ψ∞(t0) > 0.

2.2. Доказательство теоремы 1.2

2.2.1. Доказательство теоремы 1.2 при p = ∞ и Ψ∞(t0) > 0

Так как функция ‖fϕ‖Lq(τ,T0) > 0 убывает по τ , справедлива известная
формула∥∥‖fϕ‖Lq(·,T0)ψ(·)∥∥

L∞(t0,T0)
=
∥∥‖fϕ‖Lq(·,T0)Ψ∞(·)∥∥

L∞(t0,T0)
. (2.2.1)

При этом Ψ∞(t0) � Ψ∞(τ) � Ψ∞(T0), τ ∈ (t0, T0), так что

Ψ∞(t0)‖fϕ‖Lq(t0,T0) �
∥∥‖fϕ‖Lq(·,T0)Ψ∞(·)∥∥

L∞(t0,T0)
� Ψ∞(T0)‖fϕ‖Lq(t0,T0).

Итак,
Ψ∞(t0)‖fϕ‖Lq(t0,T0) � ρ∞q(f) � Ψ∞(T0)‖fϕ‖Lq(t0,T0). (2.2.2)

Тогда для g ∈M+(t0, T0) с учётом правой оценки в (2.2.2) получаем

ρ′∞q(g) = sup
{ T0∫
t0

fg dt : f ∈M+(t0, T0), ρ∞q(f) � 1
}

�

� sup
{ T0∫
t0

(
g

ϕ

)
(fϕ) dt : f ∈M+(t0, T0), ‖fϕ‖Lq(t0,T0) � 1

Ψ∞(T0)

}
=

=
1

Ψ∞(T0)
sup
{ T0∫
t0

(
g

ϕ

)
h dt : h ∈M+(t0, T0), ‖h‖Lq(t0,T0) � 1

}
.

Ввиду точности неравенства Гёльдера для интегралов отсюда получаем

ρ′∞q(g) � 1
Ψ∞(T0)

∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
Lq′ (t0,T0)

.
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Аналогично из второй оценки в (2.2.2) следует, что

ρ′∞q(g) � 1
Ψ∞(t0)

∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
Lq′ (t0,T0)

.

Оценка (1.2.3) доказана.

2.2.2. Доказательство теоремы 1.2 в остальных случаях

Доказательство теоремы 1.2 в остальных случаях опирается на следующие
три леммы.

Лемма 2.2.1. Пусть выполнены условия теоремы 1.2 и если p = ∞, то
Ψp(t0) = 0. Введём последовательность {μ̃m}m∈N0 формулами

Ψp(μ̃m) = Ψp(T0)2−m, m ∈ N0 = {0, 1, 2, . . .} . (2.2.3)

Тогда
μ̃0 = T0, t0 < μ̃m+1 < μ̃m, lim

m→+∞ μ̃m = t0 (2.2.4)

и при
Δ̃m = [μ̃m+1, μ̃m), m ∈ N0, (2.2.5)

имеет место эквивалентность

ρpq(f) ∼= ρ̃pq(f) := Ψp(T0)
∥∥∥{2−m‖fϕ‖Lq(Δ̃m)

}∥∥∥
lp
. (2.2.6)

Постоянные в двусторонней оценке (2.2.6) положительные, конечные и зависят
только от p. При 1 � p � ∞, 1 � q � ∞ ρpq является обобщённой функциональ-
ной нормой.

Лемма 2.2.2. Пусть выполнены условия теоремы 1.2 и если p = ∞, то
Ψp(t0) = 0. Для g ∈M+(t0, T0) определим

ρ̃′pq(g) := sup
{ T0∫
t0

fg dt : f ∈M+(t0, T0), ρ̃pq(f) � 1
}
, (2.2.7)

˜̃ρ′pq(g) := Ψp(T0)−1

∥∥∥∥∥
{

2m
∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
Lq′ (Δ̃m)

}∥∥∥∥∥
lp′

. (2.2.8)

где Δ̃m определены в (2.2.5). Тогда

ρ̃′pq(g) = ˜̃ρ′pq(g), g ∈M+(t0, T0). (2.2.9)

Лемма 2.2.3. Пусть выполнены условия теоремы 1.2 и если p = ∞, то
Ψp(t0) = 0. Тогда (см. (2.2.8) и (1.1.6), (1.1.7))

˜̃ρ′pq(g) ∼= ρ̇′pq(g), 0 < p � 1, (2.2.10)

˜̃ρ′pq(g) ∼= ρ̇′pq(g) +
1

Ψp(T0)

∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
Lq′ (μ̃1,T0)

, 1 < p � ∞, (2.2.11)
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с положительными конечными постоянными в двусторонних оценках (2.2.10),
(2.2.11), зависящими только от p.

Замечание 2.2.4. Из (2.2.6) следует эквивалентность ассоциированных
норм:

ρ′pq(g) ∼= ρ̃′pq(g), g ∈M+(t0, T0).

Тогда из (2.2.9)—(2.2.11) получаем эквивалентность (1.2.4), (1.2.11), завершая
тем самым доказательство теоремы 1.2.

Итак, нужно доказать леммы 2.2.1—2.2.3.

2.2.3. Доказательство леммы 2.2.1

1. Сначала рассмотрим случай p = ∞ при Ψ∞(t0) = 0. Согласно (2.2.1)
имеем

ρ∞q(f) =
∥∥‖fϕ‖Lq(·,T0)Ψ∞(·)∥∥

L∞(t0,T0)
= sup
m∈N0

∥∥‖fϕ‖Lq(·,T0)Ψ∞(·)∥∥
L∞(Δ̃m)

.

Учтём, что Ψ∞(τ) ∼= Ψ∞(T0)2−m, τ ∈ Δ̃m. Тогда

Ψ∞(T0)−1ρ∞q(f) ∼= sup
m∈N0

2−m‖fϕ‖Lq(μ̃m+1,T0).

При 1 � q <∞

‖fϕ‖Lq(μ̃m+1,T0) =
( m∑
l=0

‖fϕ‖q
Lq(Δ̃l)

)1/q

, (2.2.12)

так что

Ψ∞(T0)−1ρ∞q(f) ∼= sup
m∈N0

2−m
( m∑
l=0

‖fϕ‖q
Lq(Δ̃l)

)1/q

∼= sup
m∈N0

2−m‖fϕ‖Lq(Δ̃m).

В конце мы учли, что 2−m ↓↓ и применили лемму 10.
При q = ∞ имеем

‖fϕ‖L∞(μ̃m+1,T0) �
m∑
l=0

‖fϕ‖L∞(Δ̃l)
, (2.2.13)

и снова по лемме 10

Ψ∞(T0)−1ρ∞∞(f) � sup
m∈N0

2−m
m∑
l=0

‖fϕ‖L∞(Δ̃l)
∼= sup
m∈N0

2−m‖fϕ‖L∞(Δ̃m).

Обратное неравенство очевидно, так что

Ψ∞(T0)−1ρ∞∞(f) ∼= sup
m∈N0

2−m‖fϕ‖L∞(Δ̃m).

Итак, при всех 1 � q � ∞ установлено (2.2.6) с p = ∞.
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2. Пусть теперь 0 < p < ∞. Тогда Ψp(t0) = 0, и мы имеем соотношения
(2.2.3)—(2.2.5). Поэтому

Ψp(T0)−pρppq(f) = Ψp(T0)−p
∞∑
m=0

∫
Δ̃m

‖fϕ‖pLq(τ,T0)
ψp(τ) dτ.

Отсюда следует, что

Ψp(T0)−pρppq(f) � Ψp(T0)−p
∞∑
m=0

‖fϕ‖pLq(μ̃m+1,T0)

∫
Δ̃m

ψp(τ) dτ =

=
∞∑
m=0

‖fϕ‖pLq(μ̃m+1,T0)
[2−mp − 2−(m+1)p] =

= (1 − 2−p)
∞∑
m=0

‖fϕ‖pLq(μ̃m+1,T0)
2−mp. (2.2.14)

Аналогично

Ψp(T0)−pρppq(f) � Ψp(T0)−p
∞∑
m=0

‖fϕ‖pLq(μ̃m,T0)

∫
Δ̃m

ψp(τ) dτ =

= (1 − 2−p)
∞∑
m=0

‖fϕ‖pLq(μ̃m,T0)
2−mp.

Слагаемое с m = 0 здесь равно 0, так что

Ψp(T0)−pρppq(f) � (1 − 2−p)
∞∑
m=1

‖fϕ‖pLq(μ̃m,T0)
2−mp =

= (1 − 2−p)
∞∑
m=0

‖fϕ‖pLq(μ̃m+1,T0)
2−(m+1)p.

В результате

Ψp(T0)−pρppq(f) � 2−p(1 − 2−p)
∞∑
m=0

‖fϕ‖pLq(μ̃m+1,T0)
2−mp. (2.2.15)

Итак, в силу (2.2.14), (2.2.15)

ρpq(f) ∼= Ψp(T0)
{ ∞∑
m=0

‖fϕ‖pLq(μ̃m+1,T0)
2−mp

}1/p

, (2.2.16)

а тогда

ρpq(f) � Ψp(T0)
{ ∞∑
m=0

‖fϕ‖p
Lq(Δ̃m)

2−mp
}1/p

. (2.2.17)



24 Э. Г. Бахтигареева, М. Л. Гольдман

В то же время, используя оценки (2.2.12) или (2.2.13), а затем лемму 10, полу-
чаем оценку сверху, обратную (2.2.17). В итоге мы приходим к оценке (2.2.6).

3. Осталось проверить при 1 � p, q � ∞ выполнение всех аксиом обоб-
щённой функциональной нормы из [1, определение 1.3]. Для этого используем
эквивалентную норму ρ̃pq (квазинорму при 0 < p < 1). Выполнение всех аксиом
(квази)нормы сразу следует из определения (2.2.6). Отсюда следует и свойство
монотонности.

Итак, выполнены свойства (Р1), (Р2). Покажем, что выполнено свойство
Фату (Р3):

0 � fn ↑ f п.в. на (t0, T0) =⇒ ρpq(fn) ↑ ρpq(f).

Известно, что при 0 < r � ∞ если 0 � Φn ∈ Lr(A) и Φn ↑ Φ п. в. на A, то Φ из-
мерима и ‖Φn‖Lr(A) ↑ ‖Φ‖Lr(A). Применив это свойство сначала при A = (τ, T0),
r = q, Φn = fnϕ, получим, что ‖fnϕ‖Lq(τ,T0) ↑ ‖fϕ‖Lq(τ,T0) для любого
τ ∈ (t0, T0). Затем применим его при A = (t0, T0), r = p, Φn(τ) = ‖fnϕ‖Lq(τ,T0).
Это приводит к требуемому соотношению.

Осталось проверить выполнение аксиом (P4)′, (P5)′ из [1, определе-
ние 1.3]. Для этого удобно использовать эквивалентную (квази)норму ρ̃pq.
Пусть {αm}m∈N0 выбраны так, чтобы αm > 0, m ∈ N0, и

0 < cp :=
∥∥∥{αm|Δ̃m|1/q′2m

}∥∥∥
lp′
<∞.

Рассмотрим функцию

h(t) = c−1
p Ψp(T )αmϕ(t), t ∈ Δ̃m, m ∈ N0.

Тогда h(t) > 0, t ∈ (t0, T0), причём для f ∈ M+(t0, T0) имеем, применив нера-
венство Гёльдера, что

T0∫
t0

fh dt =
∞∑
m=0

∫
Δ̃m

fh dt = c−1
p Ψp(T0)

∞∑
m=0

αm

∫
Δ̃m

fϕ dt �

� c−1
p Ψp(T0)

∞∑
m=0

αm‖fϕ‖Lq(Δ̃m)|Δ̃m|1/q′ .

Итак,
T0∫
t0

fh dt � c−1
p Ψp(T0)

∞∑
m=0

(
2−m‖fϕ‖Lq(Δ̃m)

)
(αm|Δ̃m|1/q′2m).

При 0 < p � 1, p′ = ∞ отсюда имеем (с учётом при 0 < p < 1 неравенства
Йенсена), что

T0∫
t0

fh, dt � c−1
p Ψp(T0)

∥∥∥{αm|Δ̃m|1/q′2m
}∥∥∥

lp′

∥∥∥{2−m‖fϕ‖Lq(Δ̃m)

}∥∥∥
lp
.
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При 1 < p � ∞, 1/p+ 1/p′ = 1 это же неравенство получим, применив неравен-
ство Гёльдера. В итоге для данной h > 0 на (t0, T0) имеем

T0∫
t0

fh dt � Ψp(T0)
∥∥∥{2−m‖fϕ‖Lq(Δ̃m)

}∥∥∥
lp

= ρ̃pq(f).

Это даёт выполнение свойства (P4)′.
Наконец, для функции

f0(t) = Ψp(T0)−1 |Δ̃m|−1/q

ϕ(t)
, t ∈ Δ̃m, m ∈ N0,

имеем, что

f0(t) > 0, t ∈ (t0, T0),

причём

ρ̃pq(f0) = Ψp(T0)
∥∥∥{2−m‖f0ϕ‖Lq(Δ̃m)

}∥∥∥
lp

= ‖{2−m}‖lp <∞.

Это означает выполнение аксиомы (P5)′.
Замечание 2.2.5. При 1 � p, q � ∞ приведённые рассуждения показывают,

что ρpq есть обобщённая функциональная норма.

2.2.4. Доказательство леммы 2.2.2

Это доказательство вполне аналогично доказательству леммы 2.1.2, и мы
его опускаем.

2.2.5. Доказательство леммы 2.2.3

1. Рассмотрим сначала случай 0 < p � 1. Согласно обозначению (1.1.7) и
формулам (2.2.4), (2.2.5) имеем

ρ̇′pq(g) = sup
m∈N0

∥∥∥∥∥
∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
Lq′ (t0,t)

Ψp(t)−1

∥∥∥∥∥
L∞(Δ̃m)

.

Но из (2.2.3) следует, что Ψp(t) ∼= 2−mΨp(T0), t ∈ Δ̃m, так что

ρ̇′pq(g) ∼=
1

Ψp(T0)
sup
m∈N0

2m
∥∥∥∥∥
∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
Lq′ (t0,t)

∥∥∥∥∥
L∞(Δ̃m)

=
1

Ψp(T0)
sup
m∈N0

2m
∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
Lq′ (t0,μ̃m)

.

(2.2.18)
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Используя затем соотношения∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
Lq′ (t0,μ̃m)

=
( ∞∑
l=m

∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
q′

Lq′ (Δ̃l)

)1/q′

�
∞∑
l=m

∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
Lq′ (Δ̃l)

(1 � q′ <∞),

(2.2.19)∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
L∞(t0,μ̃m)

�
∞∑
l=m

∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
L∞(Δ̃l)

(q′ = ∞) (2.2.20)

и лемму 10, получаем

ρ̇′pq(g) � cp
Ψp(T0)

sup
m∈N0

2m
∞∑
l=m

∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
Lq′ (Δ̃l)

∼=

∼= 1
Ψp(T0)

sup
m∈N0

2m
∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
Lq′ (Δ̃m)

, cp ∈ R+.

Аналогичная оценка снизу сразу следует из (2.2.18). Итак,

ρ̇′pq(g) ∼=
1

Ψp(T0)
sup
m∈N0

2m
∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
Lq′ (Δ̃m)

= ˜̃ρ′pq,

см. (2.2.8). Отсюда следует (2.2.10).

2. Пусть теперь 1 < p � ∞. Тогда согласно (1.1.6), (2.2.4), (2.2.5)

ρ̇′pq(g)
p′ =

∞∑
m=0

∫
Δ̃m

[∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
Lq′ (t0,t)

Ψp(t)−1

]p′
dΨp(t)
Ψp(t)

�

�
∞∑
m=0

∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
p′

Lq′ (t0,μ̃m)

∫
Δ̃m

Ψp(t)−1−p′ dΨp(t) ∼=

∼= Ψp(T0)−1−p′
∞∑
m=0

∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
p′

Lq′ (t0,μ̃m)

2m(1+p′)
∫

Δ̃m

dΨp(t) =

= Ψp(T0)−1−p′
∞∑
m=0

∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
p′

Lq′ (t0,μ̃m)

2m(1+p′)[Ψp(μ̃m) − Ψp(μ̃m+1)] =

=
1

Ψp(T0)p
′

∞∑
m=0

∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
p′

Lq′ (t0,μ̃m)

2m(1+p′)(2−m − 2−m−1) =

=
1

2Ψp(T0)p
′

∞∑
m=0

∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
p′

Lq′ (t0,μ̃m)

2mp
′
. (2.2.21)

Теперь используем оценки (2.2.19) (при q′ < ∞ ) или (2.2.20) (при q′ = ∞) и
лемму 10:
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ρ̇′pq(g)
p′ � c(p)

2Ψp(T0)p
′

∞∑
m=0

2mp
′
( ∞∑
l=m

∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
Lq′ (Δ̃l)

)p′
∼=

∼= 1
Ψp(T0)p

′

∞∑
m=0

2mp
′
∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
p′

Lq′ (Δ̃m)

, c(p) ∈ R+.

Отсюда и из (2.2.8) следует, что

ρ̇′pq(g) � cp ˜̃ρ′pq(g), cp ∈ R+.

Добавляем сюда очевидное неравенство

1
Ψp(T0)

∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
Lq′ (μ̃1,T0)

=
1

Ψp(T0)

∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
Lq′ (Δ̃0)

� ˜̃ρ′pq(g)

и приходим к оценке

ρ̇′pq(g) +
1

Ψp(T0)

∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
Lq′
(
μ̃1,T0)

� (cp + 1)
) ˜̃ρ′pq(g). (2.2.22)

Получим соответствующую оценку снизу. Действуем аналогично выводу
оценки (2.2.21). Имеем

ρ̇′pq(g)
p′ �

∞∑
m=0

∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
p′

Lq′ (t0,μ̃m+1)

∫
Δ̃m

Ψp(t)−1−p′ dΨp(t) ∼=

∼= Ψp(T0)−1−p′
∞∑
m=0

∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
p′

Lq′ (t0,μ̃m+1)

2m(1+p′)[Ψp(μ̃m) − Ψp(μ̃m+1)] =

=
1

Ψp(T0)p
′

∞∑
m=0

∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
p′

Lq′ (t0,μ̃m+1)

2m(1+p′)(2−m − 2−m−1) =

=
1

2p′+1Ψp(T0)p
′

∞∑
m=0

∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
p′

Lq′ (t0,μ̃m+1)

2(m+1)p′ =

=
1

2p′+1Ψp(T0)p
′

∞∑
m=1

∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
p′

Lq′ (t0,μ̃m)

2mp
′ �

� 1
2p′+1Ψp(T0)p

′

∞∑
m=1

∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
p′

Lq′ (Δ̃m)

2mp
′
.

Итак,

ρ̇′pq(g)
p′ � cp′Ψp(T0)−p

′
∞∑
m=1

∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
p′

Lq′ (Δ̃m)

2mp
′
.

Добавим к обеим частям неравенства слагаемое

Ψp(T0)−p
′
∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
p′

Lq′ (μ̃1,T0)

= Ψp(T0)−p
′
∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
p′

Lq′ (Δ̃0)
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и получим

ρ̇′pq(g)
p′ + Ψp(T0)−p

′
∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
p′

Lq′ (μ̃1,T0)

�

� Ψp(T0)−p
′
(cp′ + min{1, cp′})

∞∑
m=0

∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
p′

Lq′ (Δ̃m)

2mp
′
.

Отсюда с учётом того, что p′ � 1, следует, что

ρ̇′pq(g) + Ψp(T0)−1

∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
Lq′ (μ̃1,T0)

�

�
(
ρ̇′pq(g)

p′ + Ψp(T0)−p
′
∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
p′

Lq′ (μ̃1,T0)

)1/p′

�

� Ψp(T0)−1′
(cp′ + min{1, cp′})1/p′

{ ∞∑
m=0

∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
p′

Lq′ (Δ̃m)

2mp
′
}1/p′

.

В итоге

ρ̇′pq(g) + Ψp(T0)−1

∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
Lq′ (μ̃1,T0)

� c̃p ˜̃ρ′pq(g).

Вместе с (2.2.22) это неравенство даёт оценку (2.2.11).
Мы завершили доказательства лемм 2.2.1—2.2.3, а следовательно, и доказа-

тельство теоремы 1.2 (см. замечание 2.2.4).

2.3. Доказательство теоремы 1.3 (сведение к теореме 1.1)

1. Используем более подробные обозначения

ρpq(f) = ρpqϕψ
(
f ; (t0, T0)

)
, (2.3.1)

ρ̂pq(f) = ρ̂pqϕψ
(
f ; (t0, T0)

)
(2.3.2)

для величин (1.1.4) и (1.2.8), введём

f̂(τ) = f(τ−1), ϕq(τ) = ϕ(τ−1)τ−2/q, ψp(τ) = ψ(τ−1)τ−2/p, τ ∈ (T−1
0 , t−1

0 ),
(2.3.3)

и покажем, что

ρ̂pqϕψ
(
f ; (t0, T0)

)
= ρpqϕqψp

(
f̂ ; (T−1

0 , t−1
0 )
)
. (2.3.4)
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Действительно, замены переменных в интегралах дают при p, q <∞

ρ̂pqϕψ
(
f ; (t0, T0)

)
=
{ T0∫
t0

( τ∫
t0

[f(ξ)ϕ(ξ)]q dξ
)p/q

ψp(τ) dτ
}1/p

=

=
{ T0∫
t0

( t−1
0∫

τ−1

[f̂(λ)ϕq(λ)]q dλ
)p/q

ψp(τ) dτ
}1/p

=

=
{ t−1

0∫
T−1

0

( t−1
0∫
σ

[f̂(λ)ϕq(λ)]q dλ
)p/q

ψpp(σ) dσ
}1/p

= ρpqϕqψp

(
f̂ ; (T−1

0 , t−1
0 )
)
.

Аналогично получим (2.3.4), если p = ∞ или q = ∞, или p = q = ∞.

2. Используем теперь более подробные обозначения

ρ′pq(g) = ρ′pqϕψ
(
g; (t0, T0)

)
, (2.3.5)

ρ̂′pq(g) = ρ̂′pqϕψ
(
g; (t0, T0)

)
(2.3.6)

для величин (1.2.1) и (1.2.12), введём функцию

g1(τ) = g(τ−1)τ−2, τ ∈ (T−1
0 , t−1

0 ), (2.3.7)

и покажем, что

ρ̂′pqϕψ
(
g; (t0, T0)

)
= ρ′pqϕqψp

(
g1; (T−1

0 , t−1
0 )
)
. (2.3.8)

Действительно, (2.3.4) и замены переменных в интегралах дают

ρ̂′pqϕψ
(
g; (t0, T0)

)
:= sup

{ T0∫
t0

gf dt : ρ̂pqϕψ
(
f ; (t0, T0)

)
� 1
}

=

= sup
{ T0∫
t0

gf dt : ρpqϕqψp

(
f̂ ; (T−1

0 , t−1
0 )
)

� 1
}

=

= sup
{ t−1

0∫
T−1

0

g1(τ)f̂(τ) dt : ρpqϕqψp

(
f̂ ; (T−1

0 , t−1
0 )
)

� 1
}

=

= ρ′pqϕqψp

(
g1; (T−1

0 , t−1
0 )
)
.

3. Используем теперь в соответствующих обозначениях ответ, полученный
в теореме 1.1. Из (2.3.8) и (1.2.2) следует, что

ρ̂′pqϕψ
(
g; (t0, T0)

) ∼= ρ̇′pqϕqψp

(
g1; (T−1

0 , t−1
0 )
)
. (2.3.9)
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Величина в правой части (2.3.9) определяется (в соответствующих обозначени-
ях) формулами (1.1.6), (1.1.7). Обозначим

Ψ̃p(t) =
( t∫
T−1

0

ψpp dτ

)1/p

, 0 < p <∞, (2.3.10)

Ψ̃∞(t) = sup
τ∈(T−1

0 ,t]

ψ∞(τ), p = ∞. (2.3.11)

Тогда при 0 < p � 1 согласно (1.1.7)

ρ̇′pqϕqψp

(
g1; (T−1

0 , t−1
0 )
)

=

∥∥∥∥∥
∥∥∥∥ g1ϕq

∥∥∥∥
Lq′ (T

−1
0 ,·)

Ψ̃p(·)−1

∥∥∥∥∥
L∞(T−1

0 ,t−1
0 )

. (2.3.12)

Отметим, что имеет место равенство∥∥∥∥ g1ϕq
∥∥∥∥
Lq′ (T

−1
0 ,t−1)

=
∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
Lq′ (t,T0)

, t ∈ (t0, T0). (2.3.13)

Действительно, при 1 < q � ∞, т. е. при 1 � q′ <∞, с учётом (2.3.3) получим

∥∥∥∥ g1ϕq
∥∥∥∥
Lq′ (T

−1
0 ,t−1)

=
( t−1∫
T−1

0

[
g(ξ−1)
ϕq(ξ)ξ2

]q′
dξ

)1/q′

=

=
( t−1∫
T−1

0

[
g(ξ−1)
ϕ(ξ−1)

]q′
dξ

ξ2

)1/q′

=
( T0∫
t

[
g(λ)
ϕ(λ)

]q′
dλ

)1/q′

=
∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
Lq′ (t,T0)

.

Легко проверить, что равенство (2.3.13) верно и при q = 1, т. е. q′ = ∞.
Из (2.3.12) заменой t на t−1 получим

ρ̇′pqϕqψp

(
g1; (T−1

0 , t−1
0 )
)

= ess sup
t∈(t0,T0)

[∥∥∥∥ g1ϕq
∥∥∥∥
Lq′ (T

−1
0 ,t−1)

Ψ̃p(t−1)

]
.

Подставим сюда равенство (2.3.13):

ρ̇′pqϕqψp

(
g1; (T−1

0 , t−1
0 )
)

= ess sup
t∈(t0,T0)

[∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
Lq′ (t,T0)

Ψ̃p(t−1)

]
.

Наконец, заметим, что из (2.3.10) и (1.2.5) следует, что

Ψ̃p(t−1) = Ψ̂p(t). (2.3.14)
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Действительно, при 0 < p <∞

Ψ̃p(t−1) =
( t−1∫
T−1

0

ψpp(τ) dτ
)1/p

=

=
( t−1∫
T−1

0

ψp(τ−1)
dτ

τ2

)1/p

=
( T0∫
t

ψp(ξ) dξ
)1/p

= Ψ̂p(t).

При p = ∞, как легко следует из (2.3.11), (1.2.6), равенство (2.3.14) также
справедливо. В результате приходим к равенству (1.2.10).

При 1 < p � ∞ из (1.1.6), (2.3.10), (2.3.11) следует, что

ρ̇′pqϕqψp

(
g1; (T−1

0 , t−1
0 )
)

=

( t−1
0∫

T−1
0

[∥∥∥∥ g1ϕq
∥∥∥∥
Lq′ (T

−1
0 ,t)

Ψ̃p(t)−1

]p′
dΨ̃p(t)
Ψ̃p(t)

)1/p′

.

(2.3.15)
Не ограничивая общности, можно считать, что Ψ̂p(t) абсолютно непрерывна
(при p < ∞ это прямо следует из (1.2.5)). Тогда из (2.3.14) по правилу диффе-
ренцирования сложной функции получим

dΨ̃p(t)
Ψ̃p(t)

=
[Ψ̂p(t−1)dt]′

Ψ̂p(t−1)
=

−Ψ̂′
p(t

−1)dt

Ψ̂p(t−1)t2
.

Подставим это равенство с (2.3.14) в формулу (2.3.15):

ρ̇′pqϕqψp

(
g1; (T−1

0 , t−1
0 )
)

=

=

( t−1
0∫

T−1
0

[∥∥∥∥ g1ϕq
∥∥∥∥
Lq′ (T

−1
0 ,t)

Ψ̂p(t−1)−1

]p′ [−Ψ̂′
p(t

−1)

Ψ̂p(t−1)

]
dt

t2

)1/p′

.

Замена τ = t−1 в интеграле даёт

ρ̇′pqϕqψp

(
g1; (T−1

0 , t−1
0 )
)

=

( T0∫
t0

[∥∥∥∥ g1ϕq
∥∥∥∥
Lq′ (T

−1
0 ,τ−1)

Ψ̂p(τ)−1

]p′ [−Ψ̂′
p(τ)

Ψ̂p(τ)

]
dτ

)1/p′

.

С учётом равенств (2.3.13) и dΨ̂p(τ) = Ψ̂′
p(τ) dτ отсюда получим (1.2.11).

Замечание 2.3.1. Доказательство теоремы 1.4 получается сведением к тео-
реме 1.2, аналогичным сведению теоремы 1.3 к теореме 1.1.

2.4. Доказательство теоремы 1.5

Рассмотрим конус неотрицательных функций из Kpq, т. е.

K+
pq = K+

pq(t0, T0) = Kpq(t0, T0) ∩M+(t0, T0),
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снабжённый функционалом ρpq (1.1.4). Ясно, что оптимальное обобщённое ба-
нахово функциональное пространство Ǩpq(t0, T0) для Kpq совпадает с оптималь-
ным обобщённым банаховым функциональным пространством для вложения
K+
pq −→ X(t0, T0). Согласно [1] для ассоциированного обобщённого банахова

функционального пространства Ǩ ′
pq норма имеет вид (1.2.1). Она эквивалентна

по теореме 1.1 норме ρ̇′pq (1.1.7). По той же теореме (с p = 1) для ρ̌pq (1.2.16)
ассоциированная норма эквивалентна

ρ̌′pq =

∥∥∥∥∥
∥∥∥∥ gϕ
∥∥∥∥
Lq(t0,·)

Ψ̌1(·)−1

∥∥∥∥∥
L∞(t0,T0)

, (2.4.1)

где

Ψ̌1(t) =

t∫
t0

ψ̌p(τ).

Подставим сюда равенство (1.2.17) и учтём (1.1.1):

Ψ̌1(t) =
1
p

t∫
t0

( τ∫
t0

ψp dξ

)1/p−1

ψp(τ) dτ =

t∫
t0

d[Ψp(τ)] = Ψp(t), t ∈ (t0, T0).

Итак, нормы (1.1.7) и (2.4.1) совпадают. Для оптимального обобщённого ба-
нахова функционального пространства в силу принципа двойственности имеем
норму, ассоциированную с нормой (2.4.1), т. е. совпадающую с (1.2.16).

Замечание 2.4.1. Доказательство теоремы 1.6 получается двукратным при-
менением теоремы 1.3 точно так же, как доказательство теоремы 1.5 сводилось
к двукратному применению теоремы 1.1.

Работа выполнена в рамках реализации государственного задания в сфере
научной деятельности (проект № 333).
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