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Аннотация

Пусть Ω—открытое множество на комплексной плоскости C, и пусть E —ком-
пактное подмножество в Ω. Приведён обзор результатов о линейных n-поперечниках
класса H∞(Ω) в пространстве C(E) и о наилучших линейных приближениях клас-
сов типа Харди—Соболева в Lp-пространствах. Как известно, частичные суммы ряда
Фабера являются классическим средством приближения функции f ∈ H∞(Ω) в мет-
рике C(E), когда E —ограниченный континуум с односвязным дополнением и Ω—
каноническая окрестность этого континуума. Определяются обобщения рядов Фабера
для случая, когда Ω является многосвязной областью или дизъюнктным объединением
нескольких таких областей, а множество E разбивается на конечное число контину-
умов. Приводятся точные значения n-поперечников и асимптотические формулы для
ε-энтропии классов голоморфных в трубчатых областях функций, имеющих ограни-
ченные дробные производные. Кроме того, обсуждаются некоторые результаты об
аппроксимациях Фабера в связи с их применениями в численном анализе.
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Let Ω be an open subset of the complex plane C and let E be a compact subset
of Ω. The present survey is concerned with linear n-widths for the class H∞(Ω)
in the space C(E) and some problems on the best linear approximation of classes of
Hardy—Sobolev-type in Lp-spaces. It is known that the partial sums of the Faber series
give the classical method for approximation of functions f ∈ H∞(Ω) in the metric of
C(E) when E is a bounded continuum with simply connected complement and Ω is
a canonical neighborhood of E. Generalizations of the Faber series are defined for the
case where Ω is a multiply connected domain or a disjoint union of several such domains,
while E can be split into a finite number of continua. The exact values of n-widths and
asymptotic formulas for the ε-entropy of classes of holomorphic functions with bounded
fractional derivatives in domains of tube type are presented. Also, some results about
Faber’s approximations in connection with their applications in numerical analysis are
mentioned.
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Введение

Пусть Ω—открытое множество на комплексной плоскости C, и пусть E—
компактное подмножество в Ω. Пространство H∞(Ω) состоит из всех функ-
ций f , аналитических в Ω и имеющих конечную норму

‖f‖H∞(Ω) := sup{|f(z)| : z ∈ Ω}.
В настоящей статье дан обзор результатов о наилучших линейных методах при-
ближения класса H∞(Ω) в пространстве C(E) и о поперечниках классов ти-
па Харди—Соболева. Хорошо известно, что если E —ограниченный континуум
с односвязным дополнением и Ω—односвязная область, ограниченная лини-
ей уровня континуума E, то классическим средством приближения функции
f ∈ H∞(Ω) в метрике C(E) являются частичные суммы ряда Фабера для f .
В связи с задачами о линейных n-поперечниках определяются обобщения рядов
Фабера для случая, когда Ω является многосвязной областью или дизъюнкт-
ным объединением нескольких таких областей, а множество E разбивается на
конечное число континуумов. Отмечаются некоторые применения многочленов
Фабера в численном анализе.

Напомним, что линейный n-поперечник множества A нормированного про-
странства X определяется равенством

λn(A,X) := inf
Λn

sup
f∈A

‖f − Λnf‖,

где нижняя грань берётся по всем линейным ограниченным операторам Λn ран-
га n, отображающих X в себя. Для данного подпространства L в X уклонением
множества A от L называют величину

d(A,L,X) := sup
x∈A

inf
y∈L

‖x− y‖,

а n-поперечник по Колмогорову множества A в X определяется по формуле

dn(A,X) := inf
Ln

d(A,Ln,X),

где Ln —произвольные подпространства из X размерности n. Из определений
видно, что dn(A,X) � λn(A,X).

Для предкомпактного множества A через Nε(A;X) обозначают минимальное
число точек в ε-сети для A в X. Величина

Hε(A,X) := log2Nε(A,X)

называется ε-энтропией множества A относительно X (см., например, [21]).
Анализ оптимальности некоторых вычислительных алгоритмов с использова-
нием методов теории поперечников и ε-энтропии проведён в [1, гл. 4, 5] (см.
также [3]).

В дальнейшем через BH∞(Ω) обозначается замкнутый единичный шар про-
странства H∞(Ω), а через cap(E,Ω) ёмкость Грина множества E относитель-
но Ω. Через UR обозначается круг радиуса R с границей TR, а через U —
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единичный круг с границей T . Отметим, что если E = Ū и Ω = UR, то
cap(E,UR) = 1/ logR. Если Ω—односвязная область Жордана и ω : Ω → UR —
отображение Римана, то

dn

(
BH∞(Ω), C(E)

)
= dn

(
BH∞(UR), C

(
ω(E)

))
для любого компакта E ⊂ Ω.

Произведение Бляшке порядка m для круга UR имеет вид

B(z) = eiθ
m∏

j=1

z − zj

R−R−1z̄jz
, zj ∈ UR, θ ∈ [−π, π],

а множество всех таких произведений порядка m � n обозначается Bn(UR). Для
данного компактного множества E из UR и (нетривиальной) положительной
меры μ на E положим

βn

(
UR, L

q(μ)
)

:= inf
{
‖B‖Lq(μ) : B ∈ Bn(UR)

}
.

В случае q = ∞ пространство Lq(μ) заменяется пространством C(E). В [46]
доказано, что

λn

(
BH∞(UR), Lq(μ)

)
= dn

(
BH∞(UR), Lq(μ)

)
= βn

(
UR, L

q(μ)
)

для всех 1 � q � ∞, R > 0. В случае когда R > 1 и E = Ū , экстремальным
произведением для βn

(
UR, C(E)

)
является B(z) = (z/R)n. Поэтому

λn

(
BH∞(UR), C(Ū)

)
= R−n,

причём оптимальный метод приближения имеет вид

f(z) ≈
n−1∑
k=0

(
1 −

(
|z|
R

)2(n−k)
)
f (k)(0)
k!

zk. (1)

Этот метод приближения был найден К. Ю. Осипенко [13] при решении за-
дачи оптимального восстановления функции f ∈ BH∞(UR) по тейлоровской
информации f(0), f ′(0), . . . , f (n−1)(0).

Пусть dσ(eiθ) = dθ/2π—нормализованная мера Лебега на единичной окруж-
ности T . Для случая когда мера μ радиально-симметрична, т. е. dμ(reiθ) =
= dm(r) dσ(eiθ), где m—положительная борелевская мера на [0, ρ], 0 < ρ < R,
известно [45] равенство

λn

(
BHp(UR), Lq(μ)

)
= R−n

( ρ∫
0

rnq dm(r)
)1/q

, 1 � q � p � ∞, q <∞.

В частности, для плоской меры Лебега dν(z) = dx dy/π имеем формулу

λn

(
BHp(UR), Lq(ν)

)
= R−n

(qn
2

+ 1
)−1/q

.
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Класс Харди—Соболева HR(l, p) состоит из всех функций f , аналитических
в UR и таких, что f (l) ∈ BHp(UR). Поперечники класса HR(l, p) в простран-
ствах Lp(σ) и Lp(ν) вычислялись В. М. Тихомировым, Л. В. Тайковым, А. Пин-
кусом и др. Следующая задача остаётся нерешённой.

Задача. Пусть 1 � q < p � ∞, n � l, R � 1. Найти значения n-поперечников
λn

(
HR(l, p), Lq(σ)

)
и λn

(
HR(l, p), Lq(ν)

)
.

Как отмечалось выше, в случае Фабера в качестве E берётся континуум K,
не разбивающий плоскость, а Ω является канонической окрестностью GR конти-
нуума K (граница ∂GR совпадает с прообразом окружности TR при конформном
отображении дополнения K на дополнение единичного круга U в расширенной
комплексной плоскости). Для K = Ū и K = [−1, 1] аппроксимации Фабера
совпадают соответствено с аппроксимациями Тейлора и Чебышёва (о свойствах
многочленов Фабера см., например, [19]). Для широкого класса континуумов K
(например, в случаях, когда K —выпуклый компакт или замкнутая область
Радона) приближения функций частичными суммами ряда Фабера позволяют
доказать порядковые оценки

λn

(
BH∞(GR), C(K)

)
� dn

(
BH∞(GR), C(K)

)
� R−n.

Аналитическое продолжение заданной на K функции f в возможно более ши-
рокую область Ω полезно при решении некоторых задачах численного анализа
(см., например, решение задачи Рэлея—Тейлора в [1, гл. 5], а также цитиро-
ванную в разделе 2 литературу о вычислительных применениях многочленов
Фабера).

Задача о вычислении асимптотики ε-энтропии класса BH∞(Ω) в метри-
ке C(E) поставлена А. Н. Колмогоровым. Условия, при которых имеет место
асимптотическая формула

Hε

(
BH∞(Ω), C(E)

)
∼ cap(E,Ω)

log2 e

(
log2

1
ε

)2

(ε→ 0), (2)

изучали К. И. Бабенко, А. Г. Витушкин, В. Д. Ерохин, В. М. Тихомиров, Г. Ви-
дом и др. (комментарии и библиографические ссылки даны в [21]). Известно,
в частности, что формула (2) является следствием равенства

lim
n→∞

[
dn

(
BH∞(Ω), C(E)

)]1/n = exp
(
− 1

cap(E,Ω)

)
. (3)

В случае когда Ω—многосвязная область либо конечное дизъюнктное объеди-
нение таких областей, справедливо неравенство

dn

(
BH∞(Ω), C(E)

)
� c1 exp

(
− n

cap(E,Ω)

)
. (4)

В общем случае равенство (3) доказывается с помощью приближений функ-
ций f из класса BH∞(Ω) рациональными функциями с нулями и полюса-
ми, равномерно распределёнными относительно некоторых мер, определяемых
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по E и Ω. Многомерные обобщения формул (2) и (3) найдены В. П. Захарю-
той [63,64].

Для некоторых пар (E,Ω) известны оптимальные линейные методы прибли-
жения, позволяющие доказать формулу

lim
n→∞

[
λn

(
BH∞(Ω), C(E)

)]1/n = exp
(
− 1

cap(E,Ω)

)
, (5)

а в случае достаточно гладких границ ∂Ω, ∂E эти же методы дают оценку

λn

(
BH∞(Ω), C(E)

)
� c2 exp

(
− n

cap(E,Ω)

)
. (6)

Из (4) и (6) следуют порядковые оценки

λn

(
BH∞(Ω), C(E)

)
� dn(BH∞(Ω), C(E)

)
� exp

(
− n

cap(E,Ω)

)
.

Для колмогоровских n-поперечников неравенства вида (6) изучались Т. Гане-
лиусом [49].

В разделах 1 и 2 изложены результаты об аппроксимациях Фабера и Ерохи-
на в односвязных и многосвязных областях, отмечаются некоторые применения
многочленов Фабера в численном анализе. В разделе 3 рассмотрен случай, когда
Ω—дизъюнктное объединение конечного числа односвязных или многосвязных
областей, а E —объединение конечного числа попарно непересекающихся огра-
ниченных континуумов. В этом случае формула (5) и оценка (6) доказываются
с помощью разложений функций f ∈ BH∞(Ω) в ряды, определённые в [26] и
обобщающие ряды Лорана, Якоби, Фабера, Ерохина и Уолша. Более того, если
границы ∂Ω и ∂E состоят из аналитических жордановых кривых, то методом
из [26] доказывается формула

λn

(
BH∞(Ω), Lq(E)

)
� n−1/q exp

(
− n

cap(E,Ω)

)
.

В разделе 4 обсуждаются многомерные аналоги некоторых результатов
К. И. Бабенко, В. М. Тихомирова, Л. В. Тайкова и А. Пинкуса об аппроксимаци-
ях аналитических функций с ограниченными производными. Точные значения n
и асимптотическая формула для ε-энтропии классов Харди—Соболева, опреде-
ляемых с помощью радиальной производной функций, голоморфных в шаре
из C

d, были получены в [29, 44] (см. также [33, 40, 55]). В дополнение к этим
результатам в разделе 4 приведены значения поперечников и асимптотические
формулы для ε-энтропии классов голоморфных в трубчатых областях функций,
имеющих ограниченные дробные (в смысле Римана—Лиувилля) производные.
Отметим, что подобные результаты для весовых классов Бергмана и некоторых
других классов аналитических функций типа Харди—Соболева известны только
для одномерного случая (см. [4]).
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1. Аппроксимации в односвязных областях

Пусть K —компактное множество в C, содержащее более одной точки и име-
ющее односвязное дополнение в C̄. Обозначим через Φ конформное отображение
C̄ \K на C̄ \ Ū , нормированное условием lim

z→∞(Φ(z)/z) > 0, и пусть Ψ—отоб-

ражение, обратное к Φ. Для R > 1 внутренность кривой ΓR := {z : |Φ(z)| = R}
обозначается через GR. Отметим, что cap(K,GR) = log2 e/ log2R. Классиче-
ским средством приближения функции f ∈ H∞(GR) в метрике C(K) являются
частичные суммы ряда Фабера:

f(z) ≈ Fnf(z) :=
n−1∑
k=0

akΦk(z), z ∈ K, (7)

Напомним, что n-й многочлен Фабера Φn(z) совпадает с полиномиальной ча-
стью лорановского разложения n-й степени [Φ(z)]n в окрестности точки ∞, а
коэффициенты в (7) вычисляются по формуле

ak =
1

2πi

∫
Tr

f [Ψ(t)]t−n−1 dt, 1 < r < R. (8)

Пусть Γ— спрямляемая жорданова кривая. Кривую Γ называют кривой огра-
ниченного вращения, если угловой коэффициент касательной этой кривой как
функция длины дуги имеет ограниченную вариацию. Например, если кривая Γ
состоит из конечного числа выпуклых дуг, то она является кривой ограничен-
ного вращения. Класс всех кривых ограниченного вращения обозначается через
BR (от английского «bounded rotation»). Если ∂K ∈ BR, то система многочленов
Фабера {Φn(z)} ограничена на K:

γ(K) := sup
n

‖Φn(z)‖C(K) <∞.

Известно, что γ(K) � 2 для любого выпуклого континуума K (см., например,
[19, с. 224]).

Обозначим через Pn множество полиномов степени не выше n− 1. Из нера-
венства Бернштейна

‖Pn‖C(ḠR) � Rn‖Pn‖C(K) (Pn ∈ Pn+1, R > 1)

по теореме о поперечнике вписанного шара выводим, что

dn(BH∞(GR), C(K)
)

� 1
Rn

.

Отсюда и из формул (7), (8) при условии ∂K ∈ BR получаем неравенства

1
Rn

� λn

(
BH∞(GR), C(K)

)
� sup{‖f−Fnf‖C(K) : f ∈BH∞(GR)} � γ(K)

Rn(R−1)
.

Пусть

A(ḠR) := {f : f аналитическая в GR и непрерывная в ḠR}.
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Отметим, что для интеграла

J(R) :=
1
π

2π∫
0

dτ

|Reiτ − 1| .

имеет место оценка

J(R) < 2 ln
(
R+ 1
R− 1

)
.

В случае когда ∂K —выпуклая жорданова кривая, справедливы следующие
утверждения:

а) если f ∈ H∞(GR), то

‖f − Fnf‖C(K) � J(R)R−n‖f‖H∞(GR); (9)

б) если f ∈ A(ḠR), то

‖f − Fnf‖C(K) � J(R)R−nd
(
f,Pn, C(ḠR)

)
. (10)

Из неравенства (9) следует, что

λn

(
BH∞(GR), C(K)

)
� J(R)R−n.

Область G называется областью Радона, если её граница является кри-
вой ограниченного вращения без точек заострения, т. е. ∂G почти всюду имеет
касательную, угол наклона которой к вещественной оси имеет ограниченную
вариацию как функция длины дуги, причём скачки этой функции по модулю
меньше π. Оценки (9), (10) и их обобщения на случай, когда K является за-
мкнутой областью Радона, доказаны в [45]. (об оценках многочленов Фабера
при различных условиях на границу континуума K и о полиномиальных ап-
проксимациях аналитических функций в замкнутых односвязных областях см.,
например, [2,5,34,37,42,47,48,53]).

В связи с неравенством (10) отметим, что в ряде случаев частичные суммы
ряда Фабера вычисляются намного проще, чем соответствующие полиномы наи-
лучшего приближения (см., например, [1, c. 253; 45, теорема 5.2; 51, § 18.2]).
На основе фаберовских разложений и аппроксимаций типа Паде и Каратео-
дори—Фейера построены эффективные численные алгоритмы для вычисления
значений аналитических функций (например, функций Бесселя), для решения
некоторых задач линейной алгебры и для решения дифференциальных и инте-
гродифференциальных уравнений (см. [20,30,31,35,36,38,39,50,54,56,62,65]).

Наряду со многими преимуществами полиномиальные разложения, сходя-
щиеся на K, слишком чувствительны по отношению к расположению особых
точек: как только некоторая линия уровня ΓR содержит хотя бы одну осо-
бенность функции f , ряд Фабера этой функции расходится в любой точке
z ∈ C \ ḠR. Другое обстоятельство связано со скоростью сходимости этих
рядов на K: порядок их сходимости в равномерной метрике на K определя-
ется местонахождением ближайшей к K особенности и почти не реагирует на
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расположение области аналитичности f в остальной части комплексной плос-
кости (подробнее об этом явлении можно прочитать, например, в [22, c. 470]).
Таким образом, если Ω—произвольная односвязная область, содержащая K,
то оптимальный (в смысле линейных и колмогоровских n-поперечников) базис
для приближения функций из A∞(Ω) в метрике C(K) заведомо не будет поли-
номиальным. Такой базис был построен В. Д. Ерохиным [8] как естественное
обобщение базиса Фабера.

Пусть Ω—односвязная область и K —невырожденный континуум, такой что
область Ω \K двусвязна. Обозначим через H конформное отображение области
D := Ω \K на кольцо {w : 1 < |w| < R} (R—конформный модуль области D).

Лемма Ерохина. Если занумеровать в произвольном порядке пару гранич-
ных континуумов S1 и S2 двусвязной области D, то конформное отображение

H : D → {w : 1 < |w| < R}

можно представить в виде суперпозиции H = F2 ◦ F1, где F1 —конформное
отображение односвязной области с границей S1 и F2 —конформное отобра-
жение односвязной области с границей S

(1)
2 = F1(S2) (при этом отображения

F1 и F2 единственны с точностью до дробно-линейных подстановок).

Эта лемма и её обобщения (см. [9,11,41,52]) применялись при решении неко-
торых задач конформных и квазиконформных отображений и при исследовании
проблем теории однолистных функций.

В случае S1 = ∂Ω, S2 = ∂K выберем F2 так, чтобы F2(∞) = ∞, и положим
F = F1, Φ = F2. Тогда

H(z) = Φ[F (z)], z ∈ D. (11)

Обозначив χ = H−1, λ = F−1, ψ = Φ−1, получим

χ(w) = λ[ψ(w)], 1 < |w| < R. (12)

Пусть H(Ω)—пространство функций, аналитических в Ω, с топологией рав-
номерной сходимости внутри (на произвольных компактах) области Ω. Для
1 < ρ < R положим Cρ := {z : |H(z)| = ρ} и Ωρ := intCρ. Как показано в [11],
формулы

ϕ(ω) =
1

2πi

∫
Tρ

f [χ(τ)]
τ − w

dτ, w ∈ Uρ, (13)

и

f(z) =
1

2πi

∫
Cρ

ϕ[H(ζ)]
F (ζ) − F (z)

F ′(ζ) dζ, z ∈ Ωρ, (14)

устанавливают линейный топологический изоморфизм пространств H(UR) и
H(Ω). В фаберовском случае, когда ∂Ω совпадает с линией уровня ΓR кон-
тинуума K, отображение H конформно продолжается на всю область C̄ \ Ω,
можно принять F (z) ≡ z, и формула (14) задаёт классический оператор Фабера.
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Для каждого целого неотрицательного n обозначим через en(z) функцию,
получаемую по формуле (14) при ϕ(w) = wn. Затем возьмём произвольную
функцию f ∈ H(Ω), найдём для неё по формуле (13) изоморфный образ
ϕ ∈ H(UR) и разложим его в ряд Тейлора. Выполняя по формуле (14) об-
ратное преобразование, придём к разложению

f(z) =
∞∑

k=0

akek(z), z ∈ Ω, (15)

с коэффициентами

ak =
1

2πi

∫
Tρ

ϕ(w)
wk+1

dw =
1

2πi

∫
Tρ

f [χ(w)]
wk+1

dw. (16)

Разложение (16) сходится равномерно и абсолютно на любом компакте, распо-
ложенном в Ω. Таким образом, система {en(z)} является базисом пространства
H(Ω).

Метод аппроксимации

f(z) ≈ Enf(z) :=
n−1∑
k=0

akek(z), z ∈ K,

приводит (см. [11]) к соотношениям

lim
n→∞

[
λn

(
BH∞(Ω), C(K)

)]1/n = lim
n→∞

[
dn

(
BH∞(Ω), C(K)

)]1/n =
1
R

(17)

и асимптотической формуле

Hε

(
BH∞(Ω), C(K)

)
=

(
log2(1/ε)

)2
log2R

+O

(
log2

(
1
ε

)
log2 log2

(
1
ε

))
(18)

(ср. с (2) и (3)). Учитывая (1), для аппроксимации на компакте K произвольной
функции f из BH∞(Ω) можно предложить модифицированный метод Ерохина:

f(z) ≈ E∗
nf(z) :=

n−1∑
k=0

(
1 −R−2(n−k)

)
akek(z), z ∈ K.

Из определений видно, что

en(z) = Φn[F (z)], z ∈ Ω, (19)

где {Φn(t)}— система многочленов Фабера для континуума K(1) = F (K) (при
условии ∂Ω = ΓR имеем, что en(z) ≡ Φn(z)). Отсюда и из неравенства Берн-
штейна по теореме о поперечниках шара следует, что

dn

(
BH∞(Ω), C(K)

)
� 1
Rn

. (20)



194 Ю. А. Фарков

С помощью (16), (19) и известных оценок многочленов Фабера (см., например,
[19, с. 233]) получаем, что для данной пары (K,Ω) выполнены неравенства

1
Rn

� λn

(
BH∞(Ω), C(K)

)
� sup{‖f − Enf‖C(K) : f ∈ BH∞(Ω)} � c3n

β

Rn
,

где c3 > 0 и 0 < β < 1/2. Кроме того, если ∂K ∈ BR, то

λn

(
BH∞(Ω), C(K)

)
� dn

(
BH∞(Ω), C(K)

)
� R−n.

Соотношения (17) и асимптотическая формула (18) выводятся так же
(см. [11]) с помощью базисной системы {fn}, определяемой по формуле

fn(z) =
1

2πi

∫
Cρ

[H(ζ)]n

ζ − z
dζ, z ∈ Ωρ,

и отвечающей случаю S1 = ∂K, S2 = ∂Ω. В этом случае можно выбрать F1

так, чтобы F1(∞) = ∞, и положить P = F1, Q = F2, σ = P−1, κ = Q−1. Тогда
аналогично (11) и (12) имеем

H(z) = Q[P (z)], z ∈ D,

и
χ(w) = σ[κ(w)], 1 < |w| < R.

При этом формулы

ϕ(ω) =
1

2πi

∫
Tρ

f [χ(τ)]κ′(τ)
κ(τ) − κ(w)

dτ, w ∈ Uρ,

и

f(z) =
1

2πi

∫
Cρ

ϕ[H(ζ)]
ζ − z

dζ, z ∈ Ωρ,

где 1 < ρ < R, задают изоморфизм пространств H(UR) и H(Ω).
Базис в H(Ω) называют продолжаемым вовнутрь, если он является базисом

также хотя бы в одном из пространств H(Ω0), где Ω0 ⊂ Ω, или H(Ω̄0), где Ω̄0 —
замкнутая подобласть в Ω (пространство H(Ω̄0) рассматривается с двойственной
индуктивной топологией). Очевидно, базисные системы {en} и {fn} являются
продолжаемыми вовнутрь базисами. Это свойство базисов Ерохина послужило
источником теории продолжаемых базисов (подробности и библиографию см.
в [6,64]).

Обозначим G := C̄ \K, Gρ := extCρ и H0(G) := {f ∈ H(G) : f(∞) = ∞}. Для
каждого натурального n положим

gn(z) =
1

2πi

∫
Cρ

1
[H(ζ)]n

dζ

z − ζ
, z ∈ Gρ,
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и

hn(z) =
1

2πi

∫
Cρ

1
[H(ζ)]n

P ′(ζ)
P (z) − P (ζ)

dζ, z ∈ Gρ,

где 1 < ρ < R. Системы функций {gn(z)} и {hn(z)} являются базисами про-
странства H0(G), так как каждая из следующих двух пар формул

f(z) =
1

2πi

∫
Cρ

ϕ[H(ζ)]
z − ζ

dζ, ϕ(ω) =
1

2πi

∫
Tρ

f [χ(τ)]ψ′(τ)
ψ(w) − ψ(τ)

dτ

и

f(z) =
1

2πi

∫
Cρ

ϕ[H(ζ)]P ′(ζ)
P (z) − P (ζ)

dζ, ϕ(ω) =
1

2πi

∫
Tρ

f [χ(τ)]
w − τ

dτ,

где z ∈ Gρ, |w| > ρ, 1 < ρ < R, устанавливает изоморфизм пространств H0(G)
и H0(C̄ \ Ū). В случае когда отображение H аналитически продолжается на K,
функции gn(z) и hn(z) превращаются в рациональные функции Фабера (см.
[19, с. 309]).

Возвращаясь к фаберовскому случаю (Ω = GR), определим оператор Фабе-
ра—Теплица:

Tg : ϕ �→ f, f(z) = Tgϕ(z):=
1

2πi

∫
Γρ

g(ζ)ϕ[Φ(ζ)]
ζ − z

dζ, z ∈ Gρ, 1 < ρ � R, (21)

где ϕ—аналитическая в круге Uρ функция, такая что суперпозиция ϕ ◦ Φ сум-
мируема на Γρ, а весовая функция g является аналитической и отличной от
нуля в области G. Классический оператор Фабера соответствует случаю g ≡ 1,
а если g = Φ′, то оператор Tg переводит степенной базис {wn} в систему
многочленов Фабера второго рода для континуума K (в случае K = [−1, 1] по-
лучаются классические многочлены Чебышёва второго рода). Оператор Tg отоб-
ражает пространство Pn на себя. Кроме того, если ϕ—рациональная функция,
то Tgϕ тоже рациональная функция (это свойство используется при опреде-
лении упомянутых выше фаберовских аппроксимаций типа Паде и Каратеодо-
ри—Фейера). Если K = Ḡ, где Ḡ— замкнутая область Жордана со спрямляемой
границей Γ, то отображение Φ непрерывно продолжается на Γ, и в этом слу-
чае (при надлежащем выборе g) в формуле (21) можно заменить Γρ на Γ и Gρ

на G. Более того, с помощью оператора Tg определяются изоморфные отображе-
ния различных пространств функций, аналитических в единичном круге U , на
соответствующие пространства функций, аналитических в области G (см., на-
пример, [19, с. 209]). Эти свойства позволяют распространить ряд результатов
о полиномиальных и рациональных аппроксимациях функций, аналитических
в круге, на функции, аналитические в областях Радона и в некоторых других
односвязных областях [7,14,15].

Операторы Фабера—Ерохина с весовыми функциями и асимптотические
свойства соответствующих базисных систем изучались в [23, 25]. С помощью
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этих свойств установлен порядок убывания линейных и колмогоровских n-по-
перечников классов функций (см. [27]), производные порядка l которых в об-
ласти Ω принадлежат единичным шарам пространств Смирнова или Бергмана
(см. также [12]).

2. Аппроксимации в многосвязных областях

Пусть континуум K имеет N областей смежности G1, . . . ,GN и многосвязная

область Ω содержит K, причём ∂Ω ⊂
N⋃

ν=1
Gν и ∂Ω ∩ Gν �= ∅ для ν ∈ {1, . . . , N}.

Если каждое из множеств Cν :=∂Ω∩Gν связно, то Ω называется элементарной
окрестностью K. Имеет место (см. [10]) следующий аналог теоремы о моно-
дромии.

Если Ω—элементарная окрестность K, то всякая непрерывно продолжи-
мая по Ω функция f , регулярная в окрестности каждой точки области Ω и
допускающая выделение однозначной ветви на K, однозначна в Ω.

Будем предполагать, что Ω—элементарная окрестность K. Тогда класс
BH∞(Ω) может быть определён как множество однозначных на K функций f ,
аналитических в окрестности каждой точки z ∈ K и аналитически продолжи-
мых вдоль любого пути, проходящего в Ω, так что аналитические продолжения
этих функций имеют модуль не больше 1 в любой точке z ∈ Ω.

По каждой двусвязной области Dν := Ω ∩ Gν , ν ∈ {1, . . . , N}, определяют-
ся, как указано выше, четыре семейства базисных функций. Из этих семейств
(на самом деле для каждого ν выбирается по одному семейству с учётом того,
принадлежит или нет точка ∞ области Gν) составляется двойная последова-
тельность {eνk}, такая что

1) все функции eνk аналитичны и однозначны в области Ω;
2) всякая функция f , регулярная в Ω, имеет разложение

f(z) = a00 +
N∑

ν=1

∞∑
k=1

aνkeνk(z), z ∈ Ω, (22)

равномерно и абсолютно сходящееся внутри Ω;
3) разложение (22) для каждой функции f ∈ H(Ω) единственно.

Для вывода (22) область Ω записывается в виде пересечения N односвяз-
ных областей, а функция f (после применения интегральной формулы Коши)
разлагается на сумму N функций fν , каждая из которых аналитична в со-
ответствующей односвязной области. Записывая каждую fν в виде указанных
выше рядов, получаем (22). Метод аппроксимации, ставящий в соответствие
произвольной функции f из BH∞(Ω) частичные суммы ряда (37), позволяет
конструктивно доказать для рассматриваемого случая асимптотическую фор-
мулу (2) (см. [8]), однако обладает тем недостатком, что коэффициенты aνk
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вычисляются не по функции f , а по её составляющим fν . Этот недостаток
преодолевается в [10] с помощью понятия канонической окрестности.

Область Ω называется канонической окрестностью K, если все Cν — за-
мкнутые аналитические кривые Жордана (в расширенной плоскости C̄) или
точки, причём существуют такие точки zν ∈ Gν , ν ∈ {1, . . . , N}, что при кон-
формных отображениях Φν : Gν → {w : |w| > 1}, Φν(zν) = ∞, кривые Cν пере-
ходят в некоторые окружности TRν

(если Cν — точка, то полагаем Rν = +∞).
Произвольную элементарную окрестность континуума K можно конформно и
однолистно преобразовать в каноническую окрестность некоторого контину-
ума K0, получающегося из K при том же самом преобразовании (для дан-
ной элементарной окрестности такое отображение единственно с точностью до
дробно-линейной подстановки).

Предположим, что Ω—каноническая окрестность K с определяющими точ-
ками zν и модулями Rν (1 < Rν � +∞). Для 1 < R′

ν < Rν положим

C′
ν := {|Φν(z)| = R′

ν : z ∈ Gν}, ν ∈ {1, . . . , N}.

Через Ων обозначим область с границей Cν , содержащую Ω, и через Ω′
ν —под-

область Ων , ограниченную C′
ν .

Базисную систему {fνk} определим при условии ∞ ∈ K (общий случай
легко сводится к этому). Для всякой функции f ∈ H(Ω) по формуле Коши
имеем

f(z) = f(∞) +
N∑

ν=1

fν(z), (23)

где fν регулярна в Ων и fν(∞) = 0. Разлагая функцию fν ◦Φ−1
ν в ряд Лорана и

выполняя замену переменного, получим

fν(ζ) =
∑
k∈Z

cνk[Φν(ζ)]k, ζ ∈ Dν , (24)

где

cνk =
1

2πi

∫
TR′

ν

f [Φ−1
ν (w)]
wk+1

dw, 1 < R′
ν < Rν (25)

(поскольку окрестность выбрана канонической, под знаком интеграла стоит f ,
а не fν). Замечая, что при k � 0

1
2πi

∫
C′

ν

[Φν(ζ)]k

ζ − z
dζ = 0 для z ∈ Ω′

ν ,

из (24) получаем, что

fν(z) =
∞∑

k=1

cνkfνk(z), z ∈ Ων ,
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где fνk —рациональные функции, представляющие главные части [Φν(ζ)]k

в окрестности точки zν :

fνk(z) =
1

2πi

∫
Cν

[Φν(ζ)]k

ζ − z
dζ =

k∑
j=1

α
(j)
νk

(z − zν)j
. (26)

Учитывая (23), для произвольной f ∈ H(Ω) имеем разложение

f(z) = f(∞) +
N∑

ν=1

∞∑
k=1

cνkfνk(z), (27)

равномерно сходящееся внутри Ω. Таким образом, заданные формулой (26)
функции fνk, 1 � ν � N , k ∈ N, образуют базис пространства H(Ω).

Приближая каждую функцию f из BH∞(Ω) частичными суммами ряда (27),
В. Д. Ерохин [10] доказывает для линейных n-поперечников равенство (5) при
E = K сначала для произвольной канонической окрестности Ω континуума K, а
затем (привлекая методы теории униформизации) и для более широкого класса
окрестностей. При некоторых дополнительных ограничениях (достаточно пред-
положить, например, что базисные функции fνk равномерно ограничены на K)
этим методом можно доказать и неравенство (6). В заключение раздела отме-
тим, что аппроксимации типа Фабера, определяемые с помощью функции Грина
в многосвязных областях, построены в недавней работе [57] (ср. с [60]).

3. Аппроксимации
в окрестности нескольких континуумов

Пусть на плоскости C̄ даны ограниченные, попарно непересекающиеся кон-
тинуумы K1, . . . ,Kq с жордановыми границами Γl = ∂Kl (l = 1, . . . , q) и одно-
связные, попарно непересекающиеся области Ω1, . . . ,Ωs с жордановыми грани-
цами Cj = ∂Ωj (j = 1, . . . , s), причём выполнены следующие условия:

1) каждый из континуумов {Kl} содержится в некоторой из областей {Ωj};
2) в каждой из областей {Ωj} содержится по крайней мере один из контину-

умов {Kl}.
Положим

K =
q⋃

l=1

Kl, Ω =
s⋃

j=1

Ωj , D = Ω \K, G = C̄ \K,

Γ =
q⋃

l=1

Γl, C =
s⋃

j=1

Cj

и будем считать, что ∞ /∈ Ω. В этом разделе под областью будем понимать не
только открытое связное множество на комплексной плоскости, но и конечное
объединение таких множеств.
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Дж. Уолшем [59] доказано существование конформного отображения
w = H(z) области D на область Δ, взаимно-однозначного и непрерывного
в замкнутых областях D̄ и Δ̄, где область Δ определяется условиями

Δ = {w : 1 < |T (w)| < eα}, T (w) =
A(w − a1)m1 · · · (w − aq)mq

(w − b1)n1 · · · (w − bs)ns
,

q∑
l=1

ml =
s∑

j=1

nj = 1, α,ml, nj > 0.
(28)

При этом линия Λ = {w : |T (w)| = 1} состоит из q попарно непересекающих-
ся жордановых кривых Λl (образов Γl), которые отделяют al от Δ, линия
L = {w : |T (w)| = eα} состоит из s попарно непересекающихся жордановых
кривых Lj (образов Cj), которые отделяют bj от Δ. Функция T (w) записана
в виде (28) в предположении, что все числа al и bj конечны. Если неко-
торые из этих чисел совпадают с w = ∞, то соответствующие множители
в (28) следует опустить. В частности, если b1 = . . . = bs = ∞, то T (w) =
= A(w − a1)m1 . . . (w − aq)mq . Положим

M = {w : |T (w)| < eα}, N = {w : |T (w)| > 1},
Mρ = {w : |T (w)| < ρ}, Lρ = {w : |T (w)| = ρ},

где 1 < ρ < eα. Отметим, что α = 1/ cap(K,Ω).
Базисные системы в H(Ω) определяются с помощью специальных изоморф-

ных отображений пространства H(M) на H(Ω). При этом канонический базис
пространства H(M) имеет вид

T0(w) = 1, Tn(w) = An (w − α1)(w − α2) · · · (w − αn)
(w − β1)(w − β2) · · · (w − βn)

, n ∈ N, (29)

где числа αn ∈ {a1, . . . , aq}, βn ∈ {b1, . . . , bs} выбраны так, чтобы на любом за-
мкнутом ограниченном множестве F , не содержащем точек a1, . . . , aq, b1, . . . , bs,
выполнялись неравенства

0 < M1 <

∣∣∣∣ An

[T (w)]n
(w − α1)(w − α2) · · · (w − αn)
(w − β1)(w − β2) · · · (w − βn)

∣∣∣∣ < M2 < +∞

с константами M1 и M2, зависящими только от F .
По заданным точкам a1, . . . , aq и положительным числам m1, . . . ,mq,

q∑
l=1

ml = 1, последовательность {αn} в (29) определяется следующим образом.

Шаг 1. Для каждого n ∈ N находятся целые неотрицательные числа
Nn1, . . . , Nnq, такие что

q∑
l=1

Nnl = n, Nnl � Nn+1,l � Nnl +1, |Nnl −nml| � [log2 q]+1, l ∈ {1, . . . , q},

где [x]—целая часть числа x. Для этого в случае q = 2 применяют форму-
лы Nn1 = [nm1], Nn2 = n − [nm1]. Для q = 3 и q = 4 сначала полагают
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m′
1 = m1 + m2, N ′

n1 = [nm′
1], N

′
n2 = n − [nm′

1], а затем (аналогично случаю
q = 2) находят Nn1 и Nn2, такие что∣∣∣∣Nn1 −N ′

n1

m1

m′
1

∣∣∣∣ � 1,
∣∣∣∣Nn2 −N ′

n1

m2

m′
1

∣∣∣∣ � 1, N ′
n1 = Nn1 +Nn2.

При q = 3 последовательность {Nn3} определяется по формуле Nn3 = n−N ′
n1,

а при q = 4 полагают m′
2 = m3 + m4 и последовательности {Nn3} и {Nn4}

выбирают так, чтобы∣∣∣∣Nn3 −N ′
n2

m3

m′
2

∣∣∣∣ � 1,
∣∣∣∣Nn4 −N ′

n2

m4

m′
2

∣∣∣∣ � 1, N ′
n2 = Nn3 +Nn4.

Далее этот процесс продолжается рекурсивно.
Шаг 2. По найденным на шаге 1 последовательностям {Nn1}, . . . , {Nnq} для

любого n ∈ N значения α1, . . . , αn определяются так, чтобы среди них число al

встретилось ровно Nnl раз.
В результате для каждого компактного множества F , не содержащего

a1, . . . , aq, выполнено неравенство

sup
z∈F

∣∣∣∣
q∑

l=1

log |z − al|Nnl − n

q∑
l=1

log |z − al|ml

∣∣∣∣ <∞,

и для любого n ∈ N имеем

n∏
j=1

(z − αj) =
q∏

l=1

(z − al)Nnl .

Последовательность {βn} в (29) по заданным точкам b1, . . . , bs и положи-

тельным числам n1, . . . , ns,
s∑

j=1

nj = 1, определяется аналогично.

Как доказано в [58], каждая функция ϕ из H(M) единственным образом
представима равномерно сходящимся внутри M рядом

ϕ(w) =
∞∑

n=0

cnTn(w), w ∈ M, (30)

с коэффициентами

c0 = ϕ(α1), cn =
1

2πi

∫
Lρ

ϕ(τ)
Tn(τ)

αn+1 − βn

(τ − αn+1)(τ − βn)
dτ, 1 < ρ < eα, n ∈ N.

Частная сумма

Sn(w) =
n∑

k=0

ckTk(w)
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ряда (30) является рациональной функцией порядка n, интерполирующей ϕ
в точках α1, α2, . . . , αn+1. По формуле Эрмита

ϕ(w) − Sn(w) =
1

2πi

∫
Lρ

Tn(w)
Tn(τ)

(w − αn+1)
(τ − αn+1)

ϕ(τ)
(τ − w)

dτ, w ∈ Mρ, 1 < ρ < eα.

Если числа m1, . . . ,mq рациональные и b1 = . . . = bs = ∞, то линии Lρ являют-
ся лемнискатами, а ряды (30) в этом случае совпадают с классическими рядами
Якоби. Напомним, что сумма первых n членов ряда Якоби функции ϕ ∈ H(M)
определяется как полином степени qn− 1, интерполирующий функцию ϕ в точ-
ках a1, a2, . . . , aq, причём каждая точка имеет кратность n (см. [38, с. 76]).
В случае когда лемниската ограничивает континуум, не разбивающий плос-
кость, базисы Якоби и Фабера совпадают (см. [19, с. 58]).

В [26] доказано следующее обобщение сформулированной выше леммы Еро-
хина.

Теорема. Функция w = H(z) представима двумя способами в виде суперпо-
зиции двух функций

H(z) = Q[P (z)] = Φ[F (z)], z ∈ D, (31)

со следующими свойствами:

1) функция t = P (z) (t = F (z)) однолистна в области G (соответственно Ω) и
отображает эту область на некоторую область G(1) (соответственно Ω(2))
при условии P (∞) = ∞, причём контур Γ = ∂G (соответственно C = ∂Ω)
переходит в контур Γ(1) = ∂G(1) (соответственно C(2) = ∂Ω(2));

2) функция w = Φ(t) (w = Q(t)) отображает однолистно область G(2) =

=
q⋂

l=1

G(2)
l , где G(2) = ext Γ(2)

l , Γ(2)
l = F (Γl), l = 1, . . . , q (соответственно

область Ω(1) =
s⋃

j=1

Ω(1)
j , где Ω(1) = intC(1)

j , C(1)
j = P (Cj), j = 1, . . . , s)

на область N (соответственно M) при условии Φ(∞) = ∞, причём кон-
тур C(2) (соответственно Γ(1)) переходит в контур L (соответственно Λ).

Обозначив обратные функции через χ = H−1, σ = P−1, κ = Q−1, λ = F−1,
ψ = Φ−1, из (31) получим

χ(w) = σ[κ(w)] = λ[ψ(w)], w ∈ Δ. (32)

Пусть Cρ —прообраз контура Lρ при отображении w = H(z). Имеем, что

Cρ =
p⋃

j=1

Cjρ, где s � p � q и кривые Cjρ (j = 1, . . . , p) жордановы. Положим

Ωρ =
p⋃

j=1

Ωjρ, Gρ =
p⋂

j=1

Gjρ, где Ωjρ = intCjρ, Gjρ = extCjρ. Существует ρ0 > 1,

такое что при всех ρ0 < ρ < eα кривые Cjρ (j = 1, . . . , p) попарно не пересекают-
ся и p = s. Весовые функции g1(t) и g2(t) будем предполагать аналитическими
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и отличными от нуля в областях G и G(2) соответственно. В частности, можно
принять g1(z) = P ′(z), g2(t) = Φ′(t).

Как в случае q = s = 1, доказывается, что что каждая из двух пар формул

f(z) =
1

2πi

∫
Cρ

φ1[H(ζ)]g1(ζ)
ζ − z

dζ, z ∈ Ωρ, (33)

ϕ1(w) =
1

2πi

∫
Lρ

f [χ(τ)]
g1[χ(τ)]

κ′(τ)
κ(τ) − κ(w)

dτ, z ∈ Mρ, (34)

и

f(z) =
1

2πi

∫
Cρ

φ2[H(ζ)]g2[F (ζ)]
F (ζ) − F (z)

dζ, z ∈ Ωρ, (35)

ϕ2(w) =
1

2πi

∫
Lρ

f [χ(τ)]
g2[ψ(τ)]

dτ

τ − w
, z ∈ Mρ, (36)

где ρ0 < ρ < eα, устанавливает линейный топологический изоморфизм про-
странств H(Ω) и H(M). Следовательно, системы функций

fn(z) =
1

2πi

∫
Cρ

Tn[H(ζ)]g1(ζ)
ζ − z

dζ, z ∈ Ωρ, n = 0, 1, 2, . . . , (37)

и

en(z) =
1

2πi

∫
Cρ

Tn[H(ζ)]g2[F (ζ)]
F (ζ) − F (z)

dζ, z ∈ Ωρ, n = 0, 1, 2, . . . , (38)

являются базисными в пространстве H(Ω), причём коэффициенты
{
c
(1)
n

}
и{

c
(2)
n

}
в разложениях

f(z) =
∞∑

n=0

c(1)n fn(z) и f(z) =
∞∑

n=0

c(2)n en(z), z ∈ Ω, (39)

произвольной функции f из H(Ω) определяются по формулам

c
(ν)
0 = ϕν(α1), c(ν)

n =
1

2πi

∫
Lρ

ϕν(τ)
Tn(τ)

αn+1 − βn

(τ − αn+1)(τ − βn)
dτ, ν = 1, 2, n ∈ N.

Здесь ϕ1 и ϕ2 —функции, соответствующие f при линейном топологическом
изоморфизме пространств H(Ω) и H(M), задаваемом соответственно формула-
ми (33), (34) и (35), (36). С помощью интегральной формулы Коши разложения
вида (39) могут быть получены и для случая, когда континуумы K1, . . . ,Kq

и области Ω1, . . . ,Ωs многосвязны. Кроме того, если g1(z) ≡ 1, g2(t) ≡ 1,
b1 = . . . = bs = ∞, а отображение w = H(z) аналитически и однолистно про-
должается на всю область G при условии H(∞) = ∞, то функции (37) и (38)
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совпадают с обобщёнными многочленами Фабера для континуумов K1, . . . ,Kq,
введёнными Дж. Уолшем [60].

Для рассматриваемой пары (K,Ω) доказывается формула (5) и (при усло-
вии равномерной ограниченности функций fn или en на K) неравенство (6).
Аналогично (19) в случае g2(t) ≡ 1 имеем

en(z) = Φn[F (z)], z ∈ Ω, (40)

где {Φn(t)}— система многочленов Фабера—Уолша для компакта K(1) = F (K).
Поэтому для справедливости неравенства (6) достаточно предположить, что си-
стема многочленов {Φn(t)} является ограниченной на K(1).

Если границы ∂K и ∂Ω являются достаточно гладкими, то справедливы
соотношения

λn

(
BH∞(Ω);C(K)

)
� dn

(
BH∞(Ω);C(K)

)
� exp

(
− n

cap(K,Ω)

)
(41)

и

λn

(
BH∞(Ω);Lp(K)

)
� dn

(
BH∞(Ω);Lp(K)

)
� n−1/p exp

(
− n

cap(K,Ω)

)
, (42)

где 1 � p < ∞. Покажем, например, как получаются соотношения (41). Из
формулы (40) и инвариантности класса BH∞(Ω) относительно конформных
отображений следует, что достаточно ограничиться случаем, когда

∂Ω = ΓR := {z : G(z) = logR}, R > 1,

где G(z)—функция Грина для области G = C̄ \K с полюсом в бесконечности.
В этом случае F (z) ≡ z, и согласно (39), (40) оптимальный линейный метод
аппроксимации функций f из BH∞(Ω) на K имеет вид

f(z) ≈ Fnf(z) :=
n−1∑
k=0

ckΦk(z), z ∈ K,

где Φk(z)—многочлены Фабера—Уолша для K и коэффициенты вычисляются
по формуле

ck =
1

2πi

∫
Lρ

f [ψ(τ)]
Tn+1(τ)

dτ, 1 < ρ < R. (43)

Контур ∂K выбирается таким, что

0 < M3 < |Φ′(z)| < M4 < +∞, z ∈ ∂K. (44)

По определению системы {Tn(w)}
|Tn(w)| � |T (w)|n, w ∈ N .

Следовательно, полагая τ = Φ(ζ) в (43), для любой функции f ∈ BH∞(Ω)
имеем |ck| � M5R

−k. Отсюда аналогично (9) получаются неравенства

λn

(
BH∞(Ω), C(K)

)
� sup{‖f − Fnf‖C(K) : f ∈ BH∞(Ω)} � M6R

−n.
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Оценки снизу в (41) и (42) следуют из того, что при при некоторых условиях
на K для любого полинома Pn степени не выше n справедливы неравенства

‖Pn‖C(ΓR) � M7R
n‖Pn‖C(K) и ‖Pn‖Lp(∂K) � M8n

1/p‖Pn‖Lp(K), (45)

где константы M7 и M8 не зависят от n и Pn (см., например, [18,61]). В частно-
сти, неравенства (45) имеют место, если контур ∂K состоит из аналитических
кривых Жордана. Именно с выполнением условия (44) и неравенств (45) связа-
ны ограничения на границу компакта K.

В заключение раздела отметим, что в то время как многомерные аналоги
формулы (3) доказаны при довольно общих условиях (см. [63]), соответству-
ющие аналоги неравенства (6) и соотношений (41), (42) установлены только
в простейших случаях (см. [24,28,32]).

4. Поперечники классов голоморфных функций
в симметричных областях трубчатого типа

В этом разделе, кроме линейных и колмогоровских поперечников, встретятся
гельфандовские и бернштейновские n-поперечники. Напомним, что гельфандов-
ский n-поперечник подмножества A нормированного пространства X определя-
ется равенством

dn(A,X) := inf sup
x∈A∩L−n

‖x‖,

где нижняя грань берётся по всем подпространствам L−n коразмерности n.
Бернштейновский n-поперечник множества A в X определяется по формуле

bn(A,X) := sup
Ln+1

sup{r | rB(Ln+1) ⊂ A},

где B(Ln+1)— единичный шар подпространства Ln+1.
Для классов аналитических в круге функций с ограниченными дробными

(в смысле Римана—Лиувилля) производными порядка α > 0 оптимальные
линейные методы аппроксимации порождаются обобщённым ядром Бабенко,
определяемым по формуле

Kn,α(ρ, t) := β−1
n,α + 2

∞∑
j=n+1

β−1
j,αρ

j−n cos(j − n)t, 0 � ρ � 1, t ∈ R,

где

β0,α :=
Γ(1 + α)

2
, βj,α :=

Γ(j + α)
Γ(j)

.

Ядро Kn,α(ρ, t) неотрицательное и выражается через ядро Пуассона

P(ρ, t) = 1 + 2
∞∑

k=1

ρk cos kt, 0 � ρ < 1,
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по формуле

Kn,α(ρ, t) =
1

Γ(α)

1∫
0

(1 − τ)α−1τn−1P(ρτ, t) dτ.

Пусть

f(z) =
∞∑

j=0

f̂jz
j , z ∈ UR, — (46)

тейлоровское разложение функции f , аналитической в круге UR. Операторы Dα

и Gα
n определим формулами

(Dαf)(z) =
∞∑

j=0

βj,αf̂jz
j

и

(Gα
nf)(z) =

n−1∑
j=0

(
1 − βj,α

β2n−j,α

(
|z|
R

)2(n−j)
)
f̂jz

j .

Положим

Bα(z) :=
∞∑

j=0

β−1
j,αz

j , z ∈ U.

Из свойств свёртки Адамара (см., например, [17, с. 166]) следует, что для
0 < ρ < R

f(z) =
1

2πi

∫
Tρ

(Dαf)(ζ)Bα

(
z

ζ

)
dζ

ζ
, z ∈ Uρ,

и значит,

f̂j =
β−1

j,α

2πi

∫
Tρ

(Dαf)(ζ)ζ−j−1 dζ. (47)

Напомним, что классы Харди для круга UR обозначаются через Hp(UR).

Предложение 4.1. Пусть α > 0, R > 0, n ∈ N, n > [α]. Для любой аналити-
ческой в круге UR функции f верна формула

f(reiϕ) − (Gα
nf)(reiϕ) =

=
1
2π

π∫
−π

(
r

ρ

)n

exp
(
in(ϕ− θ)

)
Kn,α

(
r

ρ
, ϕ− θ

)
(Dαf)(ρeiθ) dθ, (48)

где −π < ϕ � π, 0 � r � ρ < R. В случае Dαf ∈ H1(UR) формула (48)
справедлива и для ρ = R.
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Доказательство. Пусть 0 < ρ < R и z = reiϕ, где r < ρ. Пользуясь (47),
имеем

f(z) − (Gα
nf)(z) =

n−1∑
j=0

β−1
2n−j,α

(
|z|
R

)2(n−j)
zj

2πi

∫
Tρ

(Dαf)(ζ)ζ−j−1 dζ +

+
∞∑

j=n

zjβ−1
j,α

2πi

∫
Tρ

(Dαf)(ζ)ζ−j−1 dζ =
1

2πi

∫
Tρ

(Dαf)(ζ)
(
z

ζ

)n

×

×
{ n−1∑

j=0

β−1
2n−j,α

(
z̄

ζ̄

)n−j

+β−1
n,α+

∞∑
j=n+1

β−1
j,α

(
z

ζ

)j−n

+
∞∑

j=2n+1

β−1
j,α

(
z̄

ζ̄

)j−n}
dζ

ζ
.

Полагая ζ = ρeiθ и учитывая равенство
n−1∑
j=0

β−1
2n−j,α

(
z̄

ζ̄

)n−j

=
2n∑

j=n+1

β−1
j,α

(
z̄

ζ̄

)j−n

,

получаем формулу (48). Если Dαf ∈ H1(UR), то для почти всех θ ∈ [−π, π]
существует предел

(Dαf)(Reiθ) := lim
ρ→R−0

(Dαf)(ρeiθ)

и∣∣∣∣
π∫

−π

(Dαf)(ρeiθ)(ρeiθ)−j dθ −
π∫

−π

(Dαf)(Reiθ)(Reiθ)−j dθ

∣∣∣∣ �

� |R−j − ρ−j |
π∫

−π

|(Dαf)(ρeiθ)| dθ +R−j

π∫
−π

|(Dαf)(ρeiθ) − (Dαf)(Reiθ)| dθ → 0

при ρ→ R. Поэтому в (47) (а значит, и в (48)) можно принять ρ = R.

Предложение 4.2. Пусть α � 1, n ∈ N, n > [α]. Тогда

Φn,α(t) := βn,α + 2
n∑

k=1

βn−k,α cos kt � 0 (49)

для всех t ∈ R.

Действительно, так как последовательность {βn−k,α}n
k=0 при α � 1 выпукла

вниз, неравенство (49) проверяется двойным преобразованием Абеля.
Пусть D—неприводимая ограниченная симметричная область трубчатого

типа, реализованная как единичный шар относительно спектральной нормы
в комплексификации V C простой евклидовой жордановой алгебры V (см., на-
пример, [43]). Граница Шилова Σ для D состоит из всех обратимых элементов
z ∈ V C, таких что z−1 = z̄. Положим

G(Σ) := {g ∈ GL(V C) : gΣ = Σ},
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и пусть U — связная компонента единичного элемента из G(Σ). Через Lp(Σ)
обозначаются пространства Лебега относительно U -инвариантной меры σ на Σ,
нормированной условием σ(Σ) = 1. Пусть r = rankV . Партицией порядка r на-
зывают мультииндекс m = (m1, . . . ,mr) ∈ Z

r
+, у которого m1 � m2 � . . . � mr,

при этом |m| :=m1 + . . .+mr.
Пусть P(V C)—множество всех полиномов на V C и Pk(V C)—подпростран-

ство однородных полиномов степени k. Естественное представление τ группы
GL(V C) на P(V C) определяется равенством

(τ(g)p)(x) = p(g−1x), x ∈ V C,

где g ∈ GL(V C), p ∈ P(V C). Для данной партиции m обозначим через Pm(V C)
подпространство в P(V C), генерируемое полиномами τ(g)Δm, g ∈ GL(V C), где
Δm — степенная функция порядка m.

Базис в Pm(V C), ортонормированный относительно скалярного произведе-
ния в L2(Σ), обозначим через {ϕm

1 , . . . , ϕ
m
dm

} (так что dm:=dimPm(V C)). Имеют
место ортогональные разложения

P(V C) =
⊕
m

Pm(V C) и Pk(V C) =
⊕

|m|=k

Pm(V C).

Все полиномы {ϕm
j } (m—произвольная партиция, 1 � j � dm) занумеруем

таким образом, что degϕi � degϕi+1 для i ∈ Z+. Для данного n ∈ N положим
n′ := min{i : degϕi = degϕn} и ñ := degϕn.

Пусть DR := {Rz : z ∈ D}, R � 1, и

f(z) =
∞∑

j=0

Fj(z), z ∈ DR, — (50)

однородное полиномиальное разложение функции f , голоморфной в обла-
сти DR. Для произвольного α > 0 положим

(Rαf)(z) :=
∞∑

j=0

βj,αFj(z),

где β0,α := Γ(1 + α)/2, βj,α := Γ(j + α)/Γ(j) (j ∈ N).
Через [α] обозначим целую часть α. Отметим, что если D— единичный круг

в C, α � 1 и f(0) = . . . = f [α]−1(0) = 0, то (Rαf)(z) = zαf (α)(z), где f (α) —
производная Римана—Лиувилля порядка α с начальной нулевой точкой. Если
же D— единичный шар в C

d и F0 = 0, то значение Rαf при α = 1 совпадает
с радиальной производной функции f (см. [16]).

Для 1 � p < ∞ пространства Харди Hp(DR) (пространства Бергмана
Ap(DR)) состоят из голоморфных в DR функций f , имеющих конечные нор-
мы

‖f‖Hp(DR) := sup
0<r<R

(∫
Sd

|f(rζ)|p dσ(ζ)
)1/p
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(соответственно

‖f‖Ap(DR) :=
( ∫

DR

|f(z)|p dν(z)
)1/p

,

где ν —мера Лебега на DR, ν(D) = 1). В случае p = ∞
‖f‖H∞(DR) = ‖f‖A∞(DR) := sup{|f(z)| : z ∈ DR}.

Для фиксированных α > 0, R � 1, 1 � p � ∞ положим

WαHp(DR) := {f : Rαf ∈ Hp(DR), ‖Rαf‖Hp(DR) � 1},
WαAp(DR) := {f : Rαf ∈ Ap(DR), ‖Rαf‖Ap(DR) � 1}.

Определим подпространства

Pn := span{ϕi : degϕi � n}, Πn := span{ϕi : i = 0, 1, . . . , n},
πn := span{ϕi : i = 0, 1, . . . , n′ − 1}.

Через Pα
n обозначим оператор, ставящий в соответствие функции f с однород-

ным разложением (50) полином

(Pα
n f)(z) :=

ñ−1∑
j=0

(
1 − βj,α

β2ñ−j,α

(
1
R

)2(ñ−j)
)
Fj(z).

Для 1 � p � ∞, n ∈ N положим

Xn
p (D) := {f ∈ Hp(D) : Fj = 0, j = 0, 1, . . . , ñ− 1},

Y n
p (D) := {f ∈ Ap(D) : Fj = 0, j = 0, 1, . . . , ñ− 1},

где Fj берутся из однородного разложения (50) функции f .
Хорошо известно, что для любой функции f ∈ Hp(D) существует функ-

ция f∗ ∈ Lp(Σ), такая что f∗(ζ) = lim
r→1−

f(rζ) для почти всех ζ ∈ Σ и

‖f‖Hp(D) = ‖f∗‖Lp(Σ). Будем рассматривать Xn
p (D) и Y n

p (D) как подпростран-
ства в Lp(Σ) и Lp(D) соответственно.

Теорема 4.1. Пусть 1 � p � ∞, R � 1, α � 1, n ∈ N. Тогда

dn

(
WαHp(DR), Lp(Σ)

)
= β−1

ñ,αR
−ñ

и такие же равенства верны для dn, λn, bn. Более того,

а) πn —оптимальное подпространство для dn;
б) Xn

p (D)—оптимальное подпространство для dn;
в) Pα

n —оптимальный оператор для λn;
г) Πn —оптимальное подпространство для bn.

Теорема 4.2. Пусть 1 � p � ∞, R � 1, α � 1, n ∈ N. Тогда

dn

(
WαAp(DR), Lp(D)

)
= β−1

ñ,αR
−ñ−2d/p

и такие же равенства верны для dn, λn, bn. Более того,
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а) πn —оптимальное подпространство для dn;
б) Y n

p (D)—оптимальное подпространство для dn;
в) Pα

n —оптимальный оператор для λn;
г) Πn —оптимальное подпространство для bn.

Доказательства этих двух теорем проводятся по аналогии с рассмотренным
в [40, 44] случаем целого α. При этом для вывода оценок поперечников снизу
используются неравенства типа Бернштейна и Бернштейна—Уолша

‖RαPn‖Hp(DR) � βn,α‖Pn‖Hp(DR), ‖RαPn‖Ap(DR) � βn,α‖Pn‖Ap(DR)

и
‖Pn(R·)‖Lp(Σ) � Rn‖Pn‖Lp(Σ), ‖Pn(R·)‖Lp(D) � Rn+2d/p‖Pn‖Lp(D),

справедливые для Pn ∈ Pn, R � 1, 1 � p � ∞, α � 1. Для оценок сверху
существенна неотрицательность обобщённого ядра Бабенко (предложение 4.2).

Теорема 4.3. Пусть 1 � p � ∞, R > 1, α � 1. Тогда при ε → 0 имеет место
асимптотическая формула

Hε

(
WαHp(DR), Lp(Σ)

)
=

=
2

(d+ 1)!(logR)d

(
log

1
ε

)d+1

− 2α
d! (logR)d

(
log

1
ε

)d

log log
1
ε

+O

((
log

1
ε

)d
)
,

и такая же формула верна для Hε

(
WαAp(DR), Lp(D)

)
.

Доказательство теоремы 4.3 аналогично доказательству формулы (2) ста-
тьи [29] и основано на приведённых выше результатах о поперечниках классов
WαHp(DR) и WαAp(DR).
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