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Аннотация

В данной работе исследованы параградуированные кольца, введено понятие пара-
градуированного радикала Джекобсона, с помощью которого, аналогично неградуиро-
ванному случаю, доказан аналог теоремы Веддербёрна—Артина. В ходе исследования
изучены точные неприводимые параградуированные модули над некоммутативными
параградуированными кольцами и доказан параградуированный аналог леммы Шура.

Abstract

E. Ilić-Georgijević, M. Vuković, The Wedderburn–Artin theorem for paragraded
rings, Fundamentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 19 (2014), no. 6, pp. 125—139.

In this paper, we prove the paragraded version of the Wedderburn–Artin theorem.
Following the methods known from the abstract case, we first prove the density theorem
and observe the matrix rings whose entries are from a paragraded ring. However, in order
to arrive at the desired structure theorem, we introduce the notion of a Jacobson radical
of a paragraded ring and prove some properties which are analogous to the abstract
case. In the process, we study the faithful and irreducible paragraded modules over
noncommutative paragraded rings and prove the paragraded version of the well known
Schur’s lemma.

1. Введение

М. Краснер, исследуя нормированные тела и их связь с кольцами норми-
рования, ввёл понятие корпоида [8], с которого начала своё развитие общая
теория градуированных структур [3, 4, 7, 9—13]: гомогруппоидов, кольцоидов
и модулоидов, причём в множестве степеней, задающих градуировку, не пред-
полагается, как в [2], ни ассоциативности, ни коммутативности, ни наличия
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нейтрального элемента. Корпоид является частным случаем кольцоида и рас-
сматривается как однородная часть градуированного тела. Следует отметить,
что классы гомогруппоидов, кольцоидов и модулоидов не замкнуты относитель-
но взятия прямых произведений и прямых сумм, поэтому М. Краснер и М. Ву-
кович ввели более общее понятие параградуированной структуры, решаю-
щее эту проблему [14—18]. В данной работе мы исследуем параградуированные
кольца, вводим понятие параградуированного радикала Джекобсона, с помощью
которого, аналогично неградуированному случаю, доказываем аналог теоремы
Веддербёрна—Артина. Мы следуем изложению И. Н. Херстейна [5].

2. Предварительные сведения

Отображение
π : Δ → Sg(G), π(δ) = Gδ (δ ∈ Δ)

частично упорядоченного множества (Δ, <), которое является полной полуре-
шёткой (снизу) и индуктивно упорядоченным множеством, в множество Sg(G)
подгрупп данной группы G называется параградуировкой [17, 20], если оно
удовлетворяет следующим шести аксиомам.

(i) π(0) = G0 = {e}, где 0 = inf Δ, δ < δ′ влечёт Gδ ⊆ Gδ′ .

Замечание 2.1. Множество

H =
⋃

δ∈Δ

Gδ

называется однородной частью группы G относительно π.
Замечание 2.2. Для каждого элемента x ∈ H определяется его тип

δ(x) = inf{δ ∈ Δ | x ∈ Gδ}.
Ясно, что δ(x) = 0 тогда и только тогда, когда x = e. Элементы δ(x), x ∈ H,
называются главными типами. Множество всех главных типов мы будем обо-
значать Δp.

(ii) θ ⊆ Δ влечёт
⋂

δ∈θ

Gδ = Ginf θ.

(iii) Если x, y ∈ H и yx = zxy, то z ∈ H и δ(z) � inf{δ(x), δ(y)}.
(iv) Группа G порождается своей однородной частью H.
(v) Пусть A ⊆ H — такое подмножество, что для всех x, y ∈ A типы δ(x),

δ(y) ограничены сверху. Тогда существует верхняя грань всех типов δ(x),
x ∈ A.

(vi) Группа G порождается множеством H с помощью H-внутренних и левых
перестановочных соотношений:

— xy = z (H-внутренние соотношения);
— yx = z(x, y)xy (левые перестановочные соотношения).
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Группа с заданной параградуировкой называется параградуированной груп-
пой. Кольцо R называется параградуированным, если его аддитивная груп-
па параградуированная и для всех ξ, η ∈ Δ существует такое ζ ∈ Δ, что
RξRη ⊆ Rζ . Это определение задаёт на множестве Δ бинарную операцию

(ξ, η) �→ ξη = sup{δ(x) | x ∈ RξRη},
называемую минимальным умножением [17, 20], для которой, таким образом,
выполнено включение RξRη ⊆ Rξη. Пусть R —параградуированное кольцо с па-
раградуировкой E и множеством типов Δ, M —коммутативная параградуиро-
ванная группа с параградуировкой F и множеством типов D, причём M являет-
ся R-модулем. Обозначим Rδ :=E(δ), Md :=F (d) для δ ∈ Δ, d ∈ D. R-модуль M
называется левым (правым) параградуированным, если для каждого δ ∈ Δ и
каждого d ∈ D найдётся t ∈ D, такое что RδMd ⊆ Mt (соответственно для
каждого δ ∈ Δ и каждого d ∈ D найдётся t ∈ D, такое что MdRδ ⊆ Mt).
В частности, определено минимальное умножение [17,20]

dδ = sup{d(x) | x ∈ MdRδ},
где

d(x) = inf{d ∈ D | x ∈ Md}.
Гомоморфизм называется квазиоднородным, если образы однородных элемен-
тов однородны. Однородный подмодуль в N определяется стандартным образом,
т. е. как подмодуль, порождённый пересечением подмодуля N и однородной
части параградуированного модуля.

3. Параградуированные модули и лемма Шура

Пусть M —правый параградуированный R-модуль с множеством степе-
ней Δ, где R —параградуированное кольцо с тем же множеством степеней.
Мы будем называть такие модули параградуированными модулями типа Δ и
далее все модули будем предполагать именно такими, если не оговорено про-
тивное.
Определение 3.1. Параградуированный R-модуль M типа Δ называется

точным, если из равенства MξRη = {0} следует равенство Rη = {0}.
Введём понятие аннулятора аналогично неградуированному случаю.
Определение 3.2. Для каждого δ ∈ Δ множество

A(M)δ = {r ∈ Rδ | Mr = {0}}
назовём δ-аннулятором модуля M .

Рассмотрим множество

A(M) =
〈 ⋃

δ∈Δ

A(M)δ

〉
.
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Лемма 3.3. Множество A(M) является однородным идеалом параградуиро-
ванного кольца R. Кроме того, модуль M является точным параградуированным
R/A(M)-модулем типа Δ.

Доказательство. Пусть x, x′ ∈ A(M). Тогда

x =
∑

δ

rδ, x′ =
∑

δ′
r′δ′ ,

где rδ ∈ A(M)δ, r′δ′ ∈ A(M)δ′ . Поэтому Mrδ = {0}, Mr′δ′ = {0}, следовательно,
M(x−x′) = {0}, т. е. x−x′ ∈ A(M). Отсюда сразу следует, что Mxr = {0} для
всех x ∈ A(M), r ∈ R. Значит, A(M) —правый идеал. Так как для всех ξ, η ∈ Δ
и r ∈ A(M)δ, rη ∈ Rη, то

Mξ(rηr) = (Mξrη)r ⊆ Mζr = {0}
и идеал A(M) однородный, поэтому кольцо R/A(M) можно снабдить пара-
градуировкой типа Δ естественным образом:

(
R/A(M)

)
δ

=
(
Rδ +A(M)

)
/A(M)

[1,17]. Далее M —параградуированный R/A(M)-модуль типа Δ: m(r+A(M)) =
= mr, m ∈ M , r + A(M) ∈ R/A(M). Действительно, для всех ξ, η ∈ Δ, таких
что m ∈ Mξ и r + A(M) ∈ (R/A(M))η, имеем

m
(
r + A(M)

)
= mr ∈ MξRη ⊆ Mζ

для некоторого ζ ∈ Δ. Наконец, модуль M является R/A(M)-точным, так как
если m ∈ Mξ, r + A(M) ∈ (R/A(M))η и m(r + A(M)) = {0}, то mr = 0, т. е.
r ∈ A(M).

Определение 3.4 [6]. Пусть M и M ′ —параградуированные R-модули ти-
па Δ. Будем говорить, что гомоморфизм f : M → M ′ имеет степень δ, если для
каждого δ′ ∈ Δ справедливо f(Mδ′) ⊆ M ′

δ′δ, где δ′δ —минимальное умноже-
ние. Обозначим множество всех гомоморфизмов степени δ через hom(M,M ′)δ

и определим

HOM(M,M ′) :=
〈 ⋃

δ∈Δ

hom(M,M ′)δ

〉
.

Мы будем часто использовать естественный гомоморфизм степени δ ∈ Δ —
умножение на элемент кольца степени δ:

fa : M → M, fa(m) = ma (m ∈ M), a ∈ Rδ.

Ясно, что
fa(Mξ) = Mξa ⊆ MξRδ ⊆ Mξδ

для ξ ∈ Δ.

Предложение 3.5. Предположим, что минимальное умножение ассоциатив-
но. Пусть f : M → M ′ —морфизм степени δ1 и g : M ′ → M ′′ —морфизм степе-
ни δ2. Тогда g ◦ f —морфизм степени δ1δ2.
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Доказательство. Пусть δ ∈ Δ, f ∈ hom(M,M ′)δ1 . Тогда

(g ◦ f)(Mδ) = g
(
f(Mδ)

) ⊆ g(M ′
δδ1

),

и так как g ∈ hom(M,M ′)δ2 , то

g(M ′
δδ1

) ⊆ M ′′
(δδ1)δ2

.

Ввиду ассоциативности минимального умножения отсюда следует, что

M ′′
(δδ1)δ2

= M ′′
δ(δ1δ2)

.

Следовательно, (g ◦ f)(Mδ) ⊆ M ′′
δ(δ1δ2)

для всех δ ∈ Δ, т. е. g ◦ f ∈
∈ hom(M,M ′′)δ1δ2 .

Предложение 3.6. Пусть минимальное умножение ассоциативно и M —па-
раградуированный R-модуль типа Δ. Тогда HOM(M,M) —параградуированное
кольцо, которое мы будем обозначать END(M).

Доказательство. Как показано в [6], (HOM(M,M),+) = (END(M),+) —
коммутативная параградуированная группа. Определим произведение элементов
f, g ∈ END(M) как f · g := g ◦ f . Если δ1, δ2 ∈ Δ, то

END(M)δ1END(M)δ2 = hom(M,M)δ1 hom(M,M)δ2 ⊆ hom(M,M)δ1δ2

по предложению 3.5.

Лемма 3.7. Пусть M —параградуированный R-модуль типа Δ, и пусть ми-
нимальное умножение ассоциативно. Тогда R/A(M) изоморфно подкольцу коль-
ца END(M).

Доказательство. Рассмотрим отображение

ϕ : R → END(M), ϕ(a) = fa (a ∈ R).

Так как элемент a является суммой однородных, то fa ∈ END(M) (ранее мы
показали, что faδ

∈ hom(M,M)δ). Ясно, что ϕ — гомоморфизм колец, явля-
ющийся морфизмом в категории параградуированных колец типа Δ, так как
ϕ(a) = fa ∈ hom(M,M)δ для всех δ ∈ Δ и a ∈ Rδ. Остаётся заметить, что
ker ϕ = A(M).

Определение 3.8. Для δ ∈ Δ определим

C(M)δ = {f ∈ hom(M,M)δ | ffa = faf (a ∈ R)}
и

C(M) =
〈 ⋃

δ∈Δ

C(M)δ

〉
.

Если M —параградуированный R-модуль типа Δ и минимальное умноже-
ние ассоциативно, то, очевидно, C(M) —однородное подкольцо в END(M). Ес-
ли, кроме того, минимальное умножение коммутативно, то C(M) —кольцо всех
эндоморфизмов модуля M в категории параградуированных модулей типа Δ
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(аналогично неградуированному случаю [5]). Действительно, пусть f ∈ C(M).
Тогда f =

∑
δ

fδ, где fδ ∈ C(M)δ. Если m ∈ Mξ и a ∈ Rη для некоторых ξ, η ∈ Δ,

то

fδ(m)a = fa

(
fδ(m)

)
= fδ

(
fa(m)

)
= fδ(ma), fδ(m)a ∈ Mξδa ⊆ Mξδη,

fδ(ma) ∈ fδ(Mξη) ⊆ Mξηδ = Mξδη.

Чтобы доказать параградуированный аналог леммы Шура аналогично негра-
дуированному случаю [5], нам потребуется понятие неприводимости.

Определение 3.9. Назовём параградуированный R-модуль M типа Δ непри-
водимым, если существуют такие ξ, η ∈ Δ, что MξRη �= {0}, и если M имеет
ровно два параградуированных подмодуля {0} и M .

Теорема 3.10. Пусть M —неприводимый параградуированный R-модуль ти-
па Δ, и пусть минимальное умножение ассоциативно. Тогда C(M) —параграду-
ированное тело типа Δ.

Доказательство. Аналогично неградуированному случаю [5] достаточно
доказать, что каждый ненулевой однородный элемент из C(M) обратим
в END(M). Пусть 0 �= f ∈ C(M) —однородный элемент. Тогда f(M) —од-
нородный подмодуль [17]. Так как f �= 0 и M неприводим, то f инъективен и
f(M) = M , т. е. f сюръективен. Значит, f —обратимый элемент в END(M).

Предложение 3.11. Пусть M —неприводимый параградуированный R-мо-
дуль типа Δ. Тогда M изоморфен параградуированному модулю R/ρ для некото-
рого однородного максимального правого идеала ρ в R. Более того, существует
такой элемент a ∈ R, что x − ax ∈ ρ для всех однородных x ∈ R.

Доказательство. Множество

S =
〈 ⋃

δ∈Δ

Sδ

〉
, Sδ = {m ∈ Mδ | mR = {0}},

является однородным подмодулем в M , δ ∈ Δ. Поскольку оно отлично от M ,
то S = {0} ввиду неприводимости модуля M . Поэтому для всякого однород-
ного ненулевого элемента m ∈ M имеем mR �= {0} и mR = M . Определим
отображение

ϕ : R → M, ϕ(r) = mr (r ∈ R).

Предположим, что m ∈ Mξ, где ξ ∈ Δ. Тогда ϕ(Rη) = mRη ⊆ Mξη, и следова-
тельно, ϕ квазиоднородно. Ядро отображения ϕ является однородным правым
идеалом, обозначим его через ρ. По первой теореме об изоморфизме для пара-
градуированных модулей [17] получаем изоморфизм N ∼= R/ρ.

Оставшаяся часть предложения доказывается аналогично неградуированно-
му случаю [5].
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4. Радикал кольца

В этом разделе R —параградуированное кольцо с множеством степеней Δ.
Определение 4.1. δ-радикал кольца R, δ ∈ Δ, который мы будем обозначать

J(R)δ, — это множество всех элементов группы Rδ, аннулирующих все непри-
водимые параградуированные R-модули. Если кольцо R не имеет неприводимых
модулей, положим J(R)δ = R. Параградуированный радикал Джекобсона (или
просто радикал) J(R) кольца R определим как

J(R) =
〈 ⋃

δ∈Δ

J(R)δ

〉
.

Лемма 4.2. J(R)δ =
⋂
M

A(M)δ, где M пробегает множество всех неприводи-

мых параградуированных R-модулей типа Δ.

Доказательство. Включение

J(R)δ ⊆
⋂

M

A(M)δ

очевидно. Если x ∈ ⋂
M

A(M)δ, то x ∈ A(M)δ для всех неприводимых параграду-

ированных R-модулей типа Δ, т. е. x — такой элемент из Rδ, что Mx = (0) для
всех M . Следовательно, x ∈ J(R)δ.

Следствие 4.3. J(R) =
⋂
M

A(M), где M пробегает множество всех неприво-

димых параградуированных R-модулей типа Δ.

Доказательство. Каждый элемент x ∈ J(R) является суммой элементов
xδ ∈ J(R)δ, таких что xδ аннулирует все неприводимые модули, поэтому тем
же свойством обладает x. Значит,

x ∈
⋂

M

〈 ⋃

δ∈Δ

A(M)δ

〉
=

⋂

M

A(M).

Если x ∈ ⋂
M

A(M), то x ∈ A(M) для всех неприводимых модулей M . Сле-

довательно, x порождается элементами xδ ∈ A(M)δ, иными словами, xδ ∈
∈ ⋂

M

A(M)δ = J(R)δ, поэтому

x ∈
〈 ⋃

δ∈Δ

J(R)δ

〉
= J(R).

Определение 4.4. Правый однородный идеал A кольца R называется ре-
гулярным, если существует такой элемент a ∈ R, что x − ax ∈ A для всех
однородных x ∈ R.
Замечание 4.5. Заметим, что если правый идеал A регулярен и однородный

элемент a ∈ R таков, что x− ax ∈ A для всех однородных x ∈ R, то x− ax ∈ A
для всех x ∈ R. Действительно, запишем произвольный элемент x ∈ R в виде
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суммы однородных элементов
∑

xδ. Имеем xδ − axδ ∈ A для каждого δ, и так
как правый идеал A регулярен, то

x − ax =
∑

xδ − a
∑

xδ =
∑

(xδ − axδ) ∈ A.

Определение 4.6. Для правого однородного идеала A кольца R определим

(A : R) =
〈 ⋃

δ∈Δ

(A : R)δ

〉
=

〈 ⋃

δ∈Δ

{x ∈ Rδ | Rx ⊆ A}
〉

.

Теорема 4.7. Пусть R —параградуированное кольцо типа Δ. Тогда J(R) =
=

⋂
(A : R), где A пробегает множество всех регулярных максимальных правых

однородных идеалов кольца R, причём (A : R) —наибольший однородный идеал
в R, содержащийся в A.

Доказательство. Пусть A —регулярный максимальный правый однородный
идеал в R и M = R/A. Тогда M —параградуированный R-модуль типа Δ с па-
раградуировкой δ → Mδ = (Rδ +A)/A (δ ∈ Δ). По предложению 3.11 модуль M
неприводим. Найдём A(M)δ. Если x ∈ A(M)δ, то x ∈ Rδ и Mx = (0), т. е.
(R/A)x = (0) и (r + A)x = A для всех r ∈ R. Отсюда следует, что Rx ⊆ A и
x ∈ (A : R)δ. Аналогично (A : R)δ ⊆ A(M)δ. Значит, (A : R)δ = A(M)δ, сле-
довательно, (A : R) = A(M), поэтому по предложению 3.11 J(R) =

⋂
(A : R),

где A пробегает множество всех регулярных максимальных правых однородных
идеалов кольца R. Ввиду регулярности A существует такой однородный элемент
a ∈ R, что x − ax ∈ A для всех x ∈ R. В частности, если x ∈ (A : R)δ, то x ∈ A
для всех δ ∈ Δ, поэтому A(M) = (A : R) —наибольший идеал, содержащийся
в A.

Лемма 4.8. Если A —регулярный правый однородный идеал параградуиро-
ванного кольца R типа Δ, то A содержится в максимальном правом однородном
идеале кольца R, являющемся регулярным.

Доказательство. Пусть a ∈ R — такой однородный элемент, что x − ax ∈ A
для всех x ∈ R. Если a ∈ A, то x ∈ A для всех x ∈ R, откуда следует, что A = R.
Значит, a /∈ A. Пусть A—множество всех собственных правых однородных
идеалов в R, содержащих A. Применяя лемму Цорна, найдём максимальный
элемент A0 ∈ A. Этот идеал регулярен, так как x − ax ∈ A ⊆ A0.

Теорема 4.9. Пусть R —параградуированное кольцо типа Δ. Тогда J(R) =
=

⋂
A, где A пробегает множество всех максимальных регулярных правых

однородных идеалов кольца R.

Доказательство. По предыдущей теореме J(R) ⊆ ⋂
A. Пусть T =

⋂
A

и x ∈ T . Рассмотрим множество S = {xy + y | y ∈ R}. Предположим, что
S �= R. Множество S является регулярным правым однородным идеалом и по
предыдущей лемме содержится в некотором максимальном регулярном правом
однородном идеале A0. Так как x ∈ T , xy ∈ A0, то y ∈ A0 для всех y ∈ R.
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Следовательно, S = R. В частности, −x = w + xw для некоторого w ∈ R. Ес-
ли T � J(R), то существует неприводимый параградуированный R-модуль M
типа Δ, для которого MT �= {0}, откуда следует, что mT �= {0} для некото-
рого m ∈ M . Можно считать элемент m однородным. Ввиду неприводимости
модуля M mT = M . Отсюда следует, что mt = −m для некоторого t ∈ T .
Тогда существует такое s ∈ R, что t + s + ts = 0. Имеем 0 = m(t + s + ts) =
= − m + ms − ms = −m, следовательно, T ⊆ J(R).

Определение 4.10. Элемент a ∈ R называется квазирегулярным справа,
если для любой его однородной компоненты h существует такое a′ ∈ R, что
h + a′ + ha′ = 0. Однородный правый идеал в R называется квазирегулярным,
если все его элементы квазирегулярны справа.
Замечание 4.11. Если элемент a квазирегулярен справа, то существует та-

кое a′ ∈ R, что a + a′ + aa′ = 0.
Следующая теорема доказывается аналогично неградуированному случаю.

Теорема 4.12. Пусть R —параградуированное кольцо типа Δ. Тогда J(R) —
единственный максимальный правый квазирегулярный однородный идеал коль-
ца R.

Замечание 4.13. Аналогично можно ввести понятие квазирегулярного слева
элемента. С его помощью можно доказать, что радикал кольца R является
однородным идеалом.

Мы опускаем доказательство следующей теоремы, поскольку оно полностью
аналогично неградуированному случаю. Эта теорема нам понадобится для дока-
зательства теоремы Веддербёрна—Артина для параградуированных колец. От-
метим, что понятие артинова параградуированного кольца вводится естествен-
ным образом.

Теорема 4.14. Если R —артиново параградуированное кольцо, то J(R) —
нильпотентный однородный идеал.

5. Теорема плотности

Определение 5.1. Параградуированное (экстраградуированное) кольцо R
типа Δ называется примитивным, если оно обладает точным неприводимым
параградуированным (экстраградуированным) R-модулем типа Δ.

Пусть R —примитивное параградуированное кольцо типа Δ, и пусть M —
точный неприводимый параградуированный R-модуль типа Δ. Мы уже дока-
зали, что C(M) —параградуированное тело типа Δ. Определив mf := f(m)
для m ∈ M и f ∈ C(M), мы превратим M в C(M)-модуль. Является ли он
параградуированным? Нам нужно проверить, что существует такое ζ ∈ Δ,
что MξC(M)η ⊆ Mζ . Пусть f ∈ C(M)η. Тогда f ∈ END(M)η, и значит,
f(Mξ) ⊆ Mξη, откуда следует, что MξC(M)η ⊆ Mξη. Далее мы докажем теорему
плотности для параградуированных колец.
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Определение 5.2. Будем говорить, что кольцо R действует плотно на
модуле M , если для любого натурального n, любых однородных элементов
v1, . . . , vn ∈ M , линейно независимых над C(M), и любых однородных элемен-
тов w1, . . . , wn ∈ M существует такой элемент r ∈ R, что wi = vir, i = 1, . . . , n.

Теорема 5.3. Пусть R —примитивное параградуированное кольцо типа Δ,
M — точный неприводимый параградуированный R-модуль типа Δ. Предполо-
жим, что минимальное умножение ассоциативно. Тогда кольцо R плотно дей-
ствует на M над D := C(M).

Доказательство. Аналогично неградуированному случаю [5] достаточно
доказать, что для любого однородного конечномерного подмодуля V в M над D
и любого однородного m ∈ M \ V существует такой однородный элемент r ∈ R,
что V r = {0} и mr �= 0. Проведём индукцию по размерности подмодуля V .
Пусть V = V0 +wD, где dimV0 = dimV −1 и w —однородный элемент из M , не
лежащий в V0. Пусть A(V0)δ =

{
x ∈ Rδ | V0x = {0}}, δ ∈ Δ. Тогда для любого

δ ∈ Δ из mA(V0)δ = {0} следует, что m ∈ V0, аналогично неградуированному
случаю. По построению

A(V0) =
〈 ⋃

δ∈Δ

A(V0)δ

〉
—

однородный правый идеал в R. Так как w /∈ V0, wA(V0)δ �= {0} для всех δ ∈ Δ
и wA(V0) —однородный подмодуль в M , то wA(V0) = M . Предположим, что
m ∈ M \ V — такой однородный элемент, что для любого однородного r ∈ R из
V r = {0} следует mr = 0. Для всякого x ∈ M существует такое a ∈ A(V0), что
x = wa, поэтому можно определить отображение τ : M → M , τ(x) = ma. Легко
убедиться, что τ корректно определено и что τ ∈ D. Дальнейшие рассуждения
аналогичны неградуированному случаю [5]: используя отображение τ , можно
показать, что не существует такого однородного элемента m ∈ M \ V , для
которого равенство V r = {0} влечёт равенство mr = 0 при любом однородном r.

Мы также покажем, что существует базис из однородных элементов мо-
дуля M над телом C(M). Действительно, пусть m ∈ M — такой однородный
элемент, что mf = 0 для некоторого f ∈ C(M). Так как C(M) — тело, то f = 0.
Существование однородного базиса теперь следует из леммы Цорна.

Исследуем кольцо матриц над параградуированным кольцом.

6. Параградуированное матричное кольцо

Пусть R —параградуированное кольцо типа Δ с параградуировкой π. Обо-
значим его однородную часть через H. Исследуем вопрос, существует ли пара-
градуировка на кольце матриц

Mn(R) = {(aij)n×n | aij ∈ R},
индуцированная параградуировкой π.
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Пусть δ = (δ1, . . . , δn) ∈ Δn — такой набор, что Rδj
�= R0 для всех j и что

уравнение xδj = δiy имеет решение в Δ×Δ для всех i, j = 1, . . . , n. Определим
отображение πM : Δ → Sg(Mn(R),+):

πM (ξ) = Mn(R)ξ(δ) := {(aij) | aij ∈ Rδij
, δijδj = δiξ, δij ∈ Δ} (ξ ∈ Δ). (6.1)

Теорема 6.1. Если R —область целостности, то отображение (6.1) задаёт
параградуировку на кольце Mn(R). В этом случае будем обозначать параграду-
ированное кольцо Mn(R) через Mn(R)(δ).

Доказательство. Если ξ = 0, то

πM (ξ) = Mn(R)0(δ) = {(aij)n×n | aij ∈ Rδij
, δijδj = δi0, δij ∈ Δ} =

= {(aij)n×n | aij ∈ Rδij
, δijδj = 0, δij ∈ Δ}.

Так как Rδij
Rδj

⊆ Rδijδj
и δijδj = 0, то Rδij

Rδj
⊆ R0 = {0}, т. е. Rδij

Rδj
= 0.

Набор δ = (δ1, . . . , δn) выбран так, что Rδj
�= {0} для всех j и по предположению

R —область целостности, следовательно, Rδij
= {0} для всех i, j ∈ {1, . . . , n}.

Значит, Mn(R)0(δ) = {O}, где O —нулевая матрица. Пусть ξ1 < ξ2. Тогда

δiξ1 < δiξ2. (6.2)

Если (aij)n×n ∈ Mn(R)ξ1(δ), то для всех i, j ∈ {1, . . . , n} существует такое
δ1
ij ∈ Δ, что aij ∈ Rδ1

ij
и δ1

ijδj = δiξ1. Из (6.2) следует, что δ1
ijδj < δiξ2. Далее,

пусть δ2
ij ∈ Δ — такой элемент, что δ2

ijδj = δiξ2. Тогда aij ∈ Rδ2
ij
, и поэто-

му Mn(R)ξ1(δ) ⊆ Mn(R)ξ2(δ). Таким образом, первая аксиома параградуировки
проверена.

Пусть θ ⊆ Δ и
A = (aij)n×n ∈

⋂

ξ∈θ

Mn(R)ξ(δ).

Тогда A ∈ Mn(R)ξ(δ) для всех ξ ∈ θ. Следовательно, для всех ξ ∈ θ существует
такое δξ

ij , что aij ∈ Rδξ
ij

и δξ
ijδj = δiξ, следовательно,

aij ∈
⋂

ξ∈θ

Rδξ
ij

= R inf
ξ∈θ

δξ
ij

.

Итак, вторая аксиома параградуировки проверена.
Третья аксиома, очевидно, выполнена, пятая аксиома легко проверяется. Так-

же ясно, что множество
⋃

ξ∈Δ

Mn(R)ξ(δ) порождает аддитивную группу кольца

Mn(R). Действительно, каждую матрицу из Mn(R) можно записать в виде сум-
мы матриц, для каждой из которых один из элементов однороден, а остальные
равны 0 (так как R порождается своей однородной частью). Если указанный
однородный элемент принадлежит подгруппе Rξ, ξ ∈ Δ, то соответствующая
матрица принадлежит Mn(R)λ(δ), где λ ∈ Δ — такой элемент, для которого
ξδj = δiλ. Несложно показать, что для всех ξ, η ∈ Δ найдётся такое ζ ∈ Δ, что
Mn(R)ξ(δ)Mn(R)η(δ) ⊆ Mn(R)ζ(δ).
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Следующая теорема нам не понадобится, но представляет самостоятельный
интерес.

Теорема 6.2. Пусть R —область целостности. Если для всех λ ∈ Δ под-
группа Rλ содержит обратимый элемент, то подгруппа Mn(R)λ(δ) матричного
кольца Mn(R)(δ) содержит регулярную матрицу.

Доказательство. Пусть (aij)n×n ∈ Mn(R)λ(δ). Тогда aij ∈ Rδij
для некото-

рого δij ∈ Δ, причём δijδj = δiλ. По предположению подгруппа Rδij
содержит

обратимый элемент, скажем rδij
. Тогда матрица

⎛

⎜⎜⎜⎝

rδ11 0 . . . 0
0 rδ22 . . . 0
...

...
...

...
0 0 . . . rδnn

⎞

⎟⎟⎟⎠

регулярна.

7. Теорема Веддербёрна—Артина

В этом разделе мы предполагаем выполненными условия теоремы 6.1.

Предложение 7.1. Пусть M — свободный параградуированный правый
R-модуль типа Δ с однородным базисом e1, . . . , en, δ(ei) = δi, i = 1, . . . , n, и
пусть минимальное умножение коммутативно. Тогда END(M) ∼= Mn(R)(δ), где
δ = (δ1, . . . , δn).

Доказательство. Пусть fλ ∈ END(M)λ, где λ ∈ Δ. Тогда fλ(Mξ) ⊆ Mξλ

для всех ξ ∈ Δ. Обозначив δi := δ(ei), i = 1, . . . , n, получим, что fλ(ei) ∈ Mδiλ.

Таким образом, fλ(ei) =
n∑

j=1

ejaij , причём δ(aij)δj � δiλ, следовательно,
(aij) ∈ Mn(R)λ(δ).

Применяя доказанное предложение к случаю примитивного параградуиро-
ванного кольца типа Δ, мы получим следующую теорему.

Теорема 7.2. Пусть R —примитивное параградуированное кольцо типа Δ
и M — точный неприводимый параградуированный R-модуль типа Δ, конечно-
мерный над C(M). Тогда END(M) ∼= Mn

(
C(M)

)
(δ) для некоторого δ ∈ Δn, где

n = dimM .

Замечание 7.3. Набор δ = (δ1, . . . , δn) ∈ Δn можно выбрать так, что
δi = δ(ei), где (ei) —однородный базис.

Теорема 7.4. Пусть R —примитивное параградуированное кольцо типа Δ,
причём минимальное умножение ассоциативно и коммутативно. Тогда либо
R ∼= Mn(D)(δ) для некоторого δ ∈ Δn, либо для некоторого натурального m
и для некоторого параградуированного тела D типа Δ существует однородное
подкольцо Sm в R, которое можно гомоморфно отобразить на Mm(D)(δ).
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Доказательство. Пусть M — точный неприводимый параградуированный
R-модуль типа Δ. Тогда M является векторным пространством над D = C(M).
Если dimM = n < ∞, то по теоремам 5.3, 7.2 получаем, что R ∼= Mn(D)(δ)
для некоторого δ ∈ Δn. Предположим теперь, что M бесконечномерно над D.
Найдём однородный базис v1, . . . , vm, . . . в M . Если Mm = v1D + . . . + vmD, то
рассмотрим

(Sm)λ = {x ∈ Rλ | Mmx ⊆ Mm}
и

(Wm)λ =
{
x ∈ Rλ | Mmx = {0}},

где λ ∈ Δ. Тогда
〈 ⋃

λ∈Δ

(Sm)λ

〉 / 〈 ⋃

λ∈Δ

(Wm)λ

〉
∼= Mm(D)(δ)

для некоторого δ ∈ Δn. По построению

Sm =
〈 ⋃

λ∈Δ

(Sm)λ

〉
—

однородное подкольцо в R.

Теперь мы готовы применить полученные результаты для доказательства
параградуированного аналога теоремы Веддербёрна—Артина.

Теорема 7.5. Пусть R —простое параградуированное артиново кольцо ти-
па Δ, и пусть минимальное умножение ассоциативно и коммутативно. Тогда R
изоморфно кольцу матриц Mn

(
C(M)

)
(δ) для некоторого δ ∈ Δn, где число n

определено однозначно и тело C(M) определено однозначно с точностью до
изоморфизма.

Доказательство. Как и в неградуированном случае [5], из полученных ре-
зультатов можно вывести, что кольцо R примитивно. Пусть M — точный непри-
водимый параградуированный R-модуль типа Δ. Докажем, что M конечномерен
над D = C(M). Если v1, . . . , vn, . . . линейно независимы над D, положим

(Am)λ = {x ∈ Rλ | vix = 0 (i = 1, . . . ,m)}.
Тогда

Am =
〈 ⋃

λ∈Δ

(Am)λ

〉
—

однородный правый идеал в R. По теореме 5.3 все включения

A1 ⊃ A2 ⊃ . . . ⊃ An ⊃ . . .

строгие. Так как кольцо R артиново, то существует такое n, что An = An+k для
всех k � 1. Оставшиеся утверждения следуют из теорем 5.3 и 7.2.

Утверждения об однозначности числа n и тела D доказываются аналогично
неградуированному случаю.
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Теперь легко получить следующую теорему.

Теорема 7.6. Параградуированное полупростое артиново кольцо является
прямой суммой конечного числа параградуированных простых артиновых колец.

Из двух последних теорем вытекает следующий результат.

Теорема 7.7. Пусть R —полупростое параградуированное артиново кольцо
типа Δ, причём минимальное умножение ассоциативно и коммутативно. Тогда
существуют такие натуральные числа k, n1, . . . , nk, параградуированные тела
D1, . . . , Dk и наборы δ1 ∈ Δn1 , . . . , δk ∈ Δnk , для которых

R ∼= Mn1(D1)(δ1) ⊕ . . . ⊕ Mnk
(Dk)(δk).
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[20] Vuković M., Ilić-Georgijević E. Paragraded Structures. — Book in preparation.





<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Gray Gamma 2.2)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Off
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages false
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Perceptual
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams true
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts false
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Remove
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 290
  /ColorImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 600
  /ColorImageDepth 8
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.01667
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 290
  /GrayImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 600
  /GrayImageDepth 8
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 2.03333
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 800
  /MonoImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 2400
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000500044004600206587686353ef901a8fc7684c976262535370673a548c002000700072006f006f00660065007200208fdb884c9ad88d2891cf62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef653ef5728684c9762537088686a5f548c002000700072006f006f00660065007200204e0a73725f979ad854c18cea7684521753706548679c300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /DAN <>
    /ESP <>
    /FRA <>
    /ITA <>
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020b370c2a4d06cd0d10020d504b9b0d1300020bc0f0020ad50c815ae30c5d0c11c0020ace0d488c9c8b85c0020c778c1c4d560002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken voor kwaliteitsafdrukken op desktopprinters en proofers. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /PTB <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /DEU <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents for quality printing on desktop printers and proofers.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure true
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles true
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [594.000 792.000]
>> setpagedevice


