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Аннотация

В статье при выполнении некоторых условий доказываются невырожденность, а
также некоторые другие свойства ядра группового гомоморфизма, построенного ме-
тодом спуска Вейля для атаки на дискретное логарифмирование на эллиптических
кривых над полем характеристики 2.

Abstract

M. A. Cherepniov, A note on the kernel of group homomorphism from the Weil
descent method, Fundamentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 19 (2014), no. 6,
pp. 213—224.

In this article, we demonstrate some properties of the kernel of homomorphism,
obtained from the Weil descent attack on the elliptic curves over a field of characteristic 2,
in particular, its nondegeneracy under some conditions.

Для решения задачи дискретного логарифмирования на эллиптической кри-
вой над конечным полем характеристики 2 может быть применён спуск Вейля, а
именно гомоморфизм исходной кривой на группу классов дивизоров некоторой
гиперэллиптической кривой над значительно меньшим по мощности подполем.
С основными свойствами и определениями можно познакомиться по [1,4,5,14].
Вместо эллиптических могут быть рассмотрены и гиперэллиптические кривые.
Некоторые примеры и оценки получены в [6,10].
Метод спуска Вейля [7—9,12] в случае эллиптической кривой над полем K

характеристики 2 заключается в построении гомоморфизма φ из группы точек
E(K) эллиптической кривой E

y2 + xy + x3 + αx2 + β = 0, α, β ∈ K, (1)

над бо́льшим полем K = GF (2nr) в группу классов дивизоров некоторой гипе-
рэллиптической кривой над относительно меньшим подполем k = GF (2r) ⊂ K.
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2014 г. № 14.604.21.0034.
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Отображение φ индуцировано композицией следующих замен переменных.
Пусть

x =
1

f(u)
, y =

√
β +

v

f2(u)
(2)

для некоторого многочлена

f(u) = λ−1 +
m−1∑

i=0

λiu
2i

, λi ∈ K, λ0 �= 0, λm−1 �= 0.

В новых координатах кривая E будет иметь вид

v2 + f(u)v + h(u) = 0, (3)

где
h(u) = f(u) + αf(u)2 +

√
βf(u)3.

Сделаем замену переменных
{
ũ = λ0u+ λ′′,
ṽ = v + g(ũ)t(ũ),

где

g(ũ) = f

(
ũ− λ′′

λ0

)
,

а λ′′ ∈ K выбрано так, что g(ũ) ∈ k[ũ],

t(ũ) = TrK/k

(
v

g(ũ)

)
+

v

g(ũ)
.

В новых переменных кривая (3) запишется следующим уравнением над k:

ṽ2 + g(ũ)ṽ + g(ũ)(1 + ag(ũ) + bg(ũ)2) = 0, где a, b ∈ k. (4)

Теорема 1. Пусть n—нечётное число и род кривой (4) не равен 2m−1 − 1
(в этом случае он равен 2m). Тогда для построенного методом спуска Вейля
гомоморфизма φ выполнено следующее : P (0,

√
β) /∈ Kerφ и степени вхождения

двойки в порядки точек кривой E и их образов совпадают.

Отметим, что согласно [9, с. 15] в случае когда n простое, r = 1, ожидаемый
род гиперэллиптической кривой, полученной в результате применения спуска
Вейля, равен 2n−1.
С точки зрения практики, данная теорема подтверждает эффективность при-

менения спуска Вейля для решения задачи дискретного логарифмирования на
эллиптических кривых над полем характеристики 2. Помимо упрощения ариф-
метики, связанного с переходом в меньшее поле, мы можем применять на
гиперэллиптической кривой алгоритм с факторной базой, который имеет суб-
экспоненциальную сложность.
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1. Основные понятия и определения

Любой определённый над Fq дивизор эквивалентен (с точностью до дивизора
функции) некоторому полуприведённому дивизору D =

∑
mPP , определённому

над Fq, т. е. для всех конечных точек P выполнено следующее: mP � 0, а если
mP > 0 , то для сопряжённой точки P̄ имеем mP̄ = 0 при P̄ �= P , mP̄ = 1 при
P̄ = P [11, приложение, лемма 4.2].
Пусть даны два дивизора: D1 =

∑
mPP , D2 = nPP . Их наибольшим общим

делителем называется дивизор НОД(D1,D2) =
∑

min(mP , nP )P .

Теорема 2 [11, приложение, теорема 5.1]. Пусть D =
∑
miPi—полу-

приведённый дивизор, Pi = Pi(xi, yi), xi, yi ∈ F̄q, a(x) =
∏

(x − xi)mi . Тогда
существует единственный многочлен b(x) ∈ F̄q[x], такой что выполнены следу-
ющие условия :

1) deg b(x) < deg a(x);
2) b(xi) = yi для всех i, для которых mi �= 0;
3) a(x) | b(x)2 + b(x)f(x) + h(x).

Для так определённых многочленов будем использовать обозначение

D = div(a, b). (5)

Алгоритм сложения дивизоров [11].

Вход: полуприведённые дивизоры вида (5), определённые над Fq: D1 =
= div(a, b), D2 = div(c, d).

Выход: полуприведённый дивизор D = div(s, t), определённый над Fq и экви-
валентный D1 +D2: D ∼ D1 +D2.

Шаг 1: при помощи алгоритма Евклида получим e1, e2, l1 ∈ Fq[x], такие что

l1 = (a, c) = e1a+ e2c.

Шаг 2: при помощи алгоритма Евклида получим g1, g2, l ∈ Fq[x], такие что

l = (l1, b+ d+ f) = g1l1 + g2(b+ d+ f).

Шаг 3: пусть v1 = g1e1, v2 = g1e2, w = g2, тогда l = v1a+ v2c+ w(b+ d+ f).
Шаг 4: вычислим s = ac/l2, t =

(
v1ad+ v2cb+ w(bd− h)

)
/l (mod s).

Полуприведённый дивизор D =
∑
mPP называется приведённым, если∑

mP � g.
Алгоритм приведения дивизоров [11].

Вход: полуприведённый дивизор вида (5), определённый над Fq: D = div(a, b).
Выход: приведённый дивизор вида (5) D′ = div(a′, b′), определённый над Fq:

D ∼ D′.

Шаг 1: вычислим a1(x) = b(x)2 + b(x)f(x) + h(x)/a(x), b1(x) = −b(x) − f(x)
(mod a1(x)), deg b1(x) < deg a1(x).
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Шаг 2: если deg a1(x) > g, положим a(x) = a1(x), b(x) = b1(x), переход
на шаг 1, иначе разделим a1(x) на его старший коэффициент, вывод:
D′ = div(a1, b1).

Пусть Υ ⊂ F —два поля алгебраических функций. Их поля констант обозна-
чаются соответственно L и K. При этом будет предполагаться, что L = K ∩ Υ.
Определим теперь отображение конормы из группы дивизоров Div(Υ) по-

ля Υ в группу Div(F ) дивизоров поля F . Для каждой точки p поля Υ определим
её конорму равенством

ConF/Υ(p) =
∑

P |p
e(P | p) · P,

где e(P | p)—индекс ветвления P над p, а суммирование ведётся по всем
точкам P поля F , продолжающим точку p. Для каждого дивизора D =
=

∑
p n(p)p ∈ Div(Υ) определим его конорму равенством

ConF/Υ(D) =
∑

p

n(p)ConF/Υ(p).

Лемма 1 [13, лемма III.1.10]. Если a—ненулевой элемент поля Υ и
(a)Υ ∈ Div(Υ), (a)F ∈ Div(F )— главные дивизоры, определённые элементом a
в полях Υ и F соответственно, то

ConF/Υ

(
(a)Υ

)
= (a)F .

В частности, эта лемма означает, что образом главного дивизора при отоб-
ражении конормы является главный дивизор, и потому это отображение может
быть определено на группе классов дивизоров.

2. Исследование группового гомоморфизма
метода спуска Вейля

Метод спуска Вейля в нашем случае заключается в построении гомоморфиз-
ма φ как композиции трёх последовательных отображений. Первое из них, ψ,
является изоморфизмом E(K) и группы классов дивизоров кривой E:

ψ(P0) = P0 − P∞. (6)

Второе задаётся функцией ConF/Υ, где F = K(u, v) для алгебраических над
Υ = K(x, y) элементов u и v, удовлетворяющих уравнениям

x =
1

f(u)
, y =

√
β +

v

f2(u)
(7)

для некоторого многочлена

f(u) = λ−1 +
m−1∑

i=0

λiu
2i

, λi ∈ K, λ0 �= 0, λm−1 �= 0.
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Отметим, что возведение в квадрат и извлечение квадратного корня— невы-
рожденные линейные операторы на K. В новых координатах кривая E будет
иметь вид

v2 + f(u)v + h(u) = 0, (8)

где
h(u) = f(u) + αf(u)2 +

√
βf(u)3.

Выясним, из каких точек состоит ядро гомоморфизма, определённого на
E(K) формулой

ϕ(P ) = ConF/Υ(P − P∞).

Пусть некоторая точка P (x0, y0) кривой (1) лежит в ядре ϕ. Тогда согласно
[3, гл. IV, § 7] дивизор

NF/Υ ConF/Υ(P − P∞) = [F : Υ](P − P∞) = 2mP − 2mP∞, m � 1, (9)

является главным. Этот дивизор можно получить при помощи m-кратного удво-
ения дивизора div(x− x0, y0).
Если x0 = 0, то из уравнения (1) следует, что y0 =

√
β. Получилась един-

ственная на этой кривой специальная точка, т. е. её вторая координата опреде-
ляется по первой однозначно. Поэтому дивизор 2P − 2P∞ кривой E является
главным дивизором, а точнее— дивизором элемента x, а дивизор (9) является
дивизором элемента x2m−1

.
Пусть теперь x0 �= 0. Применим последовательно алгоритмы сложения и при-

ведения дивизоров для подсчёта приведённого дивизора в классе 2 div(x−x0, y0).
Получим

2 div(x− x0, y0) ∼ div
(

(x− x0)2,
[
y0(x− x0)

x0
+
y0

2 − x3 − αx2 − β

x0

])
=

= div
(

(x− x0)2,
[(

y0
x0

+ x0

)
x+ x0

2

])
∼ div(a1, b1),

где

a1 =
x2( y0

x0
+ x0)2 + x0

4 + ( y0
x0

+ x0)x2 + x0
2x+ x3 + αx2 + β

(x− x0)2
=

= x+
β

x0
2

+ x0
2, b1 ∈ K.

Поскольку род кривой (1) равен 1, получившийся дивизор не является
главным, так как согласно [11, приложение, теорема 5.1] приведённый вид
главного дивизора есть div(1, 0). Поэтому если обозначить 2i div(x − x0, y0) =
= div(x− xi, yi), то

xi+1 =
β

xi
2

+ xi
2. (10)

Таким образом, дивизор (9) будет главным тогда и только тогда, когда
xj = 0 для некоторого j ∈ {0, . . . ,m − 1}. В частности, при j � 1 получим,
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что xj−1 = 4
√
β ∈ K и уравнение

yj−1
2 + 4

√
βyj−1 + 4

√
β

3
+ α

√
β + β = 0

разрешимо в K. Если сделать в этом уравнении замену переменных
yj−1 = 4

√
β(u + 4

√
β), то его разрешимость будет равносильна разрешимости

уравнения
u2 + u = α, u ∈ K. (11)

Поскольку левая часть этого уравнения является линейным оператором с яд-
ром порядка 2, то для половины α ∈ K оно неразрешимо. Таким образом,
справедлива следующая теорема.

Теорема 3. Для кривых вида (1), где уравнение (11) не является разре-
шимым в K, ядро гомоморфизма ϕ состоит из точки P∞ и, возможно, точки
P (0,

√
β).

Если уравнение (11) разрешимо, то в рассматриваемое ядро, возможно, попа-
дёт ещё точка с координатами (xj−1, yj−1) =

(
4
√
β, 4

√
β(ui + 4

√
β)

)
и сопряжённая

к ней (xj−1, yj−1 + xj−1). При m � 2 для xj−2 получим уравнение

β + 4
√
βxj−2

2 + xj−2
4 = 0.

Замена xj−2
2 = 4

√
βz показывает, что разрешимость этого уравнения равносиль-

на разрешимости в K уравнения z2 + z =
√
β, что, ввиду того что возведение

в квадрат и извлечение квадратного корня являются невырожденными линей-
ными операторами на K, равносильно разрешимости уравнения

z2 + z = β, z ∈ K. (12)

Таким образом, для 3/4 всех пар (α, β) из поля K одно из уравнений
(11), (12) неразрешимо и в рассматриваемом ядре лежит не более четырёх уже
рассмотренных точек.
В общем случае точки, которые могут лежать в ядре, могут быть последо-

вательно построены при помощи уравнения (10), которое сводится к линейно-
му относительно xi, и уравнения кривой. Поскольку при фиксированном xi+1

уравнение (10) в случае его разрешимости в K имеет два решения (или одно
в случае xi+1 = 0), то справедлива следующая теорема.

Теорема 4. Ядро гомоморфизма ϕ содержит не более 1 + 2m−1 точек.

Замечание 1. Из равенства (10) следует, что порядок 2 может быть только
у точки P (0,

√
β). Так как дивизор функции x равен 2P−2P∞ и отображение (6)

является изоморфизмом, эта точка действительно имеет порядок 2.

Лемма 2. Пусть P0 = P (x0, y0)—конечная точка кривой E(K). Тогда

ConF/Υ(P0 − P∞) = div
(
f(u) +

x0√
β
,
x0 + y0 +

√
β√

β

)
.
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Доказательство. Многочлен f(u) не имеет кратных корней, поэтому индекс
ветвления P равен 1. Легко понять, что

ConF/Υ(P0) = div(1 − x0f(u), v0), v0 =
√
β + y0
x0

2
.

Вычислим теперь ConF/Υ(P∞). Если P — точка поля F , лежащая над P∞, то
она лежит и над бесконечной точкой поля K(x), т. е. 1/x = f(u) ∈ P как в идеа-
ле. Отсюда следует, что P —конечная точка поля F . Равенство (8) и включение
f(u) ∈ P означают, что v2 ∈ P . Так как P —простой идеал, заключаем, что
v ∈ P . Таким образом, справедливо включение (f(u), v) ⊂ P .

Обратно, если P — точка поля F , порождённая простым идеалом кольца
K[u, v], содержащим идеал (f(u), v) ⊂ K[u, v], то 1/x = f(u) ∈ P , и зна-
чит, 1/x ∈ P ∩ E(K). Согласно [13, предложение III.1.4, гл. 3] пересечение
p = P ∩E(K) есть точка поля E(K). Поскольку она содержит 1/x, она являет-
ся бесконечно удалённой точкой поля E(K), т. е. P∞ (так как она единственна),
что следует из канонического вида кривой (1). Поэтому образ P0 − P∞ после
применения конормы будет классом дивизоров кривой (8) над полем F с пред-
ставителем

div(1 − x0f(u), v0) − div(f(u), 0). (13)

Поскольку div
(
f(u)

)
= 2div(f(u), 0), дивизор (13) можно представить в фор-

ме

div(1 − x0f(u), v0) + div(f(u), 0).

Применим к этому выражению алгоритм сложения классов дивизоров. После-
довательно получим l1 = 1, l = 1, e1 = 1, e2 = x0, g1 = 1, g2 = 0 = w. Результат
сложения можно представить следующим образом:

div
(
f(u)

(
1 − x0f(u)

)
,
[
f(u)

(
1 − x0f(u)

)
+ x0f(u)v0

])
=

= div
(
f(u)

(
1 − x0f(u)

)
, x0v0f(u)

)
.

Последнее равенство справедливо, потому что взятие второй компоненты по
модулю первой не меняет класса дивизоров. Род g кривой (8) согласно [9, лем-
ма 9] равен 2m−1 или 2m−1 − 1. Поэтому полученный в результате сложения
полуприведённый дивизор не является приведённым. Хотя запись (8) не являет-
ся каноническим видом кривой, к ней можно применять стандартный алгоритм
приведения. Результат его работы будет лежать в том же классе, однако не
обязательно будет приведённым дивизором. Применив один шаг алгоритма при-
ведения, получим
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a1(u) =

(
x0v0f(u)

)2 + x0v0f(u)2 + h

f(u)
(
1 − x0f(u)

) =

=
f(u)

(
(x0v0)2 + x0v0

)
+ 1 + αf(u) +

√
βf(u)2

1 − x0f(u)
=

=
1 +

(
(x0v0)2 + x0v0 + α+

√
β

x0

)
f(u) − f(u)

√
β

x0

(
1 − x0f(u)

)

1 − x0f(u)
=

=
√
β

x0
f(u) +

1 + f(u)
(
α+ y0+

√
β

x0
+ y0

2+β
x02 +

√
β

x0

)

1 − x0f(u)
=

√
β

x0
f(u) + 1,

b1(u) ≡ (1 + x0v0)f(u) ≡
(

1 +
y0 +

√
β

x0

)
x0√
β

(mod a1(u))

или

b1(u) ≡ x0 + y0 +
√
β√

β
(mod a1(u)).

Следовательно, образ отображения ConF/Υ примет вид

div
(
f(u) +

x0√
β
,
x0 + y0 +

√
β√

β

)
. (14)

Лемма 2 доказана.

Заметим, что, если g = 2m−1, этот дивизор является нетривиальным приве-
дённым дивизором для любой конечной точки P0.
Спуск Вейля завершает замена переменных

{
ũ = λ0u+ λ′′,
ṽ = v + g(ũ)t(ũ),

где

g(ũ) = f

(
ũ− λ′′

λ0

)
,

а λ′′ ∈ K выбрано так, что g(ũ) ∈ k[ũ], а затем взята норма.
В новых переменных кривая (8) запишется следующим уравнением над k:

ṽ2 + g(ũ)ṽ + g(ũ)(1 + ag(ũ) + bg(ũ)2) = 0, где a, b ∈ k. (15)

Дивизор (14) в новых переменных запишется следующим образом:

div
(
g(ũ) +

x0√
β
,

[
x0 + y0 +

√
β√

β
+ g(ũ)t(ũ)

])
=

= div
(
g(ũ) +

x0√
β
,

[
x0 + y0 +

√
β√

β
+

x0√
β
t(ũ)

])
. (16)
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Поскольку многочлен g получен из многочлена f при помощи линейной
замены переменных, то коэффициент в одночлене первой степени у него умно-
жится на ненулевую константу (легко понять, что это будет 1), а все остальные
одночлены будут иметь степени, равные степеням двойки. Поэтому многочлен
g(ũ) + x0/

√
β не имеет кратных корней.

Обозначим через fu(x) минимальный многочлен элемента u над k.

Теорема 5. Пусть n—простое нечётное число и x0/
√
β /∈ k. Тогда для по-

строенного методом спуска Вейля гомоморфизма φ

φ
(
P (x0, y0)

)
= div

(
f x0√

β

(
g(ũ)

)
, G(ũ)

)
,

для некоторого G(ũ) ∈ k[ũ]. Если P0 = P (x0, y0), P1 = P (x1, y1) и для некото-
рого i ∈ {0, 1, . . . , n− 1} выполнено

x1 =
√
βσi x0√

β
,

то φ(P0) = φ(P1).

Доказательство. По условию теоремы

degk

x0√
β

= n.

Обозначим через u1, . . . , u2m−1 однократные корни многочлена g(ũ) + x0/
√
β.

Корни сопряжённого к нему многочлена

σ

(
g(ũ) +

x0√
β

)
= g(ũ) + σ

(
x0√
β

)
,

где σ—некоторое произвольное продолжение автоморфизма σ: σw = w2r

,
w ∈ K, на K̄, имеют вид σu1, . . . , σu2m−1 . В рассматриваемом случае

σj

(
g(ũ) +

x0√
β

)
−

(
g(ũ) +

x0√
β

)
= σj

(
x0√
β

)
− x0√

β
,

поэтому σjui /∈ {u1, . . . , u2m−1} для любых i ∈ 1, . . . , 2m−1 при n � j. Это также
означает, что минимальные многочлены элементов ui над k различны. Диви-
зор (16) имеет вид

2m−1
∑

i=1

div(ũ− ui, vi), ui, vi ∈ K̄,

а его норма над k[ũ, ṽ]—

n∑

j=1

2m−1
∑

i=1

div(ũ− σjui, σ
jvi), (17)

(см. [2, следствие 3 предложения 2.1, гл. 1]). Все точки этого дивизора одно-
кратны, их первые координаты различны, поэтому он полуприведённый. Значит,
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существует многочлен G(x) ∈ k[x], такой что этот дивизор имеет вид

div
(
N(g(ũ) +

x0√
β

), G(x)
)
. (18)

Многочлен G может быть найден при помощи метода неопределённых коэффи-
циентов из уравнений

G(ui) =
x0 + y0 +

√
β√

β
+

x0√
β
t(ui), i = 1, . . . , 2m−1.

Поскольку коэффициенты многочлена g лежат в k, то

N

(
g(ũ) +

x0√
β

)
=

n∏

j=1

(
g(ũ) + σj x0√

β

)
= f x0√

β

(
g(ũ)

)
=

2m−1
∏

i=1

fui
(ũ),

где f x0√
β
(z) ∈ k[z]—минимальный многочлен элемента x0/

√
β ∈ K, а в по-

следнем произведении стоят минимальные многочлены элементов u1, . . . , u2m−1 ,
которые лежат в k[x], неприводимы и в нашем случае различны. Значит, диви-
зор (18) является суммой 2m−1 точек поля k(ũ, ṽ) вида div

(
fui

(ũ), Gi(ũ)
)
.

Отметим, что образ точки P1 = P (x1, y1), где для некоторого i

σi x0√
β

=
x1√
β
,

может отличаться от полученного образа точки P0 только вторыми координа-
тами: пусть это будут многочлены G′

i(ũ) ∈ k[ũ], которые в рассматриваемом
случае, как и Gi, являются решениями сравнений

G′
i
2 + gG′

i + g(1 + ag + bg2) ≡ 0 (mod fui
).

Отсюда следует, что

(Gi −G′
i)2 + g(Gi −G′

i) ≡ 0 (mod fui
).

Поэтому ввиду неприводимости над k многочленов fui
и того, что degGi <

< deg fui
, degG′

i < deg fui
, имеем, что G′

i ∈ {Gi, Gi + g}. Таким образом,
точки в образе P1 либо совпадают с точками образа P0, либо совпадают с со-
пряжёнными к ним, поэтому в классе дивизоров получим тот же образ.
Пусть теперь n нечётное и x0/

√
β ∈ k (например, (x0, y0) = (0,

√
β)). Тогда

уравнение (1) перепишем в виде
(
y0√
β

)2

+
y0√
β

x0√
β

+ 1 + α

(
x0√
β

)2

+
√
β

(
x0√
β

)3

= 0,

откуда для

v = TrK/k

(
y0√
β

)
+ 1

имеем

v2 + v
x0√
β

+
x0√
β

+ TrK/k(α)
(
x0√
β

)2

+ TrK/k(
√
β)

(
x0√
β

)3

= 0.
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Значит (см. уравнение (15)), вторые координаты точек дивизора (18) принадле-
жат k и равны

TrK/k

(
y0√
β

)
+ 1

или

TrK/k

(
y0√
β

)
+ 1 +

x0√
β
.

В частности, при x0 = 0 они совпадают и равны нулю. В то же время σ осу-
ществляет перестановку их первых координат, поэтому рассматриваемая нор-
ма (17) при x0 = 0 равна

n

2m−1
∑

i=1

div(ũ− ui, 0).

Поскольку все точки в этой сумме специальные, а n нечётное, то этот дивизор
эквивалентен

2m−1
∑

i=1

div(ũ− ui, 0)

(переход осуществляется дивизором элемента g(u)(n−1)/2). Согласно [9] если
род кривой (15) не равен 2m−1 − 1, то он равен 2m−1 и этот дивизор является
приведённым, а значит, не является главным, т. е. не лежит в ядре.
Если исходная точка P0 имела чётный порядок 2rs, s нечётно, r � 1, то

2r−1sP0— точка порядка 2. Поэтому согласно приведённому выше замечанию
это точка с координатами (0,

√
β), которая по доказанному не лежит в ядре.

Значит, степень вхождения двойки в порядок образа точки P0 равна r.
Теорема 1 доказана.
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