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Аннотация

Ранее нами была дана характеризация первичного радикала для луп как множе-
ства строго энгелевых элементов рассматриваемой лупы. В данной работе рассмотре-
ны некоторые другие свойства первичного радикала лупы. Также установлена связь
между первичным радикалом лупы обратимых элементов альтернативного кольца и
первичным радикалом этого кольца.

Abstract

A. V. Gribov, The prime radical of alternative rings and loops, Fundamentalnaya i
prikladnaya matematika, vol. 20 (2015), no. 1, pp. 145—166.

A characterization of the prime radical of loops as the set of strongly Engel elements
was given in our earlier paper. In this paper, some properties of the prime radical of loops
are considered. Also a connection between the prime radical of the loop of units of an
alternative ring and the prime radical of this ring is given.

1. Первичные радикалы
некоторых алгебраических структур

1.1. Первичный радикал луп

Понятие радикала в теории групп было предложено А. Г. Курошем [6]. Он
же обратил внимание на аналогию между разрешимыми нормальными подгруп-
пами и нильпотентными идеалами, позволившую К. К. Щукину [8] ввести
определение первичного радикала групп по аналогии с определением первич-
ного радикала колец. Характеризация первичного радикала группы как множе-
ства строго энгелевых элементов крайне близка к его кольцевому прототипу,
применяемому в теории ассоциативных колец и алгебр. В [3] приведена ха-
рактеризация первичного радикала для луп как множества строго энгелевых
элементов рассматриваемой лупы.
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Кратко рассмотрим основные понятия и свойства из теории луп (более по-
дробное описание приведено в [2,9,12]).

Пусть (L, ·)—лупа. Тогда для каждого x ∈ L определим биективные отобра-
жения (трансляции) Lx, Rx,Mx : L → L:

Lx(y) = xy, Rx(y) = yx, Mx(y) = y \ x, y ∈ L.

Мультипликативной группой Mlt(L) лупы L будем называть группу, порож-
дённую всеми правыми и левыми трансляциями:

Mlt(L) = 〈Lx, Rx : x ∈ L〉.
Группой внутренних отображений Inn(L) лупы L назовём стабилизатор для 1
в группе Mlt(L), т. е.

Inn(L) = 〈α ∈ Mlt(L) : α(1) = 1〉.
Определим биективные отображения

Lx,y = L−1
xy LxLy, Rx,y = R−1

xy RxRy, Mx,y = M−1
y\xMxMy,

Tx = R−1
x Lx, Ux = R−1

x Mx.

Лемма 1.1 (см. также [15]). Пусть L—лупа. Тогда

Inn(L) = 〈Lx,y, Rx,y, Tx : x, y ∈ L〉.
Определим важный для дальнейшего описания класс луп.
Определение 1.1. Лупа (L, ·) называется лупой Муфанг, если выполняется

тождество (xy)(zx) = [x(yz)]x для любых x, y, z ∈ L.
Требуемые свойства элементов лупы Муфанг описывает следующая теорема.

Теорема 1.1 (см. [12]). Для элементов лупы Муфанг верны следующие
тождества :

1) yλ = yρ, где yyλ = yρy = 1, что позволяет обозначить yλ = yρ = y−1;
2) (xy)x = x(yx);
3) (xy)(zx) = x[(yz)x];
4) (xy)y−1 = x;
5) [(yx)z]x = y[x(zx)];
6) [(xz)x]y = x[z(xy)];
7) (xx)y = x(xy);
8) (xy)y = x(yy).

Следствие 1.1. Пусть L—лупа Муфанг. Тогда L является также IP-лупой,
т. е. для всех элементов x, y ∈ L выполняется тождество (xy)−1 = y−1x−1.

Пусть (H, ·)—подлупа лупы (L, ·). Тогда H называется нормальной подлу-
пой, если для любых x, y ∈ L

xH = Hx, (xH)y = x(Hy), x(yH) = (xy)H.

Для характеризации нормальных подлуп можно использовать группу Inn(L).
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Лемма 1.2 (см. [9]). Подлупа H лупы (L, ·) является нормальной тогда и
только тогда, когда ϕ(H) = H для всех ϕ ∈ Inn(L).

Центром Z(L) лупы (L, ·) будем называть множество

Z(L) = {a ∈ L : ax = xa, a(xy) = (ax)y, x(ay) = (xa)y, x(ya) = (xy)a
для всех x, y из L}.

Наряду с центром рассматривают ядра лупы. Левым, средним и правым
ядрами лупы (L, ·) будем называть соответственно подмножества

Nλ = {a ∈ L | a(xy) = (ax)y для всех x, y ∈ L},
Nμ = {a ∈ L | (xa)y = x(ay) для всех x, y ∈ L},
Nρ = {a ∈ L | (xy)a = x(ya)} для всех x, y ∈ L.

Ядром лупы L называется множество

N = Nλ ∩ Nμ ∩ Nρ.

Отметим некоторые свойства центра и ядра.

Теорема 1.2 (см. [12]). Пусть (L, ·)—лупа с ядром N и центром Z. Тогда
N и Z являются подгруппами лупы L, причём Z —коммутативная подгруппа
группы (N, ·).

Теорема 1.3 (см. [12]). Пусть (L, ·)—лупа с центром Z. Тогда Z является
нормальной подлупой лупы (L, ·).

Теория коммутаторов и ассоциаторов (новое с точки зрения теории групп
понятие) в заметной степени отличается от теоретико-группового случая.

Определение 1.2. Пусть (L, ·)—лупа. Коммутатором элементов x, y ∈ L
называется элемент [x, y]L ∈ L, такой что xy = (yx) · [x, y]L.

Ассоциатором элементов x, y, z ∈ L называется элемент [x, y, z]L ∈ L, такой
что (xy)z = (x(yz))[x, y, z]L.

Производной подлупой L′ лупы (L, ·) называется наименьшая нормальная
подлупа, такая что L/L′ является абелевой группой. Эквивалентно, это наи-
меньшая нормальная подлупа, содержащая все коммутаторы [x, y]L и ассоциа-
торы [x, y, z]L лупы L.

Лупа (L, ·) называется разрешимой, если L[n] = 1 для некоторого n, где
L[0] = L, L[i+1] = L′

[i].

П. Войтеховский и Д. Становский [15] описали коммутант [A,B]L двух
нормальных подлуп лупы (L, ·) (в контексте рассмотрения луп (L, ·) как уни-
версальных алгебр (L, ·, \, /)).

Теорема 1.4 (см. [15]). Пусть L—лупа, A, B —нормальные подлупы лу-
пы L. Тогда

[A,B]L = Ng([a, b]L, [b, a, x]L, wu1,u2(a)/wv1,v2(a) :
w ∈ {L,R,M}, a ∈ A, b ∈ B, ui/vi ∈ B, x ∈ L),
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где Ng(M)—нормальное замыкание множества M элементов лупы L (наимень-
шая нормальная подлупа, содержащая множество M). Более того,

1) если L—коммутативная лупа, то

[A,B]L = Ng(wu1,u2(a)/wv1,v2(a) : w ∈ {L,M}, a ∈ A, ui/vi ∈ B);

2) если L— IP-лупа, то

[A,B]L = Ng([a, b]L, Lu1,u2(a)/Lv1,v2(a) : a ∈ A, b ∈ B, ui/vi ∈ B);

3) если L— группа, то

[A,B]L = 〈[a, b]L : a ∈ A, b ∈ B〉.
Напомним описание первичного радикала лупы [3]. Пусть A, B —нормаль-

ные подлупы лупы (L, ·). Из соотношения [A,B]L ⊆ P в общем случае не
следует ни одного из включений A ⊆ P или B ⊆ P . Нормальная подлупа P лу-
пы (L, ·) будем называть первичной нормальной подлупой, если из соотношения
[A,B]L ⊆ P следует, что либо A ⊆ P , либо B ⊆ P . Из данного определения
следует, что каждая первичная подлупа P лупы L содержит все разрешимые
нормальные подлупы этой лупы.

Лемма 1.3 (см. [3]). Нормальная подлупа P лупы (L, ·) является первичной
нормальной подлупой, если из соотношения [Ng(a),Ng(b)]L ⊆ P для a, b ∈ L
следует, что либо a ∈ P , либо b ∈ P .

Теперь определим первичную лупу. Лупу (L, ·) будем называть первичной,
если для любых её двух нормальных подлуп A, B из равенства [A,B]L = E
следует, что либо A = E, либо B = E, где E — единичная подлупа лупы L.

Теперь введём понятие первичного радикала и строго энгелевых элементов.
Определение 1.3. Пусть (L, ·)—лупа. Пересечение всех нормальных пер-

вичных подлуп лупы (L, ·) называется первичным радикалом rad(L) лупы L.
Элемент a ∈ L называется строго энгелевым, если в любой последова-

тельности a0, a1, . . . элементов лупы L, удовлетворяющей условию a0 = a,
ai+1 ∈ [Ng(ai),Ng(ai)]L, начиная с некоторого номера все элементы равны 1.

Следующие теоремы дают описание первичного радикала для луп.

Теорема 1.5 (см. [3]). Первичный радикал rad(L) лупы (L, ·) совпадает
с множеством всех строго энгелевых элементов.

Теорема 1.6 (см. [3]). Если R = rad(L)—первичный радикал лупы (L, ·),
то первичный радикал rad(L/R) фактор-лупы L/R совпадает с единичной под-
лупой, т. е.

rad
(
L/rad(L)

)
= E.

К определению первичного радикала лупы L можно прийти другим путём.
Обозначим через ρ(L) подлупу лупы L, порождённую всеми разрешимыми нор-
мальными подлупами этой лупы. Построим теперь возрастающий ряд таких
подлуп

1 = ρ0(L) ⊂ ρ1(L) ⊂ . . . ⊂ ρk(L) ⊂ ρk+1(L) ⊂ . . . ,
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пользуясь следующим правилом:

ρk+1(L)/ρk(L) = ρ
(
L/ρk+1(L)

)
,

для предельного α берём

ρα(L) =
⋃

β<α

ρβ(L).

Пусть λ—первое натуральное число, при котором ρλ(L) = ρλ+1(L). Подлупу
ρλ(L) обозначим через rad(L) и назовём верхним радикалом лупы L.

Теорема 1.7. Первичный радикал rad(L) лупы L совпадает с верхним ради-
калом rad(L) этой лупы.

Доказательство. Согласно теореме 1.6 лупа L/rad(L) не содержит нетриви-
альных разрешимых нормальных подлуп. Тогда из построения rad(L) следует,
что rad(L) ⊆ rad(L).

Пусть rad(L) ⊂ rad(L). Выберем элемент b, такой что b ∈ rad(L), но
b /∈ rad(L). Ясно, что Ng(b) 	⊆ rad(L), тогда [Ng(b),Ng(b)]L 	⊆ rad(L). Сле-
довательно, в лупе L существует такой элемент b1 ∈ [Ng(b),Ng(b)]L, что
b1 /∈ rad(L), причём b1 ∈ rad(L). Повторяя рассуждения для элемента b1, мы по-
строим необрывающуюся последовательность b = b0, b1, . . . элементов лупы L.
Вся эта последовательность содержится в rad(L) и не пересекается с rad(L).
Теперь рассмотрим максимальную нормальную подлупу P , не содержащую ни
одного элемента данной последовательности. Пусть U , V —нормальные подлу-
пы лупы L, строго содержащие подлупу P . Ввиду максимальности подлупы P
подлупы U , V пересекаются с данной последовательностью. Значит, начиная
с какого-то натурального числа k выполняются условия bk ∈ U ∩ V . Таким об-
разом, bk ∈ [U, V ]L и коммутант [U, V ]L образов подлуп U , V в фактор-лупе
L/P не равен единичной подлупе E. Тогда L/P —первичная лупа, и следова-
тельно, P —первичная нормальная подлупа, причём rad(L) 	⊆ P и rad(L) ⊆ P .
Возникает противоречие с определением первичного радикала.

1.2. Первичный радикал s-колец

Хорошо известна характеризация первичного радикала ассоциативного коль-
ца R как множества всех элементов r ∈ R, таких что любая m-последователь-
ность, начинающаяся с r, содержит нулевой элемент [11]. В [14] была получена
подобная характеризация для неассоциативных s-колец, в который включаются
классы альтернативных и йордановых колец.

Определение 1.4. Кольцо R (необязательно ассоциативное) называется
s-кольцом, если для любого идеала A множество As сумм различных произ-
ведений элементов a1, . . . , as ∈ A является идеалом.

Будем обозначать произведение идеалов со всевозможными способами рас-
становки скобок через A1A2 . . . As.
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Определение 1.5. Идеал P кольца R называется первичным идеалом, если
из условия A1A2 . . . As ⊆ P следует, что Ai ⊆ P для некоторого i.

Первичным радикалом s-кольца R называется пересечение всех его первич-
ных идеалов.

Основные свойства первичного радикала rad(R) s-кольца R приведены в [13,
16].

Теорема 1.8 (см. [13,16]). Пусть rad(R)—первичный радикал s-кольца R.
Тогда выполнены следующие условия :

а) rad(R) = 0 тогда и только тогда, когда R не содержит ненулевых нильпо-
тентных идеалов ;

б) rad
(
R/rad(R)

)
= 0;

в) rad(R) является пересечением всех идеалов Q в R, таких что R/Q не
содержит ненулевых нильпотентных идеалов.

Будем обозначать через (a)R главный идеал кольца R, порождённый элемен-
том a ∈ R.

Определение 1.6. Последовательность элементов {a0, a1, . . . , an, . . .} из
s-кольца R называется P -последовательностью, если an ∈ (an−1)s

R для всех n.
Элемент a ∈ R называется строго нильпотентным, если любая P -последова-

тельность, начинающаяся с a, заканчивается нулевым элементом.

Теорема 1.9 (см. [14]). Пусть R — s-кольцо. Тогда первичный радикал
P (R) состоит из всех строго нильпотентных элементов кольца R.

2. Альтернативные кольца

В неассоциативной теории колец важное место занимают функции коммута-
тора и ассоциатора.

Определение 2.1. Коммутатором элементов a, b кольца (R, ·,+) называется
элемент [a, b]R = ab − ba кольца R. Ассоциатором элементов a, b, c кольца R
называется элемент [a, b, c]R = (ab)c − a(bc) кольца R.

Данные функции аддитивны (линейны для алгебр) по каждой перемен-
ной. Например, если a1, a2, b и c— элементы кольца R, то [a1 + a2, b, c]R =
= [a1, b, c]R + [a2, b, c]R, а если R — это алгебра над полем F и α ∈ F , то
[αa, b, c]R = α[a, b, c]R.

Определение 2.2. Кольцо R удовлетворяет левому альтернативному тож-
деству, если [x, x, y]R = 0, и правому альтернативному тождеству, если
[y, x, x]R = 0 для всех x, y ∈ R.

Кольцо называется альтернативным, если оно удовлетворяет и левому и пра-
вому альтернативным тождествам.

Полезными являются понятия ядра и центра кольца.
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Определение 2.3. Ядром кольца (R, ·,+) называется множество

N(R) = {z ∈ R | [z, x, y]R = [x, z, y]R = [x, y, z]R = 0 для всех x, y ∈ R}.
Центром кольца (R, ·,+) называется множество

Z(R) = {z ∈ R | [z, r]R = 0, [z, x, y]R = [x, z, y]R = [x, y, z]R = 0
для всех r, x, y ∈ R}.

Лемма 2.1 (см. также [4]). Пусть R —кольцо (необязательно ассоциатив-
ное). Тогда его ядро и центр являются подкольцами.

Доказательство. Так как коммутатор и ассоциатор являются аддитивными
функциями относительно их аргументов, то центр и ядро являются аддитивны-
ми подгруппами группы (R,+). Далее, если w, x ∈ N(R), то [wx, y, z]R = 0 для
всех y, z ∈ R. Таким образом, ядро N(R) замкнуто относительно умножения,
и значит, является подкольцом. Теперь пусть w, x ∈ Z(R). Тогда w, x,wx ∈
∈ N(R) и выполняются равенства

(wx)y = w(xy) = w(yx) = (wy)x = (yw)x = y(wx),

т. е. wx коммутирует с любым элементом y ∈ R.

Приведём используемые свойства коммутатора и ассоциатора.

Лемма 2.2 (см. [10]). Пусть R —альтернативное кольцо. Тогда для всех
x, y, z ∈ R выполнены следующие тождества :

1) [x, y, z]R = −[x, z, y]R;
2) [x, y, x]R = 0;
3) [yx, x, z]R = x[y, x, z]R;
4)

(
(xy)x

)
z = x

(
y(xz)

)
;

5)
(
(xy)z

)
y = x

(
y(zx)

)
;

6) (xy)(zx) =
(
x(yz)

)
x;

7) [x, n]R[x, y, z]R = 0 для всех n ∈ N(R);
8) (xy)[x, y, z]R = y(x[x, y, z]R).

Доказательство можно найти в [10].

Лемма 2.3. Пусть R —альтернативное кольцо. Тогда R является 2-кольцом.

Доказательство. Пусть элементы a, b принадлежат идеалу A кольца R,
x—произвольный элемент из кольца R. Тогда (ab)x = [a, b, x]R + a(bx), где
[a, b, x]R = (ab)x − a(bx), однако в альтернативных кольцах выполняется тож-
дество [a, b, x]R = − [a, x, b]R (равенство (1) леммы 2.2 ). Значит, (ab)x =
= − (ax)b + a(xb) + a(bx) и каждое слагаемое принадлежит A2. Аналогично
можно показать, что x(ab) ∈ A2.

Более того, верна следующая теорема.
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Теорема 2.1 (критерий Артина, см. [10]). Кольцо R является альтерна-
тивным тогда и только тогда, когда подкольцо, порождённое двумя элементами
кольца R, является ассоциативным.

Теперь рассмотрим вопрос об обратимых элементах альтернативного кольца.
Элемент x ∈ R называется обратимым, если существуют элементы y, z, такие
что xy = zx = 1. Обозначим множество обратимых элементов кольца R через
U(R).

Теорема 2.2. Пусть R —альтернативное кольцо с единицей, тогда множе-
ство обратимых элементов U(R) является лупой Муфанг.

Доказательство. Сначала покажем, что правый обратный элемент y и ле-
вый обратный элемент z совпадают. Действительно, используя равенства (3), (8)
из леммы 2.2, получим

[x, y, z]R = (xy)[x, y, z]R = y(x[x, y, z]R) = y(x[z, x, y]R) = y[zx, x, y]R = 0.

Тогда z = z(xy) = (zx)y = y. Теперь общий обратный элемент к элементу x ∈ R
будем обозначать через x−1.

Для любого a ∈ R, как видно из равенств (3), (8) из леммы 2.2, выполняются
тождества

[x−1, x, a]R = (xx−1)[x−1, x, a]R = x−1(x[x−1, x, a]R) = x−1[x−1x, x, a]R = 0.

По теореме 2.1 элементы x, x−1 и a порождают ассоциативную подалгебру ал-
гебры R. В частности, это показывает, что из уравнений ax = bx, xa = xb
следует, что a = b. Также получаем, что для любых a, b ∈ R уравнения ax = b,
xa = b имеют единственное решение. Таким образом, подмножество U(R) за-
мкнуто относительно умножения и, значит, является лупой.

Далее, если x—обратимый элемент и [x, a, b]R = 0, то

0 = [x−1x, a, b]R = x[x−1, a, b]R + [x, a, b]Rx−1 = x[x−1, a, b]R = 0,

значит, [x−1, a, b]R = 0. Теперь пусть x, y —обратимые элементы и
[x, y, xy]R = 0. Тогда [x−1, y, xy]R = 0 и [x−1, y−1, xy]R = 0. Таким образом,
(xy)(y−1x−1) = 1. Это показывает, что если x, y ∈ U(R), то элемент xy об-
ратим и элемент y−1x−1 является его обратным. Лупа U(R) является лупой
Муфанг, так как в альтернативном кольце R выполняется тождество Муфанг
(равенство (6) из леммы 2.2).

Рассмотрим некоторые свойства первичных альтернативных колец. Напом-
ним, что альтернативное кольцо (2-кольцо) R называется первичным, если (0)R

является первичным идеалом кольца R. Теперь введём следующее определение.
Определение 2.4. Альтернативное кольцо R с ненулевым центром Z(R), не

содержащим делителей нуля кольца R, называется кольцом Кэли—Диксона.
В качестве примера кольца Кэли-Диксона можно рассмотреть алгебру окто-

нионов O над полем F . Каждый элемент алгебры O является линейной ком-
бинацией базисных элементов e0, e1, . . . , e7 ∈ O с коэффициентами из поля F .
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Базисные элементы удовлетворяют следующей таблице умножения.

e0 e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7

e0 e0 e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7

e1 e1 −e0 e3 −e2 e5 −e4 −e7 e6

e2 e2 −e3 −e0 e1 e6 e7 −e4 −e5

e3 e3 e2 −e1 −e0 e7 −e6 e5 −e4

e4 e4 −e5 −e6 −e7 −e0 e1 e2 e3

e5 e5 e4 −e7 e6 −e1 −e0 −e3 e2

e6 e6 e7 e4 −e5 −e2 e3 −e0 −e1

e7 e7 −e6 e5 e4 −e3 −e2 e1 −e0

Отметим, что, кроме колец Кэли—Диксона, других первичных альтернатив-
ных колец не существует.

Теорема 2.3 (см. [4]). Пусть R —первичная невырожденная неассоциатив-
ная альтернативная алгебра. Тогда R является кольцом Кэли—Диксона.

Различные задачи первичных альтернативных алгебр и колец рассматрива-
лись в [1,5,7].

В дальнейшем будем использовать следующую лемму, описывающую пер-
вичное альтернативное кольцо с помощью элементов кольца.

Лемма 2.4 (см. [4]). Пусть R —кольцо Кэли—Диксона. Если a, b ∈ R и
(aR)b = 0 или a(Rb) = 0, то либо a = 0, либо b = 0.

2.1. Альтернативные луповые кольца

Пусть K —коммутативное и ассоциативное кольцо с единицей, L—лупа.
Рассмотрим множество KL, состоящее из всех формальных сумм вида

a =
∑

l∈L

αl · l,

где αl ∈ K, в которых лишь конечное число элементов αl отлично от нуля. Два
элемента a, b ∈ KL считаются равными тогда и только тогда, когда αl = βl для
всех l ∈ L.

На множестве KL определены операции сложения и умножения следующим
образом: если

a =
∑

l∈L

αl · l, b =
∑

l∈L

βl · l,

то

a + b =
( ∑

l∈L

αl · l
)

+
( ∑

l∈L

βl · l
)

=
∑

l∈L

(αl + βl) · l,
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a · b =
(∑

l∈L

αl · l
)( ∑

k∈L

βk · k
)

=
∑

l,k∈L

αlβk · (lk) =

=
∑

l∈L

( ∑

m,n∈L : mn=l

αmβn

)
· l =

∑

l∈L

cl · l,

где
cl =

∑

mn=l

αmβn.

Таким образом, относительно этих операций множество KL является неассоци-
ативным кольцом с единицей (неассоциативной K-алгеброй с элементами лупы
в качестве базиса). Удобно отождествить l ∈ L с элементом 1 · l ∈ KL, а
α ∈ K с элементом α · e, где e— единица лупы (тогда K и L будут являться
подмножествами в KL).

Определение 2.5. Лупа L, для которой луповое кольцо KL, где K —ком-
мутативное и ассоциативное кольцо с единицей и char K 	= 2, является альтер-
нативным неассоциативным кольцом, называется RA-лупой.

Будем называть элементы a, b, c лупы L неассоциативными, если тождество
ассоциативности не выполняется для этих элементов ни в каком порядке.

Теорема 2.4. Лупа L является RA-лупой тогда и только тогда, когда выпол-
няются следующие условия:

а) если какие-либо элементы лупы ассоциативны в некотором порядке, то
они ассоциативны в любом другом порядке ;

б) если a, b, c ∈ L неассоциативны ни в каком порядке, то a ·bc = ac ·b = c ·ab.

Доказательство. Пусть L является RA-лупой и KL является альтернатив-
ным кольцом. Пусть a, b, c ∈ L неассоциативны ни в каком порядке. Положим
x = b + c, y = a. Рассмотрим правое альтернативное тождество yx · x = yx2.
Получим

ab · b + ab · c + ac · b + ac · c = ab2 + a · bc + a · cb + ac2.

Так как ab · b = ab2 и ac · c = ac2, то

ab · c + ac · b = a · bc + a · cb.
Так как char K 	= 2, то элемент лупы ab · c принадлежит носителю как правому,
так и левому элементу лупового кольца. Но ab · c 	= a · bc. Значит, ab · c = a · cb.
Аналогичным образом можно получить равенство ab ·c = b ·ac, если рассмотреть
левое альтернативное тождество.

Обратно, предположим, что лупа L удовлетворяет условиям а), б). Для эле-
ментов лупового кольца KL x =

∑
αgg и y =

∑
βgg элемент yx · x = yx2

является комбинацией элементов вида ab · c− a · bc. Отметим, что если b = c, то
ab · b = ab2 (по свойству б)) и, таким образом, не принадлежит носителю рас-
сматриваемого элемента. Следовательно, yx·x = yx2 является суммой элементов
вида

(ab · c − a · bc) + (ac · b − a · cb)
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при b 	= c. По свойствам а), б) данный элемент равен 0. Таким образом, вы-
полняется правое альтернативное тождество для лупового кольца KL. Левое
альтернативное тождество проверяется аналогичным образом.

Рассмотрим некоторые свойства RA-лупы.

Лемма 2.5. Если L—RA-лупа, элементы a, b ∈ L коммутируют, то
ga · b = g · ab для всех g ∈ L.

Доказательство. По теореме 2.4 либо элементы g, a, b ∈ L ассоциируют
ga · b = g · ab, либо ga · b = g · ba = g · ab. Таким образом, в обоих случаях
ga · b = g · ab.

Следствие 2.1. Коммутативная RA-лупа является группой.

Лемма 2.6. Пусть L—RA-лупа. Тогда выполняется тождество (xy · z)x =
= x(y · zx).

Доказательство. Если элементы a, b, c ∈ L ассоциируют, то по теореме Му-
фанг эти элементы порождают подгруппу. Следовательно, (ab · c)a = a(b · ca).
Если элементы a, b, c не ассоциируют, то по теореме Муфанг элементы ab, c, a
также не ассоциируют. Тогда по теореме 2.4 для элементов ab, c, a выполняется
тождество (ab ·c)a = (ab)(ac). Элементы a, b, ac не ассоциируют. Следовательно,
(ab)(ac) = a(ac · b). По теореме 2.4 ac · b = c · ab = cb · a = b · ca. Таким образом,
(ab · c)a = a(b · ca).

Теорема 2.5 (см. [10]). Пусть L—RA-лупа. Тогда

1) a2 ∈ N(L) для всех a ∈ L;
2) N(L) = Z(L) = {a ∈ L | ax = xa для всех x ∈ L};
3) [a, b]L = 1 для всех a, b ∈ L тогда и только тогда, когда [a, b, c]L = 1 для

всех c ∈ L;
4) если a, b, c ∈ L и [a, b, c]L 	= 1, то [a, b, c]L = [a, b]L = [a, c]L = [b, c]L —

центральные элементы порядка 2.

Следствие 2.2. Элементы RA-лупы L удовлетворяет тождеству

(xy)(zx3) = (x · yz)x3.

Доказательство. Пусть x, y, z ∈ L. Тогда (x·yz)x3 =
(
(x·yz)x

)
x2. Используя

тождество Муфанг, получим
(
(x ·yz)x

)
x2 = (xy ·zx)x2. Так как x2 принадлежит

ядру лупы L, то (xy · zx)x2 = (xy)(zx · x2) = (xy)(zx3).

Следствие 2.3. Пусть L—RA-лупа. Тогда подлупа H лупы L нормальна
тогда и только тогда, когда xH = Hx для всех x ∈ L.

Доказательство. Покажем, что соотношение (Hx)y = H(xy) следует из
соотношения Hx = xH для всех x, y ∈ L. Соотношение x(yH) = (xy)H доказы-
вается аналогично. Пусть Hx = xH для всех x ∈ L, и пусть заданы элементы
y ∈ L, h ∈ H. По теореме 2.4 выполняется или тождество (hx)y = h(xy), или
тождество (hx)y = x(hy) = (xy)h = h′(xy) для некоторого h′ ∈ H, в обоих
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случаях (Hx)y ⊆ H(xy). Если h(xy) 	= (hx)y, то (xy) = (xh)y = (h′x)y для
некоторого h′ ∈ H, т. е. H(xy) ⊆ (Hx)y.

Лемма 2.7. Если L является RA-лупой, то подмножества

Z(L) = {x ∈ L | [x, z]L = 1, z ∈ L}
и

N(L) = {x ∈ L | [x, z, w]L = 1, z, w ∈ L}
являются подлупами в L.

Доказательство. Если элемент x коммутирует с элементом z, то и x−1

также коммутирует с z. Если элементы x и y коммутируют с элементом z, то
[x, y, z]R = 1 по утверждению (3) теоремы 2.5. Значит, xy коммутирует с z.
Тогда Z(L)—подлупа.

Если x, y ∈ N(L), то [x, z, w]R = [y, z, w]R = 1 и [xy, z, w]R =
= [x, z, w]R[y, z, w]R = 1. Заметим, что элементы x, z, w ассоциируют, если и
только если x−1, z, w ассоциируют (согласно тождеству Муфанг). Следователь-
но, x ∈ N(L) и x−1 ∈ N(L). Таким образом, ядро N(L) замкнуто относительно
умножения, т. е. является подлупой.

Пусть G—неабелева группа, g0 ∈ Z(G) и задана инволюция g → g∗, такая
что g∗0 = g0 и gg∗ ∈ Z(G) для всех g ∈ G. Пусть на L = G ∪ Gu бинарная
операция задана правилами

g(hu) = (hg)u, (gu)h = (gh∗)u, (gu)(hu) = g0h
∗g.

Легко показать, что L является лупой Муфанг. Если L— группа, то для всех
g, h ∈ G выполняется (gh)u = g(hu) = (hg)u, т. е. gh = hg, но группа G
неабелева. Такой класс луп будем обозначать M(G, ∗, g0).

Теорема 2.6 (см. [10]). Если L является RA-лупой Муфанг с коммута-
тором-ассоциатором L′ = 〈[L,L,L]R, [L,L]R〉 = {1, s}, то L = M(G, ∗, g0), где
G—любая группа, содержащая Z(L) и два некоммутирующих элемента лу-
пы L, g0 —центральный элемент G и инволюция g → g0 определена следующим
образом:

g∗ =

{
g, если g ∈ Z(L),
sg, если g /∈ Z(L).

Обратно, для любой неабелевой группы G, единственного неединичного ком-
мутатора s и инволюции ∗ лупа M(G, ∗, g0) является RA-лупой для любого
g0 ∈ Z(L).

Пример 2.1. Наименьшей RA-лупой является лупа порядка 16. В этом слу-
чае порядок группы G равен 8. Значит, G = D4 или G = Q8. Центр Z(G)
является циклической группой порядка 2 с порождающим элементом t1. Тогда
RA-лупами являются лупы M(D4, ∗, 1) и M(Q8, ∗, t1).
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2.2. Первичный радикал луповых колец

Выясним связи между первичным радикалом альтернативного лупового
кольца RL и первичного радикала подлупы его лупы обратимых элементов
U(RL). Согласно теореме 2.2 лупа U(RL) является лупой Муфанг.

Альтернативное кольцо является 2-кольцом (см. теорему 2.1), поэтому мож-
но воспользоваться теорией для s-колец. А именно, первичным радикалом аль-
тернативного лупового кольца RL называется пересечение всех первичных иде-
алов этого кольца.

Напомним, что последовательность элементов {a0, a1, . . . , an, . . .} из RL на-
зывается P -последовательностью, если an ∈ (an−1)s для всех n. Элемент a ∈ RL
называется строго нильпотентным, если любая P -последовательность, начина-
ющаяся с a, содержит нулевой элемент. По теореме 1.9 первичный радикал
rad(RL) состоит из всех строго нильпотентных элементов.

Описание первичного радикала для лупового кольца с лупой Муфанг бы-
ло дано в [10]. Пусть R —коммутативное и ассоциативное кольцо, и пусть
L—лупа Муфанг. Рассмотрим для нормальной подлупы N лупы L канони-
ческое отображение L → L/N и поднимем его до кольцевого гомоморфиз-
ма εN : RL → R[L/N ]. Обозначим ядро этого отображения через ΔR(L,N):
Ker ε(α) = ΔR(L,N).

Если N = L, гомоморфизм

εL : RL → R

называется фундаментальным отображением и определяется следующим обра-
зом: для любого α =

∑
l∈L αll

ε(α) =
∑

l∈L

αl.

Ядро фундаментального отображения называется фундаментальным идеалом
и обозначается через Δ(L).

Обозначим через Lp множество всех элементов лупы L порядка pl для неко-
торого натурального l.

Теорема 2.7 (см. [10]). Пусть L = M(G, ∗, g0)—RA-лупа и R —комму-
тативное и ассоциативное кольцо. Для первичного радикала rad(RL) верно
равенство

rad(RL) =
(
rad(R)

)
L +

∑

p∈P

(
rad(R)

)
p
Δ(L,Lp),

где P —множество простых чисел.

Изучим связь первичного радикала альтернативного кольца и первично-
го радикала лупы Муфанг его обратимых элементов. Будем обозначать че-
рез (a)R главный двусторонний идеал кольца R, порождённый элементом a ∈ R,
NgL(M)—нормальное замыкание множества M в лупе L, [x, y]R —коммутатор
элементов x, y ∈ R, [A,B]L —коммутант нормальных подлуп A, B лупы L.
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Нам понадобится следующее определение.
Определение 2.6. Центром кольца R по идеалу I называется множество

Z(R, I) = {z ∈ R | [z, r]R ∈ I, [z, n,m]R, [n, z,m]R, [n,m, z]R ∈ I

для всех r, n,m ∈ R}.
Лемма 2.8. Пусть R является альтернативным кольцом с единицей, I —

идеал кольца R, L—некоторая подлупа лупы U(R), a ∈ L ∩ Z(R, I). Тогда
NgL(a) ⊆ L ∩ Z(R, I).

Доказательство. Согласно лемме 1.2 достаточно проверить, что элементы
Lx,y(a), Rx,y(a) и Tx(a) лежат в центре Z(R, I) для всех x, y ∈ L. Рассмотрим
элемент a′ = Tx(a) для некоторого x ∈ L. По определению отображения Tx

имеем равенство ax = xa′. При условии, что a ∈ Z(R, I), получаем, что
xa + y = xa′, где y ∈ I. По определению отображения T−1

x = LxR−1
x имеем

равенство xa = a′x, а значит, a′x + y = xa′. Тогда a′ ∈ Z(R, I). Аналогичными
рассуждениями можно показать, что образы элемента a при отображениях Lx,y

и Rx,y при любых элементах x, y ∈ L также лежат в Z(R, I).

Лемма 2.9. Пусть R —альтернативное кольцо с единицей, I —идеал коль-
ца R, L—подлупа лупы U(R) и a ∈ L ∩ Z(R, I). Тогда любой элемент лупы
b ∈ [NgL(a),NgL(a)]L имеет вид b = 1 + x, где x ∈ I.

Доказательство. Напомним, что подлупа L лупы Муфанг также лупа Му-
фанг. Так как лупа Муфанг является также IP-лупой, то по теореме 1.4 комму-
тант нормальных подлуп в лупе L состоит из нормального замыкания элементов
[a1, a2]L и Lu1,u2(a3)/Lv1,v2(a3), где a1, a2, a3 ∈ NgL(a) и u1/v1, u2/v2 ∈ NgL(a).

По определению коммутатора двух элементов в лупе a1a2 = (a2a1)[a1, a2]L.
Используя определение центра кольца по идеалу, получим, что

a1a2 − (a1a2)[a1, a2]L ∈ I.

Умножив слева на обратный элемент к элементу a1a2 (правый и левый обратные
элементы совпадают по лемме 2.2), получим

(a1a2)−1(a1a2 − (a1a2)[a1, a2]L) ∈ I.

Используя свойства лупы Муфанг и дистрибутивность в кольце, имеем, что

(a1a2)−1(a1a2) − (a1a2)−1((a1a2)[a1, a2]L) = 1 − [a1, a2]L ∈ I.

Значит, [a1, a2]L ∈ 1 + I для всех a1, a2 ∈ NgL(a).
Далее рассмотрим элемент кольца Lu1,u2(a3)/Lv1,v2(a3), где a3, u1/v1,

u2/v2 ∈ NgL(a). По определению отображения Lx,y имеем равенство

Lu1,u2(a3)/Lv1,v2(a3)
(
(u1u2)−1 · u1(u2a3)

)
= (v1v2)−1 · v1(v2a3).

Обозначим элемент Lu1,u2(a3)/Lv1,v2(a3) через l и, используя определение цен-
тра кольца u1(u2a3) = (u1u2)a3 + i1, v1(v2a3) = (v1v2)a3 + i2, где i1, i2 ∈ I,
получим

l
(
(u1u2)−1

(
(u1u2)a3 + i1

))
= (v1v2)−1

(
(v1v2)a3 + i1

)
.
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Раскрывая скобки и используя свойство лупы Муфанг (или альтернативного
кольца), получаем l(a3 + i′1) = a3 + i′2, где i′1, i

′
2 ∈ I. Домножив справа на

обратный элемент a−1
3 , получим (la3)a−1

3 ∈ 1 + I. Значит,

Lu1,u2(a3)/Lv1,v2(a3) = l ∈ 1 + I

для всех a3, u1/v1, u2/v2 ∈ NgL(a).
Остаётся использовать тот факт, что NgL(1 + I) = 1 + NgL(I) = 1 + I для

любого идеала I.

Лемма 2.10. Пусть R —альтернативное кольцо с единицей, L—подлупа лу-
пы U(R) и a = 1 + x ∈ L. Тогда в лупе L выполняется включение

[NgL(a),NgL(a)]L ⊆ 1 + (x)R(x)R.

Доказательство. По теореме 1.4 коммутант нормальных подлуп в лу-
пе Муфанг L состоит из нормального замыкания элементов [a1, a2]L и
Lu1,u2(a3)/Lv1,v2(a3), где a1, a2, a3 ∈ NgL(a) и u1/v1, u2/v2 ∈ NgL(a).

Отметим, что Ng(a) = Ng(1+x) = 1+Ng(x). Пусть x1, x2 ∈ Ng(x). Согласно
определению коммутатора в лупе имеем

(1 + x1)(1 + x2) = (1 + x2)(1 + x1)[1 + x1, 1 + x2]L. (1)

Обозначим коммутатор [1 + x1, 1 + x2]L через c. Домножим равенство (1)
слева на

(
(1 + x2)(1 + x1)

)−1
, по свойству лупы Муфанг получим равенство

(
(1+x2)(1+x1)

)−1 ·(1+x1)(1+x2) = c. Данное равенство преобразуется к виду
(
(1 + x1)−1(1 + x2)−1

) · ((1 + x1)(1 + x2)
)

= c. (2)

Рассмотрим элемент (1 + x1)−1, его можно представить в виде 1 + x′
1, где

x′
1 = −x1 − x1x

′
1 ∈ (x1)R ⊆ (

NgL(x)
)
R
⊆ (x)R.

Выполнив аналогичные действия для элемента (1 + x2)−1, получим из равен-
ства (2) (

(1 + x′
1)(1 + x′

2)
)(

(1 + x1)(1 + x2)
)

= c. (3)

Раскрыв скобки, получим равенство

1 + x1 + x2 + x1x2 + x′
1 + x′

1x1 + x′
1x2 + x′

1(x1x2) + x′
2 + x′

2x1 + x′
2x2 +

+ x′
2(x1x2) + x′

1x
′
2 + (x′

1x
′
2)x1 + (x′

1x
′
2)x2 + (x′

1x
′
2)(x1x2).

Использовав равенства x′
1 + x1 = −x1x

′
1 и x′

2 + x2 = −x2x
′
2, можно увидеть, что

в равенстве (3) все слагаемые являются элементами идеала (x)R(x)R, так как
x1, x2, x

′
1, x

′
2 ∈ (x)R. Значит,

[1 + x1, 1 + x2]L = c ∈ 1 + (x)R(x)R

для всех x1, x2 ∈ NgL(x).
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Теперь рассмотрим элемент кольца Lu1,u2(a1)/Lv1,v2(a1), где a1, u1/v1,
u2/v2 ∈ NgL(1 + x). По определению Lu1,u2(1 + x̄) = Lu1u2Lu1Lu2(1 + x̄), где
x̄ ∈ NgL(x), значит, выполняется равенство

Lu1,u2(1 + x̄) = (u1u2)−1
(
u1u2 + u1(u2x̄)

)
= 1 + Lu1,u2(x̄).

Обозначим элемент Lu1,u2(a1)/Lv1,v2(a1) через l. Тогда верно равенство

l
(
1 + (u1u2)−1

(
u1(u2x̄)

))
= 1 + (v1v2)−1

(
v1(v2x̄)

)
. (4)

Так как u1/v1, u2/v2 ∈ NgL(1 + x), то u1 = (1 + x1)v1, u2 = (1 + x2)v2, где
x1, x2 ∈ NgL(x). Теперь отдельно рассмотрим множитель 1 + (u1u2)−1

(
u1(u2x̄)

)

из равенства (4). С учётом значений для u1 и u2 получим

1 +
((

(1 + x1)v1

)(
(1 + x2)v2

))−1

·
((

(1 + x1)v1

)((
(1 + x2)v2

))
x̄
)
. (5)

Рассмотрим элемент
((

(1 + x1)v1

)(
(1 + x2)v2

))−1

.

По свойству лупы Муфанг имеем, что
((

(1 + x1)v1

)(
(1 + x2)v2

))−1

= (v−1
2 (1 + x2)−1)(v−1

1 (1 + x1)−1).

Заменим элементы (1+x1)−1, (1+x2)−1 на 1+x′
1 и 1+x′

2, где x′
1 = −x1−x1x

′
1,

x′
2 = −x2 − x2x

′
2. Раскрыв скобки, получим, что

v−1
2 v−1

1 +v−1
2 (v−1

1 x′
1)+(v−1

2 x′
2)v

−1
1 +(v−1

2 x′
2)(v

−1
1 x′

1) ∈ v−1
2 v−1

1 +(x)R +(x)R(x)R,

с учётом того что x1, x2 ∈ (x)R. Теперь

u1(u2x̄) =
(
(1 + x1)v1

)(
(1 + x2)v2 · x̄

)
=

= v1(v2x̄) + v1

(
(x2v2)x̄

)
+ (x1v1)(v2x̄) + (x1v1)

(
(x1v2)x̄

) ∈ v1(v2x̄) + (x)R(x)R

с учётом того, что x1, x2 ∈ (x)R. Тогда
((

(1 + x1)v1

)(
(1 + x2)v2

))−1

∈ v−1
2 v−1

1 · v1(v2x̄) + (x)R(x)R. (6)

Подставив (6) в равенство (4), получим, что

1 + v−1
2 v−1

1 · v1(v2x̄) ∈ l(1 + v−1
2 v−1

1 · v1(v2x̄) + (x)R(x)R).

Тогда
Lu1,u2(a1)/Lv1,v2(a1) = l ∈ 1 + (x)R(x)R

для всех a1, u1/v1, u2/v2 ∈ NgL(a).

Теорема 2.8. Если R —альтернативное кольцо с единицей, то для любой
подлупы L лупы U(R) выполняется включение L ∩ Z

(
R, rad(R)

) ⊆ rad(L).
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Доказательство. Пусть a ∈ L ∩ Z
(
R, rad(R)

)
. Рассмотрим любую по-

следовательность ai, такую что a0 = a и ai+1 ∈ [NgL(ai),NgL(ai)]L. По
лемме 2.9 a1 = 1 + x1, x1 ∈ rad(R). По лемме 2.10 ai = 1 + xi,
xi ∈ (xi−1)R(xi−1)R ⊆ (x)R(x)R. Так как первичный радикал rad(R) альтер-
нативного кольца R состоит из строго нильпотентных элементов кольца R,
то ai = 1 для некторого индекса, т. е. элемент a является строго энгелевым
в лупе L, а значит, a ∈ rad(L).

Следствием этого результата является теорема 2.9.

Теорема 2.9. Пусть K —коммутативное и ассоциативное кольцо с едини-
цей, L—лупа и RL—альтернативная луповая алгебра с единицей. Тогда для
любой подлупы N лупы U(RL) выполняется включение N ∩Z

(
RL, rad(RL)

) ⊆
⊆ rad(N).

2.3. Первичный радикал лупы GLL(2, R)

Пусть R —коммутативное и ассоциативное кольцо с единицей. Рассмотрим
кольцо матриц Цорна Z(R) над R, состоящее из (2 × 2)-матриц вида

(
a α
β b

)
,

где a, b ∈ R и α, β ∈ R3. Операция сложения осуществляется поэлементно, а
операция умножения имеет следующий вид:

(
a1 α1

β1 b1

)
·
(

a2 α2

β2 b2

)
=

(
a1a2 + α1β2 a1α2 + b2α1 − β1 × β2

a2β1 + b1β2 + α1 × α2 β1 · α2 + b1b2

)
.

Заметим, что кольцо Z(R) является альтернативным.
По аналогии с обычными матрицами элемент

A =
(

a α
β b

)

обратим тогда и только тогда, когда в кольце R обратим его детерминант

det
(

a α
β b

)
= ab − α × β.

В этом случае

A−1 = (det A)−1

(
b −α
−β a

)
.

Лупа обратимых элементов кольца Z(R) является лупой Муфанг (по теоре-
ме 2.2) и обозначается GLL(2, R).

Введём следующие обозначения:

e1 =
(

1 0
0 0

)
, e2 =

(
0 0
0 1

)
.
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Для данных элементов выполняются равенства

e1 + e2 = E, e1 · e2 = 0, e2
1 = e1, e2

2 = e2.

Дополнительно рассмотрим следующие элементы кольца:

e11 =
(

0 (1, 0, 0)
0 0

)
, e12 =

(
0 (0, 1, 0)
0 0

)
, e13 =

(
0 (0, 0, 1)
0 0

)
,

e21 =
(

0 0
(1, 0, 0) 0

)
, e22 =

(
0 0

(0, 1, 0) 0

)
, e23 =

(
0 0

(0, 0, 1) 0

)
.

Для данных элементов выполняются равенства

eij · eij = 0 для всех i = 1, 2, j = 1, 2, 3,

e1i · e2j = e2j · e1i = 0 для всех i 	= j, i, j = 1, 2, 3,

e1i · e2i = e1, e2i · e1i = e2 для всех i = 1, 2, 3.

Кроме того, верны равенства

e11 · e12 = e23, e11 · e13 = −e22,

e12 · e11 = −e23, e12 · e13 = e21,

e13 · e11 = e22, e13 · e12 = −e21,

e21 · e22 = e13, e21 · e23 = −e12,

e22 · e21 = −e13, e22 · e23 = e11,

e23 · e21 = e12, e23 · e22 = −e11.

Пусть

A =
(

a (α1, α2, α3)
(β1, β2, β3) b

)
;

элемент a будем обозначать через A(10), элемент b—через A(20) и соответству-
ющие элементы из R3 —через A(ij), i = 1, 2, j = 1, 2, 3.

Отметим, что, для того чтобы получить элемент A(ij), i = 1, 2, j = 0, 1, 2, 3,
кольца R, необходимо применить функцию F (ij)(A):

F (10)(A) = A(10) = e1Ae1,

F (11)(A) = A(11) =
(
e11

((
e12(e1Ae2)

)
e21

))
e22,

F (12)(A) = A(12) =
(
e12

((
e11(e1Ae2)

)
e22

))
e21,

F (13)(A) = A(13) =
(
e13

((
e12(e1Ae2)

)
e23

))
e22,

F (20)(A) = A(20) = e2Ae2,

F (21)(A) = A(21) =
(
e21

((
e22(e2Ae1)

)
e11

))
e12,
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F (22)(A) = A(22) =
(
e22

((
e21(e2Ae1)

)
e12

))
e11,

F (23)(A) = A(23) =
(
e23

((
e22(e2Ae1)

)
e12

))
e12.

Теперь докажем неассоциативный аналог теоремы А. В. Михалёва и И. З. Го-
лубчика.

Теорема 2.10. Пусть K —коммутативное и ассоциативное кольцо с еди-
ницей, Z(K)—кольцо матриц Цорна, GLL(2,K)—лупа обратимых матриц из
Z(K). Тогда

rad
(
GLL(2,K)

)
= Z

(
Z(K), rad

(Z(K)
))

.

Доказательство. Введём следующие обозначения: R = Z(K), L =
= GLL(2,K). Напомним, что кольцо R является альтернативным, а лупа L—
лупой Муфанг. По теореме 2.8 Z

(
R, rad(R)

) ⊆ rad(L), поэтому остаётся по-
казать, что rad(L) ⊆ Z

(
R, rad(R)

)
. Пусть rad(L) � Z

(
R, rad(R)

)
. Тогда

rad(L) � Z(R,P ) для некоторого первичного идеала P кольца R. Действи-
тельно, достаточно показать, что Z

(
R, rad(R)

)
=

⋂

P∈P
Z(R,P ), где P — сово-

купность всех первичных идеалов кольца R. Если radR ⊆ P , то Z
(
R, rad(R)

) ⊆
⊆ Z(R,P ) для всех P ∈ P. Если a ∈ ⋂

P∈P
Z(R,P ), то

[a, r]R, [a, n,m]R, [n, a,m]R, [n,m, a]R ∈ P

для всех r, n,m ∈ R и всех P ∈ P. В этом случае

[a, r]R, [a, n,m]R, [n, a,m]R, [n,m, a]R ∈ rad(R),

т. е. a ∈ Z
(
R, rad(R)

)
.

Теперь, переходя к фактор-кольцу R/P , можно считать, что R —первичное
кольцо и rad(L)—нецентральная подлупа лупы U(R). В этом случае существу-
ет неединичная нормальная первичная подлупа A лупы L, такая что

A � Z(L), [A,A]L ⊆ Z(L); (7)

иначе первичный радикал rad
(
L/Z(L)

)
был бы единичной подлупой E (так как

rad
(
L/Z(L)

)
= E тогда и только тогда, когда E является первичной подлупой,

что эквивалентно тому, что для всех нормальных подлуп A′ лупы L/Z(L) из
включения [A′, A′]L/Z(L) ⊆ E следует, что A′ = E).

Ввиду первичности кольца R выберем для ненулевого элемента T ∈ A\Z(L)
элемент K ∈ R (такой элемент существует по лемме 2.4), такой что
T (21) · K(11) 	= 0. Рассмотрим элемент

B =
(
T

(
E + K(11)

)) ·
(
T−1

(
E − K(11)

))

и покажем, что B /∈ Z(L). Допустим, что B ∈ Z(L). Тогда по аналогии с обыч-
ными матрицами можно показать, что

B =
(

a 0
0 b

)
.
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По определению элемента B ввиду альтернативности кольца имеем, что

T
(
E + K(11)

)
= B ·

((
E + K(11)

)
T

)
.

Следовательно,
T + TK(11) = BT + B · K(11)T.

Теперь применим в обеим частям равенства преобразование

F (12) : F (12)(T ) + F (12)
(
TK(11)

)
= F (12)(BT ) + F (12)

(
B · K(11)T

)
.

Данное преобразование получает значение элемента на позиции (12), но эле-
менты TK(11) и B · K(11)T имеют нулевой элемент на данной позиции. В итоге
имеем, что T (12) = (BA)(12). Следовательно, из формы элемента B имеем, что
B = E. Тогда TK(11) = K(11)T , т. е.

(
0 ∗
∗ k11t21

)
=

(
t21k11 ∗

∗ 0

)
,

где k11 = K(11), t21 = T (21), т. е. t21k11 = k11t21 = 0. Следовательно,
T (21) · K(11) = 0, противоречие с выбором элемента K.

Ввиду первичности кольца R существует элемент S ∈ R, такой что
B(12)S(22) 	= 0. Рассмотрим элемент

L =
(
B

(
E + S(22)

)) ·
(
B−1

(
E − S(22)

))
.

Рассуждая как в предыдущем абзаце, можно показать, что L /∈ Z(L), а значит,
L(23) 	= 0. Так как [A,A]L ⊆ Z(L), имеем

L = λ
(((

E + S(22)
)
B−1

)
·
((

E − S(22)
)
B

))
.

Покажем, что λ = −E. Действительно,

F (23)(L) = L(23) =

= F (23)
(
BB−1 − B

(
B−1S(22)

)
+

(
BS(22)

)
B−1 − (

BS(22)
)(

B−1S(22)
))

Можно показать, что

L(23) = F (23)
((

BS(22)
)
B−1

)
.

С другой стороны,

L(23) = F (23)
(
λ
[
B−1B − B−1

(
BS(22)

)
+

(
B−1S(22)

)
B − (

B−1S(22)
)(

BS(22)
)])

,

т. е.
L(23) = −F (23)

(
λ
[(

B−1S(22)
)
B

])
.

Из двух представлений L(23) и вида элемента из центра можно сделать вывод,
что λ = −E.
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Рассмотрим элемент L(10). По определению элемента L, с одной стороны,
имеем, что

L(10) = e1

(
BB−1 − B

(
B−1S(22)

)
+

(
BS(22)

)
B−1 − (

BS(22)
)(

B−1S(22)
))

e1 =

= E(10) + e1

((
BS(22)

)
B−1

)
e1.

Но элементы B
(
B−1S(22)

)
и

(
BS(22)

)(
B−1S(22)

)
имеют нулевой элемент на

позиции (10). С другой стороны,

L(10) = e1

(
λ
[
B−1B − B−1

(
BS(22)

)
+

(
B−1S(22)

)
B − (

B−1S(22)
)(

BS(22)
)])

e1 =

= E(10) + e1

(
λ
[(

B−1S(22)
)
B

])
e1.

Тогда λ = E. В итоге получаем, что λ = −E = E.
Используя два представления L, получаем, что

[
B

(
E + S(22)

)]2 · [B−1
(
E + S(22)

)]2 = E.

Раскрыв скобки, можно показать, что равенство выполняется при B(12)S(22) = 0,
противоречие с выбором элемента S(22).
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