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Аннотация

В работе обсуждаются свойства вполне неразложимых дважды стохастических
матриц.

Abstract

I. A. Kruglov, On the completely indecomposable nonnegative matrices and
A. N. Kolmogorov’s condition, Fundamentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 20 (2015),
no. 1, pp. 167—172.

The paper concerns properties of fully indecomposable doubly stochastic matrices.

В одной из ранних работ А. А. Нечаева [6] рассматривалась следующая
задача исследования предельного поведения вероятностных распределений на
конечных группах. Предположим, что задана конечная простая однородная
неразложимая цепь Маркова с множеством состояний {1, 2, . . . , n}, n � 2,
с матрицей переходных вероятностей P = [p(i, j)]n×n и начальным распре-
делением p̄0. Пусть также (G; ·)—некоторая конечная группа, σ : G → G—
произвольное биективное преобразование множества G, g1, g2, . . . , gn—про-
извольная последовательность элементов группы G. Случайной реализации
α1, α2, . . . , αk, . . . цепочки состояний цепи Маркова соответствует последова-
тельность случайных элементов со значениями в группе G, определяемая по
индукции:

ξ(1) = gα1 , ξ(k+1) = σ
(
ξ(k)

) · gαk+1 , k � 1. (1)

Для приложений в криптографии представляют интерес условия на матри-
цу P и последовательность g1, g2, . . . , gn, при выполнении которых, независимо
от выбора p̄0 и σ, последовательность распределений случайных элементов ξ(k)

при k → ∞ сходится к равномерному распределению на группе G, т. е. для лю-
бого g ∈ G

lim
k→∞

P
(
ξ(k) = g

)
=

1
|G| . (2)
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Нетрудно убедиться, что необходимым условием для соотношения (2) яв-
ляется следующее: множество {g1, g2, . . . , gn} не содержится в одном (левом)
смежном классе по некоторой собственной подгруппе группы G, т. е.

G = 〈g−1
1 · g2, . . . , g−1

1 · gn〉. (3)

Действительно, в противном случае для подгруппы H = 〈g−1
1 · g2, . . . , g−1

1 · gn〉,
порождённой подмножеством {g−1

1 · g2, . . . , g−1
1 · gn}, имеет место соотношение

H �= G. Если мы теперь выберем биективное преобразование σ : G → G, для
которого σ(g) = g · g−1

1 , g ∈ G, то при любом g ∈ G \ H и любом k � 2
согласно (1) получим равенство P

(
ξ(k) = g

)
= 0, и соотношение (2) не будет

выполнено.
При исследовании случая, когда матрица P является дважды стохастиче-

ской, А. А. Нечаев (на основе известной теоремы Биркгофа [8]) использовал
возможность разложения вида

P = p1Π1 + . . .+ psΠs, (4)

в котором Π1, . . . ,Πs—подстановочные матрицы и p1, . . . , ps—положительные
вещественные числа, для которых p1 + . . .+ps = 1. Разложение (4) не однознач-
но, полученные результаты не зависят от выбора данного разложения.
Для l = 1, . . . , s обозначим через πl подстановку на множестве {1, 2, . . . , n},

которой соответствует матрица Πl. М. М. Глуховым в статье, которая была
опубликована в ведомственном научном журнале в 1967 году, введено так
называемое условие E-F -примитивности систем подстановок. Система под-
становок π1, . . . , πs называется E-F -примитивной, если не существует таких
подмножеств E,F ⊂ {1, 2, . . . , n}, что |E| = |F | = m, 0 < m < n, и для любых
l = 1, . . . , s и i ∈ E выполняется πl(i) ∈ F .
А. А. Нечаевым была доказана следующая теорема.

Теорема 1 [6]. Предположим, что система подстановок π1, . . . , πs из разло-
жения вида (4) дважды стохастической матрицы P является E-F -примитивной,
члены последовательности g1, g2, . . . , gn попарно различны и выполнено равен-
ство (3). Тогда для любого начального распределения p̄0 цепи Маркова и любо-
го биективного преобразования σ группы G последовательность распределений
случайных элементов ξ(k) при k → ∞ сходится к равномерному распределению
на группе G.

Отметим, что В. Н. Сачковым в статье, которая была опубликована также
в ведомственном научном журнале в 1964 году, для разложений дважды стоха-
стических матриц вида (4) в терминах связности некоторых ориентированных
графов было введено условие, эквивалентное условию E-F -примитивности си-
стем подстановок π1, . . . , πs (см. условие 3 в следующем ниже утверждении 1).
Рассмотрим произвольную неотрицательную квадратную матрицу A. Напом-

ним (см., например, [8]), что матрица A называется разложимой, если суще-
ствуют такие непустые подмножества E,F ⊂ {1, 2, . . . , n}, что E ∩ F = ∅,
E ∪ F = {1, 2, . . . , n} и a(i, j) = 0 для любых i ∈ E, j ∈ F . Матрица называется
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неразложимой, если она не является разложимой. Матрица A называется ча-
стично разложимой, если существуют такие подстановочные матрицы Π1, Π2

размера n×n, что матрица Π1·A·Π2 разложимая. Матрицы, которые не являются
частично разложимыми, называются вполне неразложимыми.
Приведём условия, эквивалентные условию вполне неразложимости, для

дважды стохастических матриц. По существу, данные условия были получе-
ны в упомянутых выше работах В. Н. Сачкова и М. М. Глухова 60-х годов
прошлого века.
Для любой матрицы A обозначим через A′ матрицу, транспонированную

к A. Рассмотрим следующую (0, 1)-матрицу, равную поэлементной дизъюнкции
подстановочных матриц:

Π′
1 · Π1 ∨ . . . ∨ Π′

1 · Πs. (5)

Утверждение 1. Для любой дважды стохастической матрицы P следующие
условия эквивалентны.
1. Матрица P вполне неразложимая.
2. Матрица P ′ · P неразложимая.
3. Ориентированный граф с множеством вершин {1, 2, . . . , n} и матрицей
смежности вершин (5) является связным.

4. Система подстановок π1, . . . , πs из разложения вида (4) является E-F -при-
митивной.

Для доказательства можно воспользоваться [8, свойство 10, с. 228].
При замене дважды стохастической матрицы на произвольную неотри-

цательную матрицу импликация 2 =⇒ 1 в общем случае неверна. Матрица
A(1) =

[
a(1)(i, j)

]
2×2

с элементами

a(1)(1, 1) = a(1)(1, 2) = 1, a(1)(2, 1) = a(1)(2, 2) = 0

разложимая. Матрица A(2) =
[
a(2)(i, j)

]
2×2

с элементами

a(2)(1, 1) = 0, a(2)(1, 2) = a(2)(2, 1) = a(2)(2, 2) = 1

неразложимая, но частично разложимая. Тем не менее матрицы
(
A(1)

)′ · A(1) и
(
A(2)

)′ ·A(2) положительные и потому вполне неразложимые. С другой стороны,
в общем случае имеет место импликация 1 =⇒ 2.

Утверждение 2. Если неотрицательная матрица A вполне неразложимая, то
матрица A′ ·A неразложимая.
Доказательство. Для вполне неразложимой матрицы A = [a(i, j)]n×n су-

ществует такая дважды стохастическая матрица Q = [q(i, j)]n×n, что условия
q(i, j) > 0 и a(i, j) > 0 эквивалентны, т. е. матрицы A и Q имеют одинако-
вый остов (см., например, [8, задача 37, с. 228]). При этом матрицы A′ · A и
Q′ ·Q также имеют одинаковый остов. Условия неразложимости и вполне нераз-
ложимости для неотрицательных матриц с одинаковым остовом выполняются
одновременно. Используя тот факт, что для матрицы P = Q условия 1 и 2 из
утверждения 1 эквивалентны, получаем доказываемое утверждение 2.
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Рассмотрим теперь эквивалентные условия для условия неразложимости
матрицы A′ · A при дополнительном предположении, что матрица A является
неразложимой.
Введём необходимые обозначения. Ниже мы будем использовать термино-

логию [1, гл. 2, раздел 3.2]. Графом называется совокупность, состоящая из
непустого множества V (множества вершин), множества E (множества рёбер)
и трёх отображений α : E → V , ω : E → V , η : E → E, для которых при любом
e ∈ E выполнены равенства

η2(e) = e, α
(
η(e)

)
= ω(e), ω

(
η(e)

)
= α(e). (6)

Для любого e ∈ E вершина α(e) называется началом, а вершина ω(e)—концом
ребра e, рёбра e и η(e) называются противоположными. Таким образом, приня-
тое определение графа соответствует стандартному понятию ориентированного
графа с учётом добавления к исходным рёбрам, определяемым (0, 1)-матрицей
смежности вершин, противоположно ориентированных рёбер.
Любой неотрицательной матрице A = [a(i, j)]n×n можно поставить в соот-

ветствие граф ΓA с множеством вершин V = {1, 2, . . . , n} и множеством рёбер
E =

{
e+1
i,j , e

−1
i,j | i, j ∈ {1, . . . , n}, a(i, j) > 0

}
.

Для любого ребра eε
i,j ∈ E положим

η(eε
i,j) = e−ε

i,j , α(e+1
i,j ) = i, ω(e+1

i,j ) = j, α(e−1
i,j ) = j, ω(e−1

i,j ) = i.

Очевидно, что в данном случае равенства (6) выполнены.
Путём z в графе ΓA называется последовательность рёбер

z = eε1
i1,j1

, eε2
i2,j2

, . . . , eεk
ik,jk

, (7)

в которой для каждого s = 1, 2, . . . , k − 1 выполнено равенство

α
(
e
εs+1
is+1,js+1

)
= ω

(
eεs
is,js

)

При этом вершина α(z) = α
(
eε1
i1,j1

)
—начало, вершина ω(z) = ω

(
eεk
ik,jk

)
—ко-

нец пути z. Если α(z) = ω(z) = i, то путь z называется петлёй с концом i.
Обозначим через Z(1) множество всех петель в графе ΓA с концом 1.
Для любых петель z, w ∈ Z(1) последовательность z, w, полученная припи-

сыванием w справа от z, является петлёй из Z(1); таким образом определена
полугрупповая операция на множестве Z(1). Две петли z, w ∈ Z(1) назовём
эквивалентными, если w можно получить из z конечным числом вставок и вы-
чёркиваний подпутей вида e, e−1. Введённое отношение действительно является
отношением эквивалентности на множестве Z(1), оно согласовано с указанной
выше полугрупповой операцией. Фактор-полугруппа по данному отношению эк-
вивалентности является группой, которую мы обозначим через Φ(ΓA). В случае
неразложимой матрицы A группа Φ(ΓA) называется фундаментальной группой
графа ΓA, эта группа является одной из основных топологических характери-
стик графа.
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Рассмотрим теперь свободную группу (Fn, ∗) ранга n, порождённую свобод-
ными образующими элементами f(1), f(2), . . . , f(n), а также свободную абелеву
группу (Bn,+) ранга n, порождённую свободными образующими элементами
b(1), b(2), . . . , b(n). Определим отображения

ϕA : Z(1) → Fn, ψA : Z(1) → Bn,

полагая для произвольной петли z ∈ Z(1) вида (7)

ϕA(z) = f(i1)ε1 ∗ . . . ∗ f(ik)εk , ψA(z) = ε1b(i1) + . . .+ εkb(ik).

Образы эквивалентных петель относительно каждого из отображений ϕA, ψA

равны. Эти отображения индуцируют гомоморфизмы фундаментальной группы
Φ(ΓA) в свободные группы Fn, Bn; обозначим данные гомоморфизмы также
через ϕA, ψA соответственно.
А. Н. Колмогоровым [2] найдено достаточное условие на матрицу переход-

ных вероятностей цепи Маркова, при выполнении которого имеет место локаль-
ная предельная теорема об асимптотической нормальности сумм вещественных
случайных величин, связанных в функцию от состояний цепи Маркова. Дан-
ное условие можно распространить на произвольную неотрицательную матрицу;
в наших обозначениях условие А. Н. Колмогорова на матрицу A есть усло-
вие сюръективности гомоморфизма ψA. Матрица, удовлетворяющая условию
А. Н. Колмогорова, необходимо является неразложимой ациклической матри-
цей.
Справедлива следующая теорема, в которой отражена теоретико-групповая,

топологическая и комбинаторная интерпретация условия А. Н. Колмогорова,
распространённого на неотрицательные матрицы.

Теорема 2. Предположим, что A—неразложимая неотрицательная матрица.
Тогда следующие условия эквивалентны.

1. Матрица A′ ·A неразложимая.
2. Гомоморфизм ϕA сюръективен, т. е. ϕA

(
Φ(ΓA)

)
= Fn.

3. Матрица A удовлетворяет условию А. Н. Колмогорова.

Дважды стохастическая матрица вполне регулярна тогда и только тогда, когда
она удовлетворяет условию А. Н. Колмогорова.

Доказательство. Обоснование импликации 1 =⇒ 2 приведено [3, след-
ствие 4]. Импликация 2 =⇒ 3 является следствием того факта, что отобра-
жение χ

(
f(i)

)
= b(i), i = 1, . . . , n, индуцирует эпиморфизм χ группы Fn на

группу Bn, для которого ψA = ϕA ·χ. Доказательство импликации 3 =⇒ 1 при-
ведено в [4, лемма 2], данную импликацию можно вывести как следствие одной
теоремы из [7].

Обратимся вновь к последовательности (1). С использованием теоремы 2
автором на основе результатов [4] в [5] получено следующее обобщение теоре-
мы 1.
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Теорема 3. Предположим, что матрица P переходных вероятностей цепи
Маркова удовлетворяет условию А. Н. Колмогорова. Тогда для любой последо-
вательности g1, g2, . . . , gn равенство (3) является необходимым и достаточным
условием для того, чтобы при любом начальном распределении p̄0 цепи Мар-
кова и любом биективном преобразовании σ группы G последовательность рас-
пределений случайных элементов ξ(k) при k → ∞ сходилась к равномерному
распределению на группе G.
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