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Аннотация

Ранее была построена топологическая характеристика типа степени для много-
значных возмущений фредгольмовых отображений нулевого индекса, при этом пред-
полагалось, что многозначное возмущение допускает однозначную аппроксимацию.
В настоящей работе аналогичная характеристика строится для многозначных возму-
щений фредгольмовых отображений положительного индекса и указывается приложе-
ние к проблеме существования оптимального решения для краевой задачи из теории
обыкновенных уравнений с обратной связью.

Abstract

V. G. Zvyagin, The degree of compact multivalued perturbations of Fredholm map-
pings of positive index and its application to a certain optimal control problem, Funda-
mentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 20 (2015), no. 2, pp. 65—87.

Earlier a topological characteristic of the degree type for multivalued perturbations
of Fredholm mappings with zero index was constructed and it was assumed that the
multivalued perturbation permits a single-valued approximation. In this paper, similar
characteristic is constructed for multivalued perturbations of Fredholm mappings of pos-
itive index and its application is given to the problem of the existence of an optimal
solution for the boundary-value problem in the theory of ordinary differential equations
with feedback.

Введение

Топологическая характеристика типа степени для многозначных возмуще-
ний фредгольмовых отображений нулевого индекса была построена в [13] (см.
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также [4, 14]), при этом предполагалось, что многозначное возмущение допус-
кает однозначную аппроксимацию. В настоящей работе аналогичная характе-
ристика строится для многозначных возмущений фредгольмовых отображений
положительного индекса и указывается приложение к проблеме существования
оптимального решения для краевой задачи из теории обыкновенных уравнений
с обратной связью. Краткое содержание этой работы опубликовано в [5].

1. Основные понятия теории фредгольмовых
отображений и фредгольмовых структур

Пусть E1, E2 —вещественные банаховы пространства. Обозначим через
L(E1, E2) пространство непрерывных линейных операторов A : E1 → E2.

Определение 1.1. Линейный оператор A ∈ L(E1, E2) называется фредголь-
мовым, если dim Ker A < ∞ и dim Coker A < ∞. Индексом фредгольмова опе-
ратора A называется число ind A = dim Ker A − dim Coker A.

Множество всех линейных фредгольмовых операторов A ∈ L(E1, E2) индек-
са k будем обозначать Φk(E1, E2).

Пусть U ⊆ E1 —открытое ограниченное множество, Ū — его замыкание.

Определение 1.2. C1-гладкое отображение F : U → E2 называется фред-
гольмовым индекса k, если для любого x ∈ U производная D F (x) принадлежит
Φk(E1, E2).

Через ΦkC1(U,E2) будем обозначать совокупность всех (нелинейных) фред-
гольмовых отображений F : U → E2 индекса k.

Напомним, что отображение F : Ū → E2 называется собственным, если про-
образ F−1(K) является компактом для каждого компакта K ⊆ E2.

Приведём теперь определение ориентированной степени компактных возму-
щений C1-гладких собственных фредгольмовых отображений положительного
индекса.

Пусть X̂ — хаусдорфово паракомпактное топологическое пространство,
X ⊂ X̂ — его открытое подмножество, на котором задана структура C1-глад-
кого банахова многообразия. Отметим, что X̂ \ X может равняться, например,
∂X или ∅, так что мы охватываем одновременно случаи многообразия без края
и с краем. Более того, граница ∂X может быть негладкой, т. е. не являться
краем многообразия.

Рассмотрим непрерывное собственное отображение F : X̄ → E, заданное на
замыкании X̄ и принимающее значения в банаховом пространстве E. Предпо-
ложим, что его ограничение F : X → E на многообразии X есть C1-гладкое
фредгольмово отображение индекса q � 0. Для простоты мы рассматриваем
отображения со значениями в банаховом пространстве, а не в банаховом мно-
гообразии.
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Рассмотрим на многообразии X фредгольмову структуру, индуцированную
отображением F из тривиальной фредгольмовой структуры на E (см. [6, тео-
рема 3.6.1]). Обозначим эту структуру через XΦ, она состоит из карт (U,ϕ),
где ϕ : U ⊂ X → E × R

q — гомеоморфизм на открытое подмножество в E × R
q,

D(F ◦ϕ−1)
(
ϕ(x)

)
= P + k(x), где P : E ×R

q → E —проекция на первый сомно-
житель, а k(x)—линейный вполне непрерывный оператор при каждом x ∈ X.

Пусть y ∈ E \ F (∂X). Обозначим K = F−1(y). Так как отображение
F : X̄ → E собственное, множество K компактно и K ∩ ∂X = ∅.

Если K = ∅, то положим

d(F,XΦ, y) = 0. (1.1)

Для случая K 
= ∅ понадобится следующая теорема, доказательство которой
можно найти, например, в [6, теорема 3.4.4].

Теорема 1.1. Пусть F : X → E —C1-фредгольмово отображение индекса
q � 0. Пусть K —компактное подмножество в X. Тогда существуют такое раз-
ложение пространства E = Fn ⊕ F∞−n, где Fn и F∞−n — замкнутые под-
пространства банахова пространства E, подпространство Fn конечномерно, и
такая открытая окрестность O(K) компактного множества K, что отображе-
ние F трансверсально подпространству Fn на множестве O(K).

Выберем окрестность O(K) и разложение

E = Fn ⊕ F∞−n � Fn × F∞−n,

о которых идёт речь в теореме 1.1. Тогда Mn+q = F−1(Fn) ∩ O(K)—конечно-
мерное подмногообразие в XΦ размерности n + q. Если структура XΦ ориенти-
руемая и выбран её ориентированный податлас X+

Φ , то подмногообразие Mn+q

также ориентированное. Подмногообразие Mn+q имеет класс гладкости C1, та-
кой же, как у многообразия X. Без ограничения общности можно считать,
что K ⊂ Mn+q (если это не так, то вместо Fn мы всегда можем рассмотреть
линейную оболочку множества Fn ∪ {y}).

Заметим, что Mn+q является хаусдорфовым топологическим пространством
как подпространство хаусдорфова пространства X̂. Уменьшая, если нужно,
окрестность O(K), можно считать, что Mn+q покрывается конечным числом
карт. Из этого, в частности, вытекает, что многообразие Mn+q имеет счёт-
ную базу. Многообразие Mn+q не является, вообще говоря, компактным, но
поскольку конечномерное евклидово пространство локально компактно и регу-
лярно, то у каждой точки x ∈ Mn+q можно выбрать такую окрестность V , что
замыкание V̄ компактно и

x ∈ V ⊂ V̄ ⊂ Mn+q, (1.2)

а значит, существует открытая окрестность Nn+q компактного множества K
в Mn+q, такая что замыкание N̄n+q компактно и

K ⊂ Nn+q ⊂ N̄n+q ⊂ Mn+q. (1.3)
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Непрерывная функция ‖F (x) − y‖ достигает на компактном множестве
∂Nn+q своего минимального значения, а поскольку множество K = F−1(y)
целиком лежит в Nn+q и не пересекается с границей ∂Nn+q, то это минималь-
ное значение положительно. Обозначим

δ = min
x∈∂Nn+q

‖F (x) − y‖ > 0. (1.4)

Поскольку конечномерное C1-гладкое многообразие Mn+q хаусдорфово и
имеет счётную базу, то по следствию из теоремы 4.8 в [7, с. 309] C1-структура
на M содержит C∞-структуру.

Рассмотрим сужение отображения F на ориентированное конечномерное
подмногообразие Mn+q

F |Mn+q : Mn+q → Fn, (1.5)

будем называть его редуцированным отображением. Пусть число δ взято из
условия (1.4), и пусть положительное число ε меньше δ. Аппроксимируем реду-
цированное отображение (1.5) C∞-гладким отображением

F |ε : Mn+q → Fn

так, чтобы
‖F (x) − Fε(x)‖ < ε для всех x ∈ N̄n+q. (1.6)

Тогда

‖Fε(x) − y‖ � ‖F (x) − y‖ − ‖Fε(x) − F (x)‖ > 0 для всех x ∈ ∂Nn+q.

Без ограничения общности можно считать, что y является регулярным зна-
чением для отображения Fε. Действительно, возьмём C∞-гладкое отображе-
ние Fε/2, которое является (ε/2)-аппроксимацией отображения F . По теореме
Сарда множество регулярных значений отображения Fε/2 всюду плотно, поэто-
му можно выбрать регулярное значение y1 отображения Fε/2 в (ε/2)-окрестно-
сти точки y. Тогда отображение Fε = Fε/2 + y − y1 является ε-аппроксимацией
отображения F и y—регулярное значение для этого отображения. Прообраз ре-
гулярного значения y представляет собой замкнутое q-мерное подмногообразие
в Nn+q, а значит, и в X. Обозначим

W q = F−1
ε (y).

Пусть i : W q → X — тождественное вложение. Построим GLc-оснащение па-
ры (W q, i) в структуре XΦ. Для этого зададим сначала оснащение q-мерного
многообразия W q в (n + q)-мерном многообразии Nn+q, а затем оснащение
(n + q)-мерного многообразия Nn+q в структуре XΦ.

Для Cr-отображения F : X → E (r � 1) из многообразия X в простран-
ство E дифференциал D F : TX → TE � E × E переводит касательный вектор
v ∈ TxX в пару (F (x),D F (x)v). Введём отображение D∗F : TX → X×E, кото-
рое переводит v ∈ TxX в пару (x,D F (x)v). Очевидно, D∗F является Cr−1-мор-
физмом расслоений.
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Поскольку y—регулярное значение для отображений Fε, то для любо-
го x ∈ F−1(y) дифференциал отображения Fε в точке x представляет собой
сюръективное линейное отображение

D Fε(x) : TxNn+q → TyFn = Fn.

Поскольку W q = F−1
ε (y), то для x ∈ W q ядро отображения D Fε(x) сов-

падает с TxW q, а нормальное пространство VxW q
N к подмногообразию W q

в многообразии Nn+q изоморфно отображается на Fn. Поэтому D∗Fε задаёт
тривиализацию нормального расслоения

ξn = D∗Fε|VW q
N

: VW q
N → W q × Fn. (1.7)

Поскольку конечномерное многообразие допускает гладкие разбиения еди-
ницы, то имеется разложение TNn+q|W q � TW q ⊕ VW q

N . Положим

τn = ITW q ⊕ ξ−1
n : TW q ⊕ Fn → TW q ⊕ VW q

N � TNn+q|W q , (1.8)

где Fn = W q × Fn.
Аналогично построим бесконечномерную часть оснащения, т. е. GLc-осна-

щение Nn+q в структуре XΦ. В силу трансверсальности F �Ω(F n) Fn суперпо-
зиция отображений

TxXΦ
DxF−−−→ TF (x)E

p−→ TF (x)E/TF (x)F
n = E/Fn � F∞−n

сюръективна, поэтому касательное пространство TxNn+q, которое совпадает
с ядром суперпозиции, переводится в ноль, а нормальное пространство VNn+q

X

к подмногообразию Nn+q в структуре XΦ изоморфно отображается на F∞−n.
Следовательно, морфизм расслоений

ξ∞−n = D∗(PF )|VNn+q
X

: VNn+q
X → Nn+q × F∞−n (1.9)

является изоморфизмом расслоений.
Поскольку в картах структуры XΦ отображение F имеет вид P + k(x), где

P : E × R
q → E —проекция на первый сомножитель, а k(x)—линейный ком-

пактный оператор при каждом x, то (1.9) —GLc-изоморфизм расслоений.
Зададим GLc-оснащение Nn+q в структуре XΦ формулой

τ∞−n = ITN ⊕ ξ−1
∞−n : TNn+q ⊕ F∞−n → TNn+q ⊕ VNn+q

X � i∗(TXΦ). (1.10)

Заметим, что здесь рассматривается многообразие Nn+q без края, так как нас
будет интересовать только оснащение τ∞−n над W q. Соединяя оснащения τn

и τ∞−n, получим GLc-оснащение пары (W q, i) в структуре XΦ:

τW : TW q⊕E = TW q⊕Fn⊕F∞−n τn⊕IF∞−n−−−−−−−→ TNn+q|W q⊕F∞−n τ∞−n−−−−→ i∗(TXΦ).
(1.11)

Определение 1.3. Степенью d(F,XΦ, y) отображения F в точке y назовём
класс эквивалентности тройки (W q, i, τW ) в группе Fq(XΦ)— группе GLc-осна-
щённых бордизмов фредгольмовой структуры XΦ (подробнее см. [15]), если
F−1(y) 
= ∅. Если же F−1(y) = ∅, то положим степень d(F,XΦ, y) равной
нулевому элементу в Fq(XΦ).
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2. Основные необходимые в дальнейшем
понятия и факты
из теории многозначных отображений

Пусть (X, dX), (Z, dZ)—метрические пространства.
Для подмножества A метрического пространства и ε > 0 мы обозначим через

Oε(A) ε-окрестность подмножества A. Пусть K(Z) обозначает совокупность
всех непустых компактных подмножеств пространства Z.

Пусть даны многозначное отображение Σ: X � K(Z) и число ε > 0. Тогда
непрерывное отображение σε : X → Z (ε > 0—произвольное число) называ-
ется ε-аппроксимацией отображения Σ, если для каждого x ∈ X существует
x′ ∈ Oε(x), такое что σε(x) ∈ Oε

(
Σ(x′)

)
, где через Oε(x) и Oε

(
Σ(x′)

)
обозна-

чены соответственно ε-окрестности точки x и множества Σ(x′). Это понятие
можно эквивалентным образом задать как выполнение включения

σε(x) ∈ Oε

(
Σ

(
Oε(x)

))

для всех x ∈ X или как
Γσε

⊂ Oε(ΓΣ),

где Γσε
, ΓΣ — графики σε и Σ соответственно, Oε(ΓΣ)— ε-окрестность ΓΣ и

метрика в X × Z определяется естественным путём как

d
(
(x, z), (x′, z′)

)
= max{dX(x, x′), dZ(z, z′)}.

Тот факт, что σε есть ε-аппроксимация многозначного отображения Σ обо-
значается как σε ∈ a(Σ, ε).

Многозначное отображение Σ: X � K(Z) называется полунепрерывным
сверху, если для каждого открытого множества V ⊂ Z множество

Σ−1
+ (V ) = {x ∈ X : Σ(x) ⊂ V }

открыто в X.
Суммируем некоторые свойства εcdf аппроксимаций в следующем утвержде-

нии (подробнее в [10]).

Предложение 2.1. Пусть Σ: X � K(Z)—полунепрерывное сверху много-
значное отображение. Имеют место следующие свойства.

1. Пусть X1 —компактное подмножество X. Тогда для каждого ε > 0 су-
ществует δ > 0, такое что включение σ ∈ a(Σ, δ) влечёт включение
σ|X1 ∈ a(Σ|X1 , ε).

2. Пусть X —компакт, Z1 —метрическое пространство и ϕ : Z → Z1 —непре-
рывное отображение. Тогда для каждого ε > 0 существует δ > 0, такое
что из включения σ ∈ a(Σ, δ) следует включение ϕ ◦ σ ∈ a(ϕ ◦ Σ, ε).
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3. Пусть X —компакт и Σ∗ : X × [0, 1] → K(Z)—полунепрерывное сверху
мультиотображение. Тогда для каждых λ ∈ [0, 1] и ε > 0 существует δ > 0,
такое что σ∗ ∈ a(Σ∗, δ) влечёт, что σ∗(·, λ) ∈ a(Σ∗(·, λ), ε).

4. Пусть Z1 —метрическое пространство и Σ1 : X � K(Z1)—полунепрерыв-
ное сверху мультиотображение. Тогда для каждого ε > 0 существует δ > 0,
такое что если σ ∈ a(Σ, δ) и σ1 ∈ a(Σ1, δ), то σ × σ1 ∈ a(Σ × Σ1, ε), где
(σ × σ1)(x) = σ(x) × σ1(x), (Σ × Σ1)(x) = Σ(x) × Σ1(x).

В последующем мы будем использовать следующее важное свойство ε-ап-
проксимаций.

Предложение 2.2. Пусть X, X ′, Z —метрические пространства. Пусть
F : X → X ′—непрерывное отображение, Σ: X � K(Z)—полунепрерывное
сверху мультиотображение, ϕ : Z → X ′ —непрерывное отображение. Предпо-
ложим, что X1 ⊆ X — такое компактное подмножество, что

F (x) /∈ ϕ ◦ Σ(x), x ∈ X1. (2.1)

Тогда если ε > 0 достаточно мало и σε ∈ a(Σ, ε), то

F (x) /∈ ϕ ◦ σε(x), x ∈ X1.

Доказательство. Предположим противное, т. е. что существуют последова-
тельности {xn} ⊂ X1 и εn → 0, εn > 0, такие что

F (xn) = ϕσεn
(xn) (2.2)

для последовательности σεn
∈ a(Σ, εn).

По пунктам 1 и 2 предложения 2.1 мы заключаем, что без ограничения общ-
ности отображения ϕσεn

|X1 определяют последовательность δn-аппроксимаций
отображения ϕΣ|X1 с δn → 0 и при этом

(
xn, ϕσεn

(xn)
) ∈ Oδn

(
ΓϕΣ|X1

)
.

Так как график полунепрерывного сверху мультиотображения ϕΣ|X1 —ком-
пактное множество (см. [1, теорема 1.1.7]), то мы можем предположить без
ограничения общности, что

(
xn, ϕεn

(xn)
) → (x0, y0) ∈ ΓϕΣ|X1

и что y0 ∈ ϕΣ(x0). Переходя к пределу в (2.2), мы получаем, что f(x0) = y0 ∈
∈ ϕΣ(x0), что противоречит предположению (2.1). Предложение доказано.

Для представления класса многозначных отображений мы напомним неко-
торые понятия.

Определение 2.1 [8,10,11]. Непустое компактное подмножество A метри-
ческого пространства Z называется асферичным (или ∞-близостно связным),
если для любого ε > 0 найдётся δ, 0 < δ < ε, такое что для каждого n = 0, 1, . . .
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любое непрерывное отображение d : Sn → Oδ(A) может быть продолжено до
непрерывного отображения D : Bn+1 → Oε(A), где Sn, Bn+1 — единичная сфера
и шар в R

n+1, Oδ(A), Oε(A) обозначают соответствующие окрестности множе-
ства A.

Пусть X, Z —метрические пространства, K(Z) обозначает совокупность
всех непустых компактных подмножеств Z.

Полунепрерывное сверху многозначное отображение (мультиотображение)
Σ: X → K(Z) называется J-мультиотображением (Σ ∈ J(X,Z)), если каждое
значение Σ(x), x ∈ X —асферичное множество.

Под AR-пространством будет пониматься абсолютный ретракт, а под
ANR-пространством— абсолютный окрестностный ретракт.

Предложение 2.3 (см. [10]). Пусть Z —ANR-пространство, и пусть
Σ: X → K(Z)—полунепрерывное сверху мультиотображение. Тогда, если для
каждого x ∈ X значение Σ(x) есть

а) выпуклое множество,
б) стягиваемое множество,
в) Rδ-множество (пересечение убывающей последовательности стягиваемых

компактных множеств),
г) AR-пространство,

то Σ— J-мультиотображение. В частности, каждое непрерывное отображение
σ : X → Z — J-мультиотображение.

Следующее утверждение описывает аппроксимационные свойства J-муль-
тиотображений.

Предложение 2.4 (см. [10,11]). Пусть X —компактное ANR-пространство,
Z —метрическое пространство, Σ ∈ J(X,Z). Тогда

1) мультиотображение Σ аппроксимируемо, т. е. для каждого ε > 0 суще-
ствует σε ∈ a(Σ, ε);

2) для каждого ε > 0 существует δ0 > 0, такое что для любого δ (0 < δ < δ0)
и для любых двух δ-аппроксимаций σδ, σ

′
δ ∈ a(Σ, δ) существует непрерыв-

ное отображение (гомотопия) τ∗ : X × [0, 1] → Z, такое что

а) σ∗(·, 0) = σδ, σ∗(·, 1) = σ′
δ;

б) σ∗(·, λ) ∈ a(Σ, ε) для всех λ ∈ [0, 1].

Определение 2.2. Обозначим через CJ(X,X ′) совокупность мультиотобра-
жений G : X → K(X ′), представимых в виде G = ϕ ◦ Σ, где Z —некоторое
метрическое пространство, Σ ∈ J(X,Z), ϕ : Z → X ′ —непрерывное отображе-
ние.

Композиция ϕ ◦Σ называется представлением мультиотображения G. Таким
образом,

G = (ϕ ◦ Σ) ∈ CJ(X,X ′).
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3. Ориентированная степень
компактных многозначных возмущений
фредгольмовых отображений

Рассмотрим отображение вида F − G : Ū → E2 (напомним, что U ⊆ E1 —
открытое ограниченное множество) и будем предполагать, что

(h1) F —непрерывное собственное отображение, F |U ∈ ΦkC1(U,E2), где k � 0,
причём F порождает на U ориентированную фредгольмову структуру UΦ;

(h2) G = ϕ ◦ Σ ∈ CJ(Ū , E2) и множество G(Ū) относительно компактно в E2;
(h3) F (x) ∈̄ G(x), x ∈ ∂U .

Отметим, что из предположений (h1), (h2) вытекает, что множество

Q = {x : F (x) ∈ G(x)}
компактно.

Цель этого раздела— определение при предположениях (h1)—(h3) ориенти-
рованной степени для отображения F − G.

Вначале рассмотрим случай отображений вида F − Gm : Ū → E2, где
Gm ∈ CJ(Ū , E2) является конечномерным мультиотображением (т. е. Gm та-
кое, что существует конечномерное подпространство Em

2 ⊆ E2, для которого
Gm(Ū) ⊆ Em

2 ) и для отображений F и Gm выполнены условия (h1)—(h3).
Из теоремы 1.1 следует, что найдутся окрестность O ⊆ U множества

Qm = {x : F (x) ∈ Gm(x)}
и n-мерное подпространство En

2 ⊂ E2, такие что множество M = F−1(En
2 ) ∩ O

является (n + k)-мерным многообразием.
Без ущерба для общности можно считать, что Em

2 ⊆ En
2 , где En

2 — n-мерное
пространство, указанное в теореме 1.1. Тогда Qm ⊂ M . Отметим также, что
ориентация на U индуцирует ориентацию на M .

Лемма 3.1. Для отображения F − Gm пусть Om
γ ⊆ M —ограниченная

γ-окрестность Qm. Тогда сужение Σ|Ōm
γ
аппроксимируемо, если γ > 0 доста-

точно мало.

Доказательство. Рассмотрим открытое ограниченное множество N , удовле-
творяющее следующим условиям:

1) Qm ⊆ N ⊆ N̄ ⊆ M ;
2) N̄ —компактное ANR-пространство.

Заметим, что в качестве N можно взять объединение конечного набора шаров
с центрами в точках Qm.

Возьмём теперь γ > 0 настолько малым, что Om
γ ⊆ N , где Om

γ —огра-
ниченная γ-окрестность Qm, такая что Σ|Ōm

γ
аппроксимируемо. Выбор такой

окрестности Om
γ возможен благодаря первому утверждению предложения 2.4 и

первому утверждению предложения 2.1.



74 В. Г. Звягин

Лемма 3.2. Пусть Om
γ выбрано в соответствии с леммой 3.1. Тогда если

ε > 0 достаточно мало и σε ∈ a
(
Σ|Ōm

γ
, ε

)
, то F (x) ∈̄ Gm(x) для x ∈ ∂Om

γ .

Утверждение леммы следует из предложения 2.4.
Итак, пусть Om

γ —окрестность множества Qm, содержащаяся в N , на ко-
торой сужение Σ|Ōm

γ
аппроксимируемо, и пусть для достаточно малого ε > 0

σε ∈ a
(
Σ|Ōm

γ
, ε

)
— такая аппроксимация, что

F (x) − ϕσε(x) 
= 0, x ∈ ∂Qm
γ .

Определение 3.1. Ориентированную степень Deg(F − Gm, Ū , 0) отображе-
ния F − Gm относительно точки нуль определим равенством

Deg(F − Gm, Ū , 0) = d (F − ϕσε, Ōm
γ , 0),

где d (F − ϕσε, Ōm
γ , 0)—обобщённая степень конечномерного отображения

F − ϕσε : Ōm
γ → En

2 , которая представляет собой класс оснащённых бордизмов
тройки (W k, i, τW ), где W k = h−1

ε (0) и hε —C∞-гладкая достаточно близкая
аппроксимация отображения F − ϕσε : Ōm

γ → En
2 , для которой 0—регулярное

значение.
Замечание. Отметим, что степень Deg(F − Gm, Ū , 0) является элементом

Fk(UΦ)— группы GLc-оснащённых бордизмов фредгольмовой структуры UΦ.

Лемма 3.3. Пусть σε, σ
′
ε ∈ a(Σ|Ōm

γ
, ε)—две аппроксимации. Тогда для до-

статочно малого ε > 0

d (F − ϕσε, Ōm
γ , 0) = d (F − ϕσ′

ε, Ōm
γ , 0).

Доказательство. Выберем окрестность N ′, такую что Q ⊂ N ′ ⊂ N̄ ′ ⊂ Om
γ

и N̄ ′ —ANR-пространство. Тогда согласно утверждению 1 предложения 2.1 и
предложению 2.2 можно выбрать ε > 0 достаточно малым, таким что σε|N̄ ′ и
σ′

ε|N̄ ′ — это δ0-аппроксимации Σ|N ′ и

F (x) − ϕσε(x) 
= 0, x ∈ Ōm
γ \ N ′, (3.1)

F (x) − ϕσ′
ε(x) 
= 0, x ∈ Ōm

γ \ N ′. (3.2)

Так как ε > 0 достаточно мало, то существует отображение η : N̄ ′×[0, 1] → Z
со следующими свойствами:

1) η(·, 0) = σε|N̄ ′ , η(·, 1) = σ′
ε|N̄ ′ ;

2) η(λ, ·) ∈ a(Σ|N̄ ′ , δ1) для каждого λ ∈ [0, 1], где δ1 достаточно мало;
3) F (x) − ϕη(x, λ) 
= 0, x ∈ ∂N ′, для всех λ ∈ [0, 1].
По гомотопическому свойству обобщённой степени отображений конечно-

мерных пространств мы имеем

d (F − ϕσε, N̄
′, 0) = d (F − ϕσ′

ε, N̄
′, 0).

Кроме того,
d (F − ϕσε, Ōm

γ , 0) = d (F − ϕσε, N̄
′, 0)
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и
d (F − ϕσ′

ε, Ōm
γ , 0) = d (F − ϕσ′

ε, N̄
′, 0).

Из последних трёх неравенств и следует утверждение леммы.

Если Om
γ′ ⊂ Om

γ , то имеем равенство

d (F − ϕσ′
ε, Ōm

γ′ , 0) = d (F − ϕσ′
ε, Ōm

γ , 0),

где ε > 0 достаточно мало. Это следует из первого утверждения предложе-
ния 2.1, предложения 2.2 и свойства аддитивности обобщённой конечномерной
степени.

Наконец, чтобы закончить вопрос о корректности введённой степени, выбе-
рем два трансверсальных подпространства En0 и En1 для сужения f |O, где O—
некоторая окрестность множества Qm. Вначале предположим, что En0 ⊆ En1 .
Кроме того, будем предполагать, что Gm(Ū) ⊆ En0 ⊆ En1 . Тогда по нашей
конструкции мы получаем два многообразия Mn0 и Mn1 , Mn0 ⊆ Mn1 , и две
окрестности On0

γ ⊆ Mn0 , On1
γ ⊆ Mn1 , On0

γ ⊆ On1
γ , где γ > 0 достаточно мало.

Тогда для достаточно малого ε > 0 обобщённые конечномерные степени
d (F − ϕσε, Ōn1

γ , 0) и d (F − ϕσε, Ōn0
γ , 0) определены, и по свойству сужения

конечномерной степени [15] имеем

d (F − ϕσε, Ōn1
γ , 0) = d (F − ϕσε, Ōn0

γ , 0),

что и даёт корректность определения степени в этом случае. Если же нет вклю-
чения En0 ⊆ En1 , то введём третье пространство En2 = En0 +En1 и обозначим
через d (F − ϕσε, Ōn2

γ , 0), d (F − ϕσε, Ōn1
γ , 0), d (F − ϕσε, Ōn0

γ , 0) конечномерные
степени, определяемые с помощью пространств En2 , En1 , En0 соответственно.
Тогда

d (F − ϕσε, Ōn2
γ , 0) = d (F − ϕσε, Ōn1

γ , 0),

d (F − ϕσε, Ōn2
γ , 0) = d (F − ϕσε, Ōn0

γ , 0),

откуда следует, что

d (F − ϕσε, Ōn1
γ , 0) = d (F − ϕσε, Ōn0

γ , 0).

что и завершает доказательство корректности определения степени
Deg(F − Gm, Ū , 0).

Приведём свойство гомотопической инвариантности построенной степени.
Для этого дадим следующее определение.

Определение 3.2. Пусть имеются два отображения вида F0 − G0 : Ū → E2

и F1 − G1 : Ū → E2, где Fi, i = 0, 1, удовлетворяют условию (h1), а Gi = ϕiΣi,
i = 0, 1, принадлежат CJ(Ū , E2) и являются конечномерными мультиотображе-
ниями, при этом предполагается выполнение условия Fi(x)∈̄Gi(x), x ∈ ∂U . Эти
отображения называются гомотопными (обозначение F0 − G0 ∼ F1 − G1), если
существует отображение F∗−G∗ : Ū×[0, 1] → E2, в котором F∗ : Ū×[0, 1] → E2 —
собственное непрерывное отображение, такое что F∗ ∈ Φk+1(U × [0, 1], E2) и
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фредгольмовы структуры на U , индуцированные отображениями F∗|U×{t} из
тривиальной фредгольмовой структуры на E2, одинаковы для всех t ∈ [0, 1],
а G∗ имеет вид G∗(x, λ) = ϕ∗(Σ∗(x, λ), λ), где Σ∗ ∈ J(Ū × [0, 1], Z),
ϕ∗ : Z × [0, 1] → E2 —непрерывное отображение, F∗|Ū×{i} = Fi, Σ∗|Ū×{i} = Σi,
ϕ∗|Ū×{i} = ϕi, i = 0, 1, и выполнено условие F∗(x, t)∈̄G∗(x, t) для x ∈ ∂U
и всех t ∈ [0, 1]. Отображение F∗ − G∗ называется гомотопией, соединяющей
отображения F0 − G0 и F1 − G1.

Теорема 3.1 (свойство гомотопической инвариантности). Если F0−G0 ∼
∼ F1 − G1, то

Deg(F0 − G0, Ū , 0) = Deg(F1 − G1, Ū , 0).

Доказательство. Пусть F∗ − G∗ — гомотопия, соединяющая отображения
F0 − G0 и F1 − G1. Пусть O∗γ ⊂ U × [0, 1]—достаточно малая окрестность
множества Q∗ = {(x, λ) : F∗(x, λ) ∈ G∗(x, λ)}.

Выберем σ∗ε ∈ a(Σ∗|Ō∗γ
, ε) для достаточно малого ε > 0. Используя пред-

ложения 2.1 и 2.2, можно добиться того, что отображение ϕ∗ ◦ σ∗ε : Ō∗γ → E2,
ϕ∗ ◦ σ∗ε(x, λ) = ϕ∗(σ∗ε(x, λ), λ), является δ′-аппроксимацией при G∗|Ō∗γ

для
достаточно малых δ′ и

F∗(x, λ) /∈ ϕ∗σ∗ε(x, λ), x ∈ ∂O, λ ∈ [0, 1].

Кроме того, ϕ∗ ◦ σ∗ε|Ōi
γ
, где Oi

γ = O × {i}, i = 0, 1, есть δ′′-аппроксимация для
Gi|Ōi

γ
, i = 0, 1, где δ′′ > 0 также достаточно мало.

Обозначим σi = σ∗ε|Ōi
γ
, ϕ∗(y, i) = ϕi(y), y ∈ U , i = 0, 1. Имеем

d (F0 − ϕ0 ◦ σ0, Ō0
γ , 0) = d (F1 − ϕ1 ◦ σ1, Ō1

γ , 0),

что и доказывает теорему.

Отметим ещё одно свойство построенной степени, доказательство которого
стандартно.

Свойство аддитивная зависимость степени от области. Пусть U0 и U1 —
два непересекающихся открытых подмножества ограниченного открытого мно-
жества U ⊆ E1, и пусть дано отображение F − Gm : U → E2, где F удовлетво-
ряет условию (h1), Gm —конечномерное мультиотображение, удовлетворяющее
условию (h2), и выполнено условие

F (x) /∈ Gm(x), x ∈ Ū \ (U0 ∪ U1).

Тогда

Deg(F − Gm, Ū , 0) = Deg(F − Gm, Ū0, 0) + Deg(F − Gm, Ū1, 0).

Теперь мы готовы ввести степень для отображений вида F − G : Ū → E
при условии, что для F и G выполнены условия (h1)—(h3). Для этого отметим,
что из условий собственности отображения F и компактности отображения G
вытекает следующее утверждение.
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Предложение 3.1. Предположим, что выполнены условия (h1), (h2) и
Λ: Ū → K(E2)—мультиотображение, определённое по формуле

Λ(y) = F (y) − G(y).

Тогда для каждого замкнутого подмножества T ⊆ Ū множество Λ(T ) замкнуто.

Из предложения 3.1 следует, что если выполнены условия (h1)—(h3), то
существует δ > 0, такое что

Bδ(0) ∩ Λ(∂U) = ∅, (3.3)

где Bδ(0) ⊆ E2 — δ-окрестность точки 0 ∈ E2. Теперь возьмём непрерывное
отображение Pδ : G(Ū) → Em, где Em ⊆ E2 —конечномерное подпространство,
для которого выполнено

‖Pδ(v) − v‖ < δ для всех v ∈ G(Ū). (3.4)

В качестве Pδ можно выбрать проектор Шаудера.

Теперь, если G имеет представление G = ϕ ◦ Σ, рассмотрим конечномерное
мультиотображение Gm = Pδ ◦ ϕ ◦ Σ. Из (3.3), (3.4) следует, что F , Gm и
F−Gm удовлетворяют условиям (h1)—(h3) и, следовательно, определена степень
Deg(F − Gm, Ū , 0). Положим по определению

Deg(F − G, Ū , 0) = Deg(F − Gm, Ū , 0),

где Gm = Pδ ◦ ϕ ◦ Σ и отображение Pδ удовлетворяет условию (3.4).

Для доказательства корректности этого определения достаточно показать,
что если даны два отображения P 0

δ , P 1
δ : G(Ū) → Em

2 , удовлетворяющие (3.4),
то имеет место равенство

Deg(F − G0
m, Ū , 0) = Deg(F − G1

m, Ū , 0), (3.5)

где Gk
m = P k

δ ◦ ϕ ◦ Σ, i = 0, 1. (То, что для обоих отображений P 0
δ , P 1

δ взя-
ли одно и тоже конечномерное пространство Em

2 , очевидно, не ограничивает
общности рассуждений, этого можно добиться всегда.) Рассмотрим теперь го-
мотопию H : Ū × [0, 1] → E2, H(x, t) = F − G∗, где G∗(x, λ) = ϕ∗

(
Σ(x, λ)

)
и

ϕ∗(z, λ) = (1 − λ)P 0
δ ϕ(z) + λP 1

δ ϕ(z). Тогда из теоремы 3.1 следует (3.5). Конеч-
но, имеет место и основное свойство степени. Если Deg(F − G, Ū , 0) 
= 0, то
существует x ∈ U , такое что F (x) ∈ G(x).

Определение гомотопии для класса отображений вида F − G совершенно
аналогично определению гомотопии для класса отображений вида F −Gm. Оба
отмеченных выше свойства степени Deg(F − Gm, Ū , 0) имеют место и для сте-
пени Deg(F − G, Ū , 0).
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4. Об одной задаче оптимального управления
для класса обыкновенных дифференциальных
уравнений с условием Хопфа на границе

На основе теории степени многозначных возмущений Φ1C
1-отображений

в этом разделе устанавливается существование оптимального управления для
одной краевой задачи из теории обыкновенных дифференциальных уравнений.
Таким же методом с использованием другой теории степени удалось доказать
существование оптимального управления с обратной связью для математиче-
ской модели движения слабо концентрированных водных растворов полимеров
как с полной производной в реологическом соотношении [16], так и с объектив-
ной производной [3].

Вначале введём необходимые обозначения и дадим описание задачи.
Для пары функций x1(t), x2(t), заданных на отрезке [0, 1], рассмотрим си-

стему из двух нелинейных дифференциальных уравнений второго порядка

fi

(
x′′

1(t), x′′
2(t)

) − gi

(
t, x1(t), x2(t), x′

1(t), x
′
2(t)

)
= qi(t), i = 1, 2, (4.1)

с краевыми условиями

hj

(
x1(0), x2(0), x′

1(1), x′
2(1)

)
= cj , j = 1, 2, 3, (4.2)

где про нелинейные функции fi : R
2 → R, gi : R

5 → R и hj : R
4 → R,

qi : [0, 1] → R пока будем предполагать, что они непрерывны, и c1, c2, c3 —
некоторые числа, а позже наложим дополнительные условия.

Предположим, что функции xi(t) два раза непрерывно дифференцируемы,
тогда в левых частях равенств (4.1), (4.2) стоят непрерывные функции. Опре-
делим отображения

F : C2([0, 1], R2) → C([0, 1], R2),

F (x1, x2) =
(
f1(x′′

1 , x′′
2), f2(x′′

1 , x′′
2)

) − (q1, q2),

G : C2([0, 1], R2) → C([0, 1], R2),

G(x1, x2) =
(
g1(t, x1, x2, x

′
1, x

′
2), g2(t, x1, x2, x

′
1, x

′
2)

)
,

H : C2([0, 1], R2) → R
3,

H(x1, x2) =
(
h1

(
x1(0), x2(0), x′

1(1), x′
2(1)

)
, h2(. . .), h3(. . .)

)
.

Рассмотрим отображение

L = (F − G,H − c) : C2([0, 1], R2) → C([0, 1], R2) × R
3,

где c = (c1, c2, c3), q = (q1, q2). Тогда краевая задача (4.1), (4.2) эквивалентна
операторному уравнению

L(x) = (q, 0). (4.3)
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Теорема 4.1. Пусть функции fi : R
2 → R, i = 1, 2, имеют непрерывные

частные производные первого порядка и якобиан
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∂f1

∂x1

∂f1

∂x2

∂f2

∂x1

∂f2

∂x2

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

отличен от нуля во всех точках пространства R
2. Тогда отображение

F : C2([0, 1], R2) → C([0, 1], R2) фредгольмово, ind F = 4, и собственно на огра-
ниченных множествах пространства C2([0, 1], R2).

Доказательство. Отображение F представляет собой суперпозицию линей-
ного непрерывного отображения

Φ: C2([0, 1], R2) → C([0, 1], R2), Φ(x1, x2) = (x′′
1 , x′′

2),

и отображения

F̃ : C([0, 1], R2) → C([0, 1], R2), F̃ (x1, x2) =
(
f1(x1, x2), f2(x1, x2)

)
.

Линейное отображение Φ ограниченное и, следовательно, непрерывное, образ
совпадает со всем пространством, а ядро состоит из пар линейных функций
x1(t) = a1 + b1t, x2(t) = a2 + b2t (см. [6, п. 4.1, примеры 1 и 2]). Поэтому Φ—
линейное фредгольмово отображение индекса 4.

Отображение F̃ дифференцируемо, его производная Фреше в точке(
x1(t), x2(t)

) ∈ C([0, 1], R2)—линейный оператор в пространстве C([0, 1], R2),
который на паре функций

(
h1(t), h2(t)

) ∈ C([0, 1], R2) равен

D F̃(x1(t),x2(t))

(
h1(t), h2(t)

)
=

⎛

⎜
⎜
⎝

∂f1

∂x1

(
x1(t), x2(t)

) ∂f1

∂x2

(
x1(t), x2(t)

)

∂f2

∂x1

(
x1(t), x2(t)

) ∂f2

∂x2

(
x1(t), x2(t)

)

⎞

⎟
⎟
⎠

(
h1(t)
h2(t)

)
.

Обозначим через M(n) множество квадратных матриц порядка n и через
GL(n) подмножество обратимых матриц. Тогда матрица

a(t) =

⎛

⎜
⎜
⎝

∂f1

∂x1

(
x1(t), x2(t)

) ∂f1

∂x2

(
x1(t), x2(t)

)

∂f2

∂x1

(
x1(t), x2(t)

) ∂f2

∂x2

(
x1(t), x2(t)

)

⎞

⎟
⎟
⎠

представляет собой элемент пространства C
(
[0, 1],M(2)

)
, поскольку по условию

частные производные функций f1, f2 непрерывны. Таким образом, оператор
D F̃(x1(t),x2(t)) —это оператор умножения на матричнозначную функцию a(t):

D F̃(x1(t),x2(t)) : C([0, 1], R2) → C([0, 1], R2), x(t) �→ a(t)x(t),
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где матрица a(t) умножается на столбец

x(t) =
(

x1(t)
x2(t)

)
.

Отображение D F̃(x1(t),x2(t)) линейно и непрерывно.
Поскольку определитель матрицы a(t) отличен от нуля при всех t, то мат-

ричная функция a(t) представляет собой элемент пространства C
(
[0, 1],GL(2)

)
.

Тогда оператор DF̂x1,x2 принадлежит GL
(
C([0, 1], R2)

)
и, значит, является фред-

гольмовым оператором индекса 0.
Таким образом, отображение F —нелинейное фредгольмово отображение

индекса 4. Отображение F собственно на ограниченных множествах простран-
ства C2([0, 1], R2) [2, теорема 1]. Теорема доказана.

Лемма 4.1. Если отображение g : R
5 → R

2, g = (g1, g2), непрерывно, то
отображение

G : C2([0, 1], R2) → C([0, 1], R2),

G(x1, x2) =
(
g1(t, x1, x2, x

′
1, x

′
2), g2(t, x1, x2, x

′
1, x

′
2)

)
,

является компактным непрерывным отображением.

Доказательство. Поскольку отображение G зависит только от x(t) и x′(t),
то его можно представить в виде суперпозиции двух отображений:

C2([0, 1], R2) i→ C1([0, 1], R2) G̃→ C([0, 1], R2),

где i—вложение, а G̃ определяется тем же равенством, что и G.
Лемма следует из того, что первое отображение i—непрерывный компакт-

ный линейный оператор, а отображение G̃ непрерывно. Действительно, из
непрерывности отображения g вытекает, что для любого ε > 0 найдётся та-
кое δ > 0, что из условия ⎧

⎪⎨

⎪⎩

|t − t0| < δ,

‖x − x0‖R2 < δ,

‖p − p0‖R2 < δ

(4.4)

вытекает, что
|g(t, x, p) − g(t0, x0, p0)| < ε.

Пусть теперь

‖x(t) − x0(t)‖C1([0,1],R2) = max
t∈[0,1]

‖x(t) − x0(t)‖R2 + max
t∈[0,1]

‖x′(t) − x′
0(t)‖R2 < δ,

тогда из (4.4) вытекает, что
∥
∥G̃

(
x(t)

)− G̃
(
x0(t)

)∥∥
C([0,1],R2)

= max
t∈[0,1]

∥
∥g

(
t, x(t), x′(t)

)− g
(
t, x0(t), x′

0(t)
)∥∥

R2 < ε.

Лемма доказана.
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Теорема 4.2. Пусть g = (g1, g2) : R
5 → R

2 —непрерывное отображение,
f = (f1, f2) : R

2 → R
2 —непрерывно дифференцируемое отображение. Пред-

положим, что найдутся такие положительные числа M , K, μ, что

1) ‖g(y)‖2 + ‖q(t)‖2 � M для y ∈ R
5, t ∈ [0, 1];

2) из условия ‖x‖2 � K вытекает, что ‖f(x)‖2 > M для всех x ∈ R
2;

3) отображение Ĥ : R
4 → R

3, Ĥ = (h1, h2, h3), удовлетворяет условию
‖Ĥ(x)‖3 � (1/μ)‖x‖4.

Тогда на границе шара Br(0) пространства C2([0, 1], R2), где

r = K + 2μ
√

c2
1 + c2

2 + c2
3,

нет решений уравнения (4.3).

Доказательство. Из условий 1) и 2) вытекает, что если
(
x1(t), x2(t)

)
—ре-

шение системы (4.1), (4.2), то ‖x′′(t)‖2 = max(|x′′
1(t)|, |x′′

2(t)|) < K для всех
t ∈ [0, 1]. Из краевых условий (4.2) вытекает, что

‖Ĥ(x)‖3 =
√

c2
1 + c2

2 + c2
3,

откуда следует, что

|xi(0)| � μ
√

c2
1 + c2

2 + c2
3, |x′

i(1)| � μ
√

c2
1 + c2

2 + c2
3, i = 1, 2.

По теореме о среднем x′
i(t) = x′

i(1)+x′′
i (θ)(t−1), где 0 � θ � 1, и следовательно,

|x′
i(t)| < K + μ

√
c2
1 + c2

2 + c2
3.

Аналогично xi(t) = xi(0) + x′
i(θ1)t, где 0 � θ1 � 1, откуда следует, что

|xi(t)| < K + 2μ
√

c2
1 + c2

2 + c2
3.

Таким образом, при выполнении условий теоремы для любого решения за-
дачи (4.1), (4.2) выполняется оценка

‖x(t)‖C2 = max
t∈[0,1]

(‖x(t)‖2, ‖x′(t)‖2, ‖x′′(t)‖2) < K + 2μ
√

c2
1 + c2

2 + c2
3.

Теорема доказана.

Рассмотрим теперь многозначное отображение

Ψ: C2([0, 1], R2) → C([0, 1], R2)

в качестве функции управления. Будем предполагать, что Ψ удовлетворяет сле-
дующим условиям:

(Ψ1) отображение Ψ имеет непустые компактные выпуклые значения;
(Ψ2) отображение Ψ полунепрерывно сверху и компактно;
(Ψ3) отображение Ψ глобально ограниченное, т. е. существует константа C > 0,

такая что ‖Ψ(x)‖C([0,1],R2) � C.
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Определение 4.1. Пара (x, q) ∈ C2([0, 1], R2)×C([0, 1], R2) называется реше-
нием задачи управления с обратной связью, если она удовлетворяет (4.1), (4.2)
и

q ∈ Ψ(x). (4.5)

Положим Ĝc(x) = (G(x) − Ψ(x), c). Получим многозначное отображение
Ĝc(x) : C2([0, 1], R2) → C([0, 1], R2). Так как Ψ имеет непустые компактные вы-
пуклые значения, то очевидно, что Ĝc(x) так же действует в подмножество
непустых выпуклых компактных подмножеств пространства C([0, 1], R2) × R

3.
При этом оператор Ĝc(x) является компактным.

Пусть F̂ : C2([0, 1], R2) → C([0, 1], R2) × R
3 —отображение, заданное по

формуле F̂ =
(
F (x),H(x)

)
. Тогда проблема разрешимости краевой задачи

(4.1), (4.2) с условием (4.5) можно заменить на эквивалентную задачу раз-
решимости операторного включения

F̂ (x) ∈ Ĝc(x). (4.6)

Теорема 4.3. Предположим, что выполнены условия теоремы 4.2. Предпо-
ложим, что, кроме того, выполняются следующие условия :

1) из условия ‖x‖2 < r = K + 2μ 4
√

c2
1 + c2

2 + c2
3 вытекает, что det Df(x) 
= 0;

2) ‖f(0, 0)‖2 � M ;
3) неориентированная степень deg2

(
f,Br, f(0, 0)

)
конечномерного отображе-

ния f : R
2 → R

2 на шаре Br = {x ∈ R
2 : ‖x‖2 � r} пространства R

2 равна
1 (mod 2).

Тогда существует решение задачи (4.1), (4.2) в пространстве C2([0, 1], R2).

Доказательство. Из теорем 4.1, 4.2 и леммы 4.1 вытекает, что определена
степень отображения L на шаре Br(0) пространства C2([0, 1], R2) относитель-
но фредгольмовой структуры BΦ = Br(0)Φ, индуцированной отображением L.
Напомним, что L представляет собой компактное возмущение фредгольмова
отображения индекса 1.

Для вычисления степени d(L,BΦ, 0) проведём серию допустимых гомотопий.
Зададим гомотопию

Lλ : C2([0, 1], R2) × [0, 1] → C([0, 1], R2) × R
3

формулой

Lλ(x1, x2) = (F (x1, x2) − λG(x1, x2) − λq − (1 − λ)F (0, 0),H(x1, x2) − c).

Эта гомотопия отвечает ограниченному той же константой M изменению правой
части системы (4.1):

‖λg(t, x1, x2, x
′
1, x

′
2)−λq(t) + (1−λf(0, 0)‖2 � λ‖g− q‖2 + (1−λ)‖f(0, 0)‖2 � M,

поэтому сохраняется априорная оценка ‖x‖C2 < r для любого решения x урав-
нения Lλ(x) = 0. Таким образом, гомотопия Lλ невырожденна на ∂Br(0).
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Гомотопия Lλ меняет только компактную часть отображения, следовательно,
не меняет индуцированную структуру BΦ на Br(0) ⊂ C2([0, 1]), R2). Поэтому

Deg(L0, BΨ, 0) = Deg(L1, BΨ, 0).

Чтобы не усложнять запись, будем обозначать полученное в результате го-
мотопии отображение буквой L, а отображение H − c обозначим H. Будем
считать, что

L(x) =
(
F (x),H(x)

)
,

где F (0) = 0, H(0) = 0.
Заметим, что пространство C([0, 1], R2) имеет базис Шаудера [12, с. 3], сле-

довательно, обладает свойством конечномерной аппроксимации.
Из доказательства теоремы 4.1 видно, что отображение F представляет

собой суперпозицию F = F̂ ◦ Φ, где F̂ —локальный диффеоморфизм, а Φ—
линейный оператор, поэтому для любого x ядро и образ оператора D F (x) сов-
падают с ядром и образом оператора Φ. Точнее, ядро Ker D F (x) четырёхмерно
и совпадает с подпространством, состоящим из пар линейных функций:

E4 def= Ker D F (x) =
{(

x1(t), x2(t)
)
: xi(t) = ai + tbi, i = 1, 2

}
,

образ Im D F (x) совпадает со всем пространством C([0, 1], R2).
В качестве дополнительного пространства к ядру E4 в C2([0, 1], R2) выберем

подпространство

E∞−4 =
{(

x1(t), x2(t)
)
: xi(0) = 0, x′

i(1) = 0, i = 1, 2
}
.

Подпространство E∞−4, очевидно, замкнуто и является дополнительным к E4,
поскольку для любой вектор-функции x(t) =

(
x1(t), x2(t)

)
можно записать раз-

ложение в ряд Тейлора

x(t) = x(0) + x′(0)t +

t∫

0

(t − s)x′′(s) ds

с остаточным членом в интегральной форме [9]. Положим

u1 = x(0) + x′(1), u2 = [x′(0) − x′(1)]t +

1∫

0

(t − s)x′′(s) ds.

Тогда u1 ∈ E4, u2 ∈ E∞−4, поскольку

u2(0) = 0, u′
2(t) = x′(0) − x′(1) +

t∫

0

x′′(s) ds, u′
2(1) = 0.

Таким образом, мы получили разложение пространства C2([0, 1], R2) в тополо-
гическую прямую сумму E4 ⊕ E∞−4 � E4 × E∞−4. Теперь каждый элемент
x(t) пространства C2([0, 1], R2) можно записать в виде пары x(t) = (u1, u2),
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где u1 ∈ E4, u2 ∈ E∞−4. Заметим теперь, что отображение L = (F,H) можно
записать в виде L(x) = L(u1, u2) =

(
F (u2),H(u1)

)
, поскольку значение отоб-

ражения F зависит только от вторых производных функции x(t), а H зависит
только от значений функции x(t) в нуле и её первых производных в единице.
Таким образом,

L(x) = L(u1, u2) =
(
F (u2),H(u1)

)
.

Отображение F , суженное на подпространство E∞−4, представляет собой ло-
кальный диффеоморфизм, поскольку

D F (x)|E∞−4 : E∞−4 → C([0, 1], R2)—

линейный изоморфизм для каждого x. Отображение

F : C2([0, 1], R2) → C([0, 1], R2)

собственно на ограниченных множествах пространства C2([0, 1], R2), подпро-
странство E∞−4 замкнуто, поэтому сужение F на ограниченные подмножества
подпространства E∞−4 также собственно. Из априорной оценки известно, что
решения уравнения L(x) = 0 лежат в шаре пространства C2([0, 1], R2) радиу-
са r, поэтому в ограниченном множестве E∞−4 ∩ Br(0) лежит только конечное
число изолированных точек из F−1(0).

Если x(t) ∈ Br(0) ∈ C2([0, 1], R2), то ‖x‖C2 < r, следовательно, ‖x(t)‖2 < r
для любого t ∈ [0, 1]. По условию справедливо deg2(f,Br, 0) = 1 (mod 2) (напом-
ним, что мы уже сделали сдвиг, поэтому f(0, 0) = 0), поэтому для отображения
f : Br ⊂ R

2 → R
2 прообраз регулярного значения 0 (все значения регуляр-

ные в силу условия 1)) состоит из нечётного числа точек, скажем f−1(0) =
= {b0, b1, . . . , b2k}. Тогда

x(t) ∈ F−1(0) ⇐⇒
{

x′′
1(t) = bi

1,

x′′
2(t) = bi

2,
(4.7)

для некоторой точки bi ∈ f−1(0) с координатами (bi
1, b

i
2) в R

2. Решая систе-
му (4.7), получаем ⎧

⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

x1(t) = α1
1 + α2

1t +
bi
1t

2

2
,

x2(t) = α1
2 + α2

2t +
bi
2t

2

2
,

(4.8)

где α1
1, α2

1, α1
2, α2

2 —произвольные константы.
При каждом i = 0, . . . , 2k множество вектор-функций x(t) =

(
x1(t), x2(t)

)
,

удовлетворяющих системе (4.8), представляет собой аффинную плоскость E4
i ,

полученную сдвигом на постоянный вектор (bi
1t

2/2, bi
1t

2/2). Проекция век-
тор-функции (4.8) на подпространство E∞−4 есть (bi

1t
2/2, bi

1t
2/2).

Таким образом, если рассматривать отображение F из C2([0, 1]), R2)
в C([0, 1]), R2), то F−1(0)—набор из 2k + 1 аффинной плоскости, а если рас-
сматривать F из E∞−4 в C([0, 1]), R2), то F−1(0) состоит из 2k + 1 точки.
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Обратимся теперь к отображению L. Выберем в подпространстве E4 базис,
состоящий из вектор-функций e1 = (1, 0), e2 = (t, 0), e3 = (0, 1), e4 = (0, t).
Тогда вектор-функция x(t) = (α1 +α2t, β1 +β2t) ∈ E4 раскладывается по базису
следующим образом:

x(t) = α1e1 + α2e2 + β1e3 + β2e4,

так что числа α1, α2, β1, β2 являются координатами вектор-функции x(t) в ба-
зисе e1, e2, e3, e4.

Запишем теперь отображение H : E4 → R
3 в координатах α1, α2, β1, β2

имеет вид H(α1, α2, β1, β2) = h(α1, α2, β1, β2)−c, где h : E4 → R
3 —отображение

Хопфа.
Таким образом, из [11] следует, что для отображения

L(x) = L(u1, u2) =
(
F (u2),H(u1)

)

имеем Deg(L,BΦ, 0) = 1 ∈ F1(BΦ) � Z2. Отсюда в свою очередь следует разре-
шимость уравнения L(x) = 0. Теорема доказана.

Обозначим через N множество над функцией

(x, q) ∈ C2([0, 1], R2) × C([0, 1], R2),

где x является решением задачи (4.1), (4.2) при условии, что для пары (x, q)
выполнено включение (4.5).

Совершенно аналогично тому, как это сделано в доказательстве теоремы 4.3,
но уже с использованием степени многозначных компактных возмущений фред-
гольмовых отображений индекса один, доказывается что множество N не пусто.

Теорема 4.4. Предположим, что выполнены условия теоремы 4.3 и отоб-
ражение Ψ удовлетворяет условиям (Ψ1)—(Ψ3). Пусть Y : N → R

1 —полуне-
прерывный снизу функционал. Тогда существует такая пара (x∗, q∗), что x∗

является решением краевой задачи (4.1), (4.2) с условием q ∈ Ψ(x∗) и имеет
место равенство

Y (x∗, q∗) = inf
(x,q)∈N

Y (x, q).

Доказательство. Для пары (x, q) ∈ N имеем q = L(x). Поэтому задачу ми-
нимизации функционала Ỹ (x) = Y (x, q) : N → R

1, где N—множество решений
включения (4.6). Отметим, что функционал Ỹ полунепрерывен снизу. Для реше-
ния задачи минимизации достаточно применить следующее обобщение теоремы
Вейерштрасса.

Теорема 4.5. Полунепрерывный снизу функционал, определённый на ком-
пактном множестве, ограничен снизу на этом множестве и достигает на нём
своей точной нижней границы.

Остаётся показать, что множество решений N компактно. Так как для лю-
бого x ∈ N по определению имеем F̂ (x) ∈ Ĝ0(x), то F̂ (N) ⊆ G(N).

В силу априорной оценки множество N ограниченно в C2([0, 1], R2),
и поскольку отображение Ĝ компактно, то Ĝ(N) относительно компактно
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в C([0, 1], R2) как образ ограниченного множества. В силу собственности отоб-
ражения F̂ множество N также относительно компактно. Покажем замкну-
тость N. Отметим, что из того что Ĝ полунепрерывно сверху и действует в се-
мейство непустых замкнутых подмножеств, следует, что оно замкнуто (см. [1]).

Пусть xn → x, xn ∈ N. Тогда F̂ (xn) ∈ Ĝ(xn), но отображение Ĝ замкнуто,
а F̂ непрерывно, и следовательно, F̂ (x) ∈ Ĝ(x), т. е. x ∈ N. Таким образом,
N компактно. Теорема доказана.
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