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Аннотация

Показано, что {1,∞}—множество возможных индуктивных размерностей I по
нормальным базам отрезка I = [0, 1], а {n, n + 1, . . . ,∞}—множество возможных
индуктивных размерностей I по нормальным базам n-мерных кубов In при n � 2.

Abstract

A. V. Karassev, K. L. Kozlov, Base normal inductive dimension I of cubes, Funda-
mentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 20 (2015), no. 2, pp. 113—124.

It is shown that {1,∞} is the set of possible base normal inductive dimensions I of
the segment I = [0, 1] and {n, n+1, . . . ,∞} is the set of possible base normal inductive
dimensions I of the n-dimensional cubes In for n � 2.

1. Введение и предварительные сведения

Одна из причин изучения размерностно-подобных инвариантов— их исполь-
зование для получения оценок классических размерностей. В [12] продемон-
стрировано использование индуктивной размерности I по нормальной базе для
получения оценки большой индуктивной размерности Ind произведения компак-
тов. Размерностно-подобный инвариант I был введён С. Илиадисом [11], и в его
определении используется понятие нормальной базы.
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Размерности компактов, которые определяются кратностью покрытий, эле-
ментами которых являются множества из дополнений до нормальных баз, сов-
падают [8]. Случай тихоновских пространств рассмотрен в [9]. Для индук-
тивных размерностей по нормальным базам ситуация иная. Индуктивные раз-
мерности по нормальным базам простых метризуемых компактов (дендритов)
различны [6]. Вопросы о возможных значениях индуктивных размерностей I по
нормальным базам отрезка I = [0, 1] и n-мерных кубов In были поставлены
в [6, вопрос 4.7] и [12, вопрос 4.3] соответственно. Эти пространства являются
одними из простейших, и изучение индуктивных размерностных инвариантов
(метризуемых) компактов разумно начинать именно с них. Перспективным на-
правлением исследований может стать выяснение возможности использования
индуктивной размерности по нормальной базе для характеризации определён-
ных классов (метризуемых) компактов.

В настоящей статье показано, что индуктивными размерностями I по нор-
мальным базам отрезка I = [0, 1] являются {1,∞} (теорема 1), а n-мерного
куба In при n � 2— {n, n + 1, . . . ,∞} (теорема 2). Кроме того, показано, что
— индуктивные размерности I по нормальным базам линейно упорядоченного

компакта J — это или {0}, или {1,∞} (теорема 1);
— для любого n ∈ N существует дендрит Tn, множество индуктивных

размерностей I по нормальным базам которого содержит множество
{1, . . . , n} ∪ {∞}, n ∈ N (предложение 2).

В предложении 1 предложен метод продолжения нормальной базы с замкну-
того подмножества совершенно нормального пространства на всё пространство
с естественной оценкой индуктивной размерности I пространства по продолжен-
ной нормальной базе.

Всю предварительную информацию о нормальных базах можно найти, на-
пример, в [3,6,12]. Мы напомним лишь определение индуктивной размерности I
пространства по нормальной базе и некоторые уточняющие характеристики
нормальных баз. Для семейства F подмножеств пространства X введём обо-
значение Fc = {X \ F : F ∈ F}, для подмножества A пространства X введём
обозначение F|A = {F ∩ A : F ∈ F}.

Нормальная база F на пространстве X называется отделяющей, если для
любых дизъюнктных замкнутых подмножеств G1, G2 пространства X суще-
ствуют дизъюнктные элементы F1, F2 из базы F , такие что G1 ⊂ F1 и G2 ⊂ F2.
Легко убедиться, что любая нормальная база на компакте является отделя-
ющей [6]. Имея дело с отделяющей нормальной базой, можно использовать
понятие разделителя для любой пары дизъюнктных замкнутых множеств, а не
только для пар множеств из базы. Это соглашение будет использоваться ниже.

Нормальная база F называется мультипликативной, если счётные пересе-
чения элементов из F принадлежат F [3]. Нормальная база F на простран-
стве X называется наследственно нормальной, если F|A является нормальной
базой на произвольном подмножестве A пространства X [3, определение 4].
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Наследственно нормальная база F на пространстве X называется совершен-
но нормальной, если любой элемент O ∈ Fc является счётным объединением
элементов из F [3, определение 5].
Определение 1 [3, определение 2]. Пусть F —нормальная база на про-

странстве X. Индуктивной размерностью I пространства X по нормальной
базе F является неотрицательное целое число или −1, обозначаемое I(X,F) и
определяемое по индукции:

а) I(X,F) = −1 в том и только том случае, если X = ∅;
б) I(X,F) � n, где n—неотрицательное целое число, в том и толь-

ко том случае, если для любой пары (F1, F2) дизъюнктных элемен-
тов базы F существует разделитель (G1, G2) пары (F1, F2), такой что
I(G1∩G2,F|G1∩G2) < n, или, что эквивалентно, существуют дизъюнктные
элементы O1, O2 из Fc, такие что F1 ⊂ O1, F2 ⊂ O2 и I(L,F|L) < n, где
L = X \ (O1 ∪ O2) (L называется F-перегородкой).

Полагаем I(X,F) = ∞ в том и только том случае, если отношение I(X,F) � n
не выполнено ни для какого неотрицательного целого числа.

Большая индуктивная размерность Ind нормального пространства X —это
индуктивная размерность I пространства X по нормальной базе Z(X) всех за-
мкнутых подмножеств X. Для любой нормальной базы F на компакте X всегда
IndX � I(X,F) [3, предложение 4]. Множеством всех возможных индуктивных
размерностей I нульмерного компакта является {0} [6, следствие 4.3].

Предполагается, что все пространства тихоновские, отображения про-
странств непрерывные, используются обозначения и терминология из [5]. Го-
меоморфность пространств X и Y обозначается X ∼= Y . Пространство X с нор-
мальной базой F обозначается (X,F), обозначение (X,F) ∼= (Y,F ′) означает,
что существует гомеоморфизм h : X → Y , такой что {h(F ) : F ∈ F} = F ′. Че-
рез [a, b], (a, b], [a, b), (a, b), где a < b, мы обозначаем замкнутый интервал,
полуинтервалы и открытый интервал линейно упорядоченного пространства J
соответственно; {0}—наименьший и {1}—наибольший элемент линейно упоря-
доченного компакта J ; I = [0, 1]. Замыкание подмножества A в X обозначается
через Ā, граница A обозначается через BdA.

2. Размерность линейно упорядоченных компактов

Лемма 1. Пусть для нормальной базы F на линейно упорядоченном компак-
те J выполнено I(J,F) < ∞. Тогда для любых двух замкнутых дизъюнктных
подмножеств J между ними существует наследственно несвязная F-перегород-
ка.

Доказательство. Используем индукцию по n = I(J,F). Считаем, что все
компакты непусты. Проверка базы индукции n = 0 основана на следующем
факте. Линейно упорядоченное пространство сильно нульмерно в том и только
том случае, если оно наследственно несвязно (см., например, [5, задача 6.3.2]).
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Предположим, что утверждение леммы выполнено для любой нормальной
базы F на произвольном линейно упорядоченном компакте J с I(J,F) � n.
Пусть F —нормальная база на некотором J с I(J,F) = n + 1. Рассмотрим
два дизъюнктных непустых замкнутых подмножества F1 и F2 в J . Можем
считать, что F1 и F2 являются конечными объединениями дизъюнктных за-
мкнутых интервалов (поскольку конечные объединения открытых интервалов
образуют большую базу на J), поэтому множество J \ (F1 ∪ F2) также является
объединением конечного числа дизъюнктных замкнутых интервалов:

I \ (F1 ∪ F2) =

=
⋃

{[ai, bi] : i = 1, 2, . . . ,m, bi < ai+1 для каждого i = 1, 2, . . . ,m − 1}.

Докажем существование наследственно несвязной F-перегородки между F1

и F2 индукцией по количеству интервалов m.
Проверим выполнение базы индукции, когда m = 1. Без ограничения общ-

ности рассуждений можно считать, что F1 = [0, a1] и F2 = [b1, 1] (в случае
когда a1 = 0 или b1 = 1, объединение дизъюнктных замкнутых непустых
подмножества F1 и F2 является замкнутым интервалом [b1, 1] или [0, a1] со-
ответственно; объединяя замкнутые интервалы [0, b1] или [a1, 1] с одним из
множеств F1 или F2, получаем разделитель пары (F1, F2) из дизъюнктных за-
мкнутых множеств).

Пусть L ⊂ [a1, b1]—F-перегородка между F1 и F2, такая что I(L,F|L) � n.
Если L не наследственно несвязна, то существует связный замкнутый интер-
вал [a, b] ⊂ L. По теореме монотонности [6, теорема 4.8] I([a, b],F|[a,b]) � n.
По индуктивному предположению (по n) существуют C1, C2 ∈ F , такие что
(C1 ∩ [a, b], C2 ∩ [a, b]) является разделителем пары ({a}, {b}) в замкнутом ин-
тервале [a, b] и C1 ∩ C2 ∩ [a, b] наследственно несвязно. Так как C1, C2 —
замкнутые подмножества J и a /∈ C2, b /∈ C1, то существуют замкнутые
интервалы [a′, b′] и [a′′, b′′], такие что [a′′, b′′] ⊂ (a, b) ⊂ [a, b] ⊂ (a′, b′) и
[a′, a′′] ∩ C2 = ∅, [b′′, b′] ∩ C1 = ∅. Так как база F отделяющая, то существуют
D1,D2,D ∈ F , такие что [a, b] ⊂ D ⊂ (a′, b′), [0, a] ⊂ D1, D1 ∩ [a′′, 1] = ∅,
[b, 1] ⊂ D2, D2 ∩ [0, b′′] = ∅, и C1 ∩ C2 ∩ [a, b] = C1 ∩ C2 ∩ D. Положим
Gj = (Cj ∩ D) ∪ Dj , j = 1, 2. Тогда (G1, G2) является F-разделителем пары
(F1, F2), таким что G1∩G2 = C1∩C2∩D, поэтому оно наследственно несвязно.

Предположим, что утверждение доказано для всех линейно упорядоченных
компактов и всех целых чисел, меньших m > 1. Проверим случай m. Без огра-
ничения общности рассуждений можно считать, что [0, a1] ⊂ F1 и [b1, a2] ⊂ F2

(если a1 = 0 или b1 = 1, или [0, a1], [b1, a2] принадлежат одному элементу па-
ры (F1, F2), или что-то подобное, то рассмотрение может быть легко сведено
к рассмотрению случая m− 1). По предположению индукции (по m) существу-
ет наследственно несвязная F-перегородка B между F1 \ [0, a1] и F2 ∪ [0, a2].
Используя базу индукции (m = 1), получаем, что существует наследственно
несвязная F-перегородка C между [0, a1] и [b1, 1]. Очевидно, что C ∩ B = ∅.
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Легко проверить, что C ∪ B —наследственно несвязная F-перегородка между
F1 и F2.

Теорема 1. Для любой нормальной базы F на линейно упорядоченном ком-
пакте J имеем, что
1) I(J,F) = 0 в том и только том случае, если компакт J наследственно

несвязен;
2) I(J,F) = 1 или I(J,F) = ∞ в том и только том случае, если компакт J не

наследственно несвязен.
В частности, для любой нормальной базы F на отрезке [0, 1] или I([0, 1],F) = 1,
или I([0, 1],F) = ∞.

Доказательство. Утверждение 1) вытекает из уже упоминавшейся эквива-
лентности сильной нульмерности и наследственной несвязности для линейно
упорядоченных пространств и [6, следствие 4.3].

Если для нормальной базы F на не наследственно несвязном линейно упо-
рядоченном компакте J I(J,F|) < ∞, то по лемме 1 I(J,F) = 1.

Построим нормальную базу F на не наследственно несвязном линейно упо-
рядоченном компакте J с I(J,F) = ∞. Если для нормальной базы F на не
наследственно несвязном линейно упорядоченном компакте J существует его
компонента связности J ′, такая что I(J ′,F|J ′) = ∞, то по теореме монотонно-
сти [6, следствие 4.9] I(J,F|J ) = ∞.

Пусть J ′ —нетривиальная компонента связности J , т. е. замкнутый интер-
вал. Любой плотный в себе компакт является разложимым пространством [10].
Пусть Q1, Q2 —дизъюнктные плотные подмножества J ′ и {0} ∈ Q1, {1} ∈ Q2.
Семейство FQ1,Q2 всевозможных конечных объединений элементов множества

{[x, y] : x ∈ Q1, y ∈ Q2, x < y}
является нормальной базой на J ′, и I(J ′,FQ1,Q2) = ∞. Доказательство неслож-
но и аналогично доказательству следствия 4.5 из [6] (см. также [6, пример 4.6]).
Легко проверить, что минимальное кольцо замкнутых множеств, содержащее
семейство

{[x, y] : x ∈ Q1 ∪ (J \ J ′), y ∈ Q2 ∪ (J \ J ′), x < y}
является нормальной базой F на J и F|J ′ = FQ1,Q2 . Значит, на не наследствен-
но несвязном линейно упорядоченном компакте существует нормальная база F ,
для которой I(J,F) = ∞.

Замечание 1. В теореме 1 условие компактности линейно упорядоченного
пространства существенно. В [6, предложение 5.1] показано, что множеством
возможных индуктивных размерностей I пространства рациональных чисел Q

по нормальным базам является {0} ∪ N ∪ {∞}.
Вопрос 1. Для каких n,m ∈ N, n � m, существует метризуемый компакт,

множеством возможных индуктивных размерностей I которого является
а) {n, . . . ,m};
б) {k ∈ N : k � n}?
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3. Размерность n-мерных кубов при n � 2

Предложение 1. Пусть A— замкнутое подмножество наследственно нор-
мального пространства X, F(A)—нормальная база на A. Тогда минимальное
кольцо F(X) замкнутых множеств, содержащее F(A) и семейство

{F ∈ Z(X) : F ∩ A ∈ F(A)},
является нормальной базой на X.

Если X совершенно нормальное пространство и нормальная база F(X) яв-
ляется отделяющей, то

max
{
I
(
A,F(A)

)
, Ind F : F ∈ F(X), F ∩ A = ∅

}
�

� I
(
X,F(X)

)
� max

{
I
(
A,F(A)

)
, IndX

}
.

Доказательство. Возьмём замкнутое множество F ⊂ X. Если F ∩ A = ∅,
то F ∈ F(X). Если F ⊂ A, то F является пересечением элементов из семейства
F(A) и, значит, из F(X). В оставшемся случае пусть

A ∩ F =
⋂

{Fα ∈ F(A) : α ∈ A}.
Тогда

F =
⋂

{Fα ∪ F ∈ F(X) : α ∈ A}.
Поэтому F(X) является базой замкнутых множеств в X.

Очевидно, что F(X) является разделяющим кольцом.
Для дизъюнктных множеств Fj ∈ F(X), j = 1, 2, существует разделитель

(T1, T2) пары (A ∩ F1, A ∩ F2) в A. Множества F1 ∪ (A \ T2) и F2 ∪ (A \ T1)—
дизъюнктные замкнутые множества в X \ (T1 ∩ T2). Существуют дизъюнктные
и открытые в X \ (T1 ∩ T2) (значит, и в X) множества Oj , j = 1, 2, такие что
F1 ∪ (A \ T2) ⊂ O1, F2 ∪ (A \ T1) ⊂ O2. Очевидно, что Oj ∈ F(X)c, j = 1, 2.
Значит, (X \O2,X \O1)—разделитель пары (F1, F2) и F(X) базово нормально.
Доказано, что F(X)—нормальная база на X.

Первое неравенство очевидно следует из теоремы монотонности [3, предло-
жение 5]. Для доказательства второго неравенства используем индукцию по

m = max
{
I
(
A,F(A)

)
, IndX

}
.

Для проверки базы индукции, m = 0, возьмём дизъюнктные множества
Fj ∈ F(X), j = 1, 2. Существует разделитель (T1, T2) пары (F1 ∩A,F2 ∩A) в A,
такой что T1 ∩ T2 = ∅. Так как Tj ∈ F(X), j = 1, 2, и T1 ∩ F2 = ∅, T2 ∩ F1 = ∅,
то множества Sj = Fj ∪ Tj ∈ F(X), j = 1, 2, являются дизъюнктной парой
множеств в X и A ⊂ S1 ∪ S2. Так как Ind X = 0, то существует разделитель
(R1, R2) пары (S1, S2) в X, такой что R1 ∩ R2 = ∅. Тогда Rj ∩ A = Tj , j = 1, 2,
и поэтому Rj ∈ F(X), j = 1, 2. Нами доказано, что I

(
X,F(X)

)
= 0.

Пусть при k < m второе неравенство выполнено. Возьмём дизъюнкт-
ные множества Fj ∈ F(X), j = 1, 2. Существует разделитель (T1, T2) пары
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(F1 ∩ A,F2 ∩ A) в A, такой что I(T1 ∩ T2,F(A)|T1∩T2) < m. Множества

Sj = (Fj ∪ Tj) \ (T1 ∩ T2) ∈ F(X)|X\(T1∩T2), j = 1, 2,

являются дизъюнктной парой множеств в X \ (T1 ∩ T2) и A \ (T1 ∩ T2) ⊂
⊂ S1 ∪ S2. Так как X совершенно нормально, то мультипликативная нор-
мальная база Z(X) всех замкнутых подмножеств X совершенно нормальна.
Поэтому Z(X)|X\(T1∩T2) —мультипликативная совершенно нормальная база на
X \ (T1 ∩ T2) [3]. Кроме того (см., например, [1, гл. 7, § 3, теорема 5; 7, теоре-
ма 2.3.6]), Ind

(
X \ (T1 ∩ T2)

)
� IndX. Поэтому для пары (S1, S2) дизъюнктных

в X \ (T1 ∩T2) множеств существует разделитель (R1, R2) в X \ (T1 ∩T2), такой
что Ind(R1 ∩ R2) < m. Очевидно, что Rj ⊂ Rj ∪ (T1 ∩ T2), j = 1, 2. Поэтому
Fj ⊂ Rj ∪ Tj ∈ F(X), j = 1, 2. Значит, (R1 ∪ T1, R2 ∪ T2)—разделитель пары
(F1, F2) в X. Так как R1 ∩ T2 = ∅, R2 ∩ T1 = ∅, имеем

(R1 ∪ T1) ∩ (R2 ∪ T2) = (R1 ∩ R2) ∪ (T1 ∩ T2).

Очевидно, что F(X)|(R1∩R2)∪(T1∩T2) —минимальное кольцо, содержащее
F(A)|T1∩T2 и{

F ∈ Z(
(R1 ∩ R2) ∪ (T1 ∩ T2)

)
: F ∩ (T1 ∩ T2) ∈ F(A)|T1∩T2

}
,

и Ind(R1 ∩ R2) < m, I(T1 ∩ T2,F(A)|T1∩T2) < m. По [6, предложение 4.1]
Ind(T1 ∩ T2) < m, и Ind

(
(R1 ∩ R2) ∪ (T1 ∩ T2)

)
< m по теореме суммы (см.,

например, [3, гл. 7, § 3, теорема 6; 7, теорема 2.3.8]). По индуктивному пред-
положению

I
(
(R1 ∩ R2) ∪ (T1 ∩ T2),F(X)|(R1∩R2)∪(T1∩T2)

)
< m,

и выполнение второго неравенства доказано.

В [6, предложение 4.10] для любого целого числа n � 1 построены мет-
ризуемый компакт Tn и нормальная база Fn на Tn, такие что IndTn = 1,
I(Tn,Fn) = n. К сожалению в описании правильной идеи есть недостаток.
Ниже мы дадим правильное описание и усилим результат предложения 4.10
из [6].

Пространство Tn, n � 1, — подмножество куба In (более точно, прямоуголь-
ного параллелепипеда [0, 1]× [0, 1/2]× . . .× [0, 1/2n]), являющееся объединением
счётного числа отрезков:

Tn = {(xi)n
i=1 : x1 ∈ [0, 1], x2 = . . . = xn = 0} ∪

∪
{{

(xi)n
i=1 : x1 =

k

2m1
, x2 ∈

[
0,

1
2m1

]
, x3 = . . . = xn = 0

}
:

m1, k ∈ N, k < 2m1 ,
k

2m1
—несократимая дробь

}
∪

∪
{{

(xi)n
i=1 : x1 =

k1

2m1
, x2 =

k2

2m1+m2
, x3∈

[
0,

1
2m1+m2

]
, x4 = . . .=xn =0

}
:

m1,m2, k1, k2∈N, kj <2mj ,
kj

2mj
—несократимая дробь, j =1, 2

}
∪ . . . ∪
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∪
{{

(xi)n
i=1 : x1 =

k1

2m1
, . . . , xn−1 =

kn−1

2m1+...+mn−1
, xn∈

[
0,

1
2m1+...+mn−1

]}
:

mj , kj ∈ N, kj < 2mj ,
kj

2mj
—несократимая дробь, j = 1, . . . , n − 1

}
.

Заметим, что T1 = I и T2 —континуум «гребёнка», описанный в [4, гл. 6, § 49,
VI].

Дадим наглядное описание пространств Tn, n � 3. Пространство T3 можно
получить из T2 следующим образом: возьмём T2 и для любых m, k ∈ N, k < 2m,
k

2m —несократимая дробь, приклеим к «зубцу»
{

(x1, x2) ∈ T2 : x1 =
k

2m
, x2 ∈

[
0,

1
2m

]}

«основание» «гребёнки» T2, ужатой в 2m раз. Пространство Tn+1, n � 2, полу-
чается из T2 приклеиванием к «зубцу»

{
(x1, x2) ∈ T2 : x1 =

k

2m
, x2 ∈

[
0,

1
2m

]}

«гребёнки» T2 «основания»

{(xi)n
i=1 ∈ Tn−1 : x1 ∈ [0, 1], x2 = . . . = xn−1 = 0}

«гребёнки» Tn−1, ужатой в 2m раз.

Предложение 2. Для любого целого числа n � 1 метризуемый компакт Tn

является дендритом, и для любого k ∈ N, k � n, и k = ∞ существует нормаль-
ная база Fn,k на Tn, такая что I(Tn,Fn,k) = k.

Доказательство. Для доказательства того, что пространства Tn, n ∈ N,
являются дендритами, нам необходимо проверить то, что они локально связны
и не содержат окружности (простые замкнутые кривые). Установим локальную
связность по индукции. Очевидно, что T1 = I является локально связным, и
пусть Tk локально связно для всех k < n. Возьмём произвольную точку p ∈ Tn.
Если p не принадлежит «основанию»

{(xi)n
i=1 ∈ Tn : x1 ∈ [0, 1], x2 = . . . = xn = 0}

пространства Tn, то существует её окрестность, пересекающая только один «зу-
бец» {

(xi)n
i=1 ∈ Tn : x1 =

k

2m
, x2 > 0

}
,

которому принадлежит точка p, и мы можем использовать предположение
индукции. Иначе можно взять прямоугольную окрестность O точки p вида
J × [0, p1) × . . . × [0, pn), где J является открытым интервалом (или полуин-
тервалом), содержащим проекцию точки p на первый сомножитель. Из опре-
деления Tn и выпуклости множества O сразу получаем, что эта окрестность
линейна связна (достаточно использовать последовательность отрезков, кото-
рые соединяют произвольную точку q с её проекцией qn−1 на Tn−1, затем



Индуктивная размерность I кубов по нормальной базе 121

отрезок, соединяющий qn−1 и её проекцию qn−2 на Tn−2, и т. д.). Так как
окрестность O может быть выбрана произвольно малой, то локальная связность
доказана.

Легко убедиться, что для двух различных точек p, q ∈ Tn, n ∈ N, существует
точка s, такая что точки p, q принадлежат различным компонентам Tn\{s}. Если
пространство Tn содержит окружность, то данное свойство не реализуется ни
для какой пары точек на данной окружности. Значит, Tn —дендрит, n ∈ N.

Пусть Fd = FQd,Qd
—нормальная база на [0, 1], являющаяся минимальным

кольцом замкнутых множеств, содержащим семейство {[x, y] : x, y ∈ Qd, x < y},
где Qd —множество двоично-рациональных чисел, Fp = FQ1,Q2 —нормальная
база на [0, 1], являющаяся минимальным кольцом замкнутых множеств, со-
держащим семейство {[x, y] : x ∈ Q1, y ∈ Q2, x < y}, где Q1 = {0} ∪ P,
Q2 = P∪{1} и P—множество иррациональных чисел (см. [6, примеры 2.3, 4.6]).
Для n, k ∈ N, 1 � k � n, зададим нормальную базу F ′

n,k на In:

F ′
n,k = Fp ⊗ . . . ⊗Fp︸ ︷︷ ︸

n − k экземпляров

⊗Fd ⊗ . . . ⊗Fd︸ ︷︷ ︸
k экземпляров

.

Положим Fn,k = F ′
n,k|Tn

. Докажем, что

I(Tn,Fn,k) = k.

Вначале рассмотрим случай n = k. Из [6, следствие 3.7] вытекает, что
I([0, 1]n,F ′

n,n) = n. Так как Tn — замкнутое подмножество [0, 1]n, из [6, след-
ствие 4.9] вытекает, что I(Tn,Fn,n) � n, n ∈ N. Неравенство I(Tn,Fn,n) � n,
n ∈ N, докажем по индукции. Очевидно, что I(T1 = [0, 1], F1,1) = 1 (см. [6, при-
мер 4.6(b)]). Кроме того, для любого бесконечного множества F ∈ F1,1 (ко-
торое на самом деле содержит отрезок) имеем I(F,F1,1|F ) = 1. Пусть нера-
венство I(Tk,Fk,k) � k выполнено для всех k < n. Тогда если рассмотреть
одноточечные подмножества {0, . . . , 0} и {1, 0 . . . , 0} ∈ Tn, то несложно по-
казать, что любая Fn,n-перегородка между ними содержит множество вида
({q} × F2 × . . . × Fn) ∩ Tn, где q —двоично-рациональное число, Fj ∈ FQd,Qd

является отрезком, j = 2, . . . , n. Так как ({q} × F2 × . . . × Fn) ∩ Tn содержит
копию T пространства Tn−1 и, кроме того, (T,Fn,n|T ) ∼= (Tn−1,Fn−1,n−1), то по
предположению индукции

I
(
({q} × F2 × . . . × Fn) ∩ Tn, Fn,n|({q}×F2×...×Fn)∩Tn

)
� n − 1.

Тем самым I(Tn,Fn,n) = n, n ∈ N.
Так как замкнутое подмножество

T =
⋃{

(xi)n
i=1 ∈ Tn : x1 =

k1

2m1
, . . . , xn−k =

kn−k

2m1+...+mn−k
,

xn−k+1 ∈
[
0,

1
2m1+...+mn−k

]
:

mj , kj ∈ N, kj < 2mj ,
kj

2mj
—несократимая дробь, j = 1, . . . , n − k

}
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пространства Tn гомеоморфно пространству Tk и, кроме того, (T,Fn,k|T ) ∼=
∼= (Tk,Fk,k), то, принимая во внимание [6, следствие 4.9], имеем, что

I(Tn,Fn,k) � k.

Индукцией по n покажем, что I(Tn,Fn,k) � k для n � 2, k = 1, . . . , n.
База индукции n = 2. Случай k = 2 доказан выше. В случае k = 1 возьмём

два дизъюнктных замкнутых подмножеств F1 и F2 пространства T2. Используя
компактность «основания»

{(x1, x2) ∈ T2 : x1 ∈ [0, 1], x2 = 0},
мы можем найти такие два прямоугольника Tj × [0, t] ∈ F2,1, j = 1, 2, что
[0, 1] = T1 ∪ T2; T1 ∩ T2 является конечным множеством иррациональных чисел;
t ∈ Qd; F2 ∩ (T1 × [0, t]) = ∅, F1 ∩ (T2 × [0, t]) = ∅.

Границей каждого прямоугольника Tj×[0, t], j = 1, 2, является конечное мно-
жество точек {xj

1}×{t}, . . . , {xj
k(j)}×{t}, xj

s ∈ Qd, и {yj
1}×{0}, . . . , {yj

m(j)}×{0},
yj

s ∈ P. На каждом множестве ({xj
s}×[t, 1])∩T2 существует F2,1|({xj

s}×[t,1])∩T2
-пе-

регородка P j
s между F1 ∩

(
({xj

s}× [t, 1])∩ T2

)
и F2 ∩

(
({xj

s}× [t, 1])∩ T2

)
, содер-

жащая конечное множество точек из Qd (мы добавляем точки {xj
s} × {t} к Fj

при построении перегородки). Поэтому можно найти нульмерную F2,1-перего-
родку между F1 и F2, содержащую конечное множество точек: подмножество,
являющееся объединением P j

s , j = 1, 2, s = 1, . . . , k(j), и {yj
s} × {0}, j = 1, 2,

s = 1, . . . ,m(j). Тем самым I(T2,F2,1) = 1.
Предположим, что утверждение верно для всех m < n и k = 1, . . . , m.

Рассмотрим случай m = n. Случай k = n доказан выше. Для остальных слу-
чаев (k < n) возьмём пару замкнутых подмножеств F1 и F2 в Tn. Используя
компактность «основания»

{(xi)n
i=1 ∈ Tn : x1 ∈ [0, 1], x2 = . . . = xn = 0},

мы можем найти два прямоугольника Πj = Tj × [0, t2] × . . . × [0, tn] ∈ Fn,k,
j = 1, 2, таких что [0, 1] = T1 ∪ T2; T1 ∩ T2 является конечным множеством
иррациональных чисел; ts ∈ P для 2 � s < n − k, ts ∈ Qd для s � n − k;
F2 ∩ Π1 = ∅, F1 ∩ Π2 = ∅.

Граница каждого прямоугольника Πj , j = 1, 2, является объединением n− k
конечного множества точек с 1, 2, . . . , n − k ненулевыми первыми координатами
соответственно

{tj1} × {0} × . . . × {0}, . . . ,{tjm(j)

} × {0} × . . . × {0}, {tjs} ∈ P, . . . ,

{dj
1,1} × . . . × {dj

1,n−k−1} × {tn−k} × {0} × . . . × {0}, . . . ,
{
dj

k(j),1

} × . . . × {
dj

k(j),n−k−1

} × {tn−k} × {0} × . . . × {0}, dj
l,s ∈ Qd,

tn−k∈P—концевые точки сторон соответствующего прямоугольника Πj , j =1, 2,

и объединение k−1 семейства конечных (возможно, пустых) попарно дизъюнкт-
ных множеств
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T j
1,n−k+1 =

= ({bj
1,1} × . . . × {bj

1,n−k} × {tn−k+1} × [0, tn−k+2] × . . . × [0, tn]) ∩ Tn, . . . ,

T j
n(j,n−k+1),n−k+1 =

=
({

bj
n(j,n−k+1),1

} × . . . × {
bj
n(j,n−k+1),n−k

} ×
× {tn−k+1} × [0, tn−k+2] × . . . × [0, tn]

) ∩ Tn, 0 < bj
s,l < tl, bj

s,t ∈ Qd, . . . ,

T j
1,n−1 = ({bj

1,1} × . . . × {bj
1,n−2} × {tn−1} × [0, tn]) ∩ Tn, . . . ,

T j
n(j,n),n−1 =

({
bj
n(j,n),1

} × . . . × {
bj
n(j,n),n−2

} × {tn−1} × [0, tn]
) ∩ Tn,

0 < bj
s,l < tl, bj

s,t ∈ Qd.

Заметим, что семейства всех точек и множества T j
s,l, l = n − k + 1, . . . , n − 1,

s = 1, . . . , n(j, l), попарно дизъюнктны. Также очевидно, что каждое множество
T j

s,l, l = n− k + 1, . . . , n− 1, s = 1, . . . , n(j, l), можно рассматривать как замкну-
тое подмножество Tn−l. Кроме того, ограничение нормальной базы Fn,k с Tn

на T j
s,l совпадает с ограничением нормальной базы Fn−l,n−l с Tn−l на T j

s,l, рас-
сматриваемое как замкнутое подмножество Tn−l. Тем самым по индуктивному
предположению I(T j

s,l,Fn,k|T j
s,l

) � k − 1, l = n − k + 1, . . . , n, s = 1, . . . , n(j, l).
Поэтому I(Bd Πj ,F|Πj

) � k − 1, j = 1, 2.
Дополнение до Π1 ∪ Π2 в Tn принадлежит конечному объединению дизъ-

юнктных подмножеств

Sj
s,l = ({cj

s,1} × . . . × {cj
s,l−1} × [tl, 1] × [0, 1] × . . . × [0, 1]) ∩ Tn,

0 < cj
s,l < tl, cj

s,t ∈ Qd, l = 2, . . . , n, s = 1, . . . , i(j, l),

tl∈P—концевая точка соответствующей стороны прямоугольника Πj , j =1, 2.

Каждое множество Sj
s,l, l = 2, . . . , n, s = 1, . . . , i(j, l), можно рассматривать

как замкнутое подмножество Tn−l+1. Кроме того, ограничение нормальной ба-
зы Fn,k с Tn на Sj

s,l совпадает с ограничением нормальной базы Fn−l+1,v, где

v = k, если n − k � l − 1, и v = n − l + 1 иначе, с Tn−l+1 на Sj
s,l, рассмат-

риваемое как замкнутое подмножество Tn−l+1. Тем самым по индуктивному
предположению существует Fn,k|Sj

s,l
-перегородка между F1 ∩ Sj

s,l и F2 ∩ Sj
s,l,

индуктивная размерность I по нормальной базе которой не превосходит k (мы
добавляем точки {cj

s,1}× . . .×{cj
s,l−1}×{tl}×{0}× . . .×{0} к Fj при построении

перегородки).
Поэтому можно найти Fn,k-перегородку между F1 и F2, которая является

дизъюнктным объединением точек (нульмерных множеств) и множеств размер-
ности, не превосходящей k. Из этого следует, что I(Tn,Fn,k) � k для n � 2,
k = 1, . . . , n.

В случае k = ∞ мы можем взять нормальную базу на «основании» «гребён-
ки» Tn, в которой её индуктивная размерность I бесконечна (см. теорему 1), и
затем применить предложение 1.
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Вопрос 2. Каковы всевозможные индуктивные размерности I по нормаль-
ным базам пространств Tn?

Так как любой дендрит вложим в плоскость (см., например, [2, § 13, гл. 5]),
из предложений 1, 2 и [6, предложение 4.1] вытекает следующая теорема.

Теорема 2. Для любого n ∈ N, n � 2, множество всевозможных индуктив-
ных размерностей I по нормальным базам пространств In является множеством
{k ∈ N : k � n} ∪ {∞}.
Замечание 2. В [6, теорема 4.12] показано, что существует метризуемый

компакт, множество возможных индуктивных размерностей I по нормальным
базам которого есть N ∪ {∞}.
Вопрос 3. Для каких n,m ∈ N, n � m, существует метризуемый компакт,

возможные индуктивные размерности I по нормальным базам которого состав-
ляют множество {n, . . . , m} ∪ {∞}?

Пример отрезка I даёт положительный ответ на вопрос 3 в случае n=m=1.

Учась на механико-математическом факультете университета, авторы ста-
тьи слушали обязательные и специальные курсы, читаемые А. Т. Фоменко.
Благодарим Анатолия Тимофеевича за полученные знания.
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