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Аннотация

Приводятся новые теоремы о неподвижной точке для многозначных отображений
ациклического типа, включая нелинейную альтернативу для отображения, заданного
на открытом множестве.

Abstract

B. D. Gel’man, V. V. Obukhovskii, On fixed points of acyclic type multivalued maps,
Fundamentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 20 (2015), no. 3, pp. 47—59.

We present new fixed point theorems for acyclic type multivalued maps, including
a nonlinear alternative for a map defined on an open set.

Посвящается юбилею академика
Анатолия Тимофеевича Фоменко

1. Введение

Теория неподвижных точек многозначных отображений с ацикличными зна-
чениями берёт своё начало от известной работы С. Эйленберга и Д. Монтгоме-
ри [8], в которой было доказано обобщение теоремы Лефшеца—Хопфа. В по-
следующие десятилетия эта теория развивалась в различных направлениях (см.,
например, [1, 2, 9—11] и др.). В последние годы интерес к этой тематике уси-
лился в связи с важными и интересными приложениями в теории дифференци-
альных включений и управляемых систем (см., например, [9,11]). Отметим, что
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при этом неподвижные точки традиционно изучаются для отображений, опре-
делённых на замкнутых множествах. В настоящей статье приводится несколько
новых теорем о неподвижной точке многозначных отображений ациклического
типа, среди которых теорема о неподвижной точке для многозначных отобра-
жений, определённых на открытом множестве (см. теорему 4). Данная работа
естественно продолжает исследования авторов [1,2,4].

2. Основные определения

Пусть M —подмножество метрического пространства X и H∗(M) обознача-
ет функтор когомологий Александера—Чеха множества M с коэффициентами
в группе целых чисел Z (см., например, [7]). Множество M называется ацик-
личным, если H0(M) ≈ Z, а Hk(M) = 0 для любого k > 0.

Пусть X, Y и Z —метрические пространства.
Определение 1 (см., например, [9]). Отображение f : X → Y называется

вьеторисовским, если выполнены следующие условия:

1) f непрерывное, сюръективное и собственное (т. е. для любого компакта
K ⊂ Y множество f−1(K) также является компактом);

2) для любой точки y ∈ Y множество f−1(y) является ацикличным.

Отметим следующие свойства вьеторисовских отображений.

Предложение 1.

1. Пусть f : X → Y —вьеторисовское отображение. Тогда для любого мно-
жества B ⊂ Y отображение

f |f−1(B) : f−1(B) → B

также является вьеторисовским.
2. Пусть f1 : X → Y и f2 : Y → Z —вьеторисовские отображения. Тогда их

композиция f2◦f1 : X → Z также является вьеторисовским отображением.

Пусть A— замкнутое подмножество в X, B— замкнутое подмножество
в Y . Отображение f является непрерывным отображением пары (X,A) в па-
ру (Y,B), если f : X → Y и f(A) ⊂ B. Отображение пар будем обозначать
f : (X,A) → (Y,B).

Справедлива следующая теорема (см., например, [6]).

Теорема 1 (Л. Фиторис, Э. Г. Бегл). Пусть f :
(
X, f−1(B)

) → (Y,B)—
вьеторисовское отображение. Тогда для любого i � 0 индуцированный гомомор-
физм когомологий f∗ : Hi(Y,B) → Hi

(
X, f−1(B)

)
является изоморфизмом.

Нам понадобится следующее утверждение.

Лемма 1. Пусть f : (X,A) → (Rn,Rn \ {0})—непрерывное отображение и
индуцированный гомоморфизм f∗ : Hn(Rn,Rn \ {0}) → Hn(X,A) ненулевой.
Тогда существует точка x0 ∈ X \A, такая что f(x0) = 0.
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Доказательство. Предположим противное. Тогда отображение f можно
представить в виде композиции f = i ◦ f̃ , где f̃ : (X,A) → (Rn \ {0},Rn \ {0}), а
i—отображение вложения (Rn \ {0},Rn \ {0}) в (Rn,Rn \ {0}). Так как

Hn(Rn \ {0},Rn \ {0}) = 0,

это доказывает лемму.

3. Неподвижные точки многозначных отображений

Напомним некоторые понятия (см., например, [3]). Многозначное отобра-
жение (или мультиотображение) метрического пространства (X, �X) в метри-
ческое пространство (Y, �Y )— это соответствие F : X � Y , при котором каждой
точке x ∈ X отвечает непустое подмножество F (x) ⊂ Y , называемое значением
точки x. Если A ⊂ X, то образом этого множества будем называть множе-
ство F (A) =

⋃

x∈A

F (x). В дальнейшем если значения всех точек при действии

мультиотображения F являются компактными множествами, то, обозначая че-
рез K(Y ) совокупность всех непустых компактных подмножеств Y , будем
записывать это следующим образом: F : X → K(Y ).

Мультиотображение F : X → K(Y ) называется полунепрерывным сверху
в точке x ∈ X, если для любого ε > 0 найдётся такое δ > 0, что �X(x, x′) < δ
влечёт F (x′) ⊂ Vε

(
F (x)

)
, где Vε обозначает ε-окрестность множества. Муль-

тиотображение F , полунепрерывное сверху в каждой точке x ∈ X, называется
полунепрерывным сверху.

Пусть X ⊂ Y , F : X → K(Y )—некоторое мультиотображение. Точка x◦
называется неподвижной точкой мультиотображения F , если x◦ ∈ F (x◦).

Графиком мультиотображения F : X → K(Y ) называется множество

ΓX(F ) = {(x, y) | x ∈ X, y ∈ F (x)} ⊂ X × Y.

Определены естественные проекции

t : ΓX(F ) → X, t(x, z) = x,

и
r : ΓX(F ) → Y, r(x, z) = z.

Ясно, что для любого x ∈ X справедливо равенство

F (x) = r
(
t−1(x)

)
.

Таким образом, мультиотображение F (полунепрерывное сверху мультиотоб-
ражение F ) определяет пятёрку (X,Y,ΓX(F ), t, r), такую что отображение t
сюръективно и множество t−1(x) компактно для любой точки x ∈ X (соот-
ветственно отображение t сюръективно и собственно, а образ (t, r)

(
ΓX(F )

)

замкнут в X × Y ).
Справедливо и обратное, а именно если задана пятёрка (X,Y,Z, p, q), где

X, Y , Z —метрические пространства, p : Z → X, q : Z → Y —непрерывные
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отображения, причём p сюръективно и множество p−1(x) компактно для лю-
бой точки x ∈ X (отображение p сюръективно и собственно, а образ (p, q)(Z)
замкнут в X × Y ), то равенство F (x) = q

(
p−1(x)

)
задаёт мультиотображение

F : X → K(Y ) (соответственно полунепрерывное сверху мультиотображение
F : X → K(Y )).

Очевидно, что одно и то же мультиотображение может опреде-
ляться разными пятёрками. Это вытекает из того, что отображение
(p, q) : Z → X × Y не обязано быть инъективным. Инъективным является
отображение (t, r) : ΓX(F ) → X × Y , поэтому пятёрку (X,Y,ΓX(F ), t, r) бу-
дем называть каноническим представлением мультиотображения F .

Отметим, что мультиотображение с замкнутым графиком называется за-
мкнутым. Полунепрерывное сверху мультиотображение F : X → K(Y ) явля-
ется замкнутым. Если область значений F (X) ⊂ Y относительно компактна, то
верно и обратное.

Пусть E —банахово пространство, X ⊂ E —множество, F : X → K(E)—
мультиотображение. Мультиотображение

Φ: X → K(E), Φ(x) = x− F (x),

называется многозначным векторным полем (мультиполем), соответству-
ющим F . Очевидно, что если мультиотображение F задаётся пятёркой
(X,E,Q, p, q), то соответствующее ему мультиполе Φ задаётся пятёркой
(X,E,Q, p, p− q).

Пусть X — замкнутое множество в R
n, A— замкнутое подмножество в X,

F : X → K(Rn)—многозначное отображение, заданное произвольной пятёркой
(X,Rn, Q, p, q).

Имеют место следующие утверждения.

Лемма 2. Пусть полунепрерывное сверху мультиотображение F не имеет
неподвижных точек на A. Если гомоморфизм

(p− q)∗ : Hn(Rn,Rn \ {0}) → Hn
(
Q, p−1(A)

)

ненулевой, то мультиотображение F имеет неподвижную точку в X \A.
Доказательство этой леммы вытекает из леммы 1.

Лемма 3. Пусть (X,Rn,ΓX(F ), t, r)—каноническое представление полуне-
прерывного сверху мультиотображения F , (X,Rn, Q, p, q)—некоторое другое
представление F . Пусть F не имеет неподвижных точек на A. Если гомомор-
физм

(p− q)∗ : Hn(Rn,Rn \ {0}) → Hn
(
Q, p−1(A)

)

ненулевой, то гомоморфизм

(t− r)∗ : Hn(Rn,Rn \ {0}) → Hn
(
ΓX(F ),ΓA(F )

)

также ненулевой (здесь ΓA(F )— график F над A).
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Доказательство. Рассмотрим отображение

(p, q) : Q→ ΓX(F ), (p, q)(z) =
(
p(x), q(x)

)
.

Тогда p−q = (t−r)◦(p, q). Следовательно, если гомоморфизм (p−q)∗ ненулевой,
то и гомоморфизм (t− r)∗ также будет ненулевым.

Пусть B = Br(x0) ⊂ R
n — замкнутый шар радиуса r > 0 с центром в точ-

ке x0, его граница— сфера S = ∂B.
Теорема 2. Пусть F : B → K(Rn)—полунепрерывное сверху мультиотобра-

жение, удовлетворяющее следующим условиям:

1) F (S) ⊂ B;
2) гомоморфизм

t∗ : Hn(B,S) → Hn
(
ΓB(F ),ΓS(F )

)
(1)

ненулевой.

Тогда мультиотображение F имеет неподвижную точку.

Доказательство. Если мультиотображение F имеет неподвижную точку на
сфере S, то теорема доказана. Пусть F не имеет неподвижных точек на S. Тогда
определено отображение

t− r :
(
ΓB(F ),ΓS(F )

) → (Rn,Rn \ {0}).
Покажем, что гомоморфизм, индуцированный этим отображением, ненулевой.
Пусть отображение ϕ : ΓB(F ) × [0, 1] → R

n определено условием

ϕ(x, y, λ) = x− (1 − λ)y − λx0.

Нетрудно убедиться, что по условию 1) ϕ(x, y, λ) �= 0 для любых (x, y) ∈ ΓS(F )
и λ ∈ [0, 1]. Тогда отображение

ϕ : (ΓB(F ) × [0, 1],ΓS(F ) × [0, 1]) → (Rn,Rn \ {0})
является гомотопией, соединяющей отображения t̂ и t− r, где

t̂, t− r :
(
ΓB(F ),ΓS(F )

) → (Rn,Rn \ {0}), t̂(x) = s
(
i
(
t(x)

))

(здесь i : (B,S) ⊂ (Rn,Rn \ {x0})—отображение вложения, s : (Rn,Rn \ {x0})→
→(Rn,Rn\{0})—отображение сдвига). Так как вложение i и сдвиг s индуциру-
ют изоморфизмы групп когомологий и гомоморфизм t∗ ненулевой, то ненулевым
является и гомоморфизм t̂∗ = (t− r)∗. Следовательно, по лемме 2 отображение
t− r имеет ноль в множестве ΓB(F ) \ ΓS(F ), т. е. F имеет неподвижную точку
в B \ S. Теорема доказана.

Некоторые условия нетривиальности гомоморфизма (1) были получены в [1].
Справедливо следующее простое свойство.

Предложение 2. Пусть мультиотображения F0, F1 : B → K(Rn) удовлетво-
ряют условию

F0(x) ⊂ F1(x) для любого x ∈ B.
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Тогда если гомоморфизм (1) для мультиотображения F0 является ненулевым,
то ненулевым будет аналогичный гомоморфизм, построенный для мультиотоб-
ражения F1.

Рассмотрим ещё один подход к изучению гомоморфизма (1). Пусть (X, �X),
(Y, �Y )—метрические пространства, в пространстве X × Y определим метрику

�
(
(x1, y1); (x2, y2)

)
= max{�X(x1, x2); �Y (y1, y2)}.

Пусть F : X → K(Rn)—полунепрерывное сверху мультиотображение.
Определение 2. Полунепрерывное сверху мультиотображение

Fε : X → K(Rn)

называется ε-аппроксимацией мультиотображения F , если

ΓX(Fε) ⊂ Vε

(
ΓX(F )

)
,

где Vε

(
ΓX(F )

)
— ε-окрестность множества ΓX(F ) в X × Y .

Предложение 3. Пусть X —компакт, A— замкнутое подмножество в X,
F : X → K(Rn)—полунепрерывное сверху мультиотображение. Если для любо-
го ε > 0 существует многозначная ε-аппроксимация Fε, такая что порождённый
ею гомоморфизм

t∗ε : Hn(X,A) → Hn
(
ΓX(Fε),ΓA(Fε)

)
(2)

ненулевой, то гомоморфизм

t∗ : Hn(X,A) → Hn
(
ΓX(F ),ΓA(F )

)

также ненулевой.

Доказательство. Пусть {εi}∞i=1 —монотонно убывающая последователь-
ность положительных чисел, такая что

lim
i→∞

εi = 0.

Обозначим

Mi = Vεi

(
ΓX(F )

) ⊂ X × R
n, Ni = (Mi ∩A) × R

n.

Очевидно, что если i < j, то ΓX(F ) ⊂ Mj ⊂ Mi и ΓA(F ) ⊂ Nj ⊂ Ni. Так
как F является полунепрерывным сверху мультиотображением с компактными
значениями и компактной областью определения, то множества Mi, Ni, ΓX(F )
и ΓA(F ) являются компактами (см. [3]), причём

ΓX(F ) =
⋂

i

Mi, ΓA(F ) =
⋂

i

Ni.

Тогда в силу свойства слабой непрерывности теории когомологий Александе-
ра—Чеха (см. [7, с. 411]) отображения вложения αi :

(
ΓX(F ),ΓA(F )

) ⊂ (Mi, Ni)
индуцируют изоморфизм

{α∗
i } : lim−→Hn(Mi, Ni) ≈ Hn

(
ΓX(F ),ΓA(F )

)
.
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Пусть t̄i : (Mi, Ni) → (X,A)—отображение проектирования на первую коорди-
нату. Тогда имеем следующую коммутативную диаграмму:

(X,A) �t̄i (Mi, Ni)

��
�

�
�

t

(
ΓX(F ),ΓA(F )

)

αi

�

.

Предположим, что гомоморфизм t∗ нулевой. Тогда по определению прямо-
го предела существует такой номер i0, что нулевым будет гомоморфизм
t̄∗i0 : Hn(X,A) → H∗(Mi0 , Ni0).

С другой стороны, справедлива коммутативная диаграмма

(X,A) �t̄i0 (Mi0 , Ni0)

��
�

�
�

tεi0

(
ΓX(Fεi0

),ΓA(Fεi0
)
)

βi0

�

,

где βi0 :
(
ΓX(Fεi0

),ΓA(Fεi0
)
) ⊂ (Mi0 , Ni0)— соответствующее отображение вло-

жения. Так как по условию гомоморфизм t∗εi0
ненулевой, то и гомоморфизм t̄∗i0

также должен быть ненулевым. Полученное противоречие и доказывает утвер-
ждение.

Рассмотрим одно следствие из предложения 3. Для A,B ⊂ R
n будем обозна-

чать через
�∗(A,B) = sup

a∈A
inf
b∈B

‖a− b‖

отклонение множества A от множества B (см., например, [3]).

Лемма 4. Пусть X —компакт и F : X → K(Rn)—полунепрерывное сверху
мультиотображение, {Fm}∞m=1, Fm : X → K(Rn), — последовательность полу-
непрерывных сверху мультиотображений, удовлетворяющих следующему усло-
вию:

(A1) если последовательность {xk} ⊂ X сходится к точке x0, то для любой
подпоследовательности {Fmk

} имеем

lim
k→∞

�∗
(
Fmk

(xk), F (x0)
)

= 0. (3)

Тогда для любого ε > 0 существует номер m0 = m0(ε), такой что Fm является
ε-аппроксимацией F , как только m � m0.
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Доказательство. Предположим противное. Тогда существуют ε0 > 0, по-
следовательность {xk} ⊂ X и подпоследовательность {Fmk

}, такие что

�∗
(
Fmk

(xk), F (x′)
)

� ε0

для любой точки x′ ∈ Vε0(xk). В силу компактности множества X без огра-
ничения общности можно считать, что {xk} → x0. Тогда начиная с неко-
торого m0 имеем xk ∈ Vε0(x0), k � m0. По предположению получаем
�∗

(
Fmk

(xk), F (x0)
)

� ε0, что противоречит (3). Лемма доказана.

Пусть, как и раньше, B— замкнутый шар в R
n, S = ∂B.

Теорема 3. Пусть полунепрерывное сверху мультиотображение

F : B → K(Rn)

удовлетворяет следующему условию:

(L1) для любого замкнутого шара B ⊂ IntB, S = ∂B, гомоморфизм

t∗B : Hn(B,S) → Hn
(
ΓB(F ),ΓS(F )

)
(4)

ненулевой.

Тогда если F (S) ⊂ B, то мультиотображение F имеет неподвижную точку.

Доказательство. Без ограничения общности будем считать, что B =
= BR(0)— замкнутый шар с центром в нуле радиуса R > 0. Рассмотрим по-
следовательность мультиотображений {Fm}∞m=1, определённых по правилу

Fm(x) = F

(
m

m+ 1
x

)
.

Опишем свойства отображений Fm. Легко убедиться, что Fm является
полунепрерывным сверху мультиотображением (см., например, [3]). Отме-
тим также, что график ΓB(Fm) гомеоморфен графику ΓBm

(F ) над шаром
Bm = BmR/(m+1)(0) и гомеоморфизм задаётся отображением

αm : ΓB(Fm) → ΓBm
(F ), αm(x, y) =

(
m

m+ 1
x, y

)
.

Пусть tm : ΓB(Fm) → B, t̂m : ΓBm
(F ) → Bm — естественные проекции на первую

координату. Имеет место следующая коммутативная диаграмма:

(B,S) � tm (
ΓB(Fm),ΓS(Fm)

)

(Bm, ∂Bm)

βm

�
�t̂m (

ΓBm
(F ),Γ∂Bm

(F )
)

αm

�

,

где
βm(x) =

m

m+ 1
x—
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гомеоморфизм. Так как гомеоморфизмы αm и βm порождают изоморфизмы
групп когомологий, а гомоморфизм t̂∗m ненулевой по предположению, то нену-
левым будет и гомоморфизм

t∗m : Hn(B,S) → Hn
(
ΓB(Fm),ΓS(Fm)

)
.

Проверим теперь, что последовательность мультиотображений {Fm} удовле-
творяет условию (A1) из леммы 4. Пусть последовательность {xk} ⊂ X = B
сходится к точке x0, и пусть {Fmk

}—некоторая подпоследовательность после-
довательности {Fm}. Тогда

Fmk
(xk) = F

(
mk

mk + 1
xk

)
.

Очевидно, что {
yk =

mk

mk + 1
xk

}
→ x0.

Тогда в силу полунепрерывности сверху мультиотображения F имеем

lim
k→∞

�∗
(
Fmk

(xk), F (x0)
)

= lim
k→∞

�∗
(
F (yk), F (x0)

)
= 0,

что и доказывает выполнение условия (A1) из леммы 4. Тогда по лемме 4 для
любого ε > 0 существует номер m0, такой что Fm0 является ε-аппроксимацией
мультиотображения F . Теперь из предложения 3 следует, что гомоморфизм (1)
является ненулевым, и доказываемое утверждение вытекает из теоремы 2.

Следствие 1. Пусть полунепрерывное сверху мультиотображение

F : B → K(Rn)

удовлетворяет следующим условиям:

(L2) существует такая пятёрка (B,Rn,Γ, p, q), определяющая мультиотображе-
ние F , что для любого замкнутого шара B ⊂ IntB и S = ∂B, отобра-
жение pB :

(
p−1(B), p−1(S)

) → (B,S) порождает ненулевой гомоморфизм
p∗B : Hn(B,S) → Hn

(
p−1(B), p−1(S)

)
;

(L3) F (x) ⊂ B для любой точки x ∈ S.
Тогда отображение F имеет неподвижную точку.

Доказательство этого утверждения вытекает из теоремы 3 и леммы 3.

4. Неподвижные точки многозначных отображений
открытых множеств

Пусть E —банахово пространство, B = BR(x0) ⊂ E— замкнутый шар ради-
уса R с центром в точке x0, F : B → K(E)— вполне непрерывное мультиотоб-
ражение (т. е. F полунепрерывно сверху и область значений F (B) относительно
компактна).
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Предложение 4. Пусть существует такая пятёрка (B, E, Z, p, q), определя-
ющая мультиотображение F , что отображение p сюръективно и собственно и

1) для любой точки x ∈ Int B множество p−1(x) ациклично ;
2) для любой точки x ∈ S = ∂B выполнено F (x) ⊂ B.

Тогда мультиотображение F имеет неподвижную точку.

Доказательство. Без ограничения общности будем считать, что точка x0

является нулём пространства E. Предположим противное. Тогда существует
число ε0 > 0, такое что

�
(
x, F (x)

)
= inf

y∈F (x)
‖x− y‖ � ε0

для любой точки x ∈ B. Для произвольного числа ε ∈ (0, ε0) выберем в ком-
пакте M = F (B) произвольную конечную ε-сеть τ = {x1, x2, . . . , xm}. Пусть
En —линейная оболочка точек {x1, x2, . . . , xm}, т. е. En = L(x1, x2, . . . , xm),
πε : M → conv{x1, x2, . . . , xm} ⊂ En —проектор Шаудера (см., например, [5]).

Рассмотрим мультиотображение

Fε = πε · F : B → K(conv{x1, x2, . . . , xm}).
Очевидно, что пятёрка (B, E, Z, p, πε ◦ q) является представлением мультио-

тображения Fε, т. е. Fε(x) = πε

(
q
(
p−1(x)

))
для любой точки x ∈ B. Пусть

Σ = B ∩ En —шар радиуса R с центром в нуле пространства En. Рассмотрим
сужение отображения Fε на множество Σ, т. е. мультиотображение

F̂ε : Σ → K(conv{x1, x2, . . . , xm}) ⊂ K(En).

Очевидно, что представлением этого мультиотображения является пятёрка
(Σ, En, p−1(Σ), p, πε ◦ q). Поскольку отображение p собственно и для любой
точки x ∈ Int Σ множество p−1(x) является ацикличным, в силу теоремы 1
для любого шара B ⊂ IntΣ отображение

pB :
(
p−1(B), p−1(∂B)

) → (B, ∂B)

порождает изоморфизмы

p∗B : Hi(B, ∂B) → Hi
(
p−1(B), p−1(∂B)

)
, i � 0.

С другой стороны, так как мультиотображение F̂ε полунепрерывно сверху и для
любой точки x ∈ ∂Σ выполнено включение

F̂ε(x) ⊂ conv{x1, x2, . . . , xm} ⊂ Σ,

то мультиотображение F̂ε удовлетворяет условиям следствия 1, следовательно,
оно имеет неподвижную точку xε ∈ Σ. Тогда

xε ∈ F̂ε(xε) = πε

(
F (xε)

)
.

Так как для любой точки y ∈M справедливо неравенство

‖y − πε(y)‖ < ε,
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то в F (xε) существует точка y, такая что ‖xε − y‖ < ε, т. е.

�
(
xε, F (xε)

)
< ε < ε0.

Полученное противоречие и доказывает утверждение.

Применим предложение 4 к изучению неподвижных точек мультиотображе-
ний, определённых на открытых множествах.

Пусть U = UR(x0) ⊂ E —открытый шар радиуса R c центром в точке x0.
Обозначим через S границу шара U. Пусть F : U → K(E)—вполне непрерывное
мультиотображение. Для точки x ∈ S рассмотрим множество

A(x) =
⋂

ε>0

F (Vε(x) ∩ U). (5)

Легко убедиться, что в силу полной непрерывности многозначного отображе-
ния F множество A(x) непусто для любой точки x ∈ S. Тогда можно рассмот-
реть мультиотображение F̃ : Ū → K(E), определённое условием

F̃ (x) =

{
F (x), если x ∈ U,

A(x), если x ∈ S.
(6)

Легко убедиться, что это мультиотображение замкнуто и F̃ (Ū) ⊂ F (U), т. е.
область значений лежит в компактном множестве. Следовательно, мультиотоб-
ражение F̃ полунепрерывно сверху. Имеет место следующий результат.

Теорема 4. Пусть вполне непрерывное мультиотображение F : U → K(E)
удовлетворяет следующим условиям:

(i) существует пятёрка (U, E, Z, p, q), определяющая мультиотображение F ,
такая что отображение p является вьеторисовским;

(ii) A(S) ⊂ Ū.

Тогда справедливо по крайней мере одно из следующих утверждений :

(I) мультиотображение F имеет неподвижную точку;
(II) существуют точка x∗ ∈ S и последовательность {xn} ⊂ U, {xn} → x∗,

такие что
lim

n→∞ �
(
x∗, F (xn)

)
= 0.

Доказательство. Рассмотрим мультиотображение F̃ : Ū → K(E). Оно удо-
влетворяет условиям предложения 4, следовательно, оно имеет неподвижную
точку x∗. Если x∗ ∈ U, то справедливо утверждение (I). Если же x∗ ∈ S, то
справедливо утверждение (II). Теорема доказана.

Следствие 2. Пусть вполне непрерывное мультиотображение F : U → K(E)
удовлетворяет следующим условиям:

1) существует такая пятёрка (U, E, Z, p, q), определяющая мультиотображе-
ние F , что отображение p является вьеторисовским;
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2) A(S) ⊂ U;
3) для любой точки x ∈ S выполнено x /∈ A(x).

Тогда мультиотображение F имеет неподвижную точку.

Следствие 3. Пусть вполне непрерывное однозначное отображение f : U → E
удовлетворяет следующим условиям:

1) A(S) ⊂ U;
2) для любой точки x ∈ S выполнено x /∈ A(x).

Тогда отображение f имеет неподвижную точку.

Рассмотрим некоторые примеры.
Пример 1. Пусть U = (−2, 2). Рассмотрим непрерывное отображение

ϕ : (−2, 2) → R,

определённое условием

ϕ(x) =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

sin
(

1
2 − x

)
− 1, если x ∈ (1, 2),

f(x), если x ∈ [−1, 1],

sin
(

1
2 + x

)
+ 1, если x ∈ (−2,−1),

где f —произвольная непрерывная функция на отрезке [−1, 1], такая что
f(−1) = sin 1 + 1, а f(1) = sin 1 − 1. Нетрудно убедиться, что A(−2) = [0, 2],
A(2) = [−2, 0]. Таким образом, по следствию 3 отображение ϕ имеет неподвиж-
ную точку.

Рассмотрим более сложный пример, в котором множества A(x) не являются
ацикличными.
Пример 2. Пусть E = R

2 — евклидова плоскость, U = {(x, y) | x2 + y2 < 4},
отображение ψ : U → R

2 определено условиями

ψ(x, y) =

=

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(
−1 + cos

(
2π sin

1
2 − x

)
; sin

(
2π sin

1
2 − x

))
, если x ∈ (1, 2),

f(x), если x ∈ [−1, 1],
(

1 + cos
(

2π sin
1

2+x

)
; sin

(
2π sin

1
2+x

))
, если x ∈ (−2,−1),

где f : [−1, 1] → U—произвольное непрерывное отображение, такое что

f(−1) =
(
1 + cos(2π sin 1); sin(2π sin 1)

)

и
f(1) =

(−1 + cos(2π sin 1); sin(2π sin 1)
)
.
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В этом случае множество A(x, y) для точки (x, y) ∈ ∂U будет определяться
условиями

A(x, y) =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

{(x, y) | (x+ 1)2 + y2 = 1}, если x = 2,
ψ(x, 0), если x ∈ (−2,−1),
f(x), если x ∈ [−1, 1],
ψ(x, 0), если x ∈ (1, 2),

{(x, y) | (x− 1)2 + y2 = 1}, если x = −2.

Так как для любых (x, y) ∈ ∂U выполнено A(x, y) ⊂ Ū \ (x, y), то согласно
следствию 3 отображение ψ имеет неподвижную точку.

Авторы признательны рецензенту за ценные замечания.
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