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Аннотация

Главная задача этой статьи— представить полное описание групп изометрий че-
тырёхмерных односвязных нильпотентных групп Ли. Мы покажем различие между
двумя геометрически различными случаями вырожденного и невырожденного центра
группы. Поскольку метрики Уолкера возникают как структуры, лежащие в основе мет-
рик нейтральной сигнатуры на нильпотентных группах Ли с вырожденным центром,
мы найдём необходимое и достаточное условие того, что они локально допускают
нильпотентную группу изометрий.

Abstract

T. Šukilović, Isometry groups of 4-dimensional nilpotent Lie groups, Fundamental-
naya i prikladnaya matematika, vol. 20 (2015), no. 3, pp. 257—271.

The main purpose of this paper is to give a complete description of isometry groups
on the 4-dimensional simply connected nilpotent Lie groups. We distinguish between two
geometrically distinct cases of degenerate and nondegenerate center of the group. Since
Walker metrics appear as the underlying structure of neutral signature metrics on the
nilpotent Lie groups with degenerate center, we find necessary and sufficient condition
for them to locally admit the nilpotent group of isometries.

Геометрия групп Ли с левоинвариантной метрикой усердно изучалась в те-
чение многих лет, начиная с работы Дж. Милнора [17] до более новых работ
Х. Лаурета [16], Л. А. Кордеро и Ф. Паркера [9]. То, что между римановым
и псевдоримановым случаями существует существенное различие, становится
ясно уже из результатов классификационного типа. Например, на четырёх-
мерных нильпотентных группах Ли есть только один класс неэквивалентных
положительно определённых левоинвариантных метрик на каждой группе, то-
гда как в лоренцевом случае существует несколько семейств метрик (см. [8]).
За всесторонним анализом и ссылками на различную литературу, связанную
с левоинвариантными метриками на группах Ли малых размерностей, можно
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обратиться к книге [1]. Группы и алгебры Ли связаны с различными областя-
ми математики, физики и т. д. Например, стоит обратить внимание на работы
В. В. Трофимова и А. Т. Фоменко, посвящённые интегрированию гамильтоновых
систем на алгебрах Ли (см. [3, 4]). Эта тематика всё ещё интересна, особенно
если иметь в виду её связь с проективной эквивалентностью метрик. Существо-
вание проективно эквивалентных метрик, которые не являются геометрически
жёсткими или аффинно эквивалентными, всё ещё является открытым вопросом
в случае групп Ли.

Другое неожиданное различие между римановым и псевдоримановым случа-
ями видно из свойств групп изометрий. В частности, группа изометрий может
быть значительно больше на псевдоримановом многообразии с вырожденным
центром, чем на римановом или даже псевдоримановом многообразии с невы-
рожденным центром. Было показано, что в римановом случае группа изометри-
ческих автоморфизмов совпадает с группой изометрий двухступенчатой ниль-
потентной группы Ли N , которые сохраняют единицу и разложение

TN = υN ⊕ ξN. (1)

Эти подрасслоения получаются левыми сдвигами разбиения на уровне алгебры
Ли n = υ ⊕ ξ, где n—алгебра Ли группы N , ξ — её центр и υ —ортогональ-
ное дополнение к ξ. Дополнительную информацию относительно положительно
определённого случая можно найти в [11,14].

Полные группы изометрий всех однородных римановых трёхмерных и че-
тырёхмерных нильмногообразий были описаны в [16], в то время как в случае
размерности 5 авторы рассмотрели только двухступенчатые нильпотентные мно-
гообразия [13].

Группы Ли, действующие изометриями на фиксированной псевдоримановой
двухступенчатой нильпотентной группе Ли, наделённой левоинвариантной мет-
рикой, были изучены Л. А. Кордеро и Ф. Паркером в [10]. Их в первую оче-
редь интересовали различия между группой изометрических автоморфизмов,
группой изометрий, сохраняющих разбиение (1), и полной группой изометрий.
Позже В. дель Барко и Г.-П. Овандо уточнили эти результаты в [5]. Также
в этой статье они рассмотрели биинвариантные метрики на двухступенчатых
нильпотентных группах Ли и показали, что существуют изометрические авто-
морфизмы, не сохраняющие никакого разбиения.

Наша задача— дать полное описание изометрий нильпотентных четырёхмер-
ных групп Ли. В разделе 1 вводятся основные понятия. В разделах 2 и 3 отдель-
но рассматриваются случаи невырожденного и вырожденного центра группы.
В начале каждого раздела с точностью до действия группы автоморфизмов клас-
сифицируются скалярные произведения на нильпотентных алгебрах Ли h3 ⊕ R

и g4. Доказывается, что неравенство Iaut < I выполнено для всех метрик на
нильпотентных группах Ли с вырожденным центром. Интересно, что pp-вол-
ны и метрики Уолкера возникают как структура, лежащая в основе метрик на
нильпотентных группах Ли с вырожденным центром. Найдено необходимое и
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достаточное условие, при котором метрики Уолкера локально допускают ниль-
потентную группу изометрий. Плоские волны— это специальная разновидность
pp-волн с фиксированной амплитудой в каждом волновом фронте. Такие метри-
ки играют важную роль в общей теории относительности, потому что каждое
четырёхмерное пространство-время имеет специальную pp-волну, являющую-
ся корректно определённым пределом Пенроуза (см. [7, 19]). В общем случае
группа изометрий метрики плоской волны совпадает с алгеброй Гейзенберга
(см. [7]). Она действует транзитивно на изотропных гиперплоскостях с просто
транзитивно действующей абелевой подалгеброй. Однако в некоторых особых
случаях, например в случае конформно плоских плоских волн, могут возникать
дополнительные киллинговы векторные поля (более подробную информацию
можно найти в [15]).

1. Предварительные сведения

Пусть (N, g)— это односвязная нильпотентная группа Ли с левоинвариант-
ной метрикой g, и пусть n = Lie N — её алгебра Ли с индуцированным скаляр-
ным произведением произвольной сигнатуры, которое мы обозначим 〈·, ·〉.

Обозначим через Aut(n) группу автоморфизмов нильпотентной алгебры
Ли n, которая определяется следующим образом:

Aut(n) := {F : n → n | F линейно, [Fx, Fy] = F [x, y], x, y ∈ n}.
Так как на односвязной группе Ли экспоненциальное отображение

exp: n → N является диффеоморфизмом, N диффеоморфно R
n. Как след-

ствие, получаем, что группы автоморфизмов нильпотентной группы Ли и её
алгебры совпадают, т. е. Aut(N) = Aut(n) (см. [20]).

Обозначим через S(n) множество неэквивалентных скалярных произведений
на алгебре n. Если фиксировать базис нильпотентной алгебры Ли n, то множе-
ство S(n) отождествляется с множеством симметричных матриц S произвольной
сигнатуры по модулю следующего действия группы автоморфизмов:

S �→ FTSF, F ∈ Aut(n). (2)

Это скалярное произведение, представленное симметричной матрицей S на ал-
гебре Ли n, порождает левоинвариантную метрику g на соответствующей группе
Ли.

Пусть {x1, x2, x3, x4}—базис нильпотентной алгебры Ли n, обозначим че-
рез X1, X2, X3, X4 соответствующие левоинвариантные векторные поля на N .
Начиная с этого момента мы отождествляем нильпотентную алгебру Ли n с ал-
геброй левоинвариантных векторных полей на N .

С точностью до изоморфизма существуют только две неабелевы нильпотент-
ные алгебры Ли размерности 4, g4 и h3⊕R, отвечающие группам Ли G4 и H3×R

соответственно (см., например, [18]).
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Алгебра g4 — трёхступенчатая нильпотентная алгебра с одномерным центром
ξ(g4) = L(x4) и двумерным коммутантом g′4 := [g4, g4] = L(x3, x4). Алгебра
Ли h3⊕R— это двухступенчатая нильпотентная алгебра с двухмерным центром
ξ(h3 ⊕ R) = L(x3, x4) и одномерным коммутантом, натянутым на x3.

Автоморфизмы этих групп описываются в двух следующих леммах.

Лемма 1.1 [16]. Группа Aut(g4) автоморфизмов нильпотентной алгебры
Ли g4 в базисе {x1, x2, x3, x4} состоит из вещественных матриц вида

Aut(g4) =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

a1 0 0 0
a2 b2 0 0
a3 b3 a1b2 0
a4 b4 a1b3 a2

1b2

⎞

⎟
⎟
⎠

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a1, b2 	= 0

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭

. (3)

Лемма 1.2 [16]. Группа Aut(h3⊕R) автоморфизмов нильпотентной алгебры
Ли h3 ⊕ R в базисе {x1, x2, x3, x4} состоит из вещественных матриц вида

Aut(h3 ⊕ R) =

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
A 0 0
b1 det A μ
b2 0 λ

⎞

⎠

∣
∣
∣
∣
∣
∣

A ∈ GL(2, R), b1, b2 ∈ R
2,

λ, μ ∈ R, λ 	= 0

⎫
⎬

⎭
. (4)

Обозначим через I(N) группу изометрий N . Подгруппа левых сдвигов эле-
ментами из N замкнута в Õ(N) и изоморфна N . Подгруппа изометрий, сохра-
няющих единицу, обозначаемая через Õ(N), также является замкнутой под-
группой в Õ(N), и

I(N) = Õ(N) · N. (5)

Также положим O(N) = Aut(N) ∩ I(N), и пусть Iaut(N) = O(N) � N , где N
действует левыми сдвигами.

Пусть M —псевдориманово многообразие и g —псевдориманова метрика на
нём. Векторное поле X на M называется киллинговым векторным полем, если

g(∇V X,W ) + g(V,∇W X) = 0 (6)

имеет место для любых векторных полей W и V на M .
Так как все левоинвариантные псевдоримановы метрики на H3 × R геодези-

чески полны (см. [12]), множество всех киллинговых полей является алгеброй
Ли полной группы изометрий. Также однопараметрическая группа изометрий,
порождённая потоком любого киллингова поля, глобальна. Следовательно, изо-
метрии, полученные интегрированием киллинговых полей на H3×R глобальны.
Важно отметить, что метрики на группе G4 не полны, а следовательно, изомет-
рии локальны.

2. Случай невырожденного центра

Напомним, что центр ξ нильпотентной алгебры Ли n вырожденный, если он
содержит (полностью) изотропное подпространство. Возможная вырожденность
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центра вызывает существенные различия между римановым и псевдоримановым
случаями.

Лемма 2.1. Если центр алгебры g4 невырожденный, то скалярное произве-
дение представляется матрицей

Sε
A =

⎛

⎜
⎜
⎝

ε1 0 0 0
0 ε2 0 0
0 0 a b
0 0 b c

⎞

⎟
⎟
⎠ , ε1, ε2 ∈ {−1, 1}, (7)

где сигнатура матрицы

A =
(

a b
b c

)

задаётся сигнатурой скалярного произведения и c 	= 0, или матрицами

Sε
3,λ =

⎛

⎜
⎜
⎝

0 0 1 0
0 ε1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 ε2λ

⎞

⎟
⎟
⎠ , Sε

4,λ =

⎛

⎜
⎜
⎝

ε1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 ε2λ

⎞

⎟
⎟
⎠ , (8)

где λ > 0, ε1, ε2 ∈ {−1, 1}.
Доказательство. Главная идея доказательства— рассмотреть ограничение

скалярного произведения на двумерный коммутант g′4.
Обозначим через S, ST = S, произвольную симметричную матрицу, пред-

ставляющую скалярное произведение 〈·, ·〉 в базисе {x1, x2, x3, x4}, и через F
автоморфизм алгебры g4, заданный в лемме 1.1. В каждом из случаев мы будем
искать новый базис {f1, f2, f3, f4} вида

f1 = a1x1 + a2x2 + a3x3 + a4x4, f2 = b2x2 + b3x3 + b4x4,

f3 = a1b2x3 + a1b3x4, f4 = a1b
2
2x4,

(9)

представляющий столбцы F , такой что скалярное произведение 〈·, ·〉 в этом
базисе S1 = FTSF представляется как можно проще.

Отметим, что сигнатура 〈·, ·〉 на g′4 зависит от определителя правой нижней
(2 × 2)-подматрицы A матрицы S.

СЛУЧАЙ 1. Рассмотрим вначале случай, когда g′4 невырожденный и име-
ет сигнатуру (+,+). Два остальных случая, (+,−) и (−,−), рассматриваются
аналогично.

а) Риманов/нейтральный случай. У ортогонального дополнения g′4
⊥ сигна-

тура (+,+) в римановом случае или (−,−) в случае нейтральной сигнатуры, и
g4 = g′4 ⊕ g′4

⊥. Пусть {e1, e2}—ортонормированный базис g′4
⊥. Параметр t ∈ R

евклидова поворота

f1 = cos t e1 + sin t e2, f2 = sin t e1 + cos t e2

может быть выбран таким образом, чтобы первая координата f2 обнулилась
и, следовательно, f2 имел вид (9). Такой выбор f1, f2 также определяет базис



262 Т. Шукилович

{f3, f4} в g′4. Так как все единичные векторы в g′4
⊥ эквивалентны, получаем, что

в новом базисе матрица скалярного произведения 〈·, ·〉 имеет вид Sε
A, ε1 = ε2.

б) Лоренцев случай. В этом случае ортогональное дополнение g′4
⊥ имеет

сигнатуру (+,−). Доказательство аналогично предыдущему случаю с заменой
евклидова поворота на гиперболический. Здесь мы имеем ε1 = −ε2 и оба ва-
рианта ε2 = 1 и ε2 = −1 возможны. Это происходит из-за того, что гипер-
болические повороты не меняют характеристику f2 (т. е. sign〈f2, f2〉). Можно
показать, что скалярные произведения, представленные матрицами Sε

A, попарно
не эквивалентны относительно действия F ∈ Aut(g4).

СЛУЧАЙ 2. В этом случае, когда ограничение скалярного произведения на g′4
вырожденное, мы обсудим характер центра ξ(g4) ⊂ g′4. Матрица A ограничения
〈·, ·〉 имеет вид

A =
(

a
√

ac√
ac c

)

, c 	= 0. (10)

В g′4 существует единственный изотропный вектор L, и все остальные векторы
X ∈ g′4 ортогональны ему:

〈L,L〉 = 0, 〈X,X〉 = μ 	= 0, 〈L,X〉 = 0.

Интересно, что плоскость g′4
⊥ также вырожденная и

g′4
⊥ ∩ g′4 = L〈L〉.

Следовательно, сумма g′4
⊥ + g′4 является трёхмерным векторным пространством

и не порождает g4.
После некоторых вычислений можно показать, что скалярные произведения

представляются одной из матриц (8).

Лемма 2.2. Если центр алгебры h3 ⊕ R невырожденный, то множество ска-
лярных произведений из h3 ⊕ R представляется матрицами

Sε
λ =

⎛

⎜
⎜
⎝

ε1 0 0 0
0 ε2 0 0
0 0 ε3λ 0
0 0 0 ε4

⎞

⎟
⎟
⎠ , Sε =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 0 0 0
0 ε 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

⎞

⎟
⎟
⎠ , (11)

где λ > 0, ε, ε1, . . . , ε4 ∈ {−1, 1}.
Доказательство. Центром алгебры является ξ = L(x3, x4), а коммутан-

том—L(x3). Аналогично предыдущей лемме исследуется сигнатура центра ξ
и получаются соответствующие скалярные произведения.

Теорема 2.1.

а) Если центр группы G4 невырожденный, то Õ(G4) дискретна и группа
изометрий I(G4) соответствующей метрики имеет вид

I(G4) � diag(ε, ε̄, εε̄, ε̄) � G4, ε, ε̄ ∈ {−1, 1}.
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б) В случае метрик gε
λ на группе Ли H3 × R её группа изометрий имеет вид

I(H3 × R) = Õ(H3 × R) � (H3 × R), где

Õ(H3 × R) =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

ε cos t −ε sin t 0 0
sin t cos t 0 0
0 0 ε 0
0 0 0 ε̄

⎞

⎟
⎟
⎠

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

t ∈ R,
ε, ε̄ ∈ {−1, 1}

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭

при ε1 = ε2,

∗Õ(H3 × R) =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

ε ch t ε sh t 0 0
sh t ch t 0 0
0 0 ε 0
0 0 0 ε̄

⎞

⎟
⎟
⎠

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

t ∈ R,
ε, ε̄ ∈ {−1, 1}

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭

при ε1 	= ε2.

в) В случае метрики gε на группе H3 × R её группа изометрий имеет вид
Õ(H3 × R) · (H3 × R), где Õ(H3 × R)— трёхмерная группа Ли с соответ-
ствующей алгеброй Ли, определённой структурными уравнениями

[ξ1, ξ2] = ξ2, [ξ1, ξ3] = 0, [ξ2, ξ3] = 0. (12)

Доказательство. Докажем утверждение а). Из решения уравнения Кил-
линга (6) видно, что алгебра изометрий порождается только левыми сдвигами.
Группа изометрий, сохраняющих единицу, совпадает с группой изометрических
автоморфизмов, что и требовалось доказать.

Докажем утверждение б). Прямыми вычислениями получаем, что для мет-
рики gε

λ алгебра киллинговых векторных полей пятимерна. Также H3 × R—
нормальная подгруппа I(H3 × R), следовательно, в (5) имеем полупрямое про-
изведение.

Докажем утверждение в). Так как ∇R ≡ 0, метрика gε на односвязной груп-
пе H3 × R превращает её в симметрическое пространство (здесь ∇ обозначает
ковариантную производную, соответствующую связности Леви-Чивита, и R—
это тензор кривизны). Группа изометрий, сохраняющая единицу, отождествля-
ется с группой линейных изоморфизмов h3 ⊕R, сохраняющей тензор кривизны,
а значит, группа изотропий единицы в I(H3×R) имеет размерность 3. Следова-
тельно, I(H3 ×R) имеет по крайней мере семь линейно независимых киллинго-
вых векторных полей. Из решения уравнения Киллинга (6) получаем в точности
семь киллинговых векторов {ξ1, . . . , ξ7}. Векторы {ξ1, ξ2, ξ3} порождают алгебру
Ли со структурными уравнениями (12). Остальные четыре вектора порождают
алгебру Ли, определённую ненулевым коммутантом [ξ4, ξ5] = ξ6, т. е. алгебру
Ли h3 ⊕ R.

Следствие 2.1. Для любой левоинвариантной метрики

dim I(H3 × R) > dim(H3 × R).

Замечание 2.1. Предыдущее следствие не выполняется для группы G4.
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3. Случай вырожденного центра

Для того чтобы классифицировать скалярные произведения в случае, когда
центр алгебры частично или полностью вырожденный, проведём анализ, похо-
жий на тот, что был приведён в предыдущем разделе. Результаты представлены
в двух следующих леммах.

Лемма 3.1. Пусть центр алгебры g4 изотропный. Если коммутант g′4 ча-
стично вырожденный, то скалярные произведения имеют одну из следующих
форм:

Sε
1,λ =

⎛

⎜
⎜
⎝

ε1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 ε2λ 0
0 1 0 0

⎞

⎟
⎟
⎠ , Sε

2,λ =

⎛

⎜
⎜
⎝

0 0 0 1
0 ε1 0 0
0 0 ε2λ 0
1 0 0 0

⎞

⎟
⎟
⎠ ,

λ > 0, ε1, ε2 ∈ {−1, 1}. (13)

Если коммутант g′4 полностью изотропный, то скалярные произведения имеют
нейтральную сигнатуру (+,+,−,−) и задаются матрицами

S0
1 =

⎛

⎜
⎜
⎝

0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0

⎞

⎟
⎟
⎠ , S0

2 =

⎛

⎜
⎜
⎝

0 0 1 0
0 0 0 ε
1 0 0 0
0 ε 0 0

⎞

⎟
⎟
⎠ , ε ∈ {−1, 1}. (14)

Лемма 3.2. Если центр алгебры h3⊕R частично вырожденный, то скалярные
произведения задаются матрицами

Sε
01 =

⎛

⎜
⎜
⎝

ε1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 ε2

⎞

⎟
⎟
⎠ , Sε

02 =

⎛

⎜
⎜
⎝

0 0 0 1
0 ε1 0 0
0 0 ε2 0
1 0 0 0

⎞

⎟
⎟
⎠ , ε1, ε2 ∈ {−1, 1}. (15)

Если центр полностью изотропный, то скалярное произведение имеет нейтраль-
ную сигнатуру и имеет вид

S0
0 =

⎛

⎜
⎜
⎝

0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0

⎞

⎟
⎟
⎠ . (16)

Замечание 3.1. Заметим, что в (13) и (15) если ε1 = ε2, то получается
лоренцева сигнатура, а если ε1 	= ε2, то скалярные произведения имеют ней-
тральную сигнатуру.

Исследуем соответствующие метрики более подробно.
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3.1. Плоские метрики

На любой плоской односвязной группе Ли N группой изометрий является
I(N) � Op

q � N , где Op
q обозначает псевдоортогональную группу Ли и (p, q)—

сигнатура псевдоримановой метрики.

Лемма 3.3. Метрики gε
01 и g0

0 на группе H3 × R, а также метрики g0
1 и gε

1,λ

(для λ = 1, ε1 = −ε2 = 1) на группе G4 плоские.

Следующая лемма вытекает непосредственно из предыдущей.

Лемма 3.4.

а) Для метрики gε
01, ε1 = ε2, на группе H3 × R группой изометрий является

O(3, 1) � (H3 × R).
б) Для метрик gε

01, ε1 	= ε2 и g0
0 на группе H3×R группой изометрий является

O(2, 2) � (H3 × R).
в) Для метрик g0

1 и gε
1,λ, λ = 1, ε1 = −ε2 = 1, на группе G4 группой изомет-

рий является O(2, 2) � G4.

3.2. Метрики Уолкера

Говорят, что псевдориманово многообразие M = (M, g) является многооб-
разием Уолкера и что g —метрика Уолкера, если существует нетривиальное
полностью изотопное параллельное распределение D. Поскольку dimD � n/2,
где n = dim M , в нашем случае параллельные распределения могут быть одно-
мерны или двумерны.

Следствие 3.1. Все левоинвариантные метрики на нильпотентных четырёх-
мерных группах Ли с вырожденным центром являются метриками Уолкера.

Замечание 3.2. Заметим, что мы также обнаружили пример метрики Уол-
кера на нильпотентных группах Ли H3 ×R с невырожденным центром. Таковой
оказалась метрика gε, исследованная ранее в пункте в) теоремы 2.1.

Для лоренцевой сигнатуры dimD = 1, т. е. найдётся ковариантно постоян-
ное, нигде не вырожденное, изотропное векторное поле V , и соответствующие
метрики называются pp-волновыми метриками. pp-волны имеют тип N или O
по Петрову (см. [2]) с многочисленными главными изотропными направления-
ми, заданными ковариантно постоянным изотропным векторным полем X4.

Замечание 3.3. Условие того, что X4 —параллельное (т. е. ковариантно по-
стоянное) изотропное векторное поле, эквивалентно условию, что X4 одновре-
менно является вектором Киллинга и градиентным векторным полем.

Хотя известно, что группы изометрий для pp-волн специального вида, так
называемых плоских волн, являются обобщёнными группами Гейзенберга [7],
подобный результат для pp-волн в общем случае ещё не был сформулирован.

Пример 1. Мы обсудим метрики gε
1,λ и gε

2,λ, ε1 = ε2 на группе G4. Можно
показать, что сигнатура метрики не влияет на размерность группы изометрий.
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Более того, алгебра изометрий остаётся той же. Например, киллинговы вектор-
ные поля для метрики gε

2,λ имеют вид

ξ1 =
∂

∂x
+ ε1

x2

2
∂

∂y
+

(

y − ε1
x3

6
+ ε2

x

λ

)
∂

∂z
+

x

24

(

−24y + ε1x
3 − ε2

12x

λ

)
∂

∂w
,

ξ2 =
x2

2
∂

∂y
+

(
x3

6
− ε1ε2

x

λ

)
∂

∂z
+

(

ε1z − x4

24
+ ε1ε2

x2

2λ

)
∂

∂w
,

ξ3 = −x
∂

∂y
+

x2

2
∂

∂z
+

(

y − x3

6

)
∂

∂w
,

ξ4 =
∂

∂w
,

ξ5 =
∂

∂y
− x

∂

∂z
+

x2

2
∂

∂w
,

ξ6 =
∂

∂z
− x

∂

∂w
.

Заметим, что ξ4 —параллельное изотропное векторное поле. Ясно, что един-
ственная разница между лоренцевой и нейтральной сигнатурой будет отражена
в первых двух векторах. Тем не менее векторы {ξ1, ξ4, ξ5, ξ6} порождают трёх-
ступенчатую нильпотентную алгебру Ли с коммутаторами

[ξ1, ξ5] = −2ξ6, [ξ1, ξ6] = −ξ4, [ξi, ξj ] = 0 в остальных случаях.

Подходящая замена базиса даст нам [ξ2, ξ3] = 0, откуда следует, что алгебра
изометрий изоморфна R

2
�g4. Поэтому мы подробно рассмотрим только случай

нейтральной сигнатуры.

Пример 2. В [10] были построены примеры, в которых выполняется стро-
гие неравенства Isplit < Iaut < I. Здесь Isplit(N) обозначает подгруппу I(N),
сохраняющую разложение (1). Рассматривалась метрика g на группе H3 × R

с частично вырожденным центром. Эта метрика эквивалентна метрике g02 из
нашей классификации.

Было доказано, что однопараметрическая группа изометричных автоморфиз-
мов состоит из орициклических трансляций; таким образом, dim O = 1. С дру-
гой стороны, алгебра киллинговых векторных полей шестимерна, следовательно,
dim Õ = 2.

На самом деле Л. А. Кордеро и Ф. Паркер рассмотрели оба случая: лорен-
цевой и нейтральной сигнатуры. Ниже мы подтвердили их результат.

Четырёхмерные пространства с нейтральной сигнатурой обладают инвари-
антной изотропной плоскостью, т. е. параллельное распределение D имеет
максимальную размерность. В этом случае метрики Уолкера выглядит про-
ще. Напомним, что существуют локальные координаты (x, y, z, w), такие что
метрика Уолкера в базисе {

∂

∂x
,

∂

∂y
,

∂

∂z
,

∂

∂w

}
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имеет вид ⎛

⎜
⎜
⎝

0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 a c
0 1 c b

⎞

⎟
⎟
⎠ , (17)

где a, b и c— гладкие функции. Более того, можно доказать, что если метри-
ка Уолкера обладает параллельным векторным полем, то можно выбрать такие
локальные координаты, что функции a, b и c не зависят от переменной x.

Лемма 3.5. Четырёхмерная метрика Уолкера нейтральной сигнатуры ло-
кально обладает нильпотентной группой изометрий, если и только если най-
дутся координаты (x, y, z, w), такие что a является квадратичным полиномом
вида

a(y, z, w) = A1(y + A2z)2 + A3w
2,

b—константа, зависящая только от исходной метрики, и c = c(y) = y.

Доказательство. Прямым вычислением можно показать, что любая метрика
Уолкера g на нильпотентной четырёхмерной группе Ли зависит от полиноми-
альных функций a, b, c, где a—полином второй степени, c линейна, а b—
константа. Если дополнительно потребуем, чтобы c = c(y) = y, то замена коор-
динатного базиса

x̃ =
∂z

∂z̃
x +

∂z

∂w̃
y + S1(z, w), z̃ = α(z, w),

ỹ =
∂w

∂z̃
x +

∂w

∂w̃
y + S2(z, w), w̃ = β(z, w)

(18)

(подробности см. в [6]) даёт нам в точности такой вид a и b, который выписан
в табл. 1.

Теперь заметим, что каждая метрика Уолкера g данного вида может быть
записана как

g =
∑

k

μkgk с
∑

k

μk = 1,

где gk — это метрики из табл. 1 с неотрицательными коэффициентами при y2

в полиноме a. Таким образом, без ограничения общности всюду ниже мы можем
считать, что A1 � 0 и A1A3 = 0, A2

1+A2
3 	= 0. Действительно, если A1 = A3 = 0,

соответствующая метрика также является метрикой Уолкера и после замены
координат можно увидеть, что это в точности метрика gε, ε = −1, на группе
H3×R. Поскольку она уже обсуждалась, исключим её из дальнейшего анализа.

Рассмотрим векторы Киллинга X = {f1, f2, f3, f4}. Решая систему уравне-
ний Киллинга, получаем, что киллинговы векторные поля имеют вид

f1 = −
(

x +
1
2
yw

)

h3
z − (y + bw)h4

z +
b

4
w2h3 − w(h2 + h2

z) + h1,

f2 = −1
2
(y + bw)h3 + h2, f3 = h3 + C3, f4 =

1
2
h3w + h4,
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Таблица 1. Вид Уолкера метрик

Группа Метрика Вид Уолкера

G4 gε
1,λ, λ 	= 1

⎛

⎜
⎜
⎝

0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 ε2

λ±1y2 y

0 1 y ε2λ

⎞

⎟
⎟
⎠

gε
2,λ

⎛

⎜
⎜
⎝

0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 ε2

λ (y + z)2 y
0 1 y ε2λ

⎞

⎟
⎟
⎠

g0
2

⎛

⎜
⎜
⎝

0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 εw2 y
0 1 y 2

⎞

⎟
⎟
⎠

H3 × R gε
02

⎛

⎜
⎜
⎝

0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 ε1y

2 y
0 1 y ε1

⎞

⎟
⎟
⎠

где hk = hk(z) ∈ C∞(R), k = {1, 2, 3, 4}, C3 ∈ R, и удовлетворяют

ayf2 + azf
3 + awf4 + 2(f1

z + af3
z + yf4

z ) = 0. (19)

Теперь, используя явный вид полинома a, получаем, что h3 обращается в ноль,
и мы можем выделить два случая.

СЛУЧАЙ 1. A1 = 0, A3 	= 0. Векторные поля Киллинга имеют вид

ξ1 =
∂

∂x
, ξ4 = −A3zw

∂

∂x
+ A3(z − 1)

∂

∂y
+

∂

∂w
,

ξ2 = −w
∂

∂x
+

∂

∂y
, ξ5 = −e−z ∂

∂y
,

ξ3 =
∂

∂z
, ξ6 = −ez(A3w + y)

∂

∂x
+

A3 − b

2
ez ∂

∂y
+ ez ∂

∂w
.
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Алгебра киллинговых векторных полей шестимерна, натянута на векторы
{ξ1, . . . , ξ6} и содержит трёхступенчатую нильпотентную подалгебру, порож-
дённую {ξ1, ξ2, ξ3, ξ4}. Этот случай представлен метрикой g0

2 .
СЛУЧАЙ 2. A1 > 0, A3 = 0. Система уравнений Киллинга сводится к

A1A2z(h2 +A2C1)+h1
z = 0, A1(h2 +A2C1)+h4

z−h4
zz = 0, h2

z +h2
zz +bh4

zz = 0.

Для удобства положим μ = 1 − A1b.
а) μ 	= 0. Длинное, но прямое вычисление показывает, что соответствующие

киллинговы векторные поля образуют нильпотентную алгебру тогда и только
тогда, когда A2 = 0. Эта алгебра содержит четырёхмерную трёхступенчатую
нильпотентную подалгебру. Примером здесь является метрика gε

1,λ с μ > 0,
если ε1 = −ε2 = −1, и μ < 0, если ε1 = −ε2 = 1, 0 < λ < 1.

б) μ = 0. В этом последнем случае мы также получаем шесть киллинговых
векторных полей

ξ1 =
∂

∂x
,

ξ2 =
∂

∂w
,

ξ3 = A2w
∂

∂x
− A2

∂

∂y
+

∂

∂z
,

ξ4 =
(

−y +
A2

2
z2

)
∂

∂x
− 1

A1

∂

∂y
+ z

∂

∂w
,

ξ5 =
1
3
z
(−6y + A2z(2z − 3)

) ∂

∂x
− 2

A1
(z − 1)

∂

∂y
+ z2 ∂

∂w
,

ξ6 =
(

− 6
A1

w − 3yz2 +
A2

4
z3(3z − 8)

)
∂

∂x
− 3

A1
z(z − 2)

∂

∂y
+ z3 ∂

∂w
.

Алгебра, натянутая на {ξ1, ξ2, ξ3, ξ4}, является двухступенчатой нильпотентной,
если A2 = 0, и трёхступенчатой нильпотентной в противном случае. Заметим,
что эти две возможности соответствуют метрикам gε

02 и gε
2,λ соответственно.

Следствие 3.2. Если центр нильпотентной четырёхмерной группы Ли N
вырожденный, то dim Õ(N) = 2.

Теорема 3.1. Если центр нильпотентной четырёхмерной группы Ли N
вырожденный, соответствующая алгебра изометрий шестимерна и изоморфна
R

2
� n.

Доказательство. В доказательстве леммы 3.5 было показано, что алгебра
киллинговых векторных полей шестимерна и что левые сдвиги порождаются
первыми четырьмя векторами. Для двух последних векторов выполнено

[ξ5, ξ6] = Cξ1, C = const,

для всех соответствующих метрик. Поскольку векторы ξ5 и ξ6 не порождают
подалгебры (для C 	= 0), нужно сделать замену базисных векторов. С помощью
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несложного вычисления можно показать, что в новом базисе выполнено

[ξ̄5, ξ̄6] = 0,

а значит, алгебры изометрий изоморфны R
2

� n.
На группе H3 × R есть только одна метрика Уолкера, и её алгебра изомет-

рий нильпотентна. С другой стороны, на группе G4 метрики gε
1,λ и g0

2 имеют
разрешимые алгебры изометрий, в то время как алгебра изометрий gε

2,λ ниль-
потентна.

Замечание 3.4. Заметим, что следствие 2.1 выполняется также в случае
вырожденного центра, в том числе для плоских метрик.

Следствие 3.3. Если центр нильпотентной четырёхмерной группы Ли N
вырожденный и соответствующая метрика не является плоской, то Iaut < I.

Доказательство. Используя предыдущую теорему, заключаем, что
dim I = 6. Если S ∈ S(n) и F ∈ Aut(n), то, решая уравнение FTSF = F ,
получаем, что dim O = 1 в случае скалярных произведений Sε

2,λ на алгебре g4

и Sε
02 на алгебре h3 ⊕R. Очевидно, что dim Iaut = 5. Для оставшихся двух ска-

лярных произведений на алгебре g4 получаем, что O дискретно, откуда следует,
что dim Iaut = 4.
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