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Аннотация

Работа представляет собой обзор по полученным ранее, а также новым случа-
ям интегрируемости в динамике двумерного, трёхмерного и четырёхмерного твёрдого
тела, находящегося в неконсервативном поле сил. Исследуемые задачи описывают-
ся динамическими системами с так называемой переменной диссипацией с нулевым
средним. Задача поиска полного набора трансцендентных первых интегралов систем
с диссипацией также является достаточно актуальной, и ей было ранее посвящено
множество работ. Введён в рассмотрение новый класс динамических систем, име-
ющих периодическую координату. Наличие в таких системах нетривиальных групп
симметрий позволило показать, что рассматриваемые системы обладают переменной
диссипацией с нулевым средним, означающей, что в среднем за период по имеющейся
периодической координате диссипация в системе равна нулю, хотя в разных областях
фазового пространства в системе может присутствовать как подкачка энергии, так и
её рассеяние. На базе полученного материала проанализированы динамические си-
стемы, возникающие в динамике твёрдого тела. В результате обнаружен ряд случаев
полной интегрируемости уравнений движения в трансцендентных функциях, выра-
жающихся через конечную комбинацию элементарных функций. Получены некоторые
обобщения на условия интегрируемости более общих классов неконсервативных дина-
мических систем (динамика четырёхмерного твёрдого тела). В качестве приложений
изучаются динамические уравнения движения, возникающие в плоской и простран-
ственной динамике твёрдого тела, взаимодействующего со средой, а также возможное
обобщение полученных методов исследования на общие системы, возникающие как
в качественной теории обыкновенных дифференциальных уравнений, теории динами-
ческих систем, так и в теории колебаний.
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This paper is a survey of integrable cases in dynamics of a multi-dimensional rigid
body under the action of a nonconservative force field. We review both new results and
results obtained earlier. Problems examined are described by dynamical systems with
so-called variable dissipation with zero mean. The problem of the search for complete
sets of transcendental first integrals of systems with dissipation is quite topical; a large
number of works are devoted to it. We introduce a new class of dynamical systems that
have a periodic coordinate. Due to the existence of nontrivial symmetry groups of such
systems, we can prove that these systems possess variable dissipation with zero mean,
which means that on the average for a period with respect to the periodic coordinate,
the dissipation in the system is equal to zero, although in various domains of the phase
space, either the energy pumping or dissipation can occur. Based on the facts obtained,
we analyze dynamical systems that appear in dynamics of a multi-dimensional rigid body
and obtain a series of new cases of complete integrability of the equations of motion in
transcendental functions, which can be expressed through a finite combination of ele-
mentary functions. As applications, we study dynamical equations of motion arising in
the study of the plane and spatial dynamics of a rigid body interacting with a medium
and also a possible generalization of the obtained methods for the study of general sys-
tems arising in the qualitative theory of ordinary differential equations, in the theory of
dynamical systems, and also in oscillation theory.
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Но лучше всякого обмана —
В беседе с умным человеком
Сказать ему простую правду.

Лопе де Вега

Введение

Работа представляет собой обзор по полученным ранее, а также новым слу-
чаям интегрируемости в динамике многомерного твёрдого тела, находящегося
в неконсервативном поле сил. Исследуемые задачи описываются динамическими
системами с так называемой переменной диссипацией с нулевым средним.
При этом изучаются неконсервативные системы, для которых методика ис-

следования, например, гамильтоновых систем, вообще говоря, неприменима.
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Таким образом, для таких систем необходимо в некотором смысле «в лоб»
интегрировать основное уравнение динамики. При этом предлагается более уни-
версальное изложение известных, а также полученных новых случаев полной
интегрируемости в трансцендентных функциях в динамике n-мерного твёрдого
тела, находящегося в неконсервативном поле сил.
Конечно, в общем случае построить какую-либо теорию интегрирования

неконсервативных систем (хотя бы и невысокой размерности) довольно за-
труднительно. Но в ряде случаев, когда исследуемые системы обладают до-
полнительными симметриями, удаётся найти первые интегралы через конечные
комбинации элементарных функций (см., например, [168,180]).
Получен ряд случаев полной интегрируемости неконсервативных динамиче-

ских систем, обладающих нетривиальными симметриями. При этом почти во
всех случаях интегрируемости каждый из первых интегралов выражается через
конечную комбинацию элементарных функций, являясь одновременно транс-
цендентной функцией своих переменных. Трансцендентность в данном случае
понимается в смысле комплексного анализа, когда после продолжения данных
функций в комплексную область у них имеются существенно особые точки. По-
следний факт обусловливается наличием в системе притягивающих и отталкива-
ющих предельных множеств (как, например, притягивающих и отталкивающих
фокусов).
Обнаружены новые интегрируемые случаи движения n-мерного твёрдого те-

ла, в том числе в классической задаче о движении многомерного маятника
в неконсервативном поле сил.
Работы [83, 109, 168, 184, 191] посвящены общим вопросам интегрируемости

так называемых динамических систем с переменной диссипацией. Для начала
давалась наглядная характеристика таких систем. При этом говорилось о систе-
мах с переменной диссипацией, где термин «переменный» относится не столько
к величине коэффициента диссипации, сколько к возможной смене его знака
(поэтому разумнее было бы употреблять термин «знакопеременный»).
В дальнейшем давалось одно из возможных определений системы с перемен-

ной диссипацией с нулевым (ненулевым) средним через такую характеристику
векторного поля системы, как дивергенция, которая, как известно, связана с из-
менением фазового объёма в фазовом пространстве рассматриваемой системы
(см. [94—96,98—100,168,180]).
В [168, 180] был введён класс автономных динамических систем, имеющих

одну периодическую координату и при этом обладающих определёнными сим-
метриями, характерными для систем маятникового типа. Было показано, что
данный класс систем погружается естественным образом в класс динамических
систем с переменной диссипацией с нулевым средним, т. е. в среднем за период
по имеющейся периодической координате подкачка и рассеяние энергии в си-
стеме в некотором смысле уравновешивают друг друга. Приводились примеры
систем маятникового типа на маломерных многообразиях из динамики твёрдого
тела в неконсервативном поле сил (см. [19,81,216]).
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В дальнейшем изучались некоторые общие условия интегрируемости в эле-
ментарных функциях для систем на двумерной плоскости и касательных рас-
слоениях одномерной сферы (двумерный цилиндр) и двумерной сферы (четы-
рёхмерное многообразие). При этом приводился интересный пример трёхмерно-
го фазового портрета системы маятникового типа, которая описывает движение
сферического маятника, помещённого в поток набегающей среды (см. [168]).
В [184] приводились достаточные условия существования первых интегра-

лов, выражающихся через конечную комбинацию элементарных функций, для
многопараметрических систем третьего порядка.
В приводимых ранее случаях полной интегрируемости в динамике простран-

ственного движения тела в неконсервативном поле мы имеем дело с тремя, на
первый взгляд, независимыми свойствами:

1) выделенный класс систем с симметриями;
2) обладание этим классом систем переменной диссипацией с нулевым сред-
ним (по имеющейся периодической переменной), что позволяет их рас-
сматривать как «почти» консервативные системы;

3) в некоторых (пусть и достаточно маломерных) случаях обладание ими
полным набором, вообще говоря, трансцендентных (с точки зрения ком-
плексного анализа) первых интегралов.

В [87, 89, 116] систематизируются полученные результаты по исследованию
динамических уравнений движения симметричного двумерного твёрдого тела,
находящегося в некотором неконсервативном поле сил. Его вид заимствован
из динамики реальных твёрдых тел, взаимодействующих с сопротивляющейся
средой по закону струйного обтекания, при котором на тело действует неконсер-
вативная следящая сила, которая или заставляет величину скорости некоторой
характерной точки твёрдого тела оставаться постоянной во времени во всё вре-
мя движения, что означает наличие в системе неинтегрируемой сервосвязи, или
заставляет центр масс тела двигаться прямолинейно и равномерно во всё вре-
мя движения, что означает наличие в системе неконсервативной пары сил (см.
также [216]).
В [87,223] в дополнение к имеющейся аналитической неинтегрируемой связи

найден трансцендентный первый интеграл, выражающийся через конечную ком-
бинацию элементарных функций, а в [116,223] сделано то же самое, но только
в дополнение к имеющемуся аналитическому первому интегралу (квадрату ско-
рости центра масс). Полученные результаты подавались в инвариантном виде.
При этом была введена дополнительная зависимость момента неконсервативной
силы от угловой скорости. Данная зависимость в дальнейшем распространена и
на случаи движения в пространствах высшей размерности.
В [131,138,216,223] систематизируются полученные результаты по исследо-

ванию динамических уравнений движения осесимметричного трёхмерного твёр-
дого тела, находящегося в некотором неконсервативном поле сил. Его вид так-
же заимствован из динамики реальных твёрдых тел, взаимодействующих с со-
противляющейся средой по закону струйного обтекания, при котором на тело
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действует неконсервативная следящая сила, которая или заставляет величину
скорости некоторой характерной точки твёрдого тела оставаться постоянной во
всё время движения, что означает наличие в системе неинтегрируемой серво-
связи, или заставляет центр масс тела двигаться прямолинейно и равномерно
во всё время движения, что означает наличие в системе неконсервативной пары
сил (см. также [229,249]).
В [131, 138, 223] в дополнение к имеющимся аналитическим инвариантным

соотношениям (неинтегрируемой связи и интегралу о равенстве нулю одной
из компонент угловой скорости) найдены три трансцендентных первых инте-
грала, выражающихся через конечную комбинацию элементарных функций, а
в [197, 214, 217, 223] сделано то же самое, но только в дополнение к имею-
щимся аналитическим первым интегралам (квадрату скорости центра масс и
интегралу о равенстве нулю одной из компонент угловой скорости). Получен-
ные результаты также подавались в инвариантном виде. При этом была введена
дополнительная зависимость момента неконсервативной силы от компонент уг-
ловой скорости. Данная зависимость в дальнейшем распространена и на случаи
движения в пространствах высшей размерности.
В [30,32,33,43,223] излагаются некоторые общие аспекты динамики свобод-

ного многомерного твёрдого тела: понятие тензора угловой скорости тела, сов-
местные динамические уравнения движения на прямом произведении Rn×so(n),
формулы Эйлера и Ривальса в многомерном случае.
Рассмотрен вопрос о тензоре инерции четырёхмерного твёрдого тела.

В [189, 223] предлагалось изучать два логически возможных случая на глав-
ные моменты инерции (когда имеются два соотношения на главные моменты
инерции):

(i) когда имеется тройка равных главных моментов инерции (I2 = I3 = I4);
(ii) когда имеется две пары равных момента инерции (I1 = I2, I3 = I4).

В [206, 207, 209, 223] систематизируются полученные результаты по иссле-
дованию уравнений движения четырёхмерного твёрдого тела, находящегося
в некотором неконсервативном поле сил, для случая (i). Его вид также за-
имствован из динамики реальных твёрдых тел меньшей размерности, взаи-
модействующих с сопротивляющейся средой по закону струйного обтекания,
при котором на тело действует неконсервативная следящая сила, которая или
заставляет величину скорости некоторой характерной точки твёрдого тела оста-
ваться постоянной во всё время движения, что означает наличие в системе
неинтегрируемой сервосвязи, или заставляет центр масс тела двигаться прямо-
линейно и равномерно во всё время движения, что означает наличие в системе
неконсервативной пары сил (см. также [156,176,179,182,183,186,193,199,202,
213,215,226]).
В [191,202,223] в дополнение к четырём имеющимся аналитическим инвари-

антным соотношениям (неинтегрируемой связи и трём интегралам о равенстве
нулю компонент тензора угловой скорости) найдены четыре трансцендентных
первых интеграла, выражающихся через конечную комбинацию элементарных
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функций, а в [223, 228] сделано то же самое, только в дополнение к четырём
имеющимся аналитическим первым интегралам (квадрату скорости центра масс
и трём интегралам о равенстве нулю компонент тензора угловой скорости).
Результаты относились к случаю, когда всё взаимодействие среды с телом

сосредоточено на той части поверхности тела, которая имеет форму трёхмерного
диска, при этом силовое воздействие сосредоточено в направлении, перпендику-
лярном данному диску. Данные результаты систематизировались и подавались
в инвариантном виде. При этом вводилась дополнительная зависимость момента
неконсервативной силы от угловой скорости. Данная зависимость распростра-
нена и на случаи движения в пространствах высшей размерности.
В разделе 1 вначале излагаются общие аспекты динамики свободного мно-

гомерного твёрдого тела: понятие тензора угловой скорости тела, совместные
динамические уравнения движения на прямом произведении Rn × so(n), фор-
мулы Эйлера и Ривальса в многомерном случае. Также рассматривается вопрос
о тензоре инерции n-мерного (в частности, пятимерного) твёрдого тела. Мы
изучаем основной логически возможный случай для главных моментов инерции
(когда имеются n− 2 соотношения на главные моменты инерции):

имеются n− 1 равных главных моментов инерции (I2 = . . . = In).

Мы систематизируем полученные результаты по исследованию уравнений
движения n-мерного твёрдого тела, находящегося в некотором неконсерватив-
ном поле сил. Его вид также заимствован из динамики реальных твёрдых тел
меньшей размерности, взаимодействующих с сопротивляющейся средой по за-
кону струйного обтекания, при котором на тело действует неконсервативная
следящая сила, которая или заставляет величину скорости некоторой характер-
ной точки твёрдого тела оставаться постоянной во всё время движения, что
означает наличие в системе неинтегрируемой сервосвязи (раздел 1), или за-
ставляет центр масс тела двигаться прямолинейно и равномерно во всё время
движения, что означает наличие в системе неконсервативной пары сил (раз-
дел 2) (см. также [224,230,231]).
В разделе 1 в дополнение к 1 + (n− 1)(n− 2)/2 имеющимся аналитическим

инвариантным соотношениям (неинтегрируемой связи и (n−1)(n−2)/2 интегра-
лам о равенстве нулю компонент тензора угловой скорости) найдены n транс-
цендентных первых интегралов, выражающихся через конечную комбинацию
элементарных функций, а в разделе 2 сделано то же самое, но в дополнение
к 1 + (n− 1)(n− 2)/2 имеющимся аналитическим первым интегралам (квадрату
скорости центра масс и (n−1)(n−2)/2 интегралам о равенстве нулю компонент
тензора угловой скорости).
Результаты относятся к случаю, когда всё взаимодействие среды с телом со-

средоточено на той части поверхности тела, которая имеет форму (n−1)-мерного
диска, при этом силовое воздействие сосредоточено в направлении, перпенди-
кулярном данному диску. Данные результаты систематизируются и подаются
в инвариантном виде. При этом вводится дополнительная зависимость момента
неконсервативной силы от угловой скорости.
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В третьем разделе систематизируются результаты исследования уравнений
движения четырёхмерного твёрдого тела, находящегося в некотором неконсер-
вативном поле сил, для случая (ii). Его вид также заимствован из динамики
реальных твёрдых тел меньшей размерности, взаимодействующих с сопротив-
ляющейся средой по закону струйного обтекания, при котором на тело действует
неконсервативная следящая сила, заставляющая оставаться постоянными во всё
время движения как величину скорости некоторой характерной точки твёрдого
тела, так и некоторую другую фазовую переменную. Последний факт означает
наличие в системе неинтегрируемых сервосвязей (см. [43,80,159,164]).

Более того, в дополнение к четырём имеющимся аналитическим инвариант-
ным соотношениям (двум неинтегрируемым связям и двум интегралам о равен-
стве нулю компонент тензора угловой скорости) найдены два аналитических и
три трансцендентных первых интеграла, выражающихся через конечную комби-
нацию элементарных функций.

Результаты относятся к случаю, когда всё взаимодействие среды с телом
сосредоточено на той части поверхности тела, которая имеет форму двумерно-
го диска, при этом силовое воздействие сосредоточено на двумерной плоско-
сти, перпендикулярной данному диску. Данные результаты систематизируются
и подаются в инвариантном виде. При этом также вводится дополнительная
зависимость момента неконсервативной силы от угловой скорости. Данная за-
висимость распространена и на случаи движения в пространствах высшей раз-
мерности.

В четвёртом разделе проводится качественный анализ плоскопараллельной и
пространственной задач о движении реальных твёрдых тел в сопротивляющейся
среде. Построена нелинейная модель воздействия среды на твёрдое тело, учи-
тывающая зависимость плеча силы от приведённой угловой скорости тела, при
этом сам момент данной силы является также функцией угла атаки. Как пока-
зала обработка эксперимента о движении в воде однородных круговых цилин-
дров, данные обстоятельства необходимо учитывать при моделировании [92].
При изучении плоской и пространственной модели взаимодействия твёрдого те-
ла со средой (как при наличии, так и при отсутствии дополнительной следящей
силы) найдены достаточные условия устойчивости одного из ключевых режи-
мов движения— прямолинейного поступательного движения. Показано, что при
некоторых условиях возможно также присутствие в системе либо устойчивого,
либо неустойчивого автоколебательного режима.

Аналогичные условия получены и для ключевого режима движения мно-
гомерного твёрдого тела в неконсервативном поле сил, при этом отмечаются
механическая и топологическая аналогия между движением маломерных тел
в сопротивляющейся среде, а также многомерных тел в соответствующем некон-
сервативном поле.

Раздел 5 представляет собой очередной этап исследования задачи плоско-
параллельного движения твёрдого тела, взаимодействующего со средой лишь
через передний плоский участок своей внешней поверхности. При построении
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силового воздействия среды используется информация о свойствах струйно-
го обтекания в условиях квазистационарности (например, о входе однородных
круговых цилиндров в воду). Движение среды не изучается; рассматривается
задача динамики твёрдого тела, в которой характерное время движения тела
относительно его центра масс соизмеримо с характерным временем движения
самого центра. Если в четвёртом разделе предъявляются условия асимптотиче-
ской устойчивости прямолинейного поступательного торможения, в [185, 205]
получено новое многопараметрическое семейство фазовых портретов в про-
странстве квазискоростей, то в разделе 5 подготовлен количественный мате-
риал для проведения дальнейших натурных экспериментов о движении в среде
полых круговых цилиндров.
Итак, в предыдущих работах автора, а также в разделах 1—3 описаны слу-

чаи интегрируемости в маломерной и многомерной динамике твёрдого тела, на-
ходящегося в неконсервативном поле сил. Чтобы их систематизировать, занесём
их все в следующую таблицу.

Таблица 1. Классификация случаев интегрируемости от динамики симметричного двумерного
твёрдого тела в E2 до динамики динамически симметричного n-мерного твёрдого тела в En

Размерность твёрдого тела
Условия связей

v ≡ const (β2 ≡ const) VC ≡ const

E2
h = 0 ⊕ h = 0 ⊕
h �= 0 ⊕ h �= 0 ⊕

E3 (I2 = I3)
h = 0 ⊕ h = 0 ⊕
h �= 0 ⊕ h �= 0 ⊕

E4 (I2 = I3 = I4)
h = 0 ⊕ h = 0 ⊕
h �= 0 ⊕ h �= 0 ⊕

E4 (I1 = I2, I3 = I4)
h = 0

⊕
h = 0 �

h �= 0
⊕

h �= 0 �

En (I2 = . . . = In)
h = 0

⊕
h = 0

⊕

h �= 0
⊕

h �= 0
⊕

Через h = 0 и h �= 0 обозначен факт присутствия или отсутствия в системе
зависимости силового поля от компонент тензора угловой скорости тела. Знак
⊕ означает, что по данному случаю получены соответствующие результаты,
но он рассматривается в другом обзоре. Знак

⊕
означает, что по данному



14 М. В. Шамолин

случаю получены соответствующие результаты и он рассматривается в данном
обзоре. Знак � означает, что по данному случаю получены соответствующие
результаты, но он пока никуда не помещён.
Многие результаты данной работы регулярно докладывались на множестве

семинаров, в том числе на семинаре механико-математического факультета
МГУ имени М. В. Ломоносова «Актуальные проблемы геометрии и механики»
имени профессора В. В. Трофимова [34] под руководством Д. В. Георгиевского
и М. В. Шамолина (см. [1, 2, 7, 10, 26—29, 31, 35—42, 44, 147, 166, 167, 171, 172,
188,194]).

1. Случаи интегрируемости, соответствующие дви-
жению твёрдого тела в n-мерном пространстве. I

В данном разделе систематизируются результаты исследования уравнений
движения динамически симметричного n-мерного твёрдого тела, находящего-
ся в некотором неконсервативном поле сил. Его вид заимствован из динамики
реальных твёрдых тел, взаимодействующих с сопротивляющейся средой по за-
кону струйного обтекания, при котором на тело действует неконсервативная
следящая сила, заставляющая во всё время движения величину скорости неко-
торой характерной точки твёрдого тела оставаться постоянной во времени, что
означает наличие в системе неинтегрируемой сервосвязи (см. [25,30,43,87—90]).

1.1. Предварительные сведения

Ранее в [25, 89] автором уже была показана полная интегрируемость урав-
нений плоскопараллельного движения тела в сопротивляющейся среде в усло-
виях струйного обтекания, когда у системы динамических уравнений существу-
ет первый интеграл, являющийся трансцендентной (в смысле теории функций
комплексного переменного имеющей существенно особые точки) функцией ква-
зискоростей. Тогда предполагалось, что всё взаимодействие среды с телом со-
средоточено на той части поверхности тела, которая имеет форму (одномерной)
пластины.
Позднее в [126, 129, 131] плоская задача была обобщена на пространствен-

ный (трёхмерный) случай, при этом у системы динамических уравнений суще-
ствует полный набор трансцендентных первых интегралов. Здесь уже предпо-
лагалось, что всё взаимодействие среды с телом сосредоточено на той части
поверхности тела, которая имеет форму плоского (двумерного) диска.
Затем в [82, 140—142, 144, 148, 158] была исследована динамическая часть

уравнений движения различных динамически симметричных четырёхмерных
твёрдых тел, где силовое поле сосредоточено на той части поверхности те-
ла, которая имеет форму двумерного (трёхмерного) диска, при этом силовое
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воздействие сосредоточено на двумерной плоскости (одномерной прямой), пер-
пендикулярной данному диску.
В данной работе результаты относятся к случаю, когда всё взаимодействие

среды с телом сосредоточено на той части поверхности тела, которая имеет
форму (n−1)-мерного диска, при этом силовое воздействие сосредоточено в на-
правлении, перпендикулярном данному диску. Результаты систематизируются и
подаются в инвариантном виде. При этом вводится дополнительная зависимость
момента неконсервативной силы от угловой скорости. Данная зависимость как
раз и распространена со случаев движения в пространствах меньшей размерно-
сти.
Материал раздела 1 публикуется также в [233].

1.2. Некоторые общие рассуждения

1.2.1. Случаи динамической симметрии многомерного тела

Пусть n-мерное твёрдое тело Θ массы m с гладкой (n− 1)-мерной границей
∂Θ находится в некотором (вообще говоря, неконсервативном) поле сил (это
можно интерпретировать как движение тела в сопротивляющейся среде, за-
полняющей n-мерную область евклидова пространства En). Предположим, что
оно является динамически симметричным. Так, например, для четырёхмерного
тела имеются две логические возможности представления его тензора инер-
ции в случае наличия двух независимых равенств главных моментов инерции:
в некоторой связанной с телом системе координат Dx1x2x3x4 оператор инерции
имеет либо вид

diag{I1, I2, I2, I2} (1)

(так называемый случай (1—3)), либо вид

diag{I1, I1, I3, I3} (2)

(случай (2—2)). В первом случае в гиперплоскости Dx2x3x4 тело динамиче-
ски симметрично (другими словами, Dx1—ось динамической симметрии), а
во втором случае двумерные плоскости Dx1x2 и Dx3x4 являются плоскостями
динамической симметрии тела.
Для пятимерного тела было бы логично рассмотреть случаи трёх незави-

симых равенств главных моментов инерции: в некоторой связанной с телом
системе координат Dx1x2x3x4x5 оператор инерции имеет либо вид

diag{I1, I2, I2, I2, I2} (3)

(случай (1—4)), либо вид

diag{I1, I1, I3, I3, I3} (4)

(случай (2—3)). В первом случае в гиперплоскости Dx2x3x4x5 тело динамиче-
ски симметрично (другими словами, Dx1—ось динамической симметрии), а во
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втором случае двумерная и трёхмерная плоскости Dx1x2 и Dx3x4x5 являются
плоскостями динамической симметрии тела.
Соответственно, для n-мерного тела было бы логично рассмотреть случаи

n − 1 независимых равенств главных моментов инерции. При этом возможны
[n/2] (здесь [. . .]—целая часть) вариантов вида (1), (2) (или (3), (4)). Так,
например, для шестимерного тела возможны три случая: (1—5), (2—4), (3—3).
При рассмотрении n-мерного твёрдого тела нас будет прежде всего интере-

совать случай (1—(n − 1)), т. е. случай, когда в некоторой связанной с телом
системе координат Dx1 . . . xn оператор инерции имеет вид

diag{I1, I2, . . . , I2}, (5)

а именно, в гиперплоскости Dx2 . . . xn тело динамически симметрично (другими
словами, Dx1—ось динамической симметрии).

1.2.2. Динамика на so(n) и Rn

Конфигурационным пространством свободного n-мерного твёрдого тела яв-
ляется прямое произведение пространства Rn (определяющего координаты цен-
тра масс тела) на группу его вращений SO(n) (определяющую вращение тела
вокруг центра масс)

Rn × SO(n), (6)

оно имеет размерность

n+
n(n− 1)

2
=
n(n+ 1)

2
.

Размерность фазового пространства равна n(n+1). В частности, если Ω— тензор
угловой скорости n-мерного твёрдого тела (а он является тензором второго ранга
[30,32,33]), Ω ∈ so(n), то та часть динамических уравнений движения, которая
отвечает алгебре Ли so(n), имеет вид [49,50,105,107,109]

Ω̇Λ + ΛΩ̇ + [Ω,ΩΛ + ΛΩ] = M, (7)

где
Λ = diag{λ1, . . . , λn}, (8)

λ1 =
−I1 + I2 + . . .+ In

2
, λ2 =

I1 − I2 + I3 + . . .+ In
2

, . . . ,

λn−1 =
I1 + . . .+ In−2 − In−1 + In

2
, λn =

I1 + . . .+ In−1 − In
2

,

M = MF —момент внешних сил F, действующих на тело в Rn, спроектирован-
ный на естественные координаты в алгебре Ли so(n), [·, ·]—коммутатор в so(n).
Так, например, кососимметрическую матрицу (соответствующую данному тен-
зору второго ранга) Ω ∈ so(5) будем представлять в виде (см. [21])
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⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

0 −ω10 ω9 −ω7 ω4

ω10 0 −ω8 ω6 −ω3

−ω9 ω8 0 −ω5 ω2

ω7 −ω6 ω5 0 −ω1

−ω4 ω3 −ω2 ω1 0

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠
, (9)

где ω1, ω2, . . . , ω10—компоненты тензора угловой скорости в проекциях на ко-
ординаты в алгебре Ли so(5). При этом, очевидно, выполнены равенства

λi − λj = Ij − Ii (10)

для любых i, j = 1, . . . , n.
При вычислении момента внешней силы, действующей на тело, необходимо

построить отображение
Rn × Rn → so(n), (11)

переводящее пару векторов

(DN,F) ∈ Rn × Rn (12)

из Rn × Rn в некоторый элемент из алгебры Ли so(n), где

DN = {δ1, δ2, . . . , δn}, F = {F1, F2, . . . , Fn}, (13)

F—внешняя сила, действующая на тело (здесь DN—вектор, идущий из на-
чала D координат системы Dx1 . . . xn в точку N приложения силы). При этом
строится соответствующая вспомогательная матрица

(
δ1 δ2 . . . δn
F1 F2 . . . Fn

)

. (14)

Всевозможные миноры второго порядка (а их в точности n(n − 1)/2 штук)
со знаком данной матрицы— это координаты момента (DN,F) силы F, а сам
момент отождествляется с некоторым элементом алгебры Ли so(n).
Поскольку введена упорядоченность координат ω1, ω2, . . . , ωn на алгебре Ли

so(n), то введём такую же упорядоченность и для вычисления момента (DN,F)
силы F. Действительно, первая группа G1 координат искомого момента состоит
из n− 1 знакочередующихся миноров:

+
∣
∣
∣
∣
δn−1 δn
Fn−1 Fn

∣
∣
∣
∣ , −

∣
∣
∣
∣
δn−2 δn
Fn−2 Fn

∣
∣
∣
∣ , +

∣
∣
∣
∣
δn−3 δn
Fn−3 Fn

∣
∣
∣
∣ , . . . , (−1)n

∣
∣
∣
∣
δ1 δn
F1 Fn

∣
∣
∣
∣ .

Вторая группа G2 координат состоит из n− 2 знакочередующихся миноров:

+
∣
∣
∣
∣
δn−2 δn−1

Fn−2 Fn−1

∣
∣
∣
∣ , −

∣
∣
∣
∣
δn−3 δn−1

Fn−3 Fn−1

∣
∣
∣
∣ , +

∣
∣
∣
∣
δn−4 δn−1

Fn−4 Fn−1

∣
∣
∣
∣ , . . . , (−1)n+1

∣
∣
∣
∣
δ1 δn−1

F1 Fn−1

∣
∣
∣
∣ .

Заключительная группа Gn−1 координат состоит из одного минора

+
∣
∣
∣
∣
δ1 δ2
F1 F2

∣
∣
∣
∣ .
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Как видно, первые миноры в любой группе начинаются со знака «+». Получен-
ное упорядоченное множество из n(n− 1)/2 величин будем называть координа-
тами момента (DN,F) силы F.
Исследуемые в дальнейшем динамические системы, вообще говоря, некон-

сервативны и являются динамическими системами с переменной диссипацией
с нулевым средним [168, 169, 180, 195, 204, 211, 223]. Нам потребуется прак-
тически «в лоб» исследовать часть основного уравнения динамики, а именно
в данном случае уравнение Ньютона. Здесь оно предстаёт перед нами как урав-
нение движения центра масс—та часть динамических уравнений движения,
которая отвечает пространству Rn:

mwC = F, (15)

где wC —ускорение центра масс C тела, m— его масса, при этом по многомер-
ной формуле Ривальса (которую в данном случае несложно вывести оператор-
ным методом) справедливы следующие равенства:

wC = wD + Ω2DC + EDC, wD = v̇D + ΩvD, E = Ω̇, (16)

здесь wD —ускорение точки D, F—внешняя сила, действующая на тело (в на-
шем случае F = S), E — тензор углового ускорения (тензор второго ранга).
Если положение тела Θ в евклидовом пространстве En определяется функ-

циями, которые являются циклическими (в том смысле, что обобщённая сила F
и её момент (DN,F) зависят лишь от обобщённых скоростей (квазискоростей) и
не зависят от положения тела в пространстве), то система уравнений (7), (15) на
многообразии Rn × so(n) определяет замкнутую систему динамических урав-
нений движения свободного n-мерного твёрдого тела под действием внешней
силы F. Данная система отделяется от кинематической части уравнений движе-
ния на многообразии (6) и может быть исследована самостоятельно.

1.3. Более общая задача о движении со следящей силой

1.3.1. Динамическая часть уравнений движения

Рассмотрим движение однородного динамически симметричного (случай (5))
твёрдого тела с «передним торцом» ((n − 1)-мерным диском, «взаимодействую-
щим со средой, заполняющей n-мерное пространство») в поле силы S сопротив-
ления в условиях квазистационарности [48,54,55,63,73,75,93,103].
Пусть (v, α, β1, . . . , βn−2)— (обобщённые) сферические координаты векто-

ра скорости некоторой характерной точки D твёрдого тела (D—центр
(n − 1)-мерного диска, лежащий на оси динамической симметрии тела),
Ω— тензор угловой скорости тела, Dx1 . . . xn— система координат, связан-
ная с телом, при этом ось симметрии CD совпадает с осью Dx1 (C —
центр масс), а оси Dx2,Dx3, . . . , Dxn лежат в гиперплоскости диска,
I1, I2, I3 = I2, . . . , In = I2, m—инерционно-массовые характеристики.



Интегрируемые системы с переменной диссипацией на касательном расслоении к сфере 19

Примем следующие разложения в проекциях на оси системы координат
Dx1 . . . xn:

DC = {−σ, 0, . . . , 0},

vD =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

v cosα
v sinα cosβ1

v sinα sinβ1 cosβ2

. . .
v sinα sinβ1 . . . sinβn−3 cosβn−2

v sinα sinβ1 . . . sinβn−2

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

= viv(α, β1, . . . , βn−2), (17)

где

iv(α, β1, . . . , βn−2) =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

cosα
sinα cosβ1

sinα sinβ1 cosβ2

. . .
sinα sinβ1 . . . sinβn−3 cosβn−2

sinα sinβ1 . . . sinβn−2

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

— (18)

единичный вектор по оси вектора v. При этом в случае (5) имеем также разло-
жение для функции воздействия среды на n-мерное тело:

S = {−S, 0, . . . , 0}, (19)

т. е. в данном случае F = S. Тогда может быть получена часть динамических
уравнений движения тела (в том числе и в случае аналитических функций
Чаплыгина [113, 114], см. далее), которая описывает движение центра масс и
соответствует пространству Rn, при этом касательные силы воздействия среды
на (n − 1)-мерный диск отсутствуют. Так, например, в случае n = 5 данная
система примет вид

v̇ cosα− α̇v sinα− ω10v sinα cosβ1 + ω9v sinα sinβ1 cosβ2 −
− ω7v sinα sinβ1 sinβ2 cosβ3 + ω4v sinα sinβ1 sinβ2 sinβ3 +

+ σ(ω2
10 + ω2

9 + ω2
7 + ω2

4) = − S

m
, (20)

v̇ sinα cosβ1 + α̇v cosα cosβ1 − β̇1v sinα sinβ1 +
+ ω10v cosα− ω8v sinα sinβ1 cosβ2 + ω6v sinα sinβ1 sinβ2 cosβ3 −
− ω3v sinα sinβ1 sinβ2 sinβ3 − σ(ω9ω8 + ω6ω7 + ω3ω4) − σ ˙ω10 = 0, (21)

v̇ sinα sinβ1 cosβ2 + α̇v cosα sinβ1 cosβ2 + β̇1v sinα cosβ1 cosβ2 −
− β̇2v sinα sinβ1 sinβ2 − ω9v cosα+ ω8v sinα cosβ1 −
− ω5v sinα sinβ1 sinβ2 cosβ3 + ω2v sinα sinβ1 sinβ2 sinβ3 −
− σ(ω8ω10 − ω5ω7 − ω2ω4) + σω̇9 = 0, (22)
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v̇ sinα sinβ1 sinβ2 cosβ3 + α̇v cosα sinβ1 sinβ2 cosβ3 +

+ β̇1v sinα cosβ1 sinβ2 cosβ3 + β̇2v sinα sinβ1 cosβ2 cosβ3 −
− β̇3v sinα sinβ1 sinβ2 sinβ3 + ω7v cosα− ω6v sinα cosβ1 +
+ ω5v sinα sinβ1 cosβ2 − ω1v sinα sinβ1 sinβ2 sinβ3 +
+ σ(ω6ω10 + ω5ω9 − ω1ω4) − σω̇7 = 0, (23)

v̇ sinα sinβ1 sinβ2 sinβ3 + α̇v cosα sinβ1 sinβ2 sinβ3 +

+ β̇1v sinα cosβ1 sinβ2 sinβ3 + β̇2v sinα sinβ1 cosβ2 sinβ3 +

+ β̇3v sinα sinβ1 sinβ2 cosβ3 − ω4v cosα+ ω3v sinα cosβ1 −
− ω2v sinα sinβ1 cosβ2 + ω1v sinα sinβ1 sinβ2 cosβ3 −
− σ(ω3ω10 + ω2ω9 + ω1ω7) + σω̇4 = 0, (24)

где
S = s(α)v2, σ = CD, v > 0. (25)

Далее, вспомогательная матрица (14) для вычисления момента силы сопротив-
ления примет вид (

0 x2N . . . xnN

−S 0 . . . 0

)

, (26)

тогда может быть получена часть динамических уравнений движения тела, ко-
торая описывает движение тела вокруг центра масс и соответствуют алгебре
Ли so(n). Так, например, в случае n = 5 данная система примет вид

(λ4 + λ5)ω̇1 + (λ4 − λ5)(ω4ω7 + ω3ω6 + ω2ω5) = 0, (27)

(λ3 + λ5)ω̇2 + (λ5 − λ3)(ω1ω5 − ω3ω8 − ω4ω9) = 0, (28)

(λ2 + λ5)ω̇3 + (λ2 − λ5)(ω4ω10 − ω2ω8 − ω1ω6) = 0, (29)

(λ1 + λ5)ω̇4 + (λ5 − λ1)(ω3ω10 + ω2ω9 + ω1ω7) =

= −x5N

(

α, β1, β2, β3,
Ω
v

)

s(α)v2, (30)

(λ3 + λ4)ω̇5 + (λ3 − λ4)(ω7ω9 + ω6ω8 + ω1ω2) = 0, (31)

(λ2 + λ4)ω̇6 + (λ4 − λ2)(ω5ω8 − ω7ω10 − ω1ω3) = 0, (32)

(λ1 + λ4)ω̇7 + (λ1 − λ4)(ω1ω4 − ω6ω10 − ω5ω9) =

= x4N

(

α, β1, β2, β3,
Ω
v

)

s(α)v2, (33)

(λ2 + λ3)ω̇8 + (λ2 − λ3)(ω9ω10 + ω5ω6 + ω2ω3) = 0, (34)

(λ1 + λ3)ω̇9 + (λ3 − λ1)(ω8ω10 − ω5ω7 − ω2ω4) =

= −x3N

(

α, β1, β2, β3,
Ω
v

)

s(α)v2, (35)
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(λ1 + λ2)ω̇10 + (λ1 − λ2)(ω8ω9 + ω6ω7 + ω3ω4) =

= x2N

(

α, β1, β2, β3,
Ω
v

)

s(α)v2. (36)

Таким образом, фазовым пространством системы (20)—(24), (27)—(36) 15-го
порядка является прямое произведение 5-мерного многообразия на алгебру Ли
so(5):

R1 × S4 × so(5), (37)

а в общем случае это пространство

R1 × Sn−1 × so(n). (38)

1.3.2. Следствия динамической симметрии

Сразу же заметим, что система (7), в силу имеющейся динамической сим-
метрии

I2 = . . . = In (39)

обладает циклическими первыми интегралами

ωk1 ≡ ω0
k1

= const, . . . , ωks
≡ ω0

ks
= const, s =

(n− 1)(n− 2)
2

. (40)

При этом k1 = 1, . . . , ks—некоторые s неповторяющихся чисел из множества
W1 = {1, 2, . . . , n(n− 1)/2}. Рассмотрим набор (40) первых интегралов на своих
нулевых уровнях:

ω0
k1

= . . . = ω0
ks

= 0. (41)

В частности, система (20)—(24), (27)—(36) обладает первыми интегралами

ω1 ≡ ω0
1 , ω2 ≡ ω0

2 , ω3 ≡ ω0
3 , ω5 ≡ ω0

5 , ω6 ≡ ω0
6 , ω8 ≡ ω0

8 , (42)

рассматриваемых на нулевых уровнях:

ω0
1 = ω0

2 = ω0
3 = ω0

5 = ω0
6 = ω0

8 = 0. (43)

Ненулевых же компонент ωr1 , . . . , ωrp
тензора Ω осталось

p =
n(n− 1)

2
− (n− 1)(n− 2)

2
= n− 1

штук (здесь r1, . . . , rp—оставшиеся p чисел из множества W1, не равные
k1, . . . , ks).

1.3.3. Неинтегрируемая связь и выбор следящей силы

Если же рассматривается более общая задача о движении тела при наличии
некоторой следящей силы T, лежащей на прямой CD = Dx1 и обеспечивающей
во всё время движения выполнение равенства

v ≡ const (44)
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(см. также [128, 138, 153]), то в системе (7), (15) (или, в частности, при n = 5
в системе (20)—(24), (27)—(36)) вместо F1 будет стоять величина

T − s(α)v2, σ = DC. (45)

В результате соответствующего выбора величины T следящей силы мож-
но формально добиться выполнения равенства (44) во всё время движения.
Действительно, формально выражая величину T с учётом системы (7), (15),
получаем при cosα �= 0, n > 2, что

T = Tv(α, β1, . . . , βn−2,Ω) = mσ(ω2
r1

+ . . .+ ω2
rp

) +

+ s(α)v2

[

1 − mσ

(n− 2)I2
sinα
cosα

Γv

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω
v

)]

, (46)

где

Γv

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω
v

)

= |rN | =
(
rN , iN (β1, . . . , βn−2)

)
=

= 0 · cos
π

2
+

n∑

s=2

xsN

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω
v

)

isN (β1, . . . , βn−2). (47)

Здесь isN (β1, . . . , βn−2), s = 1, . . . , n (i1N (β1, . . . , βn−2) ≡ 0), — компоненты еди-
ничного вектора по оси вектора rN = {0, x2N , . . . , xnN} на (n− 2)-мерной сфере
Sn−2{β1, . . . , βn−2}, заданной равенством α = π/2, как экваториальном сечении
соответствующей (n − 1)-мерной сферы Sn−1{α, β1, . . . , βn−2} (заданной равен-
ством (44)), а именно:

iN (β1, . . . , βn−2) =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

0
i2N (β1, . . . , βn−2)
i3N (β1, . . . , βn−2)

. . .
in−1N (β1, . . . , βn−2)
inN (β1, . . . , βn−2)

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

=

=

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

0
cosβ1

sinβ1 cosβ2

. . .
sinβ1 . . . sinβn−3 cosβn−2

sinβ1 . . . sinβn−2

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

= iv
(π

2
, β1, . . . , βn−2

)
(48)

(см. (18)).
При получении равенства (46) используются условия (40)—(44).

1.3.4. Редукции в системе

На данную процедуру можно посмотреть с двух позиций. Во-первых, про-
изошло преобразование системы за счёт наличия в системе следящей силы
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(управления), обеспечивающей рассмотрение интересующего нас класса дви-
жений (44). Во-вторых, эта процедура позволяет понизить порядок системы.
Действительно, система (7), (15) в результате действий (выполнения равенств
(44), (40), (41)) порождает независимую систему порядка

n(n+ 1)
2

− (n− 1)(n− 2)
2

− 1 = 2(n− 1). (49)

В частности, при n = 5 система (20)—(24), (27)—(36) в результате действий
порождает независимую систему восьмого порядка следующего вида:

α̇v cosα cosβ1 − β̇1v sinα sinβ1 + ω10v cosα− σ ˙ω10 = 0, (50)

α̇v cosα sinβ1 cosβ2 + β̇1v sinα cosβ1 cosβ2 −
− β̇2v sinα sinβ1 sinβ2 − ω9v cosα+ σω̇9 = 0, (51)

α̇v cosα sinβ1 sinβ2 cosβ3 + β̇1v sinα cosβ1 sinβ2 cosβ3 +

+ β̇2v sinα sinβ1 cosβ2 cosβ3 − β̇3v sinα sinβ1 sinβ2 sinβ3 +
+ ω7v cosα− σω̇7 = 0, (52)

α̇v cosα sinβ1 sinβ2 sinβ3 + β̇1v sinα cosβ1 sinβ2 sinβ3 +

+ β̇2v sinα sinβ1 cosβ2 sinβ3 + β̇3v sinα sinβ1 sinβ2 cosβ3 −
− ω4v cosα+ σω̇4 = 0, (53)

3I2ω̇4 = −x5N

(

α, β1, β2, β3,
Ω
v

)

s(α)v2, (54)

3I2ω̇7 = x4N

(

α, β1, β2, β3,
Ω
v

)

s(α)v2, (55)

3I2ω̇9 = −x3N

(

α, β1, β2, β3,
Ω
v

)

s(α)v2, (56)

3I2ω̇10 = x2N

(

α, β1, β2, β3,
Ω
v

)

s(α)v2, (57)

в которой к постоянным параметрам, указанным выше, добавляется параметр v.
Система (50)—(57) эквивалентна системе

α̇v cosα+ v cosα{ω10 cosβ1 + [(ω7 cosβ3 −ω4 sinβ3) sinβ2 −ω9 cosβ2] sinβ1}+
+ σ{−ω̇10 cosβ1 + [ω̇9 cosβ2 − (ω̇7 cosβ3 − ω̇4 sinβ3) sinβ2] sinβ1} = 0, (58)

β̇1v sinα+ v cosα{[(ω7 cosβ3 −ω4 sinβ3) sinβ2 −ω9 cosβ2] cosβ1 −ω10 sinβ1}+
+ σ{[ω̇9 cosβ2 − (ω̇7 cosβ3 − ω̇4 sinβ3) sinβ2] cosβ1 + ω̇10 sinβ1t} = 0, (59)

β̇2v sinα sinβ1 + v cosα{[ω7 cosβ3 − ω4 sinβ3] cosβ2 + ω9 sinβ2} +
+ σ{−[ω̇7 cosβ3 − ω̇4 sinβ3] cosβ2 − ω̇9 sinβ2} = 0, (60)
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β̇3v sinα sinβ1 sinβ2 + v cosα {−ω4 cosβ3 − ω7 sinβ3} +
+ σ {ω̇4 cosβ3 + ω̇7 sinβ3} = 0, (61)

ω̇4 = − v2

3I2
x5N

(

α, β1, β2, β3,
Ω
v

)

s(α), (62)

ω̇7 =
v2

3I2
x4N

(

α, β1, β2, β3,
Ω
v

)

s(α), (63)

ω̇9 = − v2

3I2
x3N

(

α, β1, β2, β3,
Ω
v

)

s(α), (64)

ω̇10 =
v2

3I2
x2N

(

α, β1, β2, β3,
Ω
v

)

s(α). (65)

1.3.5. Новые квазискорости в системе

Введём новые квазискорости в системе (7), (15). Для этого преобразуем
величины ωr1 , . . . , ωrn−1 посредством композиции n− 2 поворотов
⎛

⎜
⎜
⎝

z1
z2
. . .
zn−1

⎞

⎟
⎟
⎠ = Tn−2,n−1(−β1) ◦ Tn−3,n−2(−β2) ◦ . . . ◦ T1,2(−βn−2)

⎛

⎜
⎜
⎝

ωr1

ωr2

. . .
ωrn−1

⎞

⎟
⎟
⎠, (66)

где матрица Tk,k+1(β), k = 1, . . . , n− 2, отличается от единичной присутствием
минора второго порядка Mk,k+1:

Tk,k+1 =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 0 0 0 0

0
. . . 0 0 0

0 0 Mk,k+1 0 0

0 0 0
. . . 0

0 0 0 0 1

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

, (67)

Mk,k+1 =
(
mk,k mk,k+1

mk+1,k mk+1,k+1

)

,

mk,k = mk+1,k+1 = cosβ, mk+1,k = −mk,k+1 = sinβ.

В частности, при n = 5 вводятся новые квазискорости в системе (20)—(24),
(27)—(36). Для этого величины ω4, ω7, ω9, ω10 преобразуются посредством
композиции следующих трёх поворотов:

⎛

⎜
⎜
⎝

z1
z2
z3
z4

⎞

⎟
⎟
⎠ = T3,4(−β1) ◦ T2,3(−β2) ◦ T1,2(−β3)

⎛

⎜
⎜
⎝

ω4

ω7

ω9

ω10

⎞

⎟
⎟
⎠ , (68)
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где

T3,4(β) =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 cosβ − sinβ
0 0 sinβ cosβ

⎞

⎟
⎟
⎠ , T2,3(β) =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 0 0 0
0 cosβ − sinβ 0
0 sinβ cosβ 0
0 0 0 1

⎞

⎟
⎟
⎠ ,

T1,2(β) =

⎛

⎜
⎜
⎝

cosβ − sinβ 0 0
sinβ cosβ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

⎞

⎟
⎟
⎠ .

Таким образом, в частности, для системы (20)—(24), (27)—(36) справедливы
соотношения

z1 = ω4 cosβ3 + ω7 sinβ3,

z2 = (ω7 cosβ3 − ω4 sinβ3) cosβ2 + ω9 sinβ2,

z3 = [(−ω7 cosβ3 + ω4 sinβ3) sinβ2 + ω9 cosβ2] cosβ1 + ω10 sinβ1,

z4 = [(ω7 cosβ3 − ω4 sinβ3) sinβ2 − ω9 cosβ2] sinβ1 + ω10 cosβ1.

(69)

1.3.6. Системы нормального вида

Как видно из (58)—(65), на многообразии

O1 =
{

(α, β1, β2, β3, ω4, ω7, ω9, ω10) ∈ R8 :

α =
π

2
k, β1 = πl, β2 = πm, k, l,m ∈ Z

}
(70)

нельзя однозначно разрешить систему относительно α̇, β̇1, β̇2, β̇3. Формально,
таким образом, на многообразии (70) происходит нарушение теоремы единствен-
ности. Более того, при чётном k и любых l, m неопределённость возникает по
причине вырождения сферических координат (v, α, β1, β2, β3), а при нечётном k
происходит явное нарушение теоремы единственности, поскольку при этом пер-
вое уравнение (58) вырождается. Из этого следует, что система (58)—(65) вне
и только вне многообразия (70) эквивалентна системе

α̇ = −z4 +
σv

3I2
s(α)
cosα

Γv

(

α, β1, β2, β3,
Ω
v

)

, (71)

ż4 =
v2

3I2
s(α)Γv

(

α, β1, β2, β3,
Ω
v

)

− (z2
1 + z2

2 + z2
3)

cosα
sinα

+

+
σv

3I2
s(α)
sinα

{

−z3Δv,1

(

α, β1, β2, β3,
Ω
v

)

+ z2Δv,2

(

α, β1, β2, β3,
Ω
v

)

−

− z1Δv,3

(

α, β1, β2, β3,
Ω
v

)}

, (72)
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ż3 = z3z4
cosα
sinα

+ (z2
1 + z2

2)
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
+
σv

3I2
s(α)
cosα

{

z4Δv,1

(

α, β1, β2, β3,
Ω
v

)

−

− z2Δv,2

(

α, β1, β2, β3,
Ω
v

)
cosβ1

sinβ1
+ z1Δv,3

(

α, β1, β2, β3,
Ω
v

)
cosβ1

sinβ1

}

−

− v2

3I2
s(α)Δv,1

(

α, β1, β2, β3,
Ω
v

)

, (73)

ż2 = z2z4
cosα
sinα

− z2z3
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
− z2

1

cosα
sinα

1
sinβ1

cosβ2

sinβ2
+

+
σv

3I2
s(α)
cosα

Δv,2

(

α, β1, β2, β3,
Ω
v

){

−z4 + z3
cosβ1

sinβ1

}

+

+
σv

3I2
s(α)
cosα

Δv,3

(

α, β1, β2, β3,
Ω
v

){

−z1 1
sinβ1

cosβ2

sinβ2

}

+

+
v2

3I2
s(α)Δv,2

(

α, β1, β2, β3,
Ω
v

)

, (74)

ż1 = z1z4
cosα
sinα

− z1z3
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
+ z1z2

cosα
sinα

1
sinβ1

cosβ2

sinβ2
+

+
σv

3I2
s(α)
sinα

Δv,3

(

α, β1, β2, β3,
Ω
v

){

z4 − z3
cosβ1

sinβ1
+ z2

1
sinβ1

cosβ2

sinβ2

}

−

− v2

3I2
s(α)Δv,3

(

α, β1, β2, β3,
Ω
v

)

, (75)

β̇1 = z3
cosα
sinα

+
σv

3I2
s(α)
sinα

Δv,1

(

α, β1, β2, β3,
Ω
v

)

, (76)

β̇2 = −z2 cosα
sinα sinβ1

+
σv

3I2
s(α)

sinα sinβ1
Δv,2

(

α, β1, β2, β3,
Ω
v

)

, (77)

β̇3 = z1
cosα

sinα sinβ1 sinβ2
+
σv

3I2
s(α)

sinα sinβ1 sinβ2
Δv,3

(

α, β1, β2, β3,
Ω
v

)

, (78)

где

Δv,1

(

α, β1, β2, β3,
Ω
v

)

=
(

rN , iN
(
β1 +

π

2
, β2, β3

))

,

Δv,2

(

α, β1, β2, β3,
Ω
v

)

=
(

rN , iN
(π

2
, β2 +

π

2
, β3

))

,

Δv,3

(

α, β1, β2, β3,
Ω
v

)

=
(

rN , iN
(π

2
,
π

2
, β3 +

π

2

))

,

(79)

а функция Γv(α, β1, β2, β3,Ω/v) представляется в виде (47).
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На многообразии

O′
1 =
{

(α, β1, . . . , βn−2, ωr1 , . . . , ωrn−1) ∈ R2(n−1) :

α =
π

2
k, β1 = πl1, . . . , βn−3 = πln−3, k, l1, . . . , ln−3 ∈ Z

}

(80)

нельзя однозначно разрешить систему относительно α̇, β̇1, . . . , β̇n−2. Формаль-
но, таким образом, на многообразии (80) происходит нарушение теоремы един-
ственности. Более того, при чётном k и любых l1, . . . , ln−3 неопределённость
возникает по причине вырождения сферических координат (v, α, β1, . . . , βn−2), а
при нечётном k происходит явное нарушение теоремы единственности, посколь-
ку при этом одно уравнение вырождается. Из этого следует, что система (7),
(15) вне и только вне многообразия (80) может быть приведена к виду (n > 2)

α̇ = −zn−1 +
σv

(n− 2)I2
s(α)
cosα

Γv

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω
v

)

, (81)

żn−1 =
v2

(n− 2)I2
s(α)Γv

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω
v

)

− (z2
1 + . . .+ z2

n−2)
cosα
sinα

+

+
σv

(n− 2)I2
s(α)
sinα

{ n−2∑

s=1

(−1)szn−1−sΔv,s

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω
v

)}

, (82)

żn−2 = zn−2zn−1
cosα
sinα

+ (z2
1 + . . .+ z2

n−3)
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
+

+
σv

(n− 2)I2
s(α)
cosα

{

zn−1Δv,1

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω
v

)

+

+
n−2∑

s=2

(−1)s+1zn−1−sΔv,s

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω
v

)
cosβ1

sinβ1

}

−

− v2

(n− 2)I2
s(α)Δv,1

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω
v

)

, (83)

żn−3 = zn−3zn−1
cosα
sinα

− zn−3zn−2
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
−

− (z2
1 + . . .+ z2

n−4)
cosα
sinα

1
sinβ1

cosβ2

sinβ2
+

+
σv

(n− 2)I2
s(α)
cosα

{

Δv,2

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω
v

)[

−zn−1 + zn−2
cosβ1

sinβ1

]

+
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+
n−2∑

s=3

(−1)szn−1−sΔv,s

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω
v

)
1

sinβ1

cosβ2

sinβ2

}

−

+
v2

(n− 2)I2
s(α)Δv,2

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω
v

)

, (84)

. . .

ż1 = β̇n−2(−ωr1 sinβn−2 + ωr2 cosβn−2) +

+ (−1)n v2

(n− 2)I2
s(α)Δv,n−2

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω
v

)

=

= z1
cosα
sinα

{ n−2∑

s=1

(−1)s+1zn−s
cosβs−1

sinβ1 . . . sinβs−1

}

+

+
σv

(n− 2)I2
s(α)
cosα

(−1)n+1Δv,n−2

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω
v

)

×

×
{ n−1∑

s=2

(−1)szn+1−s
cosβs−1

sinβ1 . . . sinβs−1

}

+

+ (−1)n v2

(n− 2)I2
s(α)Δv,n−2

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω
v

)

, (85)

β̇1 = zn−2
cosα
sinα

+
σv

(n− 2)I2
s(α)
sinα

Δv,1

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω
v

)

, (86)

β̇2 = −zn−3
cosα

sinα sinβ1
+

+
σv

(n− 2)I2
s(α)

sinα sinβ1
Δv,2

(

α, β1, β2, β3,
Ω
v

)

, (87)

. . .

β̇n−2 = (−1)n+1z1
cosα

sinα sinβ1 . . . sinβn−3
+

+
σv

(n− 2)I2
s(α)

sinα sinβ1 . . . sinβn−2
Δv,n−2

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω
v

)

, (88)
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где

Δv,1

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω
v

)

=
(

rN , iN
(
β1 +

π

2
, β2, . . . , βn−2

))

,

Δv,2

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω
v

)

=
(

rN , iN
(π

2
, β2 +

π

2
, β3, . . . , βn−2

))

,

. . .

Δv,n−3

(

α, β1, . . . , βn−2, ],
Ω
v

)

=
(

rN , iN
(π

2
, . . . ,

π

2
, βn−3 +

π

2
, βn−2

))

,

Δv,n−2

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω
v

)

=
(

rN , iN
(π

2
, . . . ,

π

2
, βn−2 +

π

2

))

,

(89)

а функция Γv(α, β1, . . . , βn−2,Ω/v) представляется в виде (47). Здесь и далее за-
висимость от групп переменных (α, β1, . . . , βn−2,Ω/v) понимается как сложная
зависимость от (α, β1, . . . , βn−2, z1/v, . . . , zn−1/v) согласно (68).

1.3.7. Замечания о распределении индексов

В правую часть системы (81)—(88) после общего множителя

σv

(n− 2)I2
s(α)
cosα

величины Δv,s(α, β1, . . . , βn−2,Ω/v), s = 1, . . . , n− 2, входят линейным образом
(и их всегда ровно n − 2 штуки). Так, например, в уравнение (82) (с левой
частью żn−1) входят функции (89) со всеми индексами s от 1 до n − 2 (по
одному разу каждый индекс):

1 2 3 4 . . . n− 2. (90)

Однако в уравнения (83)—(85) функции (89) входят в разных наборах. Так,
например, в уравнение для żn−2 по-прежнему входит набор функций (89) с ин-
дексами (90). А в уравнение для żn−3 входит уже набор с индексами

2 2 3 4 . . . n− 2, (91)

т. е. функция Δv,2(α, β1, . . . , βn−2,Ω/v) повторяется дважды. Общее распреде-
ление индексов даётся таблицей 2.
Минор (

1
)

первого порядка в левом верхнем углу таблицы 2 соответствует случаю n = 3
и указывает на то, что в динамических уравнениях присутствует лишь функ-
ция (89) (при s = 1). Минор второго порядка

(
1 2
2 2

)
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Таблица 2. Общее распределение индексов набора функций (89)

Левая часть
системы (81)—(88)

Распределение индексов s
набора функций (89)

żn−2 1 2 3 4 . . . n− 2
żn−3 2 2 3 4 . . . n− 2
żn−4 3 3 3 4 . . . n− 2
żn−5 4 4 4 4 . . . n− 2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ż1 n− 2 n− 2 n− 2 n− 2 . . . n− 2

соответствует случаю n = 4 и указывает на присутствие в динамических урав-
нениях функций (89) (при s = 1, 2). Минор третьего порядка

⎛

⎝
1 2 3
2 2 3
3 3 3

⎞

⎠

соответствует случаю n = 5 и указывает на присутствие в динамических урав-
нениях (71)—(78) функций (89) (при s = 1, 2, 3) и т. д.

1.3.8. Нарушение теоремы единственности

Теорема единственности для системы (7), (15) на многообразии (80) при
нечётном k нарушается в следующем смысле: почти через любую точку из мно-
гообразия (80) при нечётном k проходит неособая фазовая траектория системы
(7), (15), пересекая многообразие (80) под прямым углом, а также существует
фазовая траектория, полностью совпадающая во все моменты времени с ука-
занной точкой. Но физически это различные траектории, так как им отвечают
разные значения следящей силы. Покажем это.
Как отмечено выше, для поддержания связи вида (44) необходимо выбрать

значение T при cosα �= 0 в виде (46). Пусть

lim
α→π/2

s(α)
cosα

Γv

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω
v

)

= L

(

β1, . . . , βn−2,
Ω
v

)

. (92)

Заметим, что |L| < +∞ тогда и только тогда, когда

lim
α→π/2

∣
∣
∣
∣
∂

∂α

(

Γv

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω
v

)

s(α)
)∣
∣
∣
∣ < +∞. (93)

При α = π/2 нужная величина следящей силы найдётся из равенства

T = Tv

(π

2
, β1, . . . , βn−2,Ω

)
= mσ(ω2

r1
+ . . .+ ω2

n−1) −
mσLv2

(n− 2)I2
, n > 2, (94)
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где значения ωr1 , . . . , ωn−1 произвольны. С другой стороны, поддерживая с по-
мощью следящей силы вращение вокруг некоторой точки W , необходимо вы-
брать следящую силу в виде

T = Tv

(π

2
, β1, . . . , βn−2,Ω

)
=
mv2

R0
, (95)

где R0—расстояние CW .
Равенства (94) и (95) определяют, вообще говоря, различные значения сле-

дящей силы T для почти всех точек многообразия (80), что и доказывает сде-
ланное замечание.

1.4. Случай отсутствия зависимости момента
неконсервативных сил от угловой скорости

1.4.1. Приведённая система

Подобно выбору аналитических функций Чаплыгина [113, 114], пользу-
ясь (48), динамические функции s, x2N , . . . , xnN примем в виде

s(α) = B cosα, rN = R(α)iN , R(α) = A sinα, A,B > 0, (96)

говорящем о том, что в рассматриваемой системе отсутствует зависимость
момента неконсервативных сил от угловой скорости (имеется лишь зависи-
мость от углов α, β1, . . . , βn−2). При этом функции Γv(α, β1, . . . , βn−2,Ω/v),
Δv,s(α, β1, . . . , βn−2,Ω/v), s = 1, . . . , n− 2, входящие в систему (81)—(88), при-
мут вид

Γv

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω
v

)

= R(α) = A sinα,

Δv,s

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω
v

)

≡ 0, s = 1, . . . , n− 2.

(97)

Тогда благодаря неинтегрируемой связи (44) вне и только вне многообразия (80)
динамическая часть уравнений движения (система (81)—(88)) примет вид ана-
литической системы

α̇ = −zn−1 +
σABv

(n− 2)I2
sinα, (98)

żn−1 =
ABv2

(n− 2)I2
sinα cosα− (z2

1 + . . .+ z2
n−2)

cosα
sinα

, (99)

żn−2 = zn−2zn−1
cosα
sinα

+ (z2
1 + . . .+ z2

n−3)
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
, (100)
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żn−3 = zn−3zn−1
cosα
sinα

− zn−3zn−2
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
−

− (z2
1 + . . .+ z2

n−4)
cosα
sinα

1
sinβ1

cosβ2

sinβ2
, (101)

. . .

ż1 = z1
cosα
sinα

{ n−2∑

s=1

(−1)s+1zn−s
cosβs−1

sinβ1 . . . sinβs−1

}

, (102)

β̇1 = zn−2
cosα
sinα

, (103)

β̇2 = −zn−3
cosα

sinα sinβ1
, (104)

. . .

β̇n−3 = (−1)nz2
cosα

sinα sinβ1 . . . sinβn−4
, (105)

β̇n−2 = (−1)n+1z1
cosα

sinα sinβ1 . . . sinβn−3
. (106)

Вводя безразмерные переменные, параметры и дифференцирование

zk �→ n0vzk, k = 1, . . . , n− 1, n2
0 =

AB

(n− 2)I2
, n > 2, b = σn0, 〈·〉 = n0v〈′〉,

(107)
приведём систему (98)—(106) к виду

α′ = −zn−1 + b sinα, (108)

z′n−1 = sinα cosα− (z2
1 + . . .+ z2

n−2)
cosα
sinα

, (109)

z′n−2 = zn−2zn−1
cosα
sinα

+ (z2
1 + . . .+ z2

n−3)
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
, (110)

z′n−3 = zn−3zn−1
cosα
sinα

− zn−3zn−2
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
−

− (z2
1 + . . .+ z2

n−4)
cosα
sinα

1
sinβ1

cosβ2

sinβ2
, (111)

. . .

z′1 = z1
cosα
sinα

{ n−2∑

s=1

(−1)s+1zn−s
cosβs−1

sinβ1 . . . sinβs−1

}

, (112)

β′
1 = zn−2

cosα
sinα

, (113)

β′
2 = −zn−3

cosα
sinα sinβ1

, (114)

. . .
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β′
n−3 = (−1)nz2

cosα
sinα sinβ1 . . . sinβn−4

, (115)

β′
n−2 = (−1)n+1z1

cosα
sinα sinβ1 . . . sinβn−3

. (116)

В частности, при n = 5 получим следующую систему восьмого порядка:

α′ = −z4 + b sinα, (117)

z′4 = sinα cosα− (z2
1 + z2

2 + z2
3)

cosα
sinα

, (118)

z′3 = z3z4
cosα
sinα

+ (z2
1 + z2

2)
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
, (119)

z′2 = z2z4
cosα
sinα

− z2z3
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
− z2

1

cosα
sinα

1
sinβ1

cosβ2

sinβ2
, (120)

z′1 = z1z4
cosα
sinα

− z1z3
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
+ z1z2

cosα
sinα

1
sinβ1

cosβ2

sinβ2
, (121)

β′
1 = z3

cosα
sinα

, (122)

β′
2 = −z2 cosα

sinα sinβ1
, (123)

β′
3 = z1

cosα
sinα sinβ1 sinβ2

. (124)

Видно, что в системе (108)—(116) порядка 2(n − 1), которую можно
рассматривать на касательном расслоении T∗Sn−1{zn−1, . . . , z1;α, β1, . . . , βn−2}
(n− 1)-мерной сферы Sn−1{α, β1, . . . , βn−2}, образовалась независимая система
(108)—(115) порядка 2n−3 на своём (2n−3)-мерном многообразии (в частности,
в системе восьмого порядка (117)—(124), которую можно рассматривать на ка-
сательном расслоении T∗S4 к четырёхмерной сфере S4, образовалась независи-
мая система седьмого порядка (117)—(123) на своём семимерном многообразии).
В общем случае справедлива следующая теорема.

Теорема 1.1. Система (7), (15) при условиях (44), (40), (41) реду-
цируется к динамической системе (81)—(88) на касательном расслоении
T∗Sn−1{zn−1, . . . ,z1;α, β1, . . . ,βn−2} (n−1)-мерной сферы Sn−1{α, β1, . . . ,βn−2}.
В частности, при условии (96) она редуцируется к системе (108)—(116).

1.4.2. Общие замечания об интегрируемости системы

Для полного интегрирования системы (108)—(116) порядка 2(n− 1) необхо-
димо знать, вообще говоря, 2n−3 независимых первых интегралов (в частности,
для полного интегрирования системы восьмого порядка (117)—(124) необходи-
мо, вообще говоря, знать семь независимых первых интегралов). Но рассмат-
риваемые системы имеют симметрии, которые позволяют снизить достаточное
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количество первых интегралов до n (в частности, до пяти) для интегрирования
систем.

Система при отсутствии силового поля. Для начала рассмотрим систе-
му (117)—(124) на касательном расслоении T∗S4{z4, z3, z2, z1;α, β1, β2, β3} че-
тырёхмерной сферы S4{α, β1, β2, β3}. Получим из неё консервативную систе-
му. Более того, будем считать, что функция (47) тождественно равна нулю
(в частности, b = 0 и коэффициент sinα cosα в уравнении (118) отсутствует).
Рассматриваемая система примет вид

α′ = −z4, (125)

z′4 = −(z2
1 + z2

2 + z2
3)

cosα
sinα

, (126)

z′3 = z3z4
cosα
sinα

+ (z2
1 + z2

2)
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
, (127)

z′2 = z2z4
cosα
sinα

− z2z3
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
− z2

1

cosα
sinα

1
sinβ1

cosβ2

sinβ2
, (128)

z′1 = z1z4
cosα
sinα

− z1z3
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
+ z1z2

cosα
sinα

1
sinβ1

cosβ2

sinβ2
, (129)

β′
1 = z3

cosα
sinα

, (130)

β′
2 = −z2 cosα

sinα sinβ1
, (131)

β′
3 = z1

cosα
sinα sinβ1 sinβ2

. (132)

Система (125)—(132) описывает движение твёрдого тела при отсутствии внеш-
него поля сил.

Теорема 1.2. Система (125)—(132) обладает пятью независимыми аналити-
ческими первыми интегралами следующего вида :

Φ1(z4, z3, z2, z1;α, β1, β2, β3) =
√
z2
1 + z2

2 + z2
3 + z2

4 = C1 = const, (133)

Φ2(z4, z3, z2, z1;α, β1, β2, β3) =
√
z2
1 + z2

2 + z2
3 sinα = C2 = const, (134)

Φ3(z4, z3, z2, z1;α, β1, β2, β3) =
√
z2
1 + z2

2 sinα sinβ1 = C3 = const, (135)

Φ4(z4, z3, z2, z1;α, β1, β2, β3) = z1 sinα sinβ1 sinβ2 = C4 = const, (136)

Φ5(z4, z3, z2, z1;α, β1, β2, β3) = C5 = const. (137)

Первые четыре первых интеграла (133)—(136) констатируют тот факт, что
поскольку внешнего поля сил нет, то сохраняются четыре (вообще говоря,
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ненулевые) компоненты тензора угловой скорости пятимерного твёрдого тела,
а именно:

ω4 ≡ ω0
4 = const, ω7 ≡ ω0

7 = const, ω9 ≡ ω0
9 = const, ω10 ≡ ω0

10 = const.
(138)

В частности, наличие первого интеграла (133) объясняется равенством

z2
1 + z2

2 + z2
3 + z2

4 = ω2
4 + ω2

7 + ω2
9 + ω2

10 ≡ C2
1 = const. (139)

Пятый первый интеграл (137) имеет кинематический смысл, «привязывает»
уравнение на β3 и может быть найден из следующей квадратуры:

dβ3

dβ2
= −z1

z2

1
sinβ2

. (140)

При этом если воспользоваться уровнями первых интегралов (135), (136) и
получить равенство

z1
z2

= ±
√
C2

3

C2
4

sin2 β2 − 1, (141)

то квадратура (140) примет вид

β3 = ±
∫

du

(1 − u2)
√(

C2
3

C2
4
− 1
)
− C2

3
C2

4
u2

, u = cosβ2. (142)

Её вычисление приводит к соотношению

β3 + C5 = ± arctg
cosβ2√

C2
3

C2
4

sin2 β2 − 1
, C5 = const, (143)

позволяющему получить первый интеграл (137). Преобразуя последнее равен-
ство, имеем следующее инвариантное соотношение:

tg2(β3 + C5) =
C2

4

(C2
3 − C2

4 ) tg2 β2 − C2
4

. (144)

Теперь переформулируем теорему 1.2.

Теорема 1.3. Система (125)—(132) обладает пятью независимыми первыми
интегралами следующего вида :

Ψ1(z4, z3, z2, z1;α, β1, β2, β3) =
Φ2

1

Φ2
=

z2
1 + z2

2 + z2
3 + z2

4√
z2
1 + z2

2 + z2
3 sinα

= C ′
1 = const, (145)

Ψ2(z4, z3, z2, z1;α, β1, β2, β3) = C ′
2 = const, (146)

Ψ3(z4, z3, z2, z1;α, β1, β2, β3) =
Φ3

Φ4
=

√
z2
1 + z2

2

z1 sinβ2
= C ′

3 = const, (147)
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Ψ4(z4, z3, z2, z1;α, β1, β2, β3) =
Φ2

Φ3
=

√
z2
1 + z2

2 + z2
3√

z2
1 + z2

2 sinβ1

= C ′
4 = const, (148)

Ψ5(z4, z3, z2, z1;α, β1, β2, β3) = C ′
5 = const. (149)

Пятый первый интеграл (149) также имеет кинематический смысл и «при-
вязывает» уравнение на β3, а функции Ψ2, Ψ5 можно выбрать соответственно
равными Φ2, Φ5.
В формулировке теоремы 1.3 (в отличие от теоремы 1.2) отсутствует харак-

теристика гладкости первых интегралов. А именно, там, где знаменатели (или
числители и знаменатели одновременно) первых интегралов (145)—(149) обра-
щаются в нуль, сами интегралы как функции имеют особенности. Более того,
они часто не могут быть, вообще говоря, даже непрерывными функциями.
В силу теоремы 1.3 преобразованный набор первых интегралов (145)—(149)

системы (125)—(132) (системы при отсутствии силового поля) по-прежнему
остаётся набором первых интегралов данной системы.
Для полного интегрирования системы (125)—(132) восьмого порядка необ-

ходимо знать, вообще говоря, семь независимых первых интегралов. Однако
после замены переменных

⎛

⎜
⎜
⎝

z4
z3
z2
z1

⎞

⎟
⎟
⎠→

⎛

⎜
⎜
⎝

w4

w3

w2

w1

⎞

⎟
⎟
⎠ ,

w4 = z4, w3 =
√
z2
1 + z2

2 + z2
3 , w2 =

z2
z1
, w1 =

z3√
z2
1 + z2

2

,

(150)

система (125)—(132) распадается следующим образом:

α′ = −w4, (151)

w′
4 = −w2

3

cosα
sinα

, (152)

w′
3 = w3w4

cosα
sinα

, (153)

w′
2 = d2(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3)

1 + w2
2

w2

cosβ2

sinβ2
,

β′
2 = d2(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3),

(154)

w′
1 = d1(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3)

1 + w2
1

w1

cosβ1

sinβ1
,

β′
1 = d1(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3),

(155)

β′
3 = d3(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3), (156)
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где

d1(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3) = Z3(w4, w3, w2, w1)
cosα
sinα

,

d2(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3) = −Z2(w4, w3, w2, w1)
cosα

sinα sinβ1
,

d3(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3) = Z1(w4, w3, w2, w1)
cosα

sinα sinβ1 sinβ2
,

(157)

при этом
zk = Zk(w4, w3, w2, w1), k = 1, 2, 3, — (158)

функции согласно замене (150).
Видно, что система восьмого порядка (151)—(156) распадается на независи-

мые подсистемы ещё более низкого порядка: система (151)—(153) — третьего,
а системы (154), (155) (конечно, после замены независимого переменного) —
второго. Таким образом, для полной интегрируемости системы (151)—(156) до-
статочно указать два независимых первых интеграла системы (151)—(153), по
одному для систем (154), (155) и дополнительный первый интеграл, «привязы-
вающий» уравнение (156) (т. е. всего пять).

Замечание 1.1. Выпишем первые интегралы (145)—(149) в переменных w1,
w2, w3, w4 согласно (150). Получим

Θ1(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3) =
w2

3 + w2
4

w3 sinα
= C ′′

1 = const, (159)

Θ2(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3) = w3 sinα = C ′′
2 = const, (160)

Θ3(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3) =

√
1 + w2

2

sinβ2
= C ′′

3 = const, (161)

Θ4(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3) =

√
1 + w2

1

sinβ1
= C ′′

4 = const, (162)

Θ5(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3) = C ′′
5 = const. (163)

Таким образом, два независимых первых интеграла (159), (160) достаточ-
ны для интегрирования системы (151)—(153), первые интегралы (161), (162)
достаточны для интегрирования двух независимых уравнений первого порядка

dws

dβs
=

1 + w2
s

ws

cosβs

sinβs
, s = 1, 2, (164)

после замены независимого переменного эквивалентных соответственно систе-
мам (154), (155), и, наконец, первый интеграл (163) достаточен для «привязы-
вания» уравнения (156). Доказана следующая теорема.

Теорема 1.4. Система (125)—(132) восьмого порядка обладает достаточным
количеством независимых первых интегралов (пятью).
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Система при наличии консервативного силового поля. Теперь рассмотрим
систему (117)—(124) при условии b = 0. При этом получим консервативную си-
стему. А именно, на наличие силового поля указывает коэффициент sinα cosα
в уравнении (118) (в отличие от системы (125)—(132)). Рассматриваемая систе-
ма примет вид

α′ = −z4, (165)

z′4 = sinα cosα− (z2
1 + z2

2 + z2
3)

cosα
sinα

, (166)

z′3 = z3z4
cosα
sinα

+ (z2
1 + z2

2)
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
, (167)

z′2 = z2z4
cosα
sinα

− z2z3
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
− z2

1

cosα
sinα

1
sinβ1

cosβ2

sinβ2
, (168)

z′1 = z1z4
cosα
sinα

− z1z3
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
+ z1z2

cosα
sinα

1
sinβ1

cosβ2

sinβ2
, (169)

β′
1 = z3

cosα
sinα

, (170)

β′
2 = −z2 cosα

sinα sinβ1
, (171)

β′
3 = z1

cosα
sinα sinβ1 sinβ2

. (172)

Итак, система (165)—(172) описывает движение твёрдого тела в консервативном
внешнем поле сил.

Теорема 1.5. Система (165)—(172) обладает пятью независимыми аналити-
ческими первыми интегралами следующего вида :

Φ1(z4, z3, z2, z1;α, β1, β2, β3) = z2
1 + z2

2 + z2
3 + z2

4 + sin2 α = C1 = const, (173)

Φ2(z4, z3, z2, z1;α, β1, β2, β3) =
√
z2
1 + z2

2 + z2
3 sinα = C2 = const, (174)

Φ3(z4, z3, z2, z1;α, β1, β2, β3) =
√
z2
1 + z2

2 sinα sinβ1 = C3 = const, (175)

Φ4(z4, z3, z2, z1;α, β1, β2, β3) = z1 sinα sinβ1 sinβ2 = C4 = const, (176)

Φ5(z4, z3, z2, z1;α, β1, β2, β3) = C5 = const. (177)

Первый интеграл (173) является интегралом полной энергии. Пятый первый
интеграл (177) имеет кинематический смысл, «привязывает» уравнение на β3 и
найден выше.
Теперь переформулируем теорему 1.5.
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Теорема 1.6. Система (165)—(172) обладает пятью независимыми первыми
интегралами следующего вида :

Ψ1(z4, z3, z2, z1;α, β1, β2, β3) =
Φ1

Φ2
=
z2
1 + z2

2 + z2
3 + z2

4 + sin2 α
√
z2
1 + z2

2 + z2
3 sinα

=

= C ′
1 = const, (178)

Ψ2(z4, z3, z2, z1;α, β1, β2, β3) = C ′
2 = const, (179)

Ψ3(z4, z3, z2, z1;α, β1, β2, β3) =
Φ3

Φ4
=

√
z2
1 + z2

2

z1 sinβ2
= C ′

3 = const, (180)

Ψ4(z4, z3, z2, z1;α, β1, β2, β3) =
Φ2

Φ3
=

√
z2
1 + z2

2 + z2
3√

z2
1 + z2

2 sinβ1

= C ′
4 = const, (181)

Ψ5(z4, z3, z2, z1;α, β1, β2, β3) = C ′
5 = const. (182)

Функции Ψ2, Ψ5 можно выбрать соответственно равными Φ2, Φ5.
В формулировке теоремы 1.6 (в отличие от теоремы 1.5) отсутствует харак-

теристика гладкости первых интегралов. А именно, там, где знаменатели (или
числители и знаменатели одновременно) первых интегралов (178)—(182) обра-
щаются в нуль, сами интегралы как функции имеют особенности. Более того,
они часто не могут быть, вообще говоря, даже непрерывными функциями.
Согласно теореме 1.6 преобразованный набор первых интегралов

(178)—(182) системы (165)—(172) (системы при наличии консервативного сило-
вого поля) по-прежнему остаётся набором первых интегралов данной системы.
Для полного интегрирования системы (165)—(172) восьмого порядка необ-

ходимо знать, вообще говоря, семь независимых первых интегралов. Однако
после замены переменных (150) система (165)—(172) распадается следующим
образом:

α′ = −w4, (183)

w′
4 = sinα cosα− w2

3

cosα
sinα

, (184)

w′
3 = w3w4

cosα
sinα

, (185)

w′
2 = d2(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3)

1 + w2
2

w2

cosβ2

sinβ2
,

β′
2 = d2(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3),

(186)

w′
1 = d1(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3)

1 + w2
1

w1

cosβ1

sinβ1
,

β′
1 = d1(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3),

(187)

β′
3 = d3(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3), (188)

где выполнены условия (157).
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Видно, что система восьмого порядка (183)—(188) распадается на независи-
мые подсистемы ещё более низкого порядка: система (183)—(185) — третьего,
а системы (186), (187) (конечно, после замены независимого переменного) —
второго. Таким образом, для полной интегрируемости системы (183)—(188) до-
статочно указать два независимых первых интеграла системы (183)—(185), по
одному для систем (186), (187) и дополнительный первый интеграл, «привязы-
вающий» уравнение (188) (т. е. всего пять).
Замечание 1.2. Выпишем первые интегралы (178)—(182) в переменных w1,

w2, w3, w4 согласно (150). Получим

Θ1(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3) =
w2

3 + w2
4 + sin2 α

w3 sinα
= C ′′

1 = const, (189)

Θ2(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3) = w3 sinα = C ′′
2 = const, (190)

Θ3(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3) =

√
1 + w2

2

sinβ2
= C ′′

3 = const, (191)

Θ4(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3) =

√
1 + w2

1

sinβ1
= C ′′

4 = const, (192)

Θ5(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3) = C ′′
5 = const. (193)

Таким образом, два независимых первых интеграла (189), (190) достаточ-
ны для интегрирования системы (183)—(185), первые интегралы (191), (192)
достаточны для интегрирования двух независимых уравнений первого порядка

dws

dβs
=

1 + w2
s

ws

cosβs

sinβs
, s = 1, 2, (194)

после замены независимого переменного эквивалентных соответственно систе-
мам (186), (187), и, наконец, первый интеграл (193) достаточен для «привязы-
вания» уравнения (188). Доказана следующая теорема.

Теорема 1.7. Система (165)—(172) восьмого порядка обладает достаточным
количеством независимых первых интегралов (пятью).

1.4.3. Полный список инвариантных соотношений

Перейдём теперь к интегрированию искомой системы восьмого порядка
(117)—(124) (без всяких упрощений— при наличии всех коэффициентов).
Для полного интегрирования системы (117)—(124) восьмого порядка необ-

ходимо знать, вообще говоря, семь независимых первых интегралов. Однако
после замены переменных (150) система (117)—(124) распадается следующим
образом:

α′ = −w4 + b sinα, (195)

w′
4 = sinα cosα− w2

3

cosα
sinα

, (196)
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w′
3 = w3w4

cosα
sinα

, (197)

w′
2 = d2(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3)

1 + w2
2

w2

cosβ2

sinβ2
,

β′
2 = d2(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3),

(198)

w′
1 = d1(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3)

1 + w2
1

w1

cosβ1

sinβ1
,

β′
1 = d1(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3),

(199)

β′
3 = d3(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3), (200)

где выполнены условия (157).
Видно, что система восьмого порядка (195)—(200) распадается на независи-

мые подсистемы ещё более низкого порядка: система (195)—(197) — третьего,
а системы (198), (199) (конечно, после замены независимого переменного) —
второго. Таким образом, для полной интегрируемости системы (195)—(200) до-
статочно указать два независимых первых интеграла системы (195)—(197), по
одному для систем (198), (199) и дополнительный первый интеграл, «привязы-
вающий» уравнение (200) (т. е. всего пять).
Для начала поставим в соответствие системе третьего порядка (195)—(197)

неавтономную систему второго порядка

dw4

dα
=

sinα cosα− w2
3 cosα/ sinα

−w4 + b sinα
,

dw3

dα
=
w3w4 cosα/ sinα
−w4 + b sinα

.

(201)

Используя замену τ = sinα, перепишем систему (201) в алгебраическом виде

dw4

dτ
=
τ − w2

3/τ

−w4 + bτ
,

dw3

dτ
=

w3w4/τ

−w4 + bτ
.

(202)

Вводя однородные переменные по формулам

w3 = u1τ, w4 = u2τ, (203)

приводим систему (202) к виду

τ
du2

dτ
+ u2 =

1 − u2
1

−u2 + b
,

τ
du1

dτ
+ u1 =

u1u2

−u2 + b
,

(204)
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что эквивалентно

τ
du2

dτ
=

1 − u2
1 + u2

2 − bu2

−u2 + b
,

τ
du1

dτ
=

2u1u2 − bu1

−u2 + b
.

(205)

Поставим системе второго порядка (205) неавтономное уравнение первого по-
рядка

du2

du1
=

1 − u2
1 + u2

2 − bu2

2u1u2 − bu1
, (206)

которое несложно приводится к полному дифференциалу:

d

(
u2

2 + u2
1 − bu2 + 1
u1

)

= 0. (207)

Итак, уравнение (206) имеет первый интеграл

u2
2 + u2

1 − bu2 + 1
u1

= C1 = const, (208)

который в прежних переменных выглядит как

Θ1(w4, w3;α) =
w2

4 + w2
3 − bw4 sinα+ sin2 α

w3 sinα
= C1 = const. (209)

Замечание 1.3. При b = 0 первый интеграл (209) системы (195)—(197) сов-
падает с первым интегралом (189) системы (183)—(185), но при b �= 0 ни числи-
тель выражения (209), ни его знаменатель не являются первыми интегралами
системы (195)—(197) по отдельности (хотя при b = 0 и числитель и знаменатель
выражения (209) являются первыми интегралами системы (183)—(185)).
Найдём явный вид дополнительного первого интеграла системы третьего

порядка (195)—(197). Для этого преобразуем для начала инвариантное соотно-
шение (208) при u1 �= 0 следующим образом:

(

u2 − b

2

)2

+
(

u1 − C1

2

)2

=
b2 + C2

1

4
− 1. (210)

Видно, что параметры данного инвариантного соотношения должны удовлетво-
рять условию

b2 + C2
1 − 4 � 0, (211)

и фазовое пространство системы (195)—(197) расслаивается на семейство по-
верхностей, задаваемых в координатах u1, u2 равенством (210).
Таким образом, в силу соотношения (208) первое уравнение системы (205)

примет вид

τ
du2

dτ
=

2(1 − bu2 + u2
2) − C1U1(C1, u2)

−u2 + b
, (212)

где

U1(C1, u2) =
1
2
{C1 ±

√
C2

1 − 4(u2
2 − bu2 + 1)}, (213)
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при этом постоянная интегрирования C1 выбирается из условия (211). По-
этому квадратура для поиска дополнительного первого интеграла системы
(195)—(197) примет вид

∫
dτ

τ
=
∫

(b− u2)du2

2(1 − bu2 + u2
2) − C1{C1 ±

√
C2

1 − 4(u2
2 − bu2 + 1)}/2 . (214)

Левая часть (с точностью до аддитивной постоянной), очевидно, равна

ln | sinα|. (215)

Если

u2 − b

2
= r1, b21 = b2 + C2

1 − 4, (216)

то правая часть равенства (214) примет вид

− 1
4

∫
d(b21 − 4r21)

(b21 − 4r21) ± C1

√
b21 − 4r21

− b

∫
dr1

(b21 − 4r21) ± C1

√
b21 − 4r21

=

= −1
2

ln

∣
∣
∣
∣
∣

√
b21 − 4r21
C1

± 1

∣
∣
∣
∣
∣
± b

2
I1, (217)

где

I1 =
∫

dr3√
b21 − r23(r3 ± C1)

, r3 =
√
b21 − 4r21. (218)

При вычислении интеграла (218) возможны три случая.

I. b > 2.

I1 = − 1
2
√
b2 − 4

ln
∣
∣
∣
∣

√
b2 − 4 +

√
b21 − r23

r3 ± C1
± C1√

b2 − 4

∣
∣
∣
∣+

+
1

2
√
b2 − 4

ln
∣
∣
∣
∣

√
b2 − 4 −

√
b21 − r23

r3 ± C1
∓ C1√

b2 − 4

∣
∣
∣
∣+ const. (219)

II. b < 2.

I1 =
1√

4 − b2
arcsin

±C1r3 + b21
b1(r3 ± C1)

+ const. (220)

III. b = 2.

I1 = ∓
√
b21 − r23

C1(r3 ± C1)
+ const. (221)

Возвращаясь к переменной

r1 =
w4

sinα
− b

2
, (222)

получаем окончательный вид для величины I1.
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I. b > 2.

I1 = − 1
2
√
b2 − 4

ln

∣
∣
∣
∣
∣

√
b2 − 4 ± 2r1√
b21 − 4r21 ± C1

± C1√
b2 − 4

∣
∣
∣
∣
∣
+

+
1

2
√
b2 − 4

ln

∣
∣
∣
∣
∣

√
b2 − 4 ∓ 2r1√
b21 − 4r21 ± C1

∓ C1√
b2 − 4

∣
∣
∣
∣
∣
+ const. (223)

II. b < 2.

I1 =
1√

4 − b2
arcsin

±C1

√
b21 − 4r21 + b21

b1(
√
b21 − 4r21 ± C1)

+ const. (224)

III. b = 2.

I1 = ∓ 2r1
C1(
√
b21 − 4r21 ± C1)

+ const. (225)

Итак, только что был найден дополнительный первый интеграл для системы
третьего порядка (195)—(197), мы предъявили полный набор первых интегра-
лов, являющихся трансцендентными функциями своих фазовых переменных.

Замечание 1.4. В выражение найденного первого интеграла формально
необходимо вместо C1 подставить левую часть первого интеграла (208). Тогда
полученный дополнительный первый интеграл имеет следующий структурный
вид:

Θ2(w4, w3;α) = ln | sinα| +G2

(
sinα,

w4

sinα
,
w3

sinα

)
= C2 = const. (226)

Итак, найдены два первых интеграла (209), (226) независимой системы тре-
тьего порядка (195)—(197). Осталось указать по одному первому интегралу
для систем (198), (199) и дополнительный первый интеграл, «привязывающий»
уравнение (200).
Действительно, искомые первые интегралы совпадают с первыми интеграла-

ми (191)—(193), а именно:

Θ3(w2;β2) =

√
1 + w2

2

sinβ2
= C3 = const, (227)

Θ4(w1;β1) =

√
1 + w2

1

sinβ1
= C4 = const, (228)

Θ5(w2, w1;β1, β2, β3) = β3 ± arctg
C4 cosβ2√

C2
3 sin2 β2 − C2

4

= C5 = const, (229)

при этом в левую часть равенства (229) вместо C3, C4 необходимо подставить
интегралы (227), (228).
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Теорема 1.8. Система (195)—(200) восьмого порядка обладает достаточ-
ным количеством независимых первых интегралов (пятью): (209), (226),
(227)—(229).

Итак, в рассматриваемом случае система динамических уравнений
(20)—(24), (27)—(36) при условии (96) имеет 12 инвариантных соотношений:
имеются аналитическая неинтегрируемая связь вида (44), циклические первые
интегралы вида (42), (43), первый интеграл вида (209), также имеется первый
интеграл, выражающийся соотношениями (219)—(226), являющийся трансцен-
дентной функцией фазовых переменных (также в смысле комплексного анализа)
и выражающийся через конечную комбинацию элементарных функций, наконец,
трансцендентные первые интегралы вида (227)—(229).

Теорема 1.9. Система (20)—(24), (27)—(36) при условиях (44), (96), (42),
(43) обладает 12 инвариантными соотношениями (полным набором), пять из
которых являются трансцендентными функциями с точки зрения комплексного
анализа. При этом все соотношения выражаются через конечную комбинацию
элементарных функций.

1.4.4. Структура уравнений на касательных расслоениях
к конечномерной сфере

Исследование полной системы (117)—(124) на касательном расслоении
T∗S4{z4, z3, z2, z1;α, β1, β2, β3} четырёхмерной сферы S4{α, β1, β2, β3} было на-
чато с исследования упрощённой системы (125)—(132), которая описывает ди-
намику при отсутствии какого-либо силового поля. Таким образом, коэффици-
енты в правой части системы (125)—(132) носят лишь геометрический смысл
и порождаются выбором координат z4, z3, z2, z1, α, β1, β2, β3 на касательном
расслоении.
Поставим вопрос: как меняются коэффициенты соответствующих систем

при индуктивном увеличении размерности n − 1 сферы Sn−1{α, β1, . . . , βn−2}?
Другими словами, системами какого вида описываются фазовые (геодезиче-
ские) потоки на касательном расслоении T∗Sn−1{zn−1, . . . , z1;α, β1, . . . , βn−2}
(n − 1)-мерной сферы Sn−1{α, β1, . . . , βn−2} именно в выбранных нами коорди-
натах zn−1, . . . , z1, α, β1, . . . , βn−2?
Несмотря на то что (и в этой, и в ряде предыдущих работ автора) нами рас-

смотрена явно структура соответствующих уравнений до n = 5 включительно,
начнём со случая n = 2. Это позволит произвести индуктивный переход от n
к n+ 1 и «конструировать» аналогичные системы любого высокого порядка.

Замечание 1.5 (об аналитических первых интегралах при отсут-
ствии силового поля). При построении систем на касательном расслоении
T∗Sn−1{zn−1, . . . , z1;α, β1, . . . , βn−2} (n−1)-мерной сферы Sn−1{α, β1, . . . , βn−2}
используется факт наличия в системе следующего набора аналитических пер-
вых интегралов:
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Φ1(zn−1, . . . , z1;α, β1, . . . , βn−2) =
√
z2
1 + . . .+ z2

n−1 = C1 = const,

Φ2(zn−1, . . . , z1;α, β1, . . . , βn−2) =
√
z2
1 + . . .+ z2

n−2 sinα = C2 = const,

Φ3(zn−1, . . . , z1;α, β1, . . . , βn−2) =
√
z2
1 + . . .+ z2

n−3 sinα sinβ1 =

= C3 = const,
. . .

Φn−2(zn−1, . . . , z1;α, β1, . . . , βn−2) =
√
z2
1 + z2

2 sinα sinβ1 . . . sinβn−4 =

= Cn−2 = const,

Φn−1(zn−1, . . . , z1;α, β1, . . . , βn−2) = z1 sinα sinβ1 . . . sinβn−3 =
= Cn−1 = const.

(230)

Первые интегралы (230) констатируют тот факт, что, поскольку внешнего
поля сил нет, сохраняются n−1 компонента (вообще говоря, ненулевые) тензора
угловой скорости n-мерного твёрдого тела, а именно:

ωr1 ≡ ω0
r1

= const, . . . , ωrn−1 ≡ ω0
rn−1

= const. (231)

В частности, наличие первого интеграла Φ1(zn−1, . . . , z1;α, β1, . . . , βn−2) = C1

из (230) объясняется равенством

z2
1 + . . .+ z2

n−1 = ω2
r1

+ . . .+ ω2
rn−1

≡ C2
1 = const. (232)

При этом первые интегралы (230) являются функциями от компонент
ωr1 , . . . , ωrn−1 .

Начало при n = 2. При n = 2 следующая система задаёт геодезический
поток на двумерном цилиндре T∗S1{z1;α} как касательном расслоении одно-
мерной сферы S1{α}:

α′ = −z1,
z′1 = 0.

(233)

При этом в силу замечания 1.5 существует естественный первый интеграл

z1 = C1 = const. (234)

Уравнение α̇ = −z1 является кинематическим соотношением и задаёт коор-
динаты α, z1 в фазовом пространстве системы (233) (касательном расслоении
T∗S1{z1;α}).

Переход по n: 2 → 3. При переходе от n = 2 к n = 3 производится переобо-
значение

z1 �→ z2,

при этом вводится новая переменная z1. Более того, в искомой системе новые
члены, появляющиеся при увеличении n, подчёркиваются.
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Предложение 1.1. При n = 3 следующая система задаёт геодезический по-
ток на касательном расслоении T∗S2{z2, z1;α, β1} двумерной сферы S2{α, β1}:

α′ = −z2, (235)

z′2 = −z2
1

cosα
sinα

, (236)

z′1 = z1z2
cosα
sinα

, (237)

β′
1 = z1

cosα
sinα

. (238)

При этом в силу замечания 1.5 существуют первые интегралы

z2
1 + z2

2 = C1 = const, (239)

z1 sinα = C2 = const. (240)

Действительно, в силу (239) имеем

z′1z1 + z′2z2 = 0,

поэтому существует такая функция N1(α, β1, z1, z2), что

z′2 = −z1N1(α, β1, z1, z2), z′1 = z2N1(α, β1, z1, z2),

а в силу (240) должно выполняться равенство (ввиду системы (235)—(238))

z′1 sinα+ z1α
′ cosα = z2N1(α, β1, z1, z2) sinα− z1z2 cosα = 0,

откуда следует, что
N1(α, β1, z1, z2) = z1

cosα
sinα

,

что и требовалось.
Уравнения (235), (238) являются кинематическими соотношениями и задают

координаты α, β1, z1, z2 в фазовом пространстве системы (235)—(238) (каса-
тельном расслоении T∗S2{z2, z1;α, β1}).

Переход по n: 3 → 4 При переходе от n = 3 к n = 4 производится переобо-
значение (

z2
z1

)

�→
(
z3
z2

)

,

при этом вводится новая переменная z1. Более того, в искомой системе новые
члены, появляющиеся при увеличении n, подчёркиваются.

Предложение 1.2. При n = 4 следующая система задаёт геодезический
поток на касательном расслоении T∗S3{z3, z2, z1;α, β1, β2} трёхмерной сферы
S3{α, β1, β2}:

α′ = −z3, (241)

z′3 = −(z2
2 + z2

1)
cosα
sinα

, (242)
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z′2 = z2z3
cosα
sinα

+ z2
1

cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
, (243)

z′1 = z1z3
cosα
sinα

− z1z2
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
, (244)

β′
1 = z2

cosα
sinα

, (245)

β′
2 = −z1 cosα

sinα sinβ1
. (246)

При этом в силу замечания 1.5 существуют первые интегралы

z2
1 + z2

2 + z2
3 = C1 = const, (247)

√
z2
1 + z2

2 sinα = C2 = const, (248)

z1 sinα sinβ1 = C3 = const. (249)

Действительно, в силу (247), (248) аналогично доказательству предложе-
ния 1.1 находится подчёркнутый коэффициент в уравнении (242), а также де-
лается вывод об уравнениях (243) и (244), которые будут иметь следующий
вид:

z′2 = z2z3
cosα
sinα

+ z2
1

cosα
sinα

N2(α, β1, β2, z1, z2, z3),

z′1 = z1z3
cosα
sinα

− z1z2
cosα
sinα

N2(α, β1, β2, z1, z2, z3).
(250)

Далее, в силу (249) должно выполняться равенство (ввиду системы
(241)—(246))

z′1 sinα sinβ1 + z1α
′ cosα sinβ1 + z1β

′
1 sinα cosβ1 =

= z1z2 cosα[cosβ1 −N2(α, β1, β2, z1, z2, z3) sinβ1] = 0,

откуда следует, что

N2(α, β1, β2, z1, z2, z3) =
cosβ1

sinβ1
,

что и требовалось.
Уравнения (241), (245), (246) являются кинематическими соотношениями

и задают координаты α, β1, β2, z1, z2, z3 в фазовом пространстве системы
(241)—(246) (касательном расслоении T∗S3{z3, z2, z1;α, β1, β2}).

Переход по n: 4 → 5 При переходе от n = 4 к n = 5 производится переобо-
значение ⎛

⎝
z3
z2
z1

⎞

⎠ �→
⎛

⎝
z4
z3
z2

⎞

⎠ ,

при этом вводится новая переменная z1. Более того, в искомой системе новые
члены, появляющиеся при увеличении n, подчёркиваются.
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Предложение 1.3. При n = 5 следующая система задаёт геодезический по-
ток на касательном расслоении T∗S4{z4, z3, z2, z1;α, β1, β2, β3} четырёхмерной
сферы S4{α, β1, β2, β3}:

α′ = −z4, (251)

z′4 = −(z2
3 + z2

2 + z2
1)

cosα
sinα

, (252)

z′3 = z3z4
cosα
sinα

+ (z2
2 + z2

1)
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
, (253)

z′2 = z2z4
cosα
sinα

− z2z3
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
− z2

1

cosα
sinα

1
sinβ1

cosβ2

sinβ2
, (254)

z′1 = z1z4
cosα
sinα

− z1z3
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
+ z1z2

cosα
sinα

1
sinβ1

cosβ2

sinβ2
, (255)

β′
1 = z3

cosα
sinα

, (256)

β′
2 = −z2 cosα

sinα sinβ1
, (257)

β′
3 = z1

cosα
sinα sinβ1 sinβ2

. (258)

При этом в силу замечания 1.5 существуют первые интегралы

z2
1 + z2

2 + z2
3 + z2

4 = C1 = const, (259)
√
z2
1 + z2

2 + z2
3 sinα = C2 = const, (260)

√
z2
1 + z2

2 sinα sinβ1 = C3 = const, (261)

z1 sinα sinβ1 sinβ2 = C4 = const. (262)

Действительно, согласно (259)—(261) аналогично доказательству предложе-
ний 1.1, 1.2 находятся подчёркнутые коэффициенты в уравнениях (252), (253),
а также делается вывод об уравнениях (254) и (255), которые будут иметь
следующий вид:

z′2 = z2z4
cosα
sinα

− z2z3
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
− z2

1

cosα
sinα

N3(α, β1, β2, β3, z1, z2, z3, z4),

z′1 = z1z4
cosα
sinα

− z1z3
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
+ z1z2

cosα
sinα

N3(α, β1, β2, β3, z1, z2, z3, z4).

(263)
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В силу (262) должно выполняться равенство (ввиду системы (251)—(258))

z′1 sinα sinβ1 sinβ2 + z1α
′ cosα sinβ1 sinβ2 +

+ z1β
′
1 sinα cosβ1 sinβ2 + z1β

′
2 sinα sinβ1 cosβ2 =

= z1z2 cosα[N3(α, β1, β2, β3, z1, z2, z3, z4) sinβ1 sinβ2 − cosβ2] = 0,

откуда следует, что

N3(α, β1, β2, β3, z1, z2, z3, z4) =
1

sinβ1

cosβ2

sinβ2
,

что и требовалось.
Уравнения (251), (256)—(258) являются кинематическими соотношениями и

задают координаты α, β1, β2, β3, z1, z2, z3, z4 в фазовом пространстве системы
(251)—(258) (касательном расслоении T∗S4{z4, z3, z2, z1;α, β1, β2, β3}).

Переход по n: 5 → 6. При переходе от n = 5 к n = 6 производится переобо-
значение ⎛

⎜
⎜
⎝

z4
z3
z2
z1

⎞

⎟
⎟
⎠ �→

⎛

⎜
⎜
⎝

z5
z4
z3
z2

⎞

⎟
⎟
⎠ ,

при этом вводится новая переменная z1. Более того, в искомой системе новые
члены, появляющиеся при увеличении n, подчёркиваются.

Предложение 1.4. При n = 6 следующая система задаёт геодезический по-
ток на касательном расслоении T∗S5{z5, z4, z3, z2, z1;α, β1, β2, β3, β4} пятимер-
ной сферы S5{α, β1, β2, β3, β4}:

α′ = −z5, (264)

z′5 = −(z2
4 + z2

3 + z2
2 + z2

1)
cosα
sinα

, (265)

z′4 = z4z5
cosα
sinα

+ (z2
3 + z2

2 + z2
1)

cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
, (266)

z′3 = z3z5
cosα
sinα

− z3z4
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
− (z2 + z2

1)
cosα
sinα

1
sinβ1

cosβ2

sinβ2
, (267)

z′2 = z2z5
cosα
sinα

− z2z4
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
+ z2z3

cosα
sinα

1
sinβ1

cosβ2

sinβ2
+

+ z2
1

cosα
sinα

1
sinβ1

1
sinβ2

cosβ3

sinβ3
, (268)

z′1 = z1z5
cosα
sinα

− z1z4
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
+ z1z3

cosα
sinα

1
sinβ1

cosβ2

sinβ2
−

− z1z2
cosα
sinα

1
sinβ1

1
sinβ2

cosβ3

sinβ3
, (269)
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β′
1 = z4

cosα
sinα

, (270)

β′
2 = −z3 cosα

sinα sinβ1
, (271)

β′
3 = z2

cosα
sinα sinβ1 sinβ2

, (272)

β′
4 = −z1 cosα

sinα sinβ1 sinβ2 sinβ3
. (273)

При этом в силу замечания 1.5 существуют первые интегралы

z2
1 + z2

2 + z2
3 + z2

4 + z2
5 = C1 = const, (274)

√
z2
1 + z2

2 + z2
3 + z2

4 sinα = C2 = const, (275)
√
z2
1 + z2

2 + z2
3 sinα sinβ1 = C3 = const, (276)

√
z2
1 + z2

2 sinα sinβ1 sinβ2 = C4 = const, (277)

z1 sinα sinβ1 sinβ2 sinβ3 = C5 = const. (278)

Действительно, согласно (274)—(277) аналогично доказательству предложе-
ний 1.1—1.3 находятся подчёркнутые коэффициенты в уравнениях (265)—(267),
а также делается вывод об уравнениях (268) и (269), которые будут иметь
следующий вид:

z′2 = z2z5
cosα
sinα

− z2z4
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
+ z2z3

cosα
sinα

1
sinβ1

cosβ2

sinβ2
+

+ z2
1

cosα
sinα

N4 (α, β1, β2, β3, β4, z1, z2, z3, z4, z5),

z′1 = z1z5
cosα
sinα

− z1z4
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
+ z1z3

cosα
sinα

1
sinβ1

cosβ2

sinβ2
−

− z1z2
cosα
sinα

N4 (α, β1, β2, β3, β4, z1, z2, z3, z4, z5).

(279)

В силу (278) должно выполняться равенство (ввиду системы (264)—(273))

z′1 sinα sinβ1 sinβ2 sinβ3 + z1α
′ cosα sinβ1 sinβ2 sinβ3 +

+ z1β
′
1 sinα cosβ1 sinβ2 sinβ3 + z1β

′
2 sinα sinβ1 cosβ2 sinβ3 +

+ z1β
′
3 sinα sinβ1 sinβ2 cosβ3 = z1z2 cosα[cosβ3 −

−N4(α, β1, β2, β3, β4, z1, z2, z3, z4, z5) sinβ1 sinβ2 sinβ3] = 0,

откуда следует, что

N4(α, β1, β2, β3, β4, z1, z2, z3, z4, z5) =
1

sinβ1

1
sinβ2

cosβ3

sinβ3
,

что и требовалось.
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Уравнения (264), (270)—(273) являются кинематическими соотношениями и
задают координаты α, β1, β2, β3, β4, z1, z2, z3, z4, z5 в фазовом простран-
стве системы (264)—(273) (касательном расслоении T∗S5{z5, z4, z3, z2, z1;α, β1,
β2, β3, β4}).

Переход по n: n→ n+1. При индуктивном переходе от n к n+1 производится
переобозначение

⎛

⎜
⎜
⎝

zn−1

zn−2

. . .
z1

⎞

⎟
⎟
⎠ �→

⎛

⎜
⎜
⎝

zn

zn−1

. . .
z2

⎞

⎟
⎟
⎠ ,

при этом вводится новая переменная z1. Более того, в искомой системе новые
члены, появляющиеся при увеличении n, подчёркиваются.

Предложение 1.5. При n > 2 следующая система задаёт геодезический по-
ток на касательном расслоении T∗Sn{zn, zn−1, . . . , z1;α, β1, . . . , βn−1} n-мерной
сферы Sn{α, β1, . . . , βn−1}:

α′ = −zn, (280)

z′n = −(z2
n−1 + . . .+ z2

2 + z2
1)

cosα
sinα

, (281)

z′n−1 = zn−1zn
cosα
sinα

+ (z2
n−2 + . . .+ z2

2 + z2
1)

cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
, (282)

z′n−2 = zn−2zn
cosα
sinα

− zn−2zn−1
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
−

− (z2
n−3 + . . .+ z2

2 + z2
1)

cosα
sinα

1
sinβ1

cosβ2

sinβ2
, (283)

. . .

z′2 = z2zn
cosα
sinα

− z2zn−1
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
+ z2zn−2

cosα
sinα

1
sinβ1

cosβ2

sinβ2
+ . . .+

+ (−1)n+1z2z3
cosα
sinα

1
sinβ1

. . .
1

sinβn−4

cosβn−3

sinβn−3
+

+ (−1)n+1z2
1

cosα
sinα

1
sinβ1

. . .
1

sinβn−3

cosβn−2

sinβn−2
, (284)

z′1 = z1zn
cosα
sinα

− z1zn−1
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
+ z1zn−2

cosα
sinα

1
sinβ1

cosβ2

sinβ2
+ . . .+

+ (−1)n+1z1z3
cosα
sinα

1
sinβ1

. . .
1

sinβn−4

cosβn−3

sinβn−3
+

+ (−1)nz1z2
cosα
sinα

1
sinβ1

. . .
1

sinβn−3

cosβn−2

sinβn−2
, (285)
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β′
1 = zn−1

cosα
sinα

, (286)

β′
2 = −zn−2

cosα
sinα sinβ1

, (287)

. . .

β′
n−2 = (−1)n+1z2

cosα
sinα sinβ1 . . . sinβn−3

, (288)

β′
n−1 = (−1)nz1

cosα
sinα sinβ1 . . . sinβn−2

. (289)

При этом в силу замечания 1.5 существуют первые интегралы

z2
1 + . . .+ z2

n = C1 = const, (290)
√
z2
1 + . . .+ z2

n−1 sinα = C2 = const, (291)
√
z2
1 + . . .+ z2

n−2 sinα sinβ1 = C3 = const, (292)

. . .
√
z2
1 + z2

2 sinα sinβ1 . . . sinβn−3 = Cn−1 = const. (293)

z1 sinα sinβ1 . . . sinβn−2 = Cn = const. (294)

Действительно, согласно (290)—(293) аналогично доказательству предложе-
ний 1.1—1.4 находятся подчёркнутые коэффициенты во всех уравнениях до
(284) и (285), а также делается вывод об уравнениях (284) и (285), которые
будут иметь следующий вид:

z′2 = z2zn
cosα
sinα

− z2zn−1
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
+ z2zn−2

cosα
sinα

1
sinβ1

cosβ2

sinβ2
+ . . .+

+ (−1)n+1z2z3
cosα
sinα

1
sinβ1

. . .
1

sinβn−4

cosβn−3

sinβn−3
+

+ (−1)n+1z2
1

cosα
sinα

Nn−1(α, β1, . . . , βn−1, z1, . . . , zn),

z′1 = z1zn
cosα
sinα

− z1zn−1
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
+ z1zn−2

cosα
sinα

1
sinβ1

cosβ2

sinβ2
+ . . .+

+ (−1)n+1z1z3
cosα
sinα

1
sinβ1

. . .
1

sinβn−4

cosβn−3

sinβn−3
+

+ (−1)nz1z2
cosα
sinα

Nn−1(α, β1, . . . , βn−1, z1, . . . , zn).

(295)

В силу (294) должно выполняться равенство (ввиду системы (280)—(289))

z′1 sinα sinβ1 . . . sinβn−2 + z1α
′ cosα sinβ1 . . . sinβn−2 +

+ z1β
′
1 sinα cosβ1 sinβ2 . . . sinβn−2 + . . .+
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+ z1β
′
n−3 sinα sinβ1 . . . sinβn−4 cosβn−3 sinβn−2 +

+ z1β
′
n−2 sinα sinβ1 . . . sinβn−3 cosβn−2

= z1z2 cosα[cosβn−2 −Nn−1(α, β1, . . . , βn−1, z1, . . . , zn) sinβ1 . . . sinβn−2] = 0,

откуда следует, что

Nn−1(α, β1, . . . , βn−1, z1, . . . , zn) =
1

sinβ1

1
sinβ2

. . .
1

sinβn−3

cosβn−2

sinβn−2
,

что и требовалось.
Уравнения (280), (286)—(289) являются кинематическими соотношениями и

задают координаты α, β1, . . . , βn−1, z1, . . . , zn в фазовом пространстве системы
(280)—(289) (касательном расслоении T∗Sn{zn, . . . , z1;α, β1, . . . , βn−1}).

1.4.5. Общие замечания об интегрируемости системы
при любом конечном n

Как уже было указано, для полного интегрирования системы (108)—(116)
порядка 2(n− 1) необходимо знать, вообще говоря, 2n− 3 независимых первых
интегралов. Но рассматриваемые системы имеют симметрии, которые позволяют
снизить достаточное количество первых интегралов для интегрирования систем
до n.

Система при отсутствии силового поля. Рассмотрим систему (108)—(116)
на касательном расслоении T∗Sn−1{zn−1, . . . , z1;α, β1, . . . , βn−2} (n− 1)-мерной
сферы Sn−1{α, β1, . . . , βn−2} и получим из неё консервативную систему. Будем
считать, что функция (47) тождественно равна нулю (в частности, b = 0, а
также отсутствует коэффициент sinα cosα в уравнении (109)). Рассматриваемая
система примет вид

α′ = −zn−1, (296)

z′n−1 = −(z2
1 + . . .+ z2

n−2)
cosα
sinα

, (297)

z′n−2 = zn−2zn−1
cosα
sinα

+ (z2
1 + . . .+ z2

n−3)
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
, (298)

z′n−3 = zn−3zn−1
cosα
sinα

− zn−3zn−2
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
−

− (z2
1 + . . .+ z2

n−4)
cosα
sinα

1
sinβ1

cosβ2

sinβ2
, (299)

. . .

z′1 = z1
cosα
sinα

{ n−2∑

s=1

(−1)s+1zn−s
cosβs−1

sinβ1 . . . sinβs−1

}

, (300)

β′
1 = zn−2

cosα
sinα

, (301)
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β′
2 = −zn−3

cosα
sinα sinβ1

, (302)

. . .

β′
n−3 = (−1)nz2

cosα
sinα sinβ1 . . . sinβn−4

, (303)

β′
n−2 = (−1)n+1z1

cosα
sinα sinβ1 . . . sinβn−3

. (304)

Система (296)—(304) описывает движение твёрдого тела при отсутствии внеш-
него поля сил.

Теорема 1.10. Система (296)—(304) обладает n независимыми аналитиче-
скими первыми интегралами вида

Φ1(zn−1, . . . , z1;α, β1, . . . , βn−2) =
√
z2
1 + . . .+ z2

n−1 = C1 = const, (305)

Φ2(zn−1, . . . , z1;α, β1, . . . , βn−2) =
√
z2
1 + . . .+ z2

n−2 sinα = C2 = const, (306)

Φ3(zn−1, . . . , z1;α, β1, . . . , βn−2) =

=
√
z2
1 + . . .+ z2

n−3 sinα sinβ1 = C3 = const, (307)

. . .

Φn−2(zn−1, . . . , z1;α, β1, . . . , βn−2) =

=
√
z2
1 + z2

2 sinα sinβ1 . . . sinβn−4 = Cn−2 = const, (308)

Φn−1(zn−1, . . . , z1;α, β1, . . . , βn−2) =
= z1 sinα sinβ1 . . . sinβn−3 = Cn−1 = const, (309)

Φn(zn−1, . . . , z1;α, β1, . . . , βn−2) = Cn = const. (310)

Первые n − 1 первых интеграла (305)—(309) констатируют тот факт, что
поскольку внешнего поля сил нет, то сохраняются n− 1 (вообще говоря, нену-
левые) компоненты тензора угловой скорости n-мерного твёрдого тела, а именно:

ωr1 ≡ ω0
r1

= const, . . . , ωrn−1 ≡ ω0
rn−1

= const. (311)

В частности, наличие первого интеграла (305) объясняется равенством

z2
1 + . . .+ z2

n−1 = ω2
r1

+ . . .+ ω2
rn−1

≡ C2
1 = const. (312)

Последний первый интеграл (310) имеет кинематический смысл, «привязы-
вает» уравнение на βn−2 и может быть найден из следующей квадратуры:

dβn−2

dβn−3
= −z1

z2

1
sinβn−3

. (313)
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При этом если воспользоваться уровнями первых интегралов (308), (309) и
получить равенство

z1
z2

= ±
√
C2

n−2

C2
n−1

sin2 βn−3 − 1, (314)

то квадратура (313) примет вид

βn−2 = ±
∫

du

(1 − u2)
√(

C2
n−2

C2
n−1

− 1
)
− C2

n−2

C2
n−1

u2

, u = cosβn−3. (315)

Её вычисление приводит к соотношению

βn−2 + Cn = ± arctg
cosβn−3√

C2
n−2

C2
n−1

sin2 βn−3 − 1
, Cn = const, (316)

позволяющему получить первый интеграл (310). Преобразуя последнее равен-
ство, получаем следующее инвариантное соотношение:

tg2(βn−2 + Cn) =
C2

n−1

(C2
n−2 − C2

n−1) tg2 βn−3 − C2
n−1

. (317)

Теперь переформулируем теорему 1.10.

Теорема 1.11. Система (296)—(304) обладает n независимыми первыми ин-
тегралами следующего вида :

Ψ1(zn−1, . . . , z1;α, β1, . . . , βn−2) =
Φ2

1

Φ2
=

z2
1 + . . .+ z2

n−1√
z2
1 + . . .+ z2

n−2 sinα
= C ′

1 = const,

(318)

Ψ2(zn−1, . . . , z1;α, β1, . . . , βn−2) = C ′
2 = const, (319)

Ψ3(zn−1, . . . , z1;α, β1, . . . , βn−2) =
Φn−2

Φn−1
=

√
z2
1 + z2

2

z1 sinβn−3
= C ′

3 = const, (320)

. . .

Ψn−2(zn−1, . . . , z1;α, β1, . . . , βn−2) =
Φ3

Φ4
=

√
z2
1 + . . .+ z2

n−3
√
z2
1 + . . .+ z2

n−4 sinβ2

=

= C ′
n−2 = const, (321)
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Ψn−1(zn−1, . . . , z1;α, β1, . . . , βn−2) =
Φ2

Φ3
=

√
z2
1 + . . .+ z2

n−2
√
z2
1 + . . .+ z2

n−3 sinβ1

=

= C ′
n−1 = const, (322)

Ψn(zn−1, . . . , z1;α, β1, . . . , βn−2) = C ′
n = const. (323)

Последний первый интеграл (323) также имеет кинематический смысл и
«привязывает» уравнение на βn−2, а функции Ψ2, Ψn можно выбрать соответ-
ственно равными Φ2, Φn.

В формулировке теоремы 1.11 (в отличие от теоремы 1.10) отсутствует ха-
рактеристика гладкости первых интегралов. А именно, там, где знаменатели
(или числители и знаменатели одновременно) первых интегралов (318)—(323)
обращаются в нуль, сами интегралы как функции имеют особенности. Более
того, они часто могут не быть, вообще говоря, даже непрерывными функциями.

Согласно теореме 1.11 преобразованный набор первых интегралов
(318)—(323) системы (296)—(304) (системы при отсутствии силового поля)
по-прежнему остаётся набором первых интегралов данной системы.

Для полного интегрирования системы (296)—(304) порядка 2(n − 1) необ-
ходимо знать, вообще говоря, 2n − 3 независимых первых интегралов. Однако
после замены переменных

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

zn−1

zn−2

. . .
z2
z1

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

→

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

wn−1

wn−2

. . .
w2

w1

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠
,

wn−1 = zn−1, wn−2 =
√
z2
1 + . . .+ z2

n−2,

wn−3 =
z2
z1
, wn−4 =

z3√
z2
1 + z2

2

, . . . ,

w2 =
zn−3√

z2
1 + . . .+ z2

n−4

, w1 =
zn−2√

z2
1 + . . .+ z2

n−3

,

(324)

система (296)—(304) распадается следующим образом:

α′ = −wn−1, (325)

w′
n−1 = −w2

n−2

cosα
sinα

, (326)

w′
n−2 = wn−2wn−1

cosα
sinα

, (327)
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w′
s = ds(wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2)

1 + w2
s

ws

cosβs

sinβs
,

β′
s = ds(wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2), s = 1, . . . , n− 3,

(328)

β′
n−2 = dn−2(wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2), (329)

где

d1(wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2) = Zn−2(wn−1, . . . , w1)
cosα
sinα

,

d2(wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2) = −Zn−3(wn−1, . . . , w1)
cosα

sinα sinβ1
,

. . .

dn−2(wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2) =

= (−1)n+1Z1(wn−1, . . . , w1)
cosα

sinα sinβ1 . . . sinβn−3
,

(330)

при этом
zk = Zk(wn−1, . . . , w1), k = 1, . . . , n− 2, — (331)

функции согласно замене (324).
Видно, что система (325)—(329) порядка 3+2(n−3)+1 = 2(n−1) распадается

на независимые подсистемы ещё более низкого порядка: система (325)—(327) —
третьего, а системы (328) (конечно, после замены независимого переменного) —
второго. Таким образом, для полной интегрируемости системы (325)—(329) до-
статочно указать два независимых первых интеграла системы (325)—(327), по
одному для систем (328) (всего n − 3 штуки) и дополнительный первый инте-
грал, «привязывающий» уравнение (329) (т. е. всего n).
Замечание 1.6. Выпишем первые интегралы (318)—(323) в переменных

w1, . . . , wn−1 согласно (324). Получим

Θ1(wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2) =
w2

n−2 + w2
n−1

wn−2 sinα
= C ′′

1 = const, (332)

Θ2(wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2) = wn−2 sinα = C ′′
2 = const, (333)

Θs+2(wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2) =

√
1 + w2

s

sinβs
=

= C ′′
s+2 = const, s = 1, . . . , n− 3, (334)

Θn(wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2) = C ′′
n = const. (335)

Таким образом, два независимых первых интеграла (332), (333) достаточны
для интегрирования системы (325)—(327), первые интегралы (334) (их n − 3
штук) достаточны для интегрирования независимых уравнений первого порядка

dws

dβs
=

1 + w2
s

ws

cosβs

sinβs
, s = 1, . . . , n− 3, (336)
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после замены независимого переменного эквивалентных системам (328), и, на-
конец, первый интеграл (335) достаточен для «привязывания» уравнения (329).
Доказана следующая теорема.

Теорема 1.12. Система (296)—(304) порядка 2(n−1) обладает достаточным
количеством независимых первых интегралов (n).

Система при наличии консервативного силового поля. Теперь рассмотрим
систему (108)—(116) при условии b = 0. При этом получим консервативную си-
стему. А именно, на наличие силового поля указывает коэффициент sinα cosα
в уравнении (109) (в отличие от системы (296)—(304)). Рассматриваемая систе-
ма примет вид

α′ = −zn−1, (337)

z′n−1 = sinα cosα− (z2
1 + . . .+ z2

n−2)
cosα
sinα

, (338)

z′n−2 = zn−2zn−1
cosα
sinα

+ (z2
1 + . . .+ z2

n−3)
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
, (339)

z′n−3 = zn−3zn−1
cosα
sinα

− zn−3zn−2
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
−

− (z2
1 + . . .+ z2

n−4)
cosα
sinα

1
sinβ1

cosβ2

sinβ2
, (340)

. . .

z′1 = z1
cosα
sinα

{ n−2∑

s=1

(−1)s+1zn−s
cosβs−1

sinβ1 . . . sinβs−1

}

, (341)

β′
1 = zn−2

cosα
sinα

, (342)

β′
2 = −zn−3

cosα
sinα sinβ1

, (343)

. . .

β′
n−3 = (−1)nz2

cosα
sinα sinβ1 . . . sinβn−4

, (344)

β′
n−2 = (−1)n+1z1

cosα
sinα sinβ1 . . . sinβn−3

. (345)

Итак, система (337)—(345) описывает движение твёрдого тела в консерва-
тивном внешнем поле сил.

Теорема 1.13. Система (337)—(345) обладает n независимыми аналитиче-
скими первыми интегралами следующего вида :
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Φ1(zn−1, . . . , z1;α, β1, . . . , βn−2) = z2
1 + . . .+ z2

n−1 + sin2 α = C1 = const, (346)

Φ2(zn−1, . . . , z1;α, β1, . . . , βn−2) =
√
z2
1 + . . .+ z2

n−2 sinα = C2 = const, (347)

Φ3(zn−1, . . . , z1;α, β1, . . . , βn−2) =
√
z2
1 + . . .+ z2

n−3 sinα sinβ1 =

= C3 = const, (348)

. . .

Φn−2(zn−1, . . . , z1;α, β1, . . . , βn−2) =
√
z2
1 + z2

2 sinα sinβ1 . . . sinβn−4 =

= Cn−2 = const, (349)

Φn−1(zn−1, . . . , z1;α, β1, . . . , βn−2) = z1 sinα sinβ1 . . . sinβn−3 =
= Cn−1 = const, (350)

Φn(zn−1, . . . , z1;α, β1, . . . , βn−2) = Cn = const. (351)

Первый интеграл (346) является интегралом полной энергии. Последний
первый интеграл (351) имеет кинематический смысл, «привязывает» уравне-
ние на βn−2 и найден выше.
Теперь переформулируем теорему 1.13.

Теорема 1.14. Система (337)—(345) обладает n независимыми первыми ин-
тегралами следующего вида :

Ψ1(zn−1, . . . , z1;α, β1, . . . , βn−2) =
Φ1

Φ2
=
z2
1 + . . .+ z2

n−1 + sin2 α
√
z2
1 + . . .+ z2

n−2 sinα
=

= C ′
1 = const, (352)

Ψ2(zn−1, . . . , z1;α, β1, . . . , βn−2) = C ′
2 = const, (353)

Ψ3(zn−1, . . . , z1;α, β1, . . . , βn−2) =
Φn−2

Φn−1
=

√
z2
1 + z2

2

z1 sinβn−3
= C ′

3 = const, (354)

. . .

Ψn−2(zn−1, . . . , z1;α, β1, . . . , βn−2) =
Φ3

Φ4
=

√
z2
1 + . . .+ z2

n−3
√
z2
1 + . . .+ z2

n−4 sinβ2

=

= C ′
n−2 = const, (355)

Ψn−1(zn−1, . . . , z1;α, β1, . . . , βn−2) =
Φ2

Φ3
=

√
z2
1 + . . .+ z2

n−2
√
z2
1 + . . .+ z2

n−3 sinβ1

=

= C ′
n−1 = const, (356)

Ψn(zn−1, . . . , z1;α, β1, . . . , βn−2) = C ′
n = const. (357)
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Функции Ψ2, Ψn можно выбрать соответственно равными Φ2, Φn.

В формулировке теоремы 1.14 (в отличие от теоремы 1.13) отсутствует ха-
рактеристика гладкости первых интегралов. А именно, там, где знаменатели
(или числители и знаменатели одновременно) первых интегралов (352)—(357)
обращаются в нуль, сами интегралы как функции имеют особенности. Более
того, они часто могут не быть, вообще говоря, даже непрерывными функциями.

В силу теоремы 1.14 преобразованный набор первых интегралов (352)—(357)
системы (337)—(345) (системы при наличии консервативного силового поля)
по-прежнему остаётся набором первых интегралов данной системы.

Для полного интегрирования системы (337)—(345) порядка 2(n − 1) необ-
ходимо знать, вообще говоря, 2n − 3 независимых первых интегралов. Однако
после замены переменных (324) система (337)—(345) распадается следующим
образом:

α′ = −wn−1, (358)

w′
n−1 = sinα cosα− w2

n−2

cosα
sinα

, (359)

w′
n−2 = wn−2wn−1

cosα
sinα

, (360)

w′
s = ds(wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2)

1 + w2
s

ws

cosβs

sinβs
,

β′
s = ds(wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2), s = 1, . . . , n− 3,

(361)

β′
n−2 = dn−2(wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2), (362)

где выполнены условия (330).

Видно, что система (358)—(362) порядка 2(n − 1) распадается на независи-
мые подсистемы ещё более низкого порядка: система (358)—(360) — третьего,
а системы (361) (конечно, после замены независимого переменного) — второго.
Таким образом, для полной интегрируемости системы (358)—(362) достаточно
указать два независимых первых интеграла системы (358)—(360), по одному
для систем (361) (всего n−3 штуки) и дополнительный первый интеграл, «при-
вязывающий» уравнение (362) (т. е. всего n).

Замечание 1.7. Выпишем первые интегралы (352)—(357) в переменных
w1, . . . , wn−1 согласно (324). Получим

Θ1(wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2) =
w2

n−2 + w2
n−1 + sin2 α

wn−2 sinα
=

= C ′′
1 = const, (363)

Θ2(wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2) = wn−2 sinα = C ′′
2 = const, (364)
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Θs+2(wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2) =

√
1 + w2

s

sinβs
=

= C ′′
s+2 = const, s = 1, . . . , n− 3, (365)

Θn(wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2) = C ′′
n = const. (366)

Таким образом, два независимых первых интеграла (363), (364) достаточны
для интегрирования системы (358)—(360), первые интегралы (365) (их n − 3
штук) достаточны для интегрирования независимых уравнений первого порядка

dws

dβs
=

1 + w2
s

ws

cosβs

sinβs
, s = 1, . . . , n− 3, (367)

после замены независимого переменного эквивалентных системам (361), и, на-
конец, первый интеграл (366) достаточен для «привязывания» уравнения (362).
Доказана следующая теорема.

Теорема 1.15. Система (337)—(345) порядка 2(n−1) обладает достаточным
количеством независимых первых интегралов (n).

1.4.6. Полный список инвариантных соотношений при любом конечном n

Перейдём теперь к интегрированию искомой системы (108)—(116) порядка
2(n− 1) (без всяких упрощений— при наличии всех коэффициентов).
Для полного интегрирования системы (108)—(116) порядка 2(n − 1) необ-

ходимо знать, вообще говоря, 2n − 3 независимых первых интегралов. Однако
после замены переменных (324) система (108)—(116) распадается следующим
образом:

α′ = −wn−1 + b sinα, (368)

w′
n−1 = sinα cosα− w2

n−2

cosα
sinα

, (369)

w′
n−2 = wn−2wn−1

cosα
sinα

, (370)

w′
s = ds(wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2)

1 + w2
s

ws

cosβs

sinβs
,

β′
s = ds(wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2), s = 1, . . . , n− 3,

(371)

β′
n−2 = dn−2(wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2), (372)

где выполнены условия (330).
Видно, что система (368)—(372) порядка 2(n − 1) распадается на независи-

мые подсистемы ещё более низкого порядка: система (368)—(370) — третьего,
а системы (371) (конечно, после замены независимого переменного) — второго.
Таким образом, для полной интегрируемости системы (368)—(372) достаточно
указать два независимых первых интеграла системы (368)—(370), по одному
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для систем (371) (всего n−3 штуки) и дополнительный первый интеграл, «при-
вязывающий» уравнение (372) (т. е. всего n).
Для начала поставим в соответствие системе третьего порядка (368)—(370)

неавтономную систему второго порядка

dwn−1

dα
=

sinα cosα− w2
n−2 cosα/ sinα

−wn−1 + b sinα
,

dwn−2

dα
=
wn−2wn−1 cosα/ sinα

−wn−1 + b sinα
.

(373)

Используя замену τ = sinα, перепишем систему (373) в алгебраическом виде:

dwn−1

dτ
=
τ − w2

n−1/τ

−wn−1 + bτ
,

dwn−2

dτ
=
wn−2wn−1/τ

−wn−1 + bτ
.

(374)

Вводя однородные переменные по формулам

wn−2 = u1τ, wn−1 = u2τ, (375)

приводим систему (374) к следующему виду:

τ
du2

dτ
+ u2 =

1 − u2
1

−u2 + b
,

τ
du1

dτ
+ u1 =

u1u2

−u2 + b
,

(376)

что эквивалентно

τ
du2

dτ
=

1 − u2
1 + u2

2 − bu2

−u2 + b
,

τ
du1

dτ
=

2u1u2 − bu1

−u2 + b
.

(377)

Поставим в соответствие системе второго порядка (377) неавтономное урав-
нение первого порядка

du2

du1
=

1 − u2
1 + u2

2 − bu2

2u1u2 − bu1
, (378)

которое несложно приводится к полному дифференциалу:

d

(
u2

2 + u2
1 − bu2 + 1
u1

)

= 0. (379)

Итак, уравнение (378) имеет первый интеграл

u2
2 + u2

1 − bu2 + 1
u1

= C1 = const, (380)
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который в прежних переменных выглядит как

Θ1(wn−1, wn−2;α) =
w2

n−1 + w2
n−2 − bwn−1 sinα+ sin2 α

wn−2 sinα
= C1 = const. (381)

Замечание 1.8. При b = 0 первый интеграл (381) системы (368)—(370) сов-
падает с первым интегралом (363) системы (358)—(360), но при b �= 0 ни числи-
тель выражения (381), ни его знаменатель не являются первыми интегралами
системы (368)—(370) по отдельности (хотя при b = 0 и числитель и знаменатель
выражения (381) являются первыми интегралами системы (358)—(360)).

Найдём явный вид дополнительного первого интеграла системы третьего
порядка (368)—(370). Для этого преобразуем для начала инвариантное соотно-
шение (380) при u1 �= 0 следующим образом:

(

u2 − b

2

)2

+
(

u1 − C1

2

)2

=
b2 + C2

1

4
− 1. (382)

Видно, что параметры данного инвариантного соотношения должны удовлетво-
рять условию

b2 + C2
1 − 4 � 0, (383)

и фазовое пространство системы (368)—(370) расслаивается на семейство по-
верхностей, задаваемых в координатах u1, u2 равенством (382).
Таким образом, в силу соотношения (380) первое уравнение системы (377)

примет вид

τ
du2

dτ
=

2(1 − bu2 + u2
2) − C1U1(C1, u2)

−u2 + b
, (384)

где

U1(C1, u2) =
1
2

{
C1 ±

√
C2

1 − 4(u2
2 − bu2 + 1)

}
. (385)

При этом постоянная интегрирования C1 выбирается из условия (383). По-
этому квадратура для поиска дополнительного первого интеграла системы
(368)—(370) примет вид

∫
dτ

τ
=
∫

(b− u2)du2

2(1 − bu2 + u2
2) − C1{C1 ±

√
C2

1 − 4(u2
2 − bu2 + 1)}/2 . (386)

Левая часть (с точностью до аддитивной постоянной), очевидно, равна

ln | sinα|. (387)

Если

u2 − b

2
= r1, b21 = b2 + C2

1 − 4, (388)

то правая часть равенства (386) примет вид
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− 1
4

∫
d(b21 − 4r21)

(b21 − 4r21) ± C1

√
b21 − 4r21

− b

∫
dr1

(b21 − 4r21) ± C1

√
b21 − 4r21

=

= −1
2

ln

∣
∣
∣
∣
∣

√
b21 − 4r21
C1

± 1

∣
∣
∣
∣
∣
± b

2
I1, (389)

где

I1 =
∫

dr3√
b21 − r23(r3 ± C1)

, r3 =
√
b21 − 4r21. (390)

При вычислении интеграла (390) возможны три случая.

I. b > 2.

I1 = − 1
2
√
b2 − 4

ln
∣
∣
∣
∣

√
b2 − 4 +

√
b21 − r23

r3 ± C1
± C1√

b2 − 4

∣
∣
∣
∣+

+
1

2
√
b2 − 4

ln
∣
∣
∣
∣

√
b2 − 4 −

√
b21 − r23

r3 ± C1
∓ C1√

b2 − 4

∣
∣
∣
∣+ const. (391)

II. b < 2.

I1 =
1√

4 − b2
arcsin

±C1r3 + b21
b1(r3 ± C1)

+ const. (392)

III. b = 2.

I1 = ∓
√
b21 − r23

C1(r3 ± C1)
+ const. (393)

Возвращаясь к переменной

r1 =
wn−1

sinα
− b

2
, (394)

имеем окончательный вид для величины I1.

I. b > 2.

I1 = − 1
2
√
b2 − 4

ln
∣
∣
∣
∣

√
b2 − 4 ± 2r1√
b21 − 4r21 ± C1

± C1√
b2 − 4

∣
∣
∣
∣+

+
1

2
√
b2 − 4

ln
∣
∣
∣
∣

√
b2 − 4 ∓ 2r1√
b21 − 4r21 ± C1

∓ C1√
b2 − 4

∣
∣
∣
∣+ const. (395)

II. b < 2.

I1 =
1√

4 − b2
arcsin

±C1

√
b21 − 4r21 + b21

b1(
√
b21 − 4r21 ± C1)

+ const. (396)

III. b = 2.
I1 = ∓ 2r1

C1(
√
b21 − 4r21 ± C1)

+ const. (397)



66 М. В. Шамолин

Итак, только что был найден дополнительный первый интеграл для системы
третьего порядка (368)—(370), мы предъявили полный набор первых интегра-
лов, являющихся трансцендентными функциями своих фазовых переменных.

Замечание 1.9. В выражение найденного первого интеграла формально
необходимо вместо C1 подставить левую часть первого интеграла (380). Тогда
полученный дополнительный первый интеграл имеет следующий структурный
вид:

Θ2(wn−1, wn−2;α) = ln | sinα| +G2

(
sinα,

wn−1

sinα
,
wn−2

sinα

)
= C2 = const. (398)

Итак, найдены два первых интеграла (381), (398) независимой системы тре-
тьего порядка (368)—(370). Осталось указать по одному первому интегралу для
систем (371) (их всего n− 3) и дополнительный первый интеграл, «привязыва-
ющий» уравнение (372).
Действительно, искомые первые интегралы совпадают с первыми интеграла-

ми (365), (366), а именно:

Θs+2(ws;βs) =

√
1 + w2

s

sinβs
= C ′′

s+2 = const, s = 1, . . . , n− 3, (399)

Θn(wn−3, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2) = C ′′
n = const. (400)

При этом в левую часть равенства (400) вместо Cn−2, Cn−1 необходимо подста-
вить интегралы (399) при s = n− 4, n− 3.

Теорема 1.16. Система (368)—(372) порядка 2(n−1) обладает достаточным
количеством независимых первых интегралов (n): (381), (398), (399), (400).

Итак, в рассматриваемом случае система динамических уравнений (7), (15)
при условии (96) имеет

1 +
(n− 1)(n− 2)

2
+ n =

n2 − n+ 4
2

, n > 2,

инвариантных соотношений: имеются аналитическая неинтегрируемая связь
вида (44), циклические первые интегралы вида (40), (41), первый интеграл
вида (381), также имеется первый интеграл, выражающийся соотношения-
ми (391)—(398), являющийся трансцендентной функцией фазовых переменных
(также в смысле комплексного анализа) и выражающийся через конечную ком-
бинацию элементарных функций, наконец, трансцендентные первые интегралы
вида (399), (400).

Теорема 1.17. Система (7), (15) при условиях (44), (96), (40), (41) обладает
(n2 − n+ 4)/2, n > 2, инвариантными соотношениями (полным набором), n из
которых являются трансцендентными функциями с точки зрения комплексного
анализа. При этом все соотношения выражаются через конечную комбинацию
элементарных функций.



Интегрируемые системы с переменной диссипацией на касательном расслоении к сфере 67

1.4.7. Топологические аналогии

Рассмотрим следующую систему уравнений порядка 2n− 3:

ξ̈ + b∗ξ̇ cos ξ + sin ξ cos ξ − [η̇12 + η̇2
2 sin2 η1 + η̇3

2 sin2 η1 sin2 η2 + . . .+

+ η̇2
n−2 sin2 η1 . . . sin2 ηn−3]

sin ξ
cos ξ

= 0,

η̈1 + b∗η̇1 cos ξ + ξ̇η̇1
1 + cos2 ξ
cos ξ sin ξ

− [η̇22 + η̇3
2 sin2 η2 + η̇4

2 sin2 η2 sin2 η3 + . . .+

+ η̇2
n−2 sin2 η2 . . . sin2 ηn−3] sin η1 cos η1 = 0,

η̈2 + b∗η̇2 cos ξ + ξ̇η̇2
1 + cos2 ξ
cos ξ sin ξ

+ 2η̇1η̇2
cos η1
sin η1

−
− [η̇32 + η̇4

2 sin2 η3 + η̇5
2 sin2 η3 sin2 η4 + . . .+ η̇2

n−2 sin2 η3 . . . sin2 ηn−3] ×
× sin η2 cos η2 = 0,

η̈3 + b∗η̇3 cos ξ + ξ̇η̇3
1 + cos2 ξ
cos ξ sin ξ

+ 2η̇1η̇3
cos η1
sin η1

+ 2η̇2η̇3
cos η2
sin η2

−
− [η̇42 + η̇5

2 sin2 η4 + η̇6
2 sin2 η4 sin2 η5 + . . .+ η̇2

n−2 sin2 η4 . . . sin2 ηn−3] ×
× sin η3 cos η3 = 0,

. . .

η̈n−4 + b∗η̇n−4 cos ξ + ξ̇η̇n−4
1 + cos2 ξ
cos ξ sin ξ

+ 2η̇1η̇n−4
cos η1
sin η1

+ . . .+

+ 2η̇n−5η̇n−4
cos ηn−5

sin ηn−5
− [η̇2

n−3 + η̇2
n−2 sin2 ηn−3] sin ηn−4 cos ηn−4 = 0,

η̈n−3 + b∗η̇n−3 cos ξ + ξ̇η̇n−3
1 + cos2 ξ
cos ξ sin ξ

+ 2η̇1η̇n−3
cos η1
sin η1

+ . . .+

+ 2η̇n−4η̇n−3
cos ηn−4

sin ηn−4
− η̇2

n−2 sin ηn−3 cos ηn−3 = 0,

η̈n−2 + b∗η̇n−2 cos ξ + ξ̇η̇n−2
1 + cos2 ξ
cos ξ sin ξ

+

+ 2η̇1η̇n−2
cos η1
sin η1

+ . . .+ 2η̇n−3η̇n−2
cos ηn−3

sin ηn−3
= 0, b∗ > 0,

(401)
описывающую закреплённый n-мерный маятник, помещённый в поток набегаю-
щей среды при отсутствии зависимости момента сил от угловой скорости, т. е.
механическую систему в неконсервативном поле сил (см. также [15,17,74,102,
112, 151, 155, 170, 173, 174, 178, 181, 197, 210, 214, 227, 245, 253, 267, 269]). Вооб-
ще говоря, порядок такой системы должен быть равен 2(n − 1), но фазовая
переменная ηn−2 является циклической, что и приводит к расслоению фазово-
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го пространства и понижению порядка. Фазовым пространством этой системы
является касательное расслоение

TSn−1{ξ̇, η̇1, . . . , η̇n−2, ξ, η1, . . . , ηn−2} (402)

к (n− 1)-мерной сфере Sn−1{ξ, η1, . . . , ηn−2}, при этом уравнения, переводящие
систему (401) в систему на касательном расслоении к двумерной сфере

η̇2 ≡ η̇3 ≡ . . . ≡ η̇n−2 ≡ 0, (403)

и уравнения больших кругов

η̇1 ≡ 0, η̇2 ≡ 0, . . . , η̇n−2 ≡ 0 (404)

задают семейства интегральных многообразий.
Нетрудно убедиться, что система (401) эквивалентна динамической системе

с переменной диссипацией с нулевым средним на касательном расслоении (402)
к (n− 1)-мерной сфере. Более того, справедлива следующая теорема.

Теорема 1.18. Система (7), (15) при условиях (44), (96), (40), (41) эквива-
лентна динамической системе (401).

Действительно, достаточно положить α = ξ, β1 = η1,. . . , βn−2 = ηn−2,
b = −b∗.
О более общих топологических аналогиях см. также [16,24,64,65,69,70,116,

130,152,168,187].

1.5. Случай зависимости момента неконсервативных сил
от угловой скорости

1.5.1. Введение зависимости от угловой скорости

Данный раздел посвящён динамике n-мерного твёрдого тела в n-мерном
евклидовом пространстве En. Но, поскольку данный раздел посвящён исследо-
ванию случая движения при наличии зависимости момента действующих сил от
тензора угловой скорости, введём такую зависимость с более общих позиций.
Пусть x = (x1N , . . . , xnN )—координаты точки N приложения неконсерва-

тивной силы (воздействия среды) на (n − 1)-мерный диск, Q = (Q1, . . . , Qn)—
компоненты, не зависящие от тензора угловой скорости. Будем вводить зави-
симость функций (x1N , . . . , xnN ) от тензора угловой скорости лишь линейным
образом, поскольку само данное введение априори не очевидно [5,13,14,22,23,
56,59,62].
Итак, примем следующую зависимость:

x = Q+R, (405)

где R = (R1, . . . , Rn)—вектор-функция, содержащая компоненты тензора угло-
вой скорости. При этом зависимость функции R от компонент тензора угловой
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скорости гироскопическая:

R =

⎛

⎜
⎜
⎝

R1

R2

. . .
Rn

⎞

⎟
⎟
⎠ = −1

v
Ωh, h =

⎛

⎜
⎜
⎝

h1

h2

. . .
hn

⎞

⎟
⎟
⎠ . (406)

Здесь Ω— тензор угловой скорости, (h1, . . . , hn)—некоторые положительные
параметры (ср. с [51—53, 61]). Применительно к нашей задаче, поскольку
x1N ≡ 0, имеем

x2N = Q2 − h1
ωrn−1

v
, x3N = Q3 + h1

ωrn−2

v
, . . . ,

xnN = Qn + (−1)n+1h1
ωr1

v
. (407)

Здесь ωr1 , . . . , ωrn−1 —оставшиеся (вообще говоря, ненулевые) компоненты тен-
зора угловой скорости Ω. В частности, при n = 5 имеем:

x2N = Q2 − h1
ω10

v
, x3N = Q3 + h1

ω9

v
,

x4N = Q4 − h1
ω7

v
, x5N = Q5 + h1

ω4

v
.

(408)

1.5.2. Приведённая система

Подобно выбору аналитических функций Чаплыгина [113, 114], пользу-
ясь (48), имеем

Q = R(α)iN , (409)

а динамические функции s, x2N , . . . , xnN примем в виде

s(α) = B cosα, rN = Q− 1
v
Ωh, R(α) = A sinα, A,B > 0. (410)

говорящем о том, что в рассматриваемой системе присутствует дополнитель-
ный демпфирующий (а в некоторых областях фазового пространства и разго-
няющий) момент неконсервативной силы (т. е. присутствует зависимость мо-
мента от компонент тензора угловой скорости), причём h2 = . . . = hn вви-
ду динамической симметрии тела. При этом функции Γv(α, β1, . . . , βn−2,Ω/v),
Δv,s(α, β1, . . . , βn−2,Ω/v), s = 1, . . . , n− 2, входящие в систему (81)—(88), при-
мут следующий вид:

Γv

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω
v

)

= A sinα− h1

v
zn−1,

Δv,1

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω
v

)

=
h1

v
zn−2, . . . ,

Δv,n−2

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω
v

)

= (−1)n+1h1

v
z1.

(411)
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Тогда благодаря неинтегрируемой связи (44) вне и только вне многообразия (80)
динамическая часть уравнений движения (система (81)—(88)) примет вид ана-
литической системы

α̇ = −
(

1 +
σBh1

(n− 2)I2

)

zn−1 +
σABv

(n− 2)I2
sinα, (412)

żn−1 =
ABv2

(n− 2)I2
sinα cosα−

(

1 +
σBh1

(n− 2)I2

)

(z2
1 + . . .+ z2

n−2)
cosα
sinα

−

− Bh1v

(n− 2)I2
zn−1 cosα, (413)

żn−2 =
(

1 +
σBh1

(n− 2)I2

)

zn−2zn−1
cosα
sinα

+

+
(

1 +
σBh1

(n− 2)I2

)

(z2
1 + . . .+ z2

n−3)
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
− Bh1v

(n− 2)I2
zn−2 cosα,

(414)

żn−3 =
(

1 +
σBh1

(n−2)I2

)

zn−3zn−1
cosα
sinα

−

−
(

1 +
σBh1

(n− 2)I2

)

zn−3zn−2
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
−

−
(

1 +
σBh1

(n−2)I2

)

(z2
1 + . . .+ z2

n−4)
cosα
sinα

1
sinβ1

cosβ2

sinβ2
− Bh1v

(n− 2)I2
zn−3 cosα,

(415)

. . .

ż1 =
(

1 +
σBh1

(n− 2)I2

)

z1
cosα
sinα

{ n−2∑

s=1

(−1)s+1zn−s
cosβs−1

sinβ1 . . . sinβs−1

}

−

− Bh1v

(n− 2)I2
z1 cosα, (416)

β̇1 =
(

1 +
σBh1

(n− 2)I2

)

zn−2
cosα
sinα

, (417)

β̇2 = −
(

1 +
σBh1

(n− 2)I2

)

zn−3
cosα

sinα sinβ1
, (418)

. . .

β̇n−2 = (−1)n+1

(

1 +
σBh1

(n− 2)I2

)

z1
cosα

sinα sinβ1 . . . sinβn−3
. (419)
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Вводя безразмерные переменные, параметры и дифференцирование

zk �→ n0vzk, k = 1, . . . , n− 1, n2
0 =

AB

(n− 2)I2
n > 2, b = σn0,

H1 =
Bh1

(n− 2)I2n0
, 〈·〉 = n0v〈′〉,

(420)

приведём систему (412)—(419) к виду

α′ = −(1 + bH1)zn−1 + b sinα, (421)

z′n−1 = sinα cosα− (1 + bH1)(z2
1 + . . .+ z2

n−2)
cosα
sinα

−H1zn−1 cosα, (422)

z′n−2 = (1 + bH1)zn−2zn−1
cosα
sinα

+ (1 + bH1)(z2
1 + . . .+ z2

n−3)
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
−

−H1zn−2 cosα, (423)

z′n−3 = (1 + bH1)zn−3zn−1
cosα
sinα

− (1 + bH1)zn−3zn−2
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
−

− (1 + bH1)(z2
1 + . . .+ z2

n−4)
cosα
sinα

1
sinβ1

cosβ2

sinβ2
−H1zn−3 cosα, (424)

. . .

z′1 = (1 + bH1)z1
cosα
sinα

{ n−2∑

s=1

(−1)s+1zn−s
cosβs−1

sinβ1 . . . sinβs−1

}

−H1z1 cosα, (425)

β′
1 = (1 + bH1)zn−2

cosα
sinα

, (426)

β′
2 = −(1 + bH1)zn−3

cosα
sinα sinβ1

, (427)

. . .

β′
n−3 = (−1)n(1 + bH1)z2

cosα
sinα sinβ1 . . . sinβn−4

, (428)

β′
n−2 = (−1)n+1(1 + bH1)z1

cosα
sinα sinβ1 . . . sinβn−3

. (429)

Видно, что в системе (421)—(429) порядка 2(n − 1), которую можно рас-
сматривать на касательном расслоении T∗Sn−1{zn−1, . . . , z1;α, β1, . . . , βn−2}
(n− 1)-мерной сферы Sn−1{α, β1, . . . , βn−2}, образовалась независимая система
(421)—(428) порядка 2n−3 на своём (2n−3)-мерном многообразии. Справедлива
следующая теорема.

Теорема 1.19. Система (7), (15) при условиях (44), (40), (41) ре-
дуцируется к динамической системе (81)—(88) на касательном расслоении
T∗Sn−1{zn−1, . . . ,z1;α, β1, . . . , βn−2} (n−1)-мерной сферы Sn−1{α, β1, . . . , βn−2}.
В частности, при условии (410) она редуцируется к системе (421)—(429).
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1.5.3. Полный список инвариантных соотношений при любом конечном n

Для полного интегрирования системы (421)—(429) порядка 2(n− 1) необхо-
димо знать, вообще говоря, 2n−3 независимых первых интегралов. Но рассмат-
риваемые системы имеют симметрии, которые позволяют снизить достаточное
количество первых интегралов для интегрирования систем до n.
Действительно, после замены переменных

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

zn−1

zn−2

. . .
z2
z1

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

→

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

wn−1

wn−2

. . .
w2

w1

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠
,

wn−1 = zn−1, wn−2 =
√
z2
1 + . . .+ z2

n−2,

wn−3 =
z2
z1
, wn−4 =

z3√
z2
1 + z2

2

, . . . ,

w2 =
zn−3√

z2
1 + . . .+ z2

n−4

, w1 =
zn−2√

z2
1 + . . .+ z2

n−3

,

(430)

система (421)—(429) распадается следующим образом:

α′ = −(1 + bH1)wn−1 + b sinα, (431)

w′
n−1 = sinα cosα− (1 + bH1)w2

n−2

cosα
sinα

−H1wn−1 cosα, (432)

w′
n−2 = (1 + bH1)wn−2wn−1

cosα
sinα

−H1wn−2 cosα, (433)

w′
s = ds(wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2)

1 + w2
s

ws

cosβs

sinβs
,

β′
s = ds(wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2), s = 1, . . . , n− 3,

(434)

β′
n−2 = dn−2(wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2). (435)

При этом выполнены условия

d1(wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2) = Zn−2(wn−1, . . . , w1)
cosα
sinα

,

d2(wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2) = −Zn−3(wn−1, . . . , w1)
cosα

sinα sinβ1
,

. . .

dn−2(wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2) =

= (−1)n+1Z1(wn−1, . . . , w1)
cosα

sinα sinβ1 . . . sinβn−3

(436)
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и
zk = Zk(wn−1, . . . , w1), k = 1, . . . , n− 2, — (437)

функции согласно замене (430).
Видно, что система (431)—(435) порядка 2(n − 1) распадается на независи-

мые подсистемы ещё более низкого порядка: система (431)—(433) — третьего,
а системы (434) (конечно, после замены независимого переменного) — второго.
Таким образом, для полной интегрируемости системы (431)—(435) достаточно
указать два независимых первых интеграла системы (431)—(433), по одному
для систем (434) (всего n−3 штуки) и дополнительный первый интеграл, «при-
вязывающий» уравнение (435) (т. е. всего n).
Поставим в соответствие системе третьего порядка (431)—(433) неавтоном-

ную систему второго порядка

dwn−1

dα
=

sinα cosα− (1 + bH1)w2
n−2 cosα/ sinα−H1wn−1 cosα

−(1 + bH1)wn−1 + b sinα
,

dwn−2

dα
=

(1 + bH1)wn−2wn−1 cosα/ sinα−H1wn−2 cosα
−(1 + bH1)wn−1 + b sinα

.

(438)

Используя замену τ = sinα, перепишем систему (438) в алгебраическом виде:

dwn−1

dτ
=
τ − (1 + bH1)w2

n−2/τ −H1wn−1

−(1 + bH1)wn−1 + bτ
,

dwn−2

dτ
=

(1 + bH1)wn−2wn−1/τ −H1wn−2

−(1 + bH1)wn−1 + bτ
.

(439)

Вводя однородные переменные по формулам

wn−2 = u1τ, wn−1 = u2τ, (440)

приводим систему (439) к виду

τ
du2

dτ
+ u2 =

1 − (1 + bH1)u2
1 −H1u2

−(1 + bH1)u2 + b
,

τ
du1

dτ
+ u1 =

(1 + bH1)u1u2 −H1u1

−(1 + bH1)u2 + b
,

(441)

эквивалентному

τ
du2

dτ
=

(1 + bH1)(u2
2 − u2

1) − (b+H1)u2 + 1
−(1 + bH1)u2 + b

,

τ
du1

dτ
=

2(1 + bH1)u1u2 − (b+H1)u1

−(1 + bH1)u2 + b
.

(442)

Поставим системе второго порядка (442) неавтономное уравнение первого
порядка

du2

du1
=

1 − (1 + bH1)(u2
1 − u2

2) − (b+H1)u2

2(1 + bH1)u1u2 − (b+H1)u1
, (443)
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которое несложно приводится к полному дифференциалу:

d

(
(1 + bH1)(u2

2 + u2
1) − (b+H1)u2 + 1
u1

)

= 0. (444)

Итак, уравнение (443) имеет первый интеграл

(1 + bH1)(u2
2 + u2

1) − (b+H1)u2 + 1
u1

= C1 = const, (445)

который в прежних переменных имеет вид

Θ1(wn−1, wn−2;α) =

=
(1 + bH1)(w2

n−1 + w2
n−2) − (b+H1)wn−1 sinα+ sin2 α

wn−2 sinα
= C1 = const. (446)

Замечание 1.10. Рассмотрим систему (431)—(433) с переменной диссипа-
цией с нулевым средним [83, 108, 110, 111, 168], становящуюся консервативной
при b = H1:

α′ = −(1 + b2)wn−1 + b sinα,

w′
n−1 = sinα cosα− (1 + b2)w2

n−2

cosα
sinα

− bwn−1 cosα,

w′
n−2 = (1 + b2)wn−2wn−1

cosα
sinα

− bwn−2 cosα.

(447)

Она обладает двумя аналитическими первыми интегралами вида

(1 + b2)(w2
n−1 + w2

n−2) − 2bwn−1 sinα+ sin2 α = C∗
1 = const, (448)

wn−2 sinα = C∗
2 = const. (449)

Очевидно, что отношение двух первых интегралов (448), (449) также является
первым интегралом системы (447). Но при b �= H1 каждая из функций

(1 + bH1)(w2
n−1 + w2

n−2) − (b+H1)wn−1 sinα+ sin2 α (450)

и (449) по отдельности не является первым интегралом системы (431)—(433).
Однако отношение функций (450), (449) является первым интегралом системы
(431)—(433) при любых b, H1.
Найдём явный вид дополнительного первого интеграла системы третьего

порядка (431)—(433). Для этого преобразуем для начала инвариантное соотно-
шение (445) при u1 �= 0 следующим образом:
(

u2 − b+H1

2(1 + bH1)

)2

+
(

u1 − C1

2(1 + bH1)

)2

=
(b−H1)2 + C2

1 − 4
4(1 + bH1)2

. (451)

Видно, что параметры данного инвариантного соотношения должны удовлетво-
рять условию

(b−H1)2 + C2
1 − 4 � 0, (452)
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и фазовое пространство системы (431)—(433) расслаивается на семейство по-
верхностей, задаваемых равенством (451). Таким образом, в силу соотноше-
ния (445) первое уравнение системы (442) примет вид

τ
du2

dτ
=

2(1 + bH1)u2
2 − 2(b+H1)u2 + 2 − C1U1(C1, u2)

b− (1 + bH1)u2
, (453)

где

U1(C1, u2) =
1

2(1 + bH1)
{C1 ± U2(C1, u2)},

U2(C1, u2) =
√
C2

1 − 4(1 + bH1)(1 − (b+H1)u2 + (1 + bH1)u2
2),

(454)

при этом постоянная интегрирования C1 выбирается из условия (452). По-
этому квадратура для поиска дополнительного первого интеграла системы
(431)—(433) примет вид

∫
dτ

τ
=

=
∫

(b− (1 + bH1)u2)du2

2(1 − (b+H1)u2 + (1 + bH1)u2
2) − C1{C1 ± U2(C1, u2)}/(2(1 + bH1))

.

(455)

Левая часть (с точностью до аддитивной постоянной), очевидно, равна

ln | sinα|. (456)

Если

u2 − b+H1

2(1 + bH1)
= r1, b21 = (b−H1)2 + C2

1 − 4, (457)

то правая часть равенства (455) примет вид

− 1
4

∫
d(b21 − 4(1 + bH1)r21)

(b21 − 4(1 + bH1)r21) ± C1

√
b21 − 4(1 + bH1)r21

−

− (b−H1)(1 + bH1)
∫

dr1

(b21 − 4(1 + bH1)r21) ± C1

√
b21 − 4(1 + bH1)r21

=

= −1
2

ln

∣
∣
∣
∣
∣

√
b21 − 4(1 + bH1)r21

C1
± 1

∣
∣
∣
∣
∣
± b−H1

2
I1, (458)

где

I1 =
∫

dr3√
b21 − r23(r3 ± C1)

, r3 =
√
b21 − 4(1 + bH1)r21. (459)
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При вычислении интеграла (459) возможны три случая.

I. |b−H1| > 2.

I1 = − 1
2
√

(b−H1)2 − 4
×

× ln

∣
∣
∣
∣
∣

√
(b−H1)2 − 4 +

√
b21 − r23

r3 ± C1
± C1√

(b−H1)2 − 4

∣
∣
∣
∣
∣
+

+
1

2
√

(b−H1)2 − 4
×

× ln

∣
∣
∣
∣
∣

√
(b−H1)2 − 4 −

√
b21 − r23

r3 ± C1
∓ C1√

(b−H1)2 − 4

∣
∣
∣
∣
∣
+ const. (460)

II. |b−H1| < 2.

I1 =
1

√
4 − (b−H1)2

arcsin
±C1r3 + b21
b1(r3 ± C1)

+ const. (461)

III. |b−H1| = 2.

I1 = ∓
√
b21 − r23

C1(r3 ± C1)
+ const. (462)

Возвращаясь к переменной

r1 =
wn−1

sinα
− b+H1

2(1 + bH1)
, (463)

получаем окончательный вид для величины I1.

I. |b−H1| > 2.

I1 = − 1
2
√

(b−H1)2 − 4
×

× ln

∣
∣
∣
∣
∣

√
(b−H1)2 − 4 ± 2(1 + bH1)r1
√
b21 − 4(1 + bH1)2r21 ± C1

± C1√
(b−H1)2 − 4

∣
∣
∣
∣
∣
+

+
1

2
√

(b−H1)2 − 4
×

× ln

∣
∣
∣
∣
∣

√
(b−H1)2 − 4 ∓ 2(1 + bH1)r1
√
b21 − 4(1 + bH1)2r21 ± C1

∓ C1√
(b−H1)2 − 4

∣
∣
∣
∣
∣
+ const. (464)

II. |b−H1| < 2.

I1 =
1

√
4 − (b−H1)2

arcsin
±C1

√
b21 − 4(1 + bH1)2r21 + b21

b1(
√
b21 − 4(1 + bH1)2r21 ± C1)

+ const. (465)
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III. |b−H1| = 2.

I1 = ∓ 2(1 + bH1)r1
C1(
√
b21 − 4(1 + bH1)2r21 ± C1)

+ const. (466)

Итак, только что был найден дополнительный первый интеграл для системы
третьего порядка (431)—(433), мы предъявили полный набор первых интегра-
лов, являющихся трансцендентными функциями своих фазовых переменных.
Замечание 1.11. В выражение найденного первого интеграла формально

необходимо вместо C1 подставить левую часть первого интеграла (445). Тогда
полученный дополнительный первый интеграл имеет следующий структурный
вид:

Θ2(wn−1, wn−2;α) = ln | sinα| +G2

(
sinα,

wn−1

sinα
,
wn−2

sinα

)
= C2 = const. (467)

Итак, найдены два первых интеграла (446), (467) независимой системы тре-
тьего порядка (431)—(433). Осталось указать по одному первому интегралу для
систем (434) (их всего n− 3) и дополнительный первый интеграл, «привязыва-
ющий» уравнение (435).
Действительно, искомые первые интегралы совпадают с первыми интеграла-

ми (365), (366), а именно:

Θs+2(ws;βs) =

√
1 + w2

s

sinβs
= C ′′

s+2 = const, s = 1, . . . , n− 3, (468)

Θn(wn−3, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2) = C ′′
n = const, (469)

при этом в левую часть равенства (469) вместо Cn−2, Cn−1 необходимо подста-
вить интегралы (468) при s = n− 4, n− 3.

Теорема 1.20. Система (431)—(435) порядка 2(n−1) обладает достаточным
количеством независимых первых интегралов (n): (446), (467), (468), (469).

Итак, в рассматриваемом случае система динамических уравнений (7), (15)
при условии (410) имеет

1 +
(n− 1)(n− 2)

2
+ n =

n2 − n+ 4
2

, n > 2,

инвариантных соотношений: имеются аналитическая неинтегрируемая связь
вида (44), циклические первые интегралы вида (40), (41), первый интеграл
вида (446), также имеется первый интеграл, выражающийся соотношения-
ми (460)—(467), являющийся трансцендентной функцией фазовых переменных
(также в смысле комплексного анализа) и выражающийся через конечную ком-
бинацию элементарных функций, наконец, трансцендентные первые интегралы
вида (468), (469).

Теорема 1.21. Система (7), (15) при условиях (44), (410), (40), (41) облада-
ет (n2−n+4)/2, n > 2, инвариантными соотношениями (полным набором), n из
которых являются трансцендентными функциями с точки зрения комплексного
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анализа. При этом все соотношения выражаются через конечную комбинацию
элементарных функций.

1.5.4. Топологические аналогии

Рассмотрим следующую систему уравнений порядка 2n− 3:

ξ̈ + (b∗ −H∗
1 )ξ̇ cos ξ + sin ξ cos ξ −

− [η̇12 + η̇2
2 sin2 η1 + η̇3

2 sin2 η1 sin2 η2 + . . .+ η̇2
n−2 sin2 η1 . . . sin2 ηn−3] ×

× sin ξ
cos ξ

= 0,

η̈1 + (b∗ −H∗
1 )η̇1 cos ξ + ξ̇η̇1

1 + cos2 ξ
cos ξ sin ξ

−
− [η̇22 + η̇3

2 sin2 η2 + η̇4
2 sin2 η2 sin2 η3 + . . .+ η̇2

n−2 sin2 η2 . . . sin2 ηn−3] ×
× sin η1 cos η1 = 0,

η̈2 + (b∗ −H∗
1 )η̇2 cos ξ + ξ̇η̇2

1 + cos2 ξ
cos ξ sin ξ

+ 2η̇1η̇2
cos η1
sin η1

−
− [η̇32 + η̇4

2 sin2 η3 + η̇5
2 sin2 η3 sin2 η4 + . . .+ η̇2

n−2 sin2 η3 . . . sin2 ηn−3] ×
× sin η2 cos η2 = 0,

η̈3 + (b∗ −H∗
1 )η̇3 cos ξ + ξ̇η̇3

1 + cos2 ξ
cos ξ sin ξ

+ 2η̇1η̇3
cos η1
sin η1

+ 2η̇2η̇3
cos η2
sin η2

−
− [η̇42 + η̇5

2 sin2 η4 + η̇6
2 sin2 η4 sin2 η5 + . . .+ η̇2

n−2 sin2 η4 . . . sin2 ηn−3] ×
× sin η3 cos η3 = 0,

. . .

η̈n−4 + (b∗ −H∗
1 )η̇n−4 cos ξ + ξ̇η̇n−4

1 + cos2 ξ
cos ξ sin ξ

+ 2η̇1η̇n−4
cos η1
sin η1

+ . . .+

+ 2η̇n−5η̇n−4
cos ηn−5

sin ηn−5
− [η̇2

n−3 + η̇2
n−2 sin2 ηn−3] sin ηn−4 cos ηn−4 = 0,

η̈n−3 + (b∗ −H∗
1 )η̇n−3 cos ξ + ξ̇η̇n−3

1 + cos2 ξ
cos ξ sin ξ

+ 2η̇1η̇n−3
cos η1
sin η1

+ . . .+

+ 2η̇n−4η̇n−3
cos ηn−4

sin ηn−4
− η̇2

n−2 sin ηn−3 cos ηn−3 = 0,

η̈n−2 + (b∗ −H∗
1 )η̇n−2 cos ξ + ξ̇η̇n−2

1 + cos2 ξ
cos ξ sin ξ

+

+ 2η̇1η̇n−2
cos η1
sin η1

+ . . .+ 2η̇n−3η̇n−2
cos ηn−3

sin ηn−3
= 0, b∗ > 0, H∗

1 > 0,

(470)
описывающую закреплённый n-мерный маятник, помещённый в поток набега-
ющей среды при наличии зависимости момента сил от угловой скорости, т. е.
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механическую систему в неконсервативном поле сил (см. также [180,198,207]).
Вообще говоря, порядок такой системы должен быть равен 2(n− 1), но фазовая
переменная ηn−2 является циклической, что и приводит к расслоению фазово-
го пространства и понижению порядка. Фазовым пространством этой системы
является касательное расслоение

TSn−1{ξ̇, η̇1, . . . , η̇n−2, ξ, η1, . . . , ηn−2} (471)

к (n− 1)-мерной сфере Sn−1{ξ, η1, . . . , ηn−2}, при этом уравнения, переводящие
систему (470) в систему на касательном расслоении к двумерной сфере

η̇2 ≡ η̇3 ≡ . . . ≡ η̇n−2 ≡ 0, (472)

и уравнения больших кругов

η̇1 ≡ 0, η̇2 ≡ 0, . . . , η̇n−2 ≡ 0 (473)

задают семейства интегральных многообразий.
Нетрудно убедиться, что система (470) эквивалентна динамической системе

с переменной диссипацией с нулевым средним на касательном расслоении (471)
к (n− 1)-мерной сфере. Более того, справедлива следующая теорема.

Теорема 1.22. Система (7), (15) при условиях (44), (410), (40), (41) экви-
валентна динамической системе (470).

Действительно, достаточно положить α = ξ, β1 = η1, . . . , βn−2 = ηn−2,
b = −b∗, H1 = −H∗

1 .
О более общих топологических аналогиях см. [222,228,232,242,244,249,255,

259,271].

2. Случаи интегрируемости,
соответствующие движению твёрдого тела
в n-мерном пространстве. II

В данном разделе систематизируются результаты по исследованию уравне-
ний движения динамически симметричного n-мерного твёрдого тела, находяще-
гося в некотором неконсервативном поле сил. Его вид заимствован из динамики
реальных твёрдых тел, взаимодействующих с сопротивляющейся средой по за-
конам струйного обтекания, при котором на тело действует неконсервативная
следящая сила, заставляющая во всё время движения центр масс тела двигаться
прямолинейно и равномерно, что означает наличие в системе неконсервативной
пары сил (см. также [45,47,89,116,161,168,190]).
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2.1. Предварительные сведения

Ранее в [116] автором уже была показана полная интегрируемость уравне-
ний плоскопараллельного движения тела в сопротивляющейся среде в услови-
ях струйного обтекания, когда у системы динамических уравнений существу-
ет первый интеграл, являющийся трансцендентной (в смысле теории функций
комплексного переменного, имеющей существенно особые точки) функцией ква-
зискоростей. Тогда предполагалось, что всё взаимодействие среды с телом со-
средоточено на той части поверхности тела, которая имеет форму (одномерной)
пластины.
Позднее [168] плоская задача была обобщена на пространственный (трёх-

мерный) случай, при этом у системы динамических уравнений существует пол-
ный набор трансцендентных первых интегралов. Здесь уже предполагалось, что
всё взаимодействие среды с телом сосредоточено на той части поверхности тела,
которая имеет форму плоского (двумерного) диска.
В данном разделе результаты относятся к случаю, когда всё взаимодействие

среды с телом сосредоточено на той части поверхности тела, которая имеет
форму (n−1)-мерного диска, при этом силовое воздействие сосредоточено в на-
правлении, перпендикулярном данному диску. Данные результаты системати-
зируются и подаются в инвариантном виде. При этом вводится дополнитель-
ная зависимость момента неконсервативной силы от угловой скорости. Данная
зависимость распространена со случаев движения в пространствах меньшей
размерности.

2.2. Более общая задача о движении со следящей силой

2.2.1. Динамическая часть уравнений движения

Рассмотрим движение однородного динамически симметричного (случай (5))
твёрдого тела с «передним торцом» ((n − 1)-мерным диском, «взаимодействую-
щим со средой, заполняющей n-мерное пространство») в поле силы S сопротив-
ления в условиях квазистационарности [48].
Пусть (v, α, β1, . . . , βn−2)— (обобщённые) сферические координаты вектора

скорости некоторой характерной точки D твёрдого тела (D—центр (n− 1)-мер-
ного диска, лежащий на оси динамической симметрии тела), Ω— тензор уг-
ловой скорости тела, Dx1 . . . xn— система координат, связанная с телом, при
этом ось симметрии CD совпадает с осью Dx1 (C —центр масс), а оси
Dx2,Dx3, . . . , Dxn лежат в гиперплоскости диска, I1, I2, I3 = I2,. . . , In = I2,
m—инерционно-массовые характеристики.
Примем следующие разложения в проекциях на оси системы координат

Dx1 . . . xn:
DC = {−σ, 0, . . . , 0},

vD = viv(α, β1, . . . , βn−2), (474)
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где по-прежнему

iv(α, β1, . . . , βn−2) =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

cosα
sinα cosβ1

sinα sinβ1 cosβ2

. . .
sinα sinβ1 . . . sinβn−3 cosβn−2

sinα sinβ1 . . . sinβn−2

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

— (475)

единичный вектор по оси вектора v. При этом в случае (5) примем также
разложение для функции воздействия среды на n-мерное тело:

S = {−S, 0, . . . , 0}, (476)

т. е. в данном случае внешняя сила F равна S. Тогда может быть получена часть
динамических уравнений движения тела (в том числе и в случае аналитических
функций Чаплыгина [113,114], см. далее), которая описывает движение центра
масс и соответствует пространству Rn, при этом касательные силы воздействия
среды на (n − 1)-мерный диск отсутствуют. Напомним, что в случае n = 5
данная система примет вид

v̇ cosα− α̇v sinα− ω10v sinα cosβ1 + ω9v sinα sinβ1 cosβ2 −
− ω7v sinα sinβ1 sinβ2 cosβ3 + ω4v sinα sinβ1 sinβ2 sinβ3 +

+ σ(ω2
10 + ω2

9 + ω2
7 + ω2

4) =
Fx

m
= − S

m
, (477)

v̇ sinα cosβ1 + α̇v cosα cosβ1 − β̇1v sinα sinβ1 +
+ ω10v cosα− ω8v sinα sinβ1 cosβ2 + ω6v sinα sinβ1 sinβ2 cosβ3 −
− ω3v sinα sinβ1 sinβ2 sinβ3 − σ(ω9ω8 + ω6ω7 + ω3ω4) − σ ˙ω10 = 0, (478)

v̇ sinα sinβ1 cosβ2 + α̇v cosα sinβ1 cosβ2 + β̇1v sinα cosβ1 cosβ2 −
− β̇2v sinα sinβ1 sinβ2 − ω9v cosα+ ω8v sinα cosβ1 −
− ω5v sinα sinβ1 sinβ2 cosβ3 + ω2v sinα sinβ1 sinβ2 sinβ3 −
− σ(ω8ω10 − ω5ω7 − ω2ω4) + σω̇9 = 0, (479)

v̇ sinα sinβ1 sinβ2 cosβ3 + α̇v cosα sinβ1 sinβ2 cosβ3 +

+ β̇1v sinα cosβ1 sinβ2 cosβ3 + β̇2v sinα sinβ1 cosβ2 cosβ3 −
− β̇3v sinα sinβ1 sinβ2 sinβ3 + ω7v cosα− ω6v sinα cosβ1 +
+ ω5v sinα sinβ1 cosβ2 − ω1v sinα sinβ1 sinβ2 sinβ3 +
+ σ(ω6ω10 + ω5ω9 − ω1ω4) − σω̇7 = 0, (480)

v̇ sinα sinβ1 sinβ2 sinβ3 + α̇v cosα sinβ1 sinβ2 sinβ3 +

+ β̇1v sinα cosβ1 sinβ2 sinβ3 + β̇2v sinα sinβ1 cosβ2 sinβ3 +
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+ β̇3v sinα sinβ1 sinβ2 cosβ3 − ω4v cosα+ ω3v sinα cosβ1 −
− ω2v sinα sinβ1 cosβ2 + ω1v sinα sinβ1 sinβ2 cosβ3 −
− σ(ω3ω10 + ω2ω9 + ω1ω7) + σω̇4 = 0, (481)

где
S = s(α)v2, σ = CD, v > 0. (482)

Вспомогательная матрица (14) для вычисления момента силы сопротивления
(приложенной в точке N) примет вид

(
0 x2N . . . xnN

−S 0 . . . 0

)

. (483)

Тогда может быть получена часть динамических уравнений движения тела, ко-
торая описывает движение тела вокруг центра масс и соответствуют алгебре
Ли so(n). Напомним, что в случае n = 5 данная система примет вид (см.
также [104,106])

(λ4 + λ5)ω̇1 + (λ4 − λ5)(ω4ω7 + ω3ω6 + ω2ω5) = 0, (484)

(λ3 + λ5)ω̇2 + (λ5 − λ3)(ω1ω5 − ω3ω8 − ω4ω9) = 0, (485)

(λ2 + λ5)ω̇3 + (λ2 − λ5)(ω4ω10 − ω2ω8 − ω1ω6) = 0, (486)

(λ1 + λ5)ω̇4 + (λ5 − λ1)(ω3ω10 + ω2ω9 + ω1ω7) =

= −x5N

(

α, β1, β2, β3,
Ω
v

)

s(α)v2, (487)

(λ3 + λ4)ω̇5 + (λ3 − λ4)(ω7ω9 + ω6ω8 + ω1ω2) = 0, (488)

(λ2 + λ4)ω̇6 + (λ4 − λ2)(ω5ω8 − ω7ω10 − ω1ω3) = 0, (489)

(λ1 + λ4)ω̇7 + (λ1 − λ4)(ω1ω4 − ω6ω10 − ω5ω9) =

= x4N

(

α, β1, β2, β3,
Ω
v

)

s(α)v2, (490)

(λ2 + λ3)ω̇8 + (λ2 − λ3)(ω9ω10 + ω5ω6 + ω2ω3) = 0, (491)

(λ1 + λ3)ω̇9 + (λ3 − λ1)(ω8ω10 − ω5ω7 − ω2ω4) =

= −x3N

(

α, β1, β2, β3,
Ω
v

)

s(α)v2, (492)

(λ1 + λ2)ω̇10 + (λ1 − λ2)(ω8ω9 + ω6ω7 + ω3ω4) =

= x2N

(

α, β1, β2, β3,
Ω
v

)

s(α)v2. (493)

Таким образом, фазовым пространством системы (477)—(481), (484)—(493)
15-го порядка является прямое произведение 5-мерного многообразия на ал-
гебру Ли so(5):

R1 × S4 × so(5), (494)
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а в общем случае это пространство

R1 × Sn−1 × so(n). (495)

2.2.2. Следствия динамической симметрии

Также напомним, что система (7), в силу имеющейся динамической симмет-
рии

I2 = . . . = In, (496)

обладает циклическими первыми интегралами

ωk1 ≡ ω0
k1

= const, . . . , ωks
≡ ω0

ks
= const, s =

(n− 1)(n− 2)
2

. (497)

При этом k1 = 1, . . . , ks—некоторые s неповторяющихся чисел из множества
W1 = {1, 2, . . . , n(n−1)/2}. Рассмотрим набор (497) первых интегралов на своих
нулевых уровнях:

ω0
k1

= . . . = ω0
ks

= 0. (498)

В частности, система (477)—(481), (484)—(493) обладает первыми интегра-
лами

ω1 ≡ ω0
1 , ω2 ≡ ω0

2 , ω3 ≡ ω0
3 , ω5 ≡ ω0

5 , ω6 ≡ ω0
6 , ω8 ≡ ω0

8 . (499)

Рассмотрим их на нулевых уровнях:

ω0
1 = ω0

2 = ω0
3 = ω0

5 = ω0
6 = ω0

8 = 0. (500)

Ненулевых компонент ωr1 , . . . , ωrp
тензора Ω осталось

p =
n(n− 1)

2
− (n− 1)(n− 2)

2
= n− 1

штук (здесь r1, . . . , rp—оставшиеся p чисел из множества W1, не равные
k1, . . . , ks).

2.2.3. Выбор следящей силы и новые квазискорости в системе

Если рассматривается более общая задача о движении тела при наличии
некоторой следящей силы T, лежащей на прямой CD = Dx1 и обеспечивающей
во всё время движения выполнение равенства

VC ≡ const (501)

(VC — скорость центра масс, см. также [168]), то в системе (7), (15) (в частно-
сти, в системе (477)—(481), (484)—(493)) вместо Fx должна стоять величина,
тождественно равная нулю, поскольку на тело будет действовать неконсерва-
тивная пара сил:

T − s(α)v2 ≡ 0. (502)
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Очевидно, что для этого нужно выбрать величину следящей силы T в виде

T = Tv(α, β1, . . . , βn−2,Ω) = s(α)v2, T ≡ −S. (503)

Случай (503) выбора величины T следящей силы является частным случаем
возможности отделения независимой подсистемы меньшего порядка в системе
(7), (15) (в частности, в системе (477)—(481), (484)—(493)) после некоторого
преобразования.
Укажем на достаточное условие такого отделения. Пусть выполнено следую-

щее условие на величину T :

T = Tv(α, β1, . . . , βn−2,Ω) =
n−1∑

i,j=0, i�j

τi,j

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω
v

)

ωri
ωrj

=

= T1

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω
v

)

v2, ω0 = v. (504)

Введём новые квазискорости в системе (7), (15). Для этого преобразуем
величины ωr1 , . . . , ωrn−1 посредством композиции следующих n− 2 поворотов:
⎛

⎜
⎜
⎝

z1
z2
. . .
zn−1

⎞

⎟
⎟
⎠ = Tn−2,n−1(−β1) ◦ Tn−3,n−2(−β2) ◦ . . . ◦ T1,2(−βn−2)

⎛

⎜
⎜
⎝

ωr1

ωr2

. . .
ωrn−1

⎞

⎟
⎟
⎠ , (505)

где матрица Tk,k+1(β), k = 1, . . . , n− 2, отличается от единичной присутствием
минора второго порядка Mk,k+1:

Tk,k+1 =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 0 0 0 0

0
. . . 0 0 0

0 0 Mk,k+1 0 0

0 0 0
. . . 0

0 0 0 0 1

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

, (506)

Mk,k+1 =
(
mk,k mk,k+1

mk+1,k mk+1,k+1

)

,

mk,k = mk+1,k+1 = cosβ, mk+1,k = −mk,k+1 = sinβ.

В частности, для системы (477)—(481), (484)—(493) справедливы следующие
соотношения:

z1 = ω4 cosβ3 + ω7 sinβ3,

z2 = (ω7 cosβ3 − ω4 sinβ3) cosβ2 + ω9 sinβ2,

z3 = [(−ω7 cosβ3 + ω4 sinβ3) sinβ2 + ω9 cosβ2] cosβ1 + ω10 sinβ1,

z4 = [(ω7 cosβ3 − ω4 sinβ3) sinβ2 − ω9 cosβ2] sinβ1 + ω10 cosβ1.

(507)
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2.2.4. Редукции в системе и системы нормального вида

Систему (7), (15) в случаях (496)—(498), (504) можно переписать в виде

v̇ + σ

( n−1∑

s=1

z2
s

)

cosα− σ
v2

(n− 2)I2
s(α) sinα · Γv

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω
v

)

=

=
T1(α, β1, . . . , βn−2,Ω/v)v2 − s(α)v2

m
cosα, (508)

α̇v + zn−1v − σ

( n−1∑

s=1

z2
s

)

sinα−

− σ
v2

(n− 2)I2
s(α) cosα · Γv

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω
v

)

=

=
s(α)v2 − T1(α, β1, . . . , βn−2,Ω/v)v2

m
sinα, (509)

β̇1 sinα− zn−2 cosα− σv

(n− 2)I2
s(α) · Δv,1

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω
v

)

= 0, (510)

β̇2 sinα sinβ1 + zn−3 cosα−

− σv

(n− 2)I2
s(α) · Δv,2

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω
v

)

= 0, (511)

. . .

β̇n−2 sinα sinβ1 . . . sinβn−3 + (−1)nz1 cosα−

− σv

(n− 2)I2
s(α) · Δv,n−2

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω
v

)

= 0, (512)

ω̇r1 = (−1)n v2

(n− 2)I2
xnN

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω
v

)

s(α), (513)

ω̇r2 = (−1)n+1 v2

(n− 2)I2
x(n−1)N

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω
v

)

s(α), (514)

. . .

ω̇rn−1 =
v2

(n− 2)I2
x2N

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω
v

)

s(α). (515)

Здесь, как и ранее, введены функции
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Δv,1

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω
v

)

=
(

rN , iN
(
β1 +

π

2
, β2, . . . , βn−2

))

,

Δv,2

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω
v

)

=
(

rN , iN
(π

2
, β2 +

π

2
, β3, . . . , βn−2

))

,

. . .

Δv,n−3

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω
v

)

=
(

rN , iN
(π

2
, . . . ,

π

2
, βn−3 +

π

2
, βn−2

))

,

Δv,n−2

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω
v

)

=
(

rN , iN
(π

2
, . . . ,

π

2
, βn−2 +

π

2

))

,

(516)

а функция Γv(α, β1, . . . , βn−2,Ω/v) представляется в виде

Γv

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω
v

)

= |rN | =
(
rN , iN (β1, . . . , βn−2)

)
=

= 0 · cos
π

2
+

n∑

s=2

xsN

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω
v

)

isN (β1, . . . , βn−2). (517)

Здесь isN (β1, . . . , βn−2), s = 1, . . . , n (i1N (β1, . . . , βn−2) ≡ 0), — компоненты еди-
ничного вектора по оси вектора rN = {0, x2N , . . . , xnN} на (n− 2)-мерной сфере
Sn−2{β1, . . . , βn−2}, заданной равенством α = π/2, как экваториальном сечении
соответствующей (n − 1)-мерной сферы Sn−1{α, β1, . . . , βn−2}. Таким образом,
по-прежнему

iN (β1, . . . , βn−2) = iv
(π

2
, β1, . . . , βn−2

)
, (518)

а вектор iv(α, β1, . . . , βn−2) определяется в (475).
Зависимость от групп переменных (α, β1, . . . , βn−2,Ω/v) по-прежнему пони-

мается как сложная зависимость от (α, β1, . . . , βn−2, z1/v, . . . , zn−1/v) соглас-
но (505).
Вводя новые безразмерные фазовые переменные и дифференцирование по

формулам

zk = n1vZk, k = 1, . . . , n− 1, 〈·〉 = n1v〈′〉, n1 > 0, n1 = const, (519)

приведём систему (508)—(515) к виду

v′ = vΨ(α, β1, . . . , βn−2, Z), (520)

α′ = −Zn−1 + σn1

( n−1∑

s=1

Z2
s

)

sinα+

+
σ

(n− 2)I2n1
s(α) cosα · Γv(α, β1, . . . , βn−2, n1Z) −

− T1(α, β1, . . . , βn−2, n1Z) − s(α)
mn1

sinα, (521)
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Z ′
n−1 =

s(α)
(n− 2)I2n2

1

· Γv(α, β1, . . . , βn−2, n1Z) −
( n−2∑

s=1

Z2
s

)
cosα
sinα

+

+
σ

(n− 2)I2n1

s(α)
sinα

{ n−2∑

s=1

(−1)sZn−1−sΔv,s(α, β1, . . . , βn−2, n1Z)
}

−

− Zn−1 · Ψ(α, β1, . . . , βn−2, Z), (522)

Z ′
n−2 = Zn−2Zn−1

cosα
sinα

+
( n−3∑

s=1

Z2
s

)
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
+

+
σ

(n− 2)I2n1

s(α)
sinα

{

Zn−1Δv,1(α, β1, . . . , βn−2, n1Z) +

+
n−2∑

s=2

(−1)s+1Zn−1−sΔv,s(α, β1, . . . , βn−2, n1Z)
cosβ1

sinβ1

}

− s(α)
(n− 2)I2n2

1

· Δv,1(α, β1, . . . , βn−2, n1Z) −

− Zn−2 · Ψ(α, β1, . . . , βn−2, Z), (523)

Z ′
n−3 = Zn−3Zn−1

cosα
sinα

− Zn−3Zn−2
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
−

−
( n−4∑

s=1

Z2
s

)
cosα
sinα

1
sinβ1

cosβ2

sinβ2
+

+
σ

(n− 2)I2n1

s(α)
sinα

{

Δv,2(α, β1, . . . , βn−2, n1Z)
[

−Zn−1 + Zn−2
cosβ1

sinβ1

]

+

+
n−2∑

s=3

(−1)sZn−1−sΔv,s(α, β1, . . . , βn−2, n1Z)
1

sinβ1

cosβ2

sinβ2

}

+

+
s(α)

(n− 2)I2n2
1

· Δv,2(α, β1, . . . , βn−2, n1Z) −

− Zn−3 · Ψ(α, β1, . . . , βn−2, Z), (524)

. . .
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Z ′
1 = Z1

cosα
sinα

{ n−2∑

s=1

(−1)s+1Zn−s
cosβs−1

sinβ1 . . . sinβs−1

}

+

+
σ

(n− 2)I2n1

s(α)
sinα

(−1)n+1Δv,n−2(α, β1, . . . , βn−2, n1Z) ×

×
{ n−1∑

s=2

(−1)sZn+1−s
cosβs−1

sinβ1 . . . sinβs−1

}

+

+ (−1)n s(α)
(n− 2)I2n2

1

Δv,n−2(α, β1, . . . , βn−2, n1Z) −

− Z1 · Ψ(α, β1, . . . , βn−2, Z), (525)

β′
1 = Zn−2

cosα
sinα

+
σ

(n− 2)I2n1

s(α)
sinα

Δv,1(α, β1, . . . , βn−2, n1Z), (526)

β′
2 = −Zn−3

cosα
sinα sinβ1

+

+
σ

(n− 2)I2n1

s(α)
sinα sinβ1

Δv,2(α, β1, . . . , βn−2, n1Z), (527)

. . .

β′
n−2 = (−1)n+1Z1

cosα
sinα sinβ1 . . . sinβn−3

+

+
σ

(n− 2)I2n1

s(α)
sinα sinβ1 . . . sinβn−3

Δv,n−2(α, β1, . . . , βn−2, n1Z), (528)

где

Ψ(α, β1, . . . , βn−2, Z) =

= −σn1

( n−1∑

s=1

Z2
s

)

cosα+
σ

(n− 2)I2n1
s(α) sinα · Γv(α, β1, . . . , βn−2, n1Z) +

+
T1(α, β1, . . . , βn−2, n1Z) − s(α)

mn1
cosα. (529)

Видно, что в системе (520)—(528) порядка 2(n−1)+1 может быть выделена
независимая подсистема (521)—(528) порядка 2(n−1), которая может быть само-
стоятельно рассмотрена на своём 2(n−1)-мерном фазовом пространстве— каса-
тельном расслоении T∗Sn−1{Zn−1, . . . , Z1;α, β1, . . . , βn−2} (n− 1)-мерной сферы
Sn−1{α, β1, . . . , βn−2}. В частности, при выполнении условия (503) только что
рассмотренный приём выделения независимой подсистемы порядка 2(n−1) так-
же возможен.
В дальнейшем зависимость от групп переменных (α, β1, . . . , βn−2,Ω/v) пони-

мается как сложная зависимость от (α, β1, . . . , βn−2, z1/v, . . . , zn−1/v) (и, далее,
от (α, β1, . . . , βn−2, n1Z1, . . . , n1Zn−1)) согласно (505) и (519).
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В частности, при n = 5 система (520)—(528) примет вид

v′ = vΨ(α, β1, β2, β3, Z), (530)

α′ = −Z4 + σn1(Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 ) sinα+

+
σ

3I2n1
s(α) cosα · Γv(α, β1, β2, β2, n1Z) −

− T1(α, β1, . . . , βn−2, n1Z) − s(α)
mn1

sinα, (531)

Z ′
4 =

s(α)
3I2n2

1

· Γv(α, β1, β2, β3, n1Z) − (Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 )

cosα
sinα

+

+
σ

3I2n1

s(α)
sinα

{−Z3Δv,1(α, β1, β2, β3, n1Z) + Z2Δv,2(α, β1, β2, β3, n1Z) −
− Z1Δv,3(α, β1, β2, β3, n1Z)} − Z4 · Ψ(α, β1, β2, β3, Z), (532)

Z ′
3 = Z3Z4

cosα
sinα

+ (Z2
1 + Z2

2 )
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
+

+
σ

3I2n1

s(α)
sinα

{

Z4Δv,1(α, β1, β2, β3, n1Z) −

− Z2Δv,2(α, β1, β2, β3, n1Z)
cosβ1

sinβ1
+ Z1Δv,3(α, β1, β2, β3, n1Z)

cosβ1

sinβ1

}

−

− s(α)
3I2n2

1

· Δv,1(α, β1, β2, β3, n1Z) − Z3 · Ψ(α, β1, β2, β3, Z), (533)

Z ′
2 = Z2Z4

cosα
sinα

− Z2Z3
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
− Z2

1

cosα
sinα

1
sinβ1

cosβ2

sinβ2
+

+
σ

3I2n1

s(α)
sinα

Δv,2(α, β1, β2, β3, n1Z)
[

−Z4 + Z3
cosβ1

sinβ1

]

+

+
σ

3I2n1

s(α)
sinα

Δv,3(α, β1, β2, β3, n1Z)
[

−Z1
1

sinβ1

cosβ2

sinβ2

]

+

+
s(α)
3I2n2

1

· Δv,2(α, β1, β2, β3, n1Z) − Z2 · Ψ(α, β1, β2, β3, Z), (534)

Z ′
1 = Z1Z4

cosα
sinα

− Z1Z3
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
+ Z1Z2

cosα
sinα

1
sinβ1

cosβ2

sinβ2
+

+
σ

3I2n1

s(α)
sinα

Δv,3(α, β1, β2, β3, n1Z)
{

Z4 − Z3
cosβ1

sinβ1
+ Z2

1
sinβ1

cosβ2

sinβ2

}

−

− s(α)
3I2n2

1

Δv,3(α, β1, β2, β3, n1Z) − Z1 · Ψ(α, β1, β2, β3, Z), (535)

β′
1 = Z3

cosα
sinα

+
σ

3I2n1

s(α)
sinα

Δv,1(α, β1, β2, β3, n1Z), (536)
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β′
2 = −Z2

cosα
sinα sinβ1

+
σ

3I2n1

s(α)
sinα sinβ1

Δv,2(α, β1, β2, β3, n1Z), (537)

β′
3 = Z1

cosα
sinα sinβ1 sinβ2

+
σ

3I2n1

s(α)
sinα sinβ1 sinβ2

Δv,3(α, β1, β2, β3, n1Z),

(538)

где

Ψ(α, β1, β2, β3, Z) = −σn1(Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 ) cosα+

+
σ

3I2n1
s(α) sinα · Γv(α, β1, β2, β3, n1Z) +

+
T1(α, β1, β2, β3, n1Z) − s(α)

mn1
cosα. (539)

В системе (530)—(538) девятого порядка может быть выделена независи-
мая подсистема (531)—(538) восьмого порядка, которая может быть само-
стоятельно рассмотрена на своём восьмимерном фазовом пространстве— ка-
сательном расслоении T∗S4{Z4, Z3, Z2, Z1;α, β1, β2, β3} четырёхмерной сферы
S4{α, β1, β2, β3}. В частности, при выполнении условия (503) только что рас-
смотренный приём выделения независимой подсистемы восьмого порядка также
возможен.

2.2.5. Замечания о распределении индексов

В правую части системы (521)—(528) после общего множителя

σ

(n− 2)I2n1

s(α)
sinα

величины Δv,s(α, β1, . . . , βn−2, n1Z), s = 1, . . . , n− 2, входят линейным образом
(и их всегда ровно n − 2 штуки). Так, например, в уравнение (522) (с левой
частью Z ′

n−1) входят функции (516) со всеми индексами s от 1 до n − 2 (по
одному разу каждый индекс):

1 2 3 4 . . . n− 2. (540)

Однако в уравнения (523)—(525) функции (516) входят в разных наборах. Так,
например, в уравнение для Z ′

n−2 по-прежнему входит набор функций (516)
с индексами (540). А в уравнение для Z ′

n−3 входит уже набор с индексами

2 2 3 4 . . . n− 2, (541)

т. е. функция Δv,2(α, β1, . . . , βn−2, n1Z) повторяется дважды. Общее распреде-
ление индексов даётся таблицей 3.
Минор

(
1
)
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Таблица 3. Общее распределение индексов набора функций (516)

Левая часть
системы (521)—(528)

Распределение индексов s
набора функций (516)

Z ′
n−2 1 2 3 4 . . . n− 2

Z ′
n−3 2 2 3 4 . . . n− 2

Z ′
n−4 3 3 3 4 . . . n− 2

Z ′
n−5 4 4 4 4 . . . n− 2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Z ′
1 n− 2 n− 2 n− 2 n− 2 . . . n− 2

первого порядка в левом верхнем углу таблицы 3 соответствует случаю n = 3
и указывает на то, что в динамических уравнениях присутствует лишь функ-
ция (516) (при s = 1). Минор второго порядка

(
1 2
2 2

)

соответствует случаю n = 4 и указывает на присутствие в динамических урав-
нениях функций (516) (при s = 1, 2). Минор третьего порядка

⎛

⎝
1 2 3
2 2 3
3 3 3

⎞

⎠

соответствует случаю n = 5 и указывает на присутствие в динамических урав-
нениях (521)—(528) функций (516) (при s = 1, 2, 3) и т. д.

2.3. Случай отсутствия зависимости момента
неконсервативных сил от угловой скорости

2.3.1. Приведённая система

Подобно выбору аналитических функций Чаплыгина [113, 114], пользуясь
(475), (518), динамические функции s, x2N , . . . , xnN примем в виде

s(α) = B cosα, rN = R(α)iN , R(α) = A sinα, A,B > 0, (542)

говорящем о том, что в рассматриваемой системе отсутствует зависимость
момента неконсервативных сил от угловой скорости (имеется лишь зависи-
мость от углов α, β1, . . . , βn−2). При этом функции Γv(α, β1, . . . , βn−2, n1Z),
Δv,s(α, β1, . . . , βn−2, n1Z), s = 1, . . . , n − 2, входящие в систему (520)—(528),
примут вид

Γv(α, β1, . . . , βn−2, n1Z) = R(α) = A sinα,
Δv,s(α, β1, . . . , βn−2, n1Z) ≡ 0, s = 1, . . . , n− 2.

(543)
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Тогда благодаря условиям (501), (542) преобразованная динамическая часть
уравнений движения (система (520)—(528)) примет вид аналитической систе-
мы

v′ = vΨ(α, β1, . . . , βn−2, Z), (544)

α′ = −Zn−1 + b

(
n−1∑

s=1

Z2
s

)

sinα+ b sinα cos2 α, (545)

Z ′
n−1 = sinα cosα−

( n−2∑

s=1

Z2
s

)
cosα
sinα

+ bZn−1

( n−1∑

s=1

Z2
s

)

cosα−

− bZn−1 sin2 α cosα, (546)

Z ′
n−2 = Zn−2Zn−1

cosα
sinα

+
( n−3∑

s=1

Z2
s

)
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
+ bZn−2

( n−1∑

s=1

Z2
s

)

cosα−

− bZn−2 sin2 α cosα, (547)

Z ′
n−3 = Zn−3Zn−1

cosα
sinα

− Zn−3Zn−2
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
−

−
( n−4∑

s=1

Z2
s

)
cosα
sinα

1
sinβ1

cosβ2

sinβ2
+ bZn−3

( n−1∑

s=1

Z2
s

)

cosα−

− bZn−3 sin2 α cosα, (548)

. . .

Z ′
1 = Z1

cosα
sinα

{ n−2∑

s=1

(−1)s+1Zn−s
cosβs−1

sinβ1 . . . sinβs−1

}

+ bZ1

( n−1∑

s=1

Z2
s

)

cosα−

− bZ1 sin2 α cosα, (549)

β′
1 = Zn−2

cosα
sinα

, (550)

β′
2 = −Zn−3

cosα
sinα sinβ1

, (551)

. . .

β′
n−3 = (−1)nZ2

cosα
sinα sinβ1 . . . sinβn−4

, (552)

β′
n−2 = (−1)n+1Z1

cosα
sinα sinβ1 . . . sinβn−3

, (553)

где

Ψ(α, β1, . . . , βn−2, Z) = −b
( n−1∑

s=1

Z2
s

)

cosα+ b sin2 α cosα.
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При этом, как и выше, безразмерный параметр b и постоянная n1 выбираются
следующим образом:

b = σn0, n2
0 =

AB

(n− 2)I2
, n1 = n0. (554)

Итак, система (544)—(553) может быть рассмотрена на своём фазовом
(2(n− 1) + 1)-мерном многообразии

W1 = R1
+{v} × T∗Sn−1{Zn−1, . . . , Z1; 0 � α � π, 0 � β1 � π, . . . ,

0 � βn−3 � π, 0 � βn−2 < 2π}, (555)

т. е. на прямом произведении числового луча на касательное расслоение
к (n− 1)-мерной сфере.
Видно, что в системе (544)—(553) порядка 2(n − 1) + 1 образова-

лась независимая система (545)—(553) порядка 2(n − 1) на касатель-
ном расслоении T∗Sn−1{Zn−1, . . . , Z1;α, β1, . . . , βn−2} (n − 1)-мерной сферы
Sn−1{α, β1, . . . , βn−2}. При этом в независимой системе (545)—(553) порядка
2(n−1) образовалась ещё одна независимая система (545)—(552) порядка 2n−3
на своём (2n− 3)-мерном многообразии.
В частности, при n = 5 получим следующую систему девятого порядка:

v′ = vΨ(α, β1, β2, β3, Z), (556)

α′ = −Z4 + b(Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 ) sinα+ b sinα cos2 α, (557)

Z ′
4 = sinα cosα− (Z2

1 + Z2
2 + Z2

3 )
cosα
sinα

+

+ bZ4(Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 ) cosα− bZ4 sin2 α cosα, (558)

Z ′
3 = Z3Z4

cosα
sinα

+ (Z2
1 + Z2

2 )
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
+

+ bZ3(Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 ) cosα− bZ3 sin2 α cosα, (559)

Z ′
2 = Z2Z4

cosα
sinα

− Z2Z3
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
− Z2

1

cosα
sinα

1
sinβ1

cosβ2

sinβ2
+

+ bZ2(Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 ) cosα− bZ2 sin2 α cosα, (560)

Z ′
1 = Z1Z4

cosα
sinα

− Z1Z3
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
+ Z1Z2

cosα
sinα

1
sinβ1

cosβ2

sinβ2
+

+ bZ1(Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 ) cosα− bZ1 sin2 α cosα, (561)

β′
1 = Z3

cosα
sinα

, (562)
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β′
2 = −Z2

cosα
sinα sinβ1

, (563)

β′
3 = Z1

cosα
sinα sinβ1 sinβ2

, (564)

где
Ψ(α, β1, β2, β3, Z) = −b(Z2

1 + Z2
2 + Z2

3 + Z2
4 ) cosα+ b sin2 α cosα.

Итак, система (556)—(564) может быть рассмотрена на своём фазовом девя-
тимерном многообразии

W1 = R1
+{v} × T∗S4{Z4, Z3, Z2, Z1; 0 � α � π,

0 � β1 � π, 0 � β2 � π, 0 � β3 < 2π}, (565)

т. е. на прямом произведении числового луча на касательное расслоение к че-
тырёхмерной сфере.
Видно, что в системе (556)—(564) девятого порядка образовалась неза-

висимая система (557)—(564) восьмого порядка на касательном расслоении
T∗S4{Z4, Z3, Z2, Z1;α, β1, β2, β3} четырёхмерной сферы S4{α, β1, β2, β3}. При
этом в независимой системе (557)—(564) восьмого порядка образовалась ещё
одна независимая система (557)—(563) седьмого порядка на своём семимерном
многообразии.
В общем случае справедлива следующая теорема.

Теорема 2.1. У системы (7), (15) при условиях (501), (497), (498)
выделяется динамическая система (521)—(528) на касательном расслоении
T∗Sn−1{Zn−1, . . . ,Z1;α,β1, . . . ,βn−2} (n−1)-мерной сферы Sn−1{α,β1, . . . ,βn−2}.
В частности, при условии (542) выделяется система (545)—(553).

2.3.2. Об аналитическом первом интеграле

Согласно (501) значение скорости центра масс является первым интегра-
лом системы (508)—(515) (при условии (503)), а именно, функция фазовых
переменных

Ψ0(v, α, β1, . . . , βn−2, z1, . . . , zn−1) =

= v2 + σ2(z2
1 + . . .+ z2

n−1) − 2σzn−1v sinα = V 2
C (566)

постоянна на её фазовых траекториях (при этом величины z1, . . . , zn−1 выбира-
ются согласно (505)).
После невырожденной замены независимого переменного (при v �= 0) у си-

стемы (544)—(553) также существует аналитический интеграл, а именно, функ-
ция фазовых переменных

Ψ1(v, α, β1, . . . , βn−2, Z1, . . . , Zn−1) =

= v2(1 + b2(Z2
1 + . . .+ Z2

n−1) − 2bZn−1 sinα) = V 2
C (567)

постоянна на её фазовых траекториях.
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Равенство (567) позволяет, не решая системы (544)—(553), найти зависи-
мость скорости характерной точки твёрдого тела (центра D диска) от других
фазовых переменных, а именно, при VC �= 0 выполнено равенство

v2 =
V 2

C

1 + b2(Z2
1 + . . .+ Z2

n−1) − 2bZn−1 sinα
. (568)

Поскольку в фазовом пространстве системы (544)—(553) существуют асимп-
тотические предельные множества, то равенство (567) задаёт единственный ана-
литический (даже непрерывный) первый интеграл системы (544)—(553) во всём
фазовом пространстве (ср. с [11,12,20,46,67,68,71,85,135,146,154,165]).
Таким образом, ввиду отделения уравнения на величину v и наличия ана-

литического первого интеграла (567) система (545)—(553) (или (557)—(564))
может быть рассмотрена самостоятельно на своём фазовом пространстве.

2.3.3. Общие замечания об интегрируемости системы

Для полного интегрирования системы (545)—(553) порядка 2(n− 1) необхо-
димо знать, вообще говоря, 2n−3 независимых первых интегралов (в частности,
для полного интегрирования системы восьмого порядка (557)—(564) необходи-
мо знать, вообще говоря, семь независимых первых интегралов). Но рассмат-
риваемые системы имеют симметрии, которые позволяют снизить достаточное
количество первых интегралов для интегрирования систем до n (в частности,
до пяти).

Система при отсутствии силового поля. Для начала рассмотрим систему
(557)—(564) на касательном расслоении T∗S4{Z4, Z3, Z2, Z1;α, β1, β2, β3} четы-
рёхмерной сферы S4{α, β1, β2, β3}. Получим из неё консервативную систему.
Будем считать, что функция (517) тождественно равна нулю. В частности, ко-
эффициент sinα cosα в уравнении (558) отсутствует, b = 0 за исключением
слагаемых, содержащих

Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 .

Рассматриваемая система примет вид

α′ = −Z4 + b(Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 ) sinα, (569)

Z ′
4 = −(Z2

1 + Z2
2 + Z2

3 )
cosα
sinα

+ bZ4(Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 ) cosα, (570)

Z ′
3 = Z3Z4

cosα
sinα

+ (Z2
1 + Z2

2 )
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
+

+ bZ3(Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 ) cosα, (571)

Z ′
2 = Z2Z4

cosα
sinα

− Z2Z3
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
− Z2

1

cosα
sinα

1
sinβ1

cosβ2

sinβ2
+

+ bZ2(Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 ) cosα, (572)
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Z ′
1 = Z1Z4

cosα
sinα

− Z1Z3
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
+ Z1Z2

cosα
sinα

1
sinβ1

cosβ2

sinβ2
+

+ bZ1(Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 ) cosα, (573)

β′
1 = Z3

cosα
sinα

, (574)

β′
2 = −Z2

cosα
sinα sinβ1

, (575)

β′
3 = Z1

cosα
sinα sinβ1 sinβ2

, (576)

при этом во вспомогательном уравнении (556) на величину v следует выбрать

Ψ(α, β1, β2, β3, Z) = −b(Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 ) cosα.

Система (569)—(576) описывает движение твёрдого тела при отсутствии
внешнего поля сил.

Теорема 2.2. Система (569)—(576) обладает пятью независимыми аналити-
ческими первыми интегралами следующего вида :

Φ1(v;Z4, Z3, Z2, Z1;α, β1, β2, β3) = v2(Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 ) = C1 = const, (577)

Φ2(v;Z4, Z3, Z2, Z1;α, β1, β2, β3) = v2
√
Z2

1 + Z2
2 + Z2

3 sinα = C2 = const, (578)

Φ3(v;Z4, Z3, Z2, Z1;α, β1, β2, β3) = v2
√
Z2

1 + Z2
2 sinα sinβ1 = C3 = const, (579)

Φ4(v;Z4, Z3, Z2, Z1;α, β1, β2, β3) = v2Z1 sinα sinβ1 sinβ2 = C4 = const, (580)

Φ5(v;Z4, Z3, Z2, Z1;α, β1, β2, β3) = C5 = const. (581)

Замечание 2.1. Поскольку в первые интегралы (577)—(581), вообще гово-
ря, входит величина v, то либо её следует выразить в данных соотношениях
в соответствии с равенством (568), либо вместе с системой (569)—(576) нужно
использовать вспомогательное уравнение (556).
Первые четыре первых интеграла (577)—(580) констатируют тот факт, что

поскольку внешнего поля сил нет, то сохраняются четыре (вообще говоря,
ненулевые) компоненты тензора угловой скорости пятимерного твёрдого тела,
а именно:

ω4 ≡ ω0
4 = const, ω7 ≡ ω0

7 = const, ω9 ≡ ω0
9 = const, ω10 ≡ ω0

10 = const.
(582)

В частности, наличие первого интеграла (577) объясняется равенством

n2
0v

2(Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 ) = ω2
4 + ω2

7 + ω2
9 + ω2

10 ≡ n2
0C1 = const. (583)

Пятый первый интеграл (581) имеет кинематический смысл, «привязывает»
уравнение на β3 и может быть найден из квадратуры

dβ3

dβ2
= −Z1

Z2

1
sinβ2

. (584)
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При этом если воспользоваться уровнями первых интегралов (579), (580) и
получить равенство

Z1

Z2
= ±
√
C2

3

C2
4

sin2 β2 − 1, (585)

то квадратура (584) примет вид

β3 = ±
∫

du

(1 − u2)
√(

C2
3

C2
4
− 1
)
− C2

3
C2

4
u2

, u = cosβ2. (586)

Её вычисление приводит к соотношению

β3 + C5 = ± arctg
cosβ2√

C2
3

C2
4

sin2 β2 − 1
, C5 = const, (587)

позволяющему получить первый интеграл (581). Преобразуя последнее равен-
ство, приходим к следующему инвариантному соотношению:

tg2(β3 + C5) =
C2

4

(C2
3 − C2

4 ) tg2 β2 − C2
4

. (588)

Теперь переформулируем теорему 2.2.

Теорема 2.3. Система (569)—(576) обладает пятью независимыми первыми
интегралами следующего вида :

Ψ1(v;Z4, Z3, Z2, Z1;α, β1, β2, β3) =
Φ1

Φ2
=

Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4√
Z2

1 + Z2
2 + Z2

3 sinα
=

= C ′
1 = const, (589)

Ψ2(v;Z4, Z3, Z2, Z1;α, β1, β2, β3) = C ′
2 = const, (590)

Ψ3(v;Z4, Z3, Z2, Z1;α, β1, β2, β3) =
Φ3

Φ4
=

√
Z2

1 + Z2
2

Z1 sinβ2
= C ′

3 = const, (591)

Ψ4(v;Z4, Z3, Z2, Z1;α, β1, β2, β3) =
Φ2

Φ3
=

√
Z2

1 + Z2
2 + Z2

3√
Z2

1 + Z2
2 sinβ1

= C ′
4 = const, (592)

Ψ5(v;Z4, Z3, Z2, Z1;α, β1, β2, β3) = C ′
5 = const. (593)

Замечание 2.2. Поскольку в первые интегралы (589)—(593), вообще гово-
ря, входит величина v, то либо её следует выразить в данных соотношениях
в соответствии с равенством (568), либо вместе с системой (569)—(576) нужно
использовать вспомогательное уравнение (556).
Пятый первый интеграл (593) также имеет кинематический смысл и «при-

вязывает» уравнение на β3, а функции Ψ2, Ψ5 можно выбрать соответственно
равными Φ2, Φ5.
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В формулировке теоремы 2.3 (в отличие от теоремы 2.2) отсутствует харак-
теристика гладкости первых интегралов. А именно, там, где знаменатели (или
числители и знаменатели одновременно) первых интегралов (589)—(593) обра-
щаются в нуль, сами интегралы как функции имеют особенности. Более того,
они часто могут не быть, вообще говоря, даже непрерывными функциями.
Согласно теореме 2.3 преобразованный набор первых интегралов

(589)—(593) системы (569)—(576) (системы при отсутствии силового поля)
по-прежнему остаётся набором первых интегралов данной системы.
Для полного интегрирования системы (569)—(576) восьмого порядка необ-

ходимо знать, вообще говоря, семь независимых первых интегралов. Однако
после замены переменных

⎛

⎜
⎜
⎝

Z4

Z3

Z2

Z1

⎞

⎟
⎟
⎠→

⎛

⎜
⎜
⎝

w4

w3

w2

w1

⎞

⎟
⎟
⎠ , (594)

w4 = Z4, w3 =
√
Z2

1 + Z2
2 + Z2

3 , w2 =
Z2

Z1
, w1 =

Z3√
Z2

1 + Z2
2

,

система (569)—(576) распадается следующим образом:

α′ = −w4 + b(w2
3 + w2

4) sinα, (595)

w′
4 = −w2

3

cosα
sinα

+ bw4(w2
3 + w2

4) cosα, (596)

w′
3 = w3w4

cosα
sinα

+ bw3(w2
3 + w2

4) cosα, (597)

w′
2 = d2(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3)

1 + w2
2

w2

cosβ2

sinβ2
,

β′
2 = d2(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3),

(598)

w′
1 = d1(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3)

1 + w2
1

w1

cosβ1

sinβ1
,

β′
1 = d1(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3),

(599)

β′
3 = d3(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3), (600)

где

d1(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3) = Z3(w4, w3, w2, w1)
cosα
sinα

,

d2(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3) = −Z2(w4, w3, w2, w1)
cosα

sinα sinβ1
,

d3(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3) = Z1(w4, w3, w2, w1)
cosα

sinα sinβ1 sinβ2
,

(601)
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при этом
Zk = Zk(w4, w3, w2, w1), k = 1, 2, 3, — (602)

функции согласно замене (594).
Видно, что система восьмого порядка (595)—(600) распадается на независи-

мые подсистемы ещё более низкого порядка: система (595)—(597) — третьего,
а системы (598), (599) (конечно, после замены независимого переменного) —
второго. Таким образом, для полной интегрируемости системы (595)—(600) до-
статочно указать два независимых первых интеграла системы (595)—(597), по
одному для систем (598), (599) и дополнительный первый интеграл, «привязы-
вающий» уравнение (600) (т. е. всего пять).

Замечание 2.3. Выпишем первые интегралы (589)—(593) в переменных w1,
w2, w3, w4 согласно (594). Получим

Θ1(v;w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3) =
w2

3 + w2
4

w3 sinα
= C ′′

1 = const, (603)

Θ2(v;w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3) = v2w3 sinα = C ′′
2 = const, (604)

Θ3(v;w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3) =

√
1 + w2

2

sinβ2
= C ′′

3 = const, (605)

Θ4(v;w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3) =

√
1 + w2

1

sinβ1
= C ′′

4 = const, (606)

Θ5(v;w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3) = C ′′
5 = const. (607)

Замечание 2.4. Поскольку в первые интегралы (603)—(607), вообще гово-
ря, входит величина v, то либо её следует выразить в данных соотношениях
в соответствии с равенством (568), либо вместе с системой (595)—(600) нужно
использовать вспомогательное уравнение (556).

Таким образом, два независимых первых интеграла (603), (604) достаточ-
ны для интегрирования системы (595)—(597), первые интегралы (605), (606)
достаточны для интегрирования двух независимых уравнений первого порядка

dws

dβs
=

1 + w2
s

ws

cosβs

sinβs
, s = 1, 2, (608)

после замены независимого переменного эквивалентных соответственно систе-
мам (598), (599), и, наконец, первый интеграл (607) достаточен для «привязы-
вания» уравнения (600). Доказана следующая теорема.

Теорема 2.4. Система (569)—(576) восьмого порядка обладает достаточным
количеством независимых первых интегралов (пятью).

Система при наличии консервативного силового поля. Теперь рассмотрим
систему (557)—(564) при условии b = 0 за исключением слагаемых, содержащих

Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 .
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При этом получим консервативную систему. А именно, на наличие силового по-
ля указывает коэффициент sinα cosα в уравнении (558) (в отличие от системы
(569)—(576)). Рассматриваемая система примет вид

α′ = −Z4 + b(Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 ) sinα, (609)

Z ′
4 = sinα cosα− (Z2

1 + Z2
2 + Z2

3 )
cosα
sinα

+ bZ4(Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 ) cosα, (610)

Z ′
3 = Z3Z4

cosα
sinα

+ (Z2
1 + Z2

2 )
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
+

+ bZ3(Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 ) cosα, (611)

Z ′
2 = Z2Z4

cosα
sinα

− Z2Z3
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
− Z2

1

cosα
sinα

1
sinβ1

cosβ2

sinβ2
+

+ bZ2(Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 ) cosα, (612)

Z ′
1 = Z1Z4

cosα
sinα

− Z1Z3
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
+ Z1Z2

cosα
sinα

1
sinβ1

cosβ2

sinβ2
+

+ bZ1

(
Z2

1 + Z2
2 + Z2

3 + Z2
4

)
cosα, (613)

β′
1 = Z3

cosα
sinα

, (614)

β′
2 = −Z2

cosα
sinα sinβ1

, (615)

β′
3 = Z1

cosα
sinα sinβ1 sinβ2

, (616)

при этом во вспомогательном уравнении (556) на величину v следует выбрать

Ψ(α, β1, β2, β3, Z) = −b(Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 ) cosα.

Итак, система (609)—(616) описывает движение твёрдого тела в консервативном
внешнем поле сил.

Теорема 2.5. Система (609)—(616) обладает пятью независимыми аналити-
ческими первыми интегралами следующего вида :

Φ1(v;Z4, Z3, Z2, Z1;α, β1, β2, β3) = v2(Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 + sin2 α) =
= C1 = const, (617)

Φ2(v;Z4, Z3, Z2, Z1;α, β1, β2, β3) = v2
√
Z2

1 + Z2
2 + Z2

3 sinα = C2 = const, (618)

Φ3(v;Z4, Z3, Z2, Z1;α, β1, β2, β3) = v2
√
Z2

1 + Z2
2 sinα sinβ1 = C3 = const, (619)

Φ4(v;Z4, Z3, Z2, Z1;α, β1, β2, β3) = v2Z1 sinα sinβ1 sinβ2 = C4 = const, (620)

Φ5(v;Z4, Z3, Z2, Z1;α, β1, β2, β3) = C5 = const. (621)
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Замечание 2.5. Поскольку в первые интегралы (617)—(621), вообще гово-
ря, входит величина v, то либо её следует выразить в данных соотношениях
в соответствии с равенством (568), либо вместе с системой (609)—(616) нужно
использовать вспомогательное уравнение (556).
Первый интеграл (617) является интегралом полной энергии. Пятый первый

интеграл (621) имеет кинематический смысл, «привязывает» уравнение на β3 и
найден выше.
Теперь переформулируем теорему 2.5.

Теорема 2.6. Система (609)—(616) обладает пятью независимыми первыми
интегралами следующего вида :

Ψ1(v;Z4, Z3, Z2, Z1;α, β1, β2, β3) =
Φ1

Φ2
=
Z2

1 + Z2
2 + Z2

3 + Z2
4 + sin2 α

√
Z2

1 + Z2
2 + Z2

3 sinα
=

= C ′
1 = const, (622)

Ψ2(v;Z4, Z3, Z2, Z1;α, β1, β2, β3) = C ′
2 = const, (623)

Ψ3(v;Z4, Z3, Z2, Z1;α, β1, β2, β3) =
Φ3

Φ4
=

√
Z2

1 + Z2
2

Z1 sinβ2
= C ′

3 = const, (624)

Ψ4(v;Z4, Z3, Z2, Z1;α, β1, β2, β3) =
Φ2

Φ3
=

√
Z2

1 + Z2
2 + Z2

3√
Z2

1 + Z2
2 sinβ1

= C ′
4 = const, (625)

Ψ5(v;Z4, Z3, Z2, Z1;α, β1, β2, β3) = C ′
5 = const. (626)

Замечание 2.6. Поскольку в первые интегралы (622)—(626), вообще гово-
ря, входит величина v, то либо её следует выразить в данных соотношениях
в соответствии с равенством (568), либо вместе с системой (609)—(616) нужно
использовать вспомогательное уравнение (556).
Функции Ψ2, Ψ5 можно выбрать соответственно равными Φ2, Φ5.
В формулировке теоремы 2.6 (в отличие от теоремы 2.5) отсутствует харак-

теристика гладкости первых интегралов. А именно, там, где знаменатели (или
числители и знаменатели одновременно) первых интегралов (622)—(626) обра-
щаются в нуль, сами интегралы как функции имеют особенности. Более того,
они часто могут не быть, вообще говоря, даже непрерывными функциями.
Согласно теореме 2.6 преобразованный набор первых интегралов

(622)—(626) системы (609)—(616) (системы при наличии консервативного сило-
вого поля) по-прежнему остаётся набором первых интегралов данной системы.
Для полного интегрирования системы (609)—(616) восьмого порядка необ-

ходимо знать, вообще говоря, семь независимых первых интегралов. Однако
после замены переменных (594) система (609)—(616) распадается следующим
образом:

α′ = −w4 + b(w2
3 + w2

4) sinα, (627)

w′
4 = sinα cosα− w2

3

cosα
sinα

+ bw4(w2
3 + w2

4) cosα, (628)
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w′
3 = w3w4

cosα
sinα

+ bw3(w2
3 + w2

4) cosα, (629)

w′
2 = d2(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3)

1 + w2
2

w2

cosβ2

sinβ2
,

β′
2 = d2(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3),

(630)

w′
1 = d1(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3)

1 + w2
1

w1

cosβ1

sinβ1
,

β′
1 = d1(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3),

(631)

β′
3 = d3(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3), (632)

где выполнены условия (601).
Видно, что система восьмого порядка (627)—(632) распадается на независи-

мые подсистемы ещё более низкого порядка: система (627)—(629) — третьего,
а системы (630), (631) (конечно, после замены независимого переменного) —
второго. Таким образом, для полной интегрируемости системы (627)—(632) до-
статочно указать два независимых первых интеграла системы (627)—(629), по
одному для систем (630), (631) и дополнительный первый интеграл, «привязы-
вающий» уравнение (632) (т. е. всего пять).

Замечание 2.7. Выпишем первые интегралы (622)—(626) в переменных w1,
w2, w3, w4 согласно (594). Получим

Θ1(v;w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3) =
w2

3 + w2
4 + sin2 α

w3 sinα
= C ′′

1 = const, (633)

Θ2(v;w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3) = v2w3 sinα = C ′′
2 = const, (634)

Θ3(v;w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3) =

√
1 + w2

2

sinβ2
= C ′′

3 = const, (635)

Θ4(v;w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3) =

√
1 + w2

1

sinβ1
= C ′′

4 = const, (636)

Θ5(v;w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3) = C ′′
5 = const. (637)

Замечание 2.8. Поскольку в первые интегралы (633)—(637), вообще гово-
ря, входит величина v, то либо её следует выразить в данных соотношениях
в соответствии с равенством (568), либо вместе с системой (627)—(632) нужно
использовать вспомогательное уравнение (556).

Таким образом, два независимых первых интеграла (633), (634) достаточ-
ны для интегрирования системы (627)—(629), первые интегралы (635), (636)
достаточны для интегрирования двух независимых уравнений первого порядка

dws

dβs
=

1 + w2
s

ws

cosβs

sinβs
, s = 1, 2, (638)
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после замены независимого переменного эквивалентных соответственно систе-
мам (630), (631), и, наконец, первый интеграл (637) достаточен для «привязы-
вания» уравнения (632). Доказана следующая теорема.

Теорема 2.7. Система (609)—(616) восьмого порядка обладает достаточным
количеством независимых первых интегралов (пятью).

2.3.4. Полный список первых интегралов

Перейдём теперь к интегрированию искомой системы восьмого порядка
(557)—(564) (без всяких упрощений— при наличии всех коэффициентов).
Для полного интегрирования системы (557)—(564) восьмого порядка необ-

ходимо знать, вообще говоря, семь независимых первых интегралов. Однако
после замены переменных (594) система (557)—(564) распадается следующим
образом:

α′ = −w4 + b(w2
3 + w2

4) sinα+ b sinα cos2 α, (639)

w′
4 = sinα cosα− w2

3

cosα
sinα

+ bw4(w2
3 + w2

4) cosα− bw4 sin2 α cosα, (640)

w′
3 = w3w4

cosα
sinα

+ bw3(w2
3 + w2

4) cosα− bw3 sin2 α cosα, (641)

w′
2 = d2(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3)

1 + w2
2

w2

cosβ2

sinβ2
,

β′
2 = d2(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3),

(642)

w′
1 = d1(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3)

1 + w2
1

w1

cosβ1

sinβ1
,

β′
1 = d1(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3),

(643)

β′
3 = d3(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3), (644)

где выполнены условия (601).
Видно, что система восьмого порядка (639)—(644) распадается на независи-

мые подсистемы ещё более низкого порядка: система (639)—(641) — третьего,
а системы (642), (643) (конечно, после замены независимого переменного) —
второго. Таким образом, для полной интегрируемости системы (639)—(644) до-
статочно указать два независимых первых интеграла системы (639)—(641), по
одному для систем (642), (643) и дополнительный первый интеграл, «привязы-
вающий» уравнение (644) (т. е. всего пять).
Для начала поставим в соответствие независимой подсистеме третьего по-

рядка (595)—(597) неавтономную систему второго порядка
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dw4

dα
=

sinα cosα+ bw4(w2
3 + w2

4) cosα− bw4 sin2 α cosα− w2
3 cosα/ sinα

−w4 + b(w2
3 + w2

4) sinα+ b sinα cos2 α
,

dw3

dα
=
bw3(w2

3 + w2
4) cosα− bw3 sin2 α cosα+ w3w4 cosα/ sinα

−w4 + b(w2
3 + w2

4) sinα+ b sinα cos2 α
.

(645)
Используя замену τ = sinα, перепишем систему (645) в алгебраическом виде:

dw4

dτ
=
τ + bw4(w2

3 + w2
4) − bw4τ

2 − w2
3/τ

−w4 + bτ(1 − τ2) + bτ(w2
3 + w2

4)
,

dw3

dτ
=
bw3(w2

3 + w2
4) − bw3τ

2 + w3w4/τ

−w4 + bτ(1 − τ2) + bτ(w2
3 + w2

4)
.

(646)

Вводя однородные переменные по формулам

w3 = u1τ, w4 = u2τ, (647)

приводим систему (646) к виду

τ
du2

dτ
+ u2 =

1 − bu2τ
2 + bu2(u2

1 + u2
2)τ

2 − u2
1

−u2 + bτ2(u2
1 + u2

2) + b(1 − τ2)
,

τ
du1

dτ
+ u1 =

bu1(u2
1 + u2

2)τ
2 − bu1τ

2 + u1u2

−u2 + bτ2(u2
1 + u2

2) + b(1 − τ2)
,

(648)

что эквивалентно

τ
du2

dτ
=

1 − bu2 + u2
2 − u2

1

−u2 + bτ2(u2
1 + u2

2) + b(1 − τ2)
,

τ
du1

dτ
=

2u1u2 − bu1

−u2 + bτ2(u2
1 + u2

2) + b(1 − τ2)
.

(649)

Поставим в соответствие системе второго порядка (649) неавтономное урав-
нение первого порядка

du2

du1
=

1 − bu2 + u2
2 − u2

1

2u1u2 − bu1
, (650)

которое несложно приводится к полному дифференциалу:

d

(
u2

2 + u2
1 − bu2 + 1
u1

)

= 0. (651)

Итак, уравнение (650) имеет первый интеграл

u2
2 + u2

1 − bu2 + 1
u1

= C1 = const, (652)

который в прежних переменных имеет вид

Θ1(w4, w3;α) =
w2

4 + w2
3 − bw4 sinα+ sin2 α

w3 sinα
= C1 = const. (653)
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Замечание 2.9. При b = 0 первый интеграл (653) системы (639)—(641) сов-
падает с первым интегралом (633) системы (627)—(629), но при b �= 0 ни числи-
тель выражения (653), ни его знаменатель не являются первыми интегралами
системы (639)—(641) по отдельности (хотя при b = 0 и числитель и знаменатель
выражения (653) являются первыми интегралами системы (627)—(629)).
Будем искать дополнительный первый интеграл системы третьего поряд-

ка (639)—(641). Для этого преобразуем для начала инвариантное соотноше-
ние (652) при u1 �= 0 следующим образом:

(

u2 − b

2

)2

+
(

u1 − C1

2

)2

=
b2 + C2

1

4
− 1. (654)

Видно, что параметры данного инвариантного соотношения должны удовлетво-
рять условию

b2 + C2
1 − 4 � 0, (655)

и фазовое пространство системы (639)—(641) расслаивается на семейство по-
верхностей, задаваемых равенством (654).
Таким образом, в силу соотношения (652) первое уравнение системы (649)

примет вид

τ
du2

dτ
=

1 − bu2 + u2
2 − U2

1 (C1, u2)
−u2 + b(1 − τ2) + bτ2(U2

1 (C1, u2) + u2
2)
, (656)

где

U1(C1, u2) =
1
2

{

C1 ±
√
C2

1 − 4(u2
2 − bu2 + 1)

}

, (657)

при этом постоянная интегрирования C1 выбирается из условия (655), или вид
уравнения Бернулли

dτ

du2
=

(b− u2)τ − bτ3(1 − U2
1 (C1, u2) − u2

2)
1 − bu2 + u2

2 − U2
1 (C1, u2)

. (658)

Уравнение (658) (при помощи (657)) легко приводится к линейному неодно-
родному уравнению:

dp

du2
=

2(u2 − b)p+ 2b(1 − U2
1 (C1, u2) − u2

2)
1 − bu2 + u2

2 − U2
1 (C1, u2)

, p =
1
τ2
. (659)

Последний факт означает, что может быть найден ещё один трансцендентный
первый интеграл в явном виде (т. е. через конечную комбинацию квадратур).
При этом общее решение уравнения (659) зависит от произвольной постоян-
ной C2. Полные выкладки в данном месте приводить не будем, отметим лишь
для примера, что общее решение линейного однородного уравнения, полученно-
го из (659), даже в частном случае b = C1 = 2 имеет следующее решение:

p = p0(u2) = C[
√

1 − (u2 − 1)2 ± 1] exp

[√
1 ∓√1 − (u2 − 1)2

1 ±√1 − (u2 − 1)2

]

, C = const.

(660)
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Замечание 2.10. В выражение найденного первого интеграла формально
необходимо вместо C1 подставить левую часть первого интеграла (653). Тогда
полученный дополнительный первый интеграл имеет следующий структурный
вид:

Θ2(w4, w3;α) = ln | sinα| +G2

(
sinα,

w4

sinα
,
w3

sinα

)
= C2 = const. (661)

Итак, найдены два первых интеграла (653), (661) независимой системы тре-
тьего порядка (639)—(641). Осталось указать по одному первому интегралу
для систем (642), (643) и дополнительный первый интеграл, «привязывающий»
уравнение (644).

Действительно, искомые первые интегралы совпадают с первыми интеграла-
ми (635)—(637), а именно:

Θ3(w2;β2) =

√
1 + w2

2

sinβ2
= C3 = const, (662)

Θ4(w1;β1) =

√
1 + w2

1

sinβ1
= C4 = const, (663)

Θ5(w2, w1;β1, β2, β3) = β3 ± arctg
C4 cosβ2√

C2
3 sin2 β2 − C2

4

= C5 = const, (664)

при этом в левую часть равенства (664) вместо C3, C4 необходимо подставить
интегралы (662), (663).

Теорема 2.8. Система (639)—(644) восьмого порядка обладает достаточ-
ным количеством независимых первых интегралов (пятью): (653), (661),
(662)—(664).

Итак, в рассматриваемом случае система динамических уравнений
(477)—(481), (484)—(493) при условии (542) имеет 12 инвариантных соотно-
шений: имеются аналитическая неинтегрируемая связь вида (501), соответ-
ствующая аналитическому первому интегралу (566), циклические первые ин-
тегралы вида (499), (500), первый интеграл вида (653), также имеется первый
интеграл (661), который может быть найден из уравнения (659), являющийся
трансцендентной функцией фазовых переменных (также в смысле комплексного
анализа) и, наконец, трансцендентные первые интегралы вида (662)—(664).

Теорема 2.9. Система (477)—(481), (484)—(493) при условиях (501), (542),
(499), (500) обладает 12 инвариантными соотношениями (полным набором),
пять из которых являются трансцендентными функциями с точки зрения ком-
плексного анализа.
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2.3.5. Структура уравнений на касательных расслоениях
к конечномерной сфере

Исследование полной системы (557)—(564) на касательном расслоении
T∗S4{Z4, Z3, Z2, Z1;α, β1, β2, β3} четырёхмерной сферы S4{α, β1, β2, β3} было
начато с анализа упрощённой системы (569)—(576), описывающей динами-
ку при отсутствии какого-либо силового поля. Таким образом, коэффициенты
в правой части системы (569)—(576) носят лишь геометрический смысл и по-
рождаются выбором координат Z4, Z3, Z2, Z1, α, β1, β2, β3 на касательном
расслоении.
Поставим вопрос: как меняются коэффициенты соответствующих систем

при индуктивном увеличении размерности n − 1 сферы Sn−1{α, β1, . . . , βn−2}?
Другими словами, системами какого вида описываются фазовые (геодезиче-
ские) потоки на касательном расслоении T∗Sn−1{Zn−1, . . . , Z1;α, β1, . . . , βn−2}
(n − 1)-мерной сферы Sn−1{α, β1, . . . , βn−2} именно в выбранных нами коорди-
натах Zn−1, . . . , Z1, α, β1, . . . , βn−2?
Несмотря на то, что (и в этой работе, и в ряде других работ автора) нами

рассмотрена явно структура соответствующих уравнений до n = 5 включитель-
но, начнём со случая n = 2. Это позволит произвести индуктивный переход от n
к n+ 1 и «конструировать» аналогичные системы любого высокого порядка.
Замечание 2.11 (об аналитических первых интегралах при отсут-

ствии силового поля). При построении систем на касательном расслоении
T∗Sn−1{Zn−1, . . . ,Z1;α,β1, . . . ,βn−2} (n−1)-мерной сферы Sn−1{α,β1, . . . ,βn−2}
используется факт наличия в системе следующего набора аналитических пер-
вых интегралов:

Φ1(v;Zn−1, . . . , Z1;α, β1, . . . , βn−2) = v2(Z2
1 + . . .+ Z2

n−1) = C1 = const,

Φ2(v;Zn−1, . . . , Z1;α, β1, . . . , βn−2) = v2
√
Z2

1 + . . .+ Z2
n−2 sinα = C2 = const,

Φ3(v;Zn−1, . . . , Z1;α, β1, . . . , βn−2) = v2
√
Z2

1 + . . .+ Z2
n−3 sinα sinβ1 =

= C3 = const,
. . .

Φn−2(v;Zn−1, . . . , Z1;α, β1, . . . , βn−2) = v2
√
Z2

1 + Z2
2 sinα sinβ1 . . . sinβn−4 =

= Cn−2 = const,

Φn−1(v;Zn−1, . . . , Z1;α, β1, . . . , βn−2) = v2Z1 sinα sinβ1 . . . sinβn−3 =
= Cn−1 = const.

(665)

Замечание 2.12. Поскольку в первые интегралы (665), вообще говоря, вхо-
дит величина v, то либо её следует выразить в данных соотношениях в со-
ответствии с равенством (568), либо вместе с системой нужно использовать
соответствующее вспомогательное уравнение (544).
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Первые интегралы (665) констатируют тот факт, что поскольку внешнего по-
ля сил нет, то сохраняется n−1 (вообще говоря, ненулевых) компонент тензора
угловой скорости n-мерного твёрдого тела, а именно:

ωr1 ≡ ω0
r1

= const, . . . , ωrn−1 ≡ ω0
rn−1

= const. (666)

В частности, наличие первого интеграла

Φ1(v;Zn−1, . . . , Z1;α, β1, . . . , βn−2) = C1

из (665) объясняется равенством

n2
0v

2(Z2
1 + . . .+ Z2

n−1) = ω2
r1

+ . . .+ ω2
rn−1

= const. (667)

При этом первые интегралы (665) являются функциями от компонент
ωr1 , . . . , ωrn−1 .

Начало при n = 2. Итак, при n = 2 при наличии вспомогательного уравнения

v′ = −bvZ2
1 cosα (668)

следующая система задаёт геодезический поток на двумерном цилиндре
T∗S1{Z1;α} как касательном расслоении одномерной сферы S1{α}:

α′ = −Z1 + bZ2
1 sinα,

Z ′
1 = bZ3

1 cosα.
(669)

При этом согласно замечанию 2.11 существует естественный первый интеграл

v2Z2
1 = C1 = const. (670)

Уравнение α′ = −Z1 + bZ2
1 sinα является кинематическим соотношением и

задаёт координаты α, Z1 в фазовом пространстве системы (669) (касательном
расслоении T∗S1{Z1;α}).

Переход по n: 2 → 3. При переходе от n = 2 к n = 3 производится переобо-
значение

Z1 �→ Z2,

при этом вводится новая переменная Z1. Более того, в искомой системе новые
члены, появляющиеся при увеличении n, подчёркиваются.

Предложение 2.1. При n = 3 при наличии вспомогательного уравнения

v′ = −bv(Z2
1 + Z2

2 ) cosα (671)

следующая система задаёт геодезический поток на касательном расслоении
T∗S2{Z2, Z1;α, β1} двумерной сферы S2{α, β1}:

α′ = −Z2 + b(Z2
1 + Z2

2 ) sinα, (672)

Z ′
2 = −Z2

1

cosα
sinα

+ bZ2(Z2
1 + Z2

2 ) cosα, (673)
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Z ′
1 = Z1Z2

cosα
sinα

+ bZ1(Z2
1 + Z2

2 ) cosα, (674)

β′
1 = Z1

cosα
sinα

. (675)

При этом согласно замечанию 2.11 существуют первые интегралы

v2(Z2
1 + Z2

2 ) = C1 = const, (676)

v2(Z1 sinα) = C2 = const. (677)

Действительно, в силу (676)

2v2(Z ′
1Z1 + Z ′

2Z2) − 2bv2(Z2
1 + Z2

2 )2 cosα = 0,

поэтому существует такая функция N1(α, β1, Z1, Z2), что

Z ′
2 = −Z1N1(α, β1, Z1, Z2) + bZ2(Z2

1 + Z2
2 ) cosα,

Z ′
1 = Z2N1(α, β1, Z1, Z2) + bZ1(Z2

1 + Z2
2 ) cosα,

а в силу (677) должно выполняться равенство (ввиду системы (671)—(675))

v2(Z ′
1 sinα+ Z1α

′ cosα− 2bZ1(Z2
1 + Z2

2 ) sinα cosα) =

= v2(Z2N1(α, β1, Z1, Z2) sinα− Z1Z2 cosα) = 0,

откуда следует, что

N1(α, β1, z1, z2) = Z1
cosα
sinα

,

что и требовалось.
Уравнения (672), (675) являются кинематическими соотношениями и зада-

ют координаты α, β1, Z1, Z2 в фазовом пространстве системы (672)—(675)
(касательном расслоении T∗S2{Z2, Z1;α, β1}).

Переход по n: 3 → 4. При переходе от n = 3 к n = 4 производится переобо-
значение (

Z2

Z1

)

�→
(
Z3

Z2

)

и вводится новая переменная Z1. В искомой системе новые члены, появляющи-
еся при увеличении n, подчёркиваются.

Предложение 2.2. При n = 4 при наличии вспомогательного уравнения

v′ = −bv(Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 ) cosα (678)

следующая система задаёт геодезический поток на касательном расслоении
T∗S3{Z3, Z2, Z1;α, β1, β2} трёхмерной сферы S3{α, β1, β2}:

α′ = −Z3 + b(Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 ) sinα, (679)

Z ′
3 = −(Z2

2 + Z2
1 )

cosα
sinα

+ bZ3(Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 ) cosα, (680)
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Z ′
2 = Z2Z3

cosα
sinα

+ Z2
1

cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
+ bZ2(Z2

1 + Z2
2 + Z2

3 ) cosα, (681)

Z ′
1 = Z1Z3

cosα
sinα

− Z1Z2
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
+ bZ1(Z2

1 + Z2
2 + Z2

3 ) cosα, (682)

β′
1 = Z2

cosα
sinα

, (683)

β′
2 = −Z1

cosα
sinα sinβ1

. (684)

При этом согласно замечанию 2.11 существуют первые интегралы

v2(Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 ) = C1 = const, (685)

v2
√
Z2

1 + Z2
2 sinα = C2 = const, (686)

v2(Z1 sinα sinβ1) = C3 = const. (687)

Действительно, ввиду (685), (686) аналогично доказательству предложе-
ния 2.1 находятся подчёркнутые коэффициенты в уравнении (680), а также
делается вывод об уравнениях (681) и (682), которые будут иметь следующий
вид:

Z ′
2 = Z2Z3

cosα
sinα

+ Z2
1

cosα
sinα

N2(α, β1, β2, Z1, Z2, Z3) + bZ2(Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 ) cosα,

Z ′
1 = Z1Z3

cosα
sinα

− Z1Z2
cosα
sinα

N2(α, β1, β2, Z1, Z2, Z3) + bZ1(Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 ) cosα.
(688)

Согласно (687) должно выполняться равенство (ввиду системы (678)—(684))

v2(Z ′
1 sinα sinβ1 + Z1α

′ cosα sinβ1 +

+ Z1β
′
1 sinα cosβ1 − 2bZ1(Z2

1 + Z2
2 + Z2

3 ) sinα cosα sinβ1) =

= v2Z1Z2 cosα[cosβ1 −N2(α, β1, β2, Z1, Z2, Z3) sinβ1] = 0,

откуда следует, что

N2(α, β1, β2, Z1, Z2, Z3) =
cosβ1

sinβ1
,

что и требовалось.
Уравнения (679), (683), (684) являются кинематическими соотношениями

и задают координаты α, β1, β2, Z1, Z2, Z3 в фазовом пространстве системы
(679)—(684) (касательном расслоении T∗S3{Z3, Z2, Z1;α, β1, β2}).

Переход по n: 4 → 5. При переходе от n = 4 к n = 5 производится переобо-
значение ⎛

⎝
Z3

Z2

Z1

⎞

⎠ �→
⎛

⎝
Z4

Z3

Z2

⎞

⎠
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и вводится новая переменная Z1. В искомой системе новые члены, появляющи-
еся при увеличении n, подчёркиваются.

Предложение 2.3. При n = 5 при наличии вспомогательного уравнения

v′ = −bv(Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 ) cosα (689)

следующая система задаёт геодезический поток на касательном расслоении
T∗S4{Z4, Z3, Z2, Z1;α, β1, β2, β3} четырёхмерной сферы S4{α, β1, β2, β3}:

α′ = −Z4 + b(Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 ) sinα, (690)

Z ′
4 = −(Z2

3 + Z2
2 + Z2

1 )
cosα
sinα

+ bZ4(Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 ) cosα, (691)

Z ′
3 = Z3Z4

cosα
sinα

+ (Z2
2 + Z2

1 )
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
+

+ bZ3(Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 ) cosα, (692)

Z ′
2 = Z2Z4

cosα
sinα

− Z2Z3
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
− Z2

1

cosα
sinα

1
sinβ1

cosβ2

sinβ2
+

+ bZ2(Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 ) cosα, (693)

Z ′
1 = Z1Z4

cosα
sinα

− Z1Z3
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
+ Z1Z2

cosα
sinα

1
sinβ1

cosβ2

sinβ2
+

+ bZ1(Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 ) cosα, (694)

β′
1 = Z3

cosα
sinα

, (695)

β′
2 = −Z2

cosα
sinα sinβ1

, (696)

β′
3 = Z1

cosα
sinα sinβ1 sinβ2

. (697)

При этом согласно замечанию 2.11 существуют первые интегралы

v2(Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 ) = C1 = const, (698)

v2
√
Z2

1 + Z2
2 + Z2

3 sinα = C2 = const, (699)

v2
√
Z2

1 + Z2
2 sinα sinβ1 = C3 = const, (700)

v2(Z1 sinα sinβ1 sinβ2) = C4 = const. (701)

Действительно, ввиду (698)—(700) аналогично доказательству предложений
2.1, 2.2 находятся подчёркнутые коэффициенты в уравнениях (691), (692), а
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также делается вывод об уравнениях (693) и (694), которые будут иметь следу-
ющий вид:

Z ′
2 = Z2Z4

cosα
sinα

− Z2Z3
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
−

− Z2
1

cosα
sinα

N3(α, β1, β2, β3, Z1, Z2, Z3, Z4) + bZ2(Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 ) cosα,

Z ′
1 = Z1Z4

cosα
sinα

− Z1Z3
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
+

+ Z1Z2
cosα
sinα

N3(α, β1, β2, β3, Z1, Z2, Z3, Z4) + bZ1(Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 ) cosα.

(702)

Ввиду (701) должно выполняться равенство (согласно системе (689)—(697))

v2(Z ′
1 sinα sinβ1 sinβ2 + Z1α

′ cosα sinβ1 sinβ2 + Z1β
′
1 sinα cosβ1 sinβ2 +

+ Z1β
′
2 sinα sinβ1 cosβ2 − 2bZ1(Z2

1 + Z2
2 + Z2

3 + Z2
4 ) sinα cosα sinβ1 sinβ2) =

= v2z1z2 cosα[N3(α, β1, β2, β3, Z1, Z2, Z3, Z4) sinβ1 sinβ2 − cosβ2] = 0,

откуда следует, что

N3(α, β1, β2, β3, Z1, Z2, Z3, Z4) =
1

sinβ1

cosβ2

sinβ2
,

что и требовалось.
Уравнения (690), (695)—(697) являются кинематическими соотношениями и

задают координаты α, β1, β2, β3, Z1, Z2, Z3, Z4 в фазовом пространстве системы
(690)—(697) (касательном расслоении T∗S4{Z4, Z3, Z2, Z1;α, β1, β2, β3}).

Переход по n: 5 → 6 При переходе от n = 5 к n = 6 производится переобо-
значение ⎛

⎜
⎜
⎝

Z4

Z3

Z2

Z1

⎞

⎟
⎟
⎠ �→

⎛

⎜
⎜
⎝

Z5

Z4

Z3

Z2

⎞

⎟
⎟
⎠ ,

и вводится новая переменная Z1. В искомой системе новые члены, появляющи-
еся при увеличении n, подчёркиваются.

Предложение 2.4. При n = 6 при наличии вспомогательного уравнения

v′ = −bv(Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 + Z2
5 ) cosα (703)

следующая система задаёт геодезический поток на касательном расслоении
T∗S5{Z5, Z4, Z3, Z2, Z1;α, β1, β2, β3, β4} пятимерной сферы S5{α, β1, β2, β3, β4}:
α′ = −Z5 + b(Z2

1 + Z2
2 + Z2

3 + Z2
4 + Z2

5 ) sinα, (704)

Z ′
5 = −(Z2

4 + Z2
3 + Z2

2 + Z2
1 )

cosα
sinα

+ bZ5(Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 + Z2
5 ) cosα, (705)
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Z ′
4 = Z4Z5

cosα
sinα

+ (Z2
3 + Z2

2 + Z2
1 )

cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
+

+ bZ4(Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 + Z2
5 ) cosα, (706)

Z ′
3 = Z3Z5

cosα
sinα

− Z3Z4
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
−

− (Z2
2 + Z2

1 )
cosα
sinα

1
sinβ1

cosβ2

sinβ2
+ bZ3(Z2

1 + Z2
2 + Z2

3 + Z2
4 + Z2

5 ) cosα, (707)

Z ′
2 = Z2Z5

cosα
sinα

− Z2Z4
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
+ Z2Z3

cosα
sinα

1
sinβ1

cosβ2

sinβ2
+

+ Z2
1

cosα
sinα

1
sinβ1

1
sinβ2

cosβ3

sinβ3
+ bZ2(Z2

1 + Z2
2 + Z2

3 + Z2
4 + Z2

5 ) cosα, (708)

Z ′
1 = Z1Z5

cosα
sinα

− Z1Z4
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
+ Z1Z3

cosα
sinα

1
sinβ1

cosβ2

sinβ2
−

− Z1Z2
cosα
sinα

1
sinβ1

1
sinβ2

cosβ3

sinβ3
+ bZ1(Z2

1 + Z2
2 + Z2

3 + Z2
4 + Z2

5 ) cosα, (709)

β′
1 = Z4

cosα
sinα

, (710)

β′
2 = −Z3

cosα
sinα sinβ1

, (711)

β′
3 = Z2

cosα
sinα sinβ1 sinβ2

, (712)

β′
4 = −Z1

cosα
sinα sinβ1 sinβ2 sinβ3

. (713)

При этом согласно замечанию 2.11 существуют первые интегралы

v2(Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 + Z2
5 ) = C1 = const, (714)

v2
√
Z2

1 + Z2
2 + Z2

3 + Z2
4 sinα = C2 = const, (715)

v2
√
Z2

1 + Z2
2 + Z2

3 sinα sinβ1 = C3 = const, (716)

v2
√
Z2

1 + Z2
2 sinα sinβ1 sinβ2 = C4 = const. (717)

v2(Z1 sinα sinβ1 sinβ2 sinβ3) = C5 = const. (718)

Действительно, ввиду (714)—(717) аналогично доказательству предложений
2.1—2.3 находятся подчёркнутые коэффициенты в уравнениях (705)—(707), а
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также делается вывод об уравнениях (708) и (709), которые будут иметь следу-
ющий вид:

Z ′
2 = Z2Z5

cosα
sinα

− Z2Z4
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
+ Z2Z3

cosα
sinα

1
sinβ1

cosβ2

sinβ2
+

+ Z2
1

cosα
sinα

N4(α, β1, β2, β3, β4, Z1, Z2, Z3, Z4, Z5) +

+ bZ2(Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 + Z2
5 ) cosα,

Z ′
1 = Z1Z5

cosα
sinα

− Z1Z4
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
+ Z1Z3

cosα
sinα

1
sinβ1

cosβ2

sinβ2
−

− Z1Z2
cosα
sinα

N4(α, β1, β2, β3, β4, Z1, Z2, Z3, Z4, Z5) +

+ bZ1(Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 + Z2
5 ) cosα.

(719)

В силу (718) должно выполняться равенство (ввиду системы (703)—(713))

v2(Z ′
1 sinα sinβ1 sinβ2 sinβ3 + Z1α

′ cosα sinβ1 sinβ2 sinβ3 +
+ Z1β

′
1 sinα cosβ1 sinβ2 sinβ3 + Z1β

′
2 sinα sinβ1 cosβ2 sinβ3 +

+ Z1β
′
3 sinα sinβ1 sinβ2 cosβ3 − 2bZ1(Z2

1 + Z2
2 + Z2

3 + Z2
4 + Z2

5 ) ×
× sinα cosα sinβ1 sinβ2 sinβ3) = v2Z1Z2 cosα×
× [cosβ3 −N4(α, β1, β2, β3, β4, Z1, Z2, Z3, Z4, z5) sinβ1 sinβ2 sinβ3] = 0,

откуда следует, что

N4(α, β1, β2, β3, β4, Z1, Z2, Z3, Z4, Z5) =
1

sinβ1

1
sinβ2

cosβ3

sinβ3
,

что и требовалось.
Уравнения (704), (710)—(713) являются кинематическими соотношени-

ями и задают координаты α, β1, β2, β3, β4, Z1, Z2, Z3, Z4, Z5

в фазовом пространстве системы (704)—(713) (касательном расслоении
T∗S5{Z5, Z4, Z3, Z2, Z1;α, β1, β2, β3, β4}).

Переход по n: n→ n+1. При индуктивном переходе от n к n+1 производится
переобозначение

⎛

⎜
⎜
⎝

Zn−1

Zn−2

. . .
Z1

⎞

⎟
⎟
⎠ �→

⎛

⎜
⎜
⎝

Zn

Zn−1

. . .
Z2

⎞

⎟
⎟
⎠

и вводится новая переменная Z1. В искомой системе новые члены, появляющи-
еся при увеличении n, подчёркиваются.

Предложение 2.5. При n > 2 при наличии вспомогательного уравнения

v′ = −bv(Z2
1 + . . .+ Z2

n) cosα (720)
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следующая система задаёт геодезический поток на касательном расслоении
T∗Sn{Zn, Zn−1, . . . , Z1;α, β1, . . . , βn−1} n-мерной сферы Sn{α, β1, . . . , βn−1}:

α′ = −Zn + b(Z2
1 + Z2

2 + . . .+ Z2
n) sinα, (721)

Z ′
n = −(Z2

n−1 + . . .+ Z2
2 + Z2

1 )
cosα
sinα

+ bZn(Z2
1 + Z2

2 + . . .+ Z2
n) sinα, (722)

Z ′
n−1 = Zn−1Zn

cosα
sinα

+ (Z2
n−2 + . . .+ Z2

2 + Z2
1 )

cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
+

+ bZn−1(Z2
1 + Z2

2 + . . .+ Z2
n) sinα, (723)

Z ′
n−2 = Zn−2Zn

cosα
sinα

− Zn−2Zn−1
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
−

− (Z2
n−3 + . . .+ Z2

2 + Z2
1 )

cosα
sinα

1
sinβ1

cosβ2

sinβ2
+

+ bZn−2(Z2
1 + Z2

2 + . . .+ Z2
n) sinα, (724)

. . .

Z ′
2 = Z2Zn

cosα
sinα

− Z2Zn−1
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
+ Z2Zn−2

cosα
sinα

1
sinβ1

cosβ2

sinβ2
+ . . .+

+ (−1)n+1Z2Z3
cosα
sinα

1
sinβ1

. . .
1

sinβn−4

cosβn−3

sinβn−3
+

+ (−1)n+1Z2
1

cosα
sinα

1
sinβ1

. . .
1

sinβn−3

cosβn−2

sinβn−2
+

+ bZ2(Z2
1 + Z2

2 + . . .+ Z2
n) sinα, (725)

Z ′
1 = Z1Zn

cosα
sinα

− Z1Zn−1
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
+ Z1Zn−2

cosα
sinα

1
sinβ1

cosβ2

sinβ2
+ . . .+

+ (−1)n+1Z1Z3
cosα
sinα

1
sinβ1

. . .
1

sinβn−4

cosβn−3

sinβn−3
+

+ (−1)nZ1Z2
cosα
sinα

1
sinβ1

. . .
1

sinβn−3

cosβn−2

sinβn−2
+

+ bZ1(Z2
1 + Z2

2 + . . .+ Z2
n) sinα, (726)

β′
1 = Zn−1

cosα
sinα

, (727)

β′
2 = −Zn−2

cosα
sinα sinβ1

, (728)

. . .



116 М. В. Шамолин

β′
n−2 = (−1)n+1Z2

cosα
sinα sinβ1 . . . sinβn−3

, (729)

β′
n−1 = (−1)nZ1

cosα
sinα sinβ1 . . . sinβn−2

. (730)

При этом согласно замечанию 2.11 существуют первые интегралы

v2(Z2
1 + . . .+ Z2

n) = C1 = const, (731)

v2
√
Z2

1 + . . .+ Z2
n−1 sinα = C2 = const, (732)

v2
√
Z2

1 + . . .+ Z2
n−2 sinα sinβ1 = C3 = const, (733)

. . .

v2
√
Z2

1 + Z2
2 sinα sinβ1 . . . sinβn−3 = Cn−1 = const. (734)

v2(Z1 sinα sinβ1 . . . sinβn−2) = Cn = const. (735)

Действительно, согласно (731)—(734) аналогично доказательству предложе-
ний 2.1—2.4 находятся подчёркнутые коэффициенты во всех уравнениях до
(725) и (726), а также делается вывод об уравнениях (725) и (726), которые
будут иметь следующий вид:

Z ′
2 = Z2zn

cosα
sinα

− Z2Zn−1
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
+ Z2Zn−2

cosα
sinα

1
sinβ1

cosβ2

sinβ2
+ . . .+

+ (−1)n+1Z2Z3
cosα
sinα

1
sinβ1

. . .
1

sinβn−4

cosβn−3

sinβn−3
+

+ (−1)n+1Z2
1

cosα
sinα

Nn−1(α, β1, . . . , βn−1, Z1, . . . , Zn) +

+ bZ2(Z2
1 + . . .+ Z2

n) sinα,

Z ′
1 = Z1Zn

cosα
sinα

− Z1Zn−1
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
+ Z1Zn−2

cosα
sinα

1
sinβ1

cosβ2

sinβ2
+ . . .+

+ (−1)n+1Z1Z3
cosα
sinα

1
sinβ1

. . .
1

sinβn−4

cosβn−3

sinβn−3
+

+ (−1)nZ1Z2
cosα
sinα

Nn−1(α, β1, . . . , βn−1, Z1, . . . , Zn) +

+ bZ1(Z2
1 + . . .+ Z2

n) sinα.

(736)

В силу (735) должно выполняться равенство (ввиду системы (720)—(730))

v2(Z ′
1 sinα sinβ1 . . . sinβn−2 + Z1α

′ cosα sinβ1 . . . sinβn−2 +
+ Z1β

′
1 sinα cosβ1 sinβ2 . . . sinβn−2 + . . .+

+ Z1β
′
n−3 sinα sinβ1 . . . sinβn−4 cosβn−3 sinβn−2 +

+ Z1β
′
n−2 sinα sinβ1 . . . sinβn−3 cosβn−2 −

− 2bZ1(Z2
1 + . . .+ Z2

n) sinα cosα sinβ1 . . . sinβn−2) =
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= (−1)n+1v2Z1Z2 cosα×
× [cosβn−2 −Nn−1(α, β1, . . . , βn−1, Z1, . . . , Zn) sinβ1 . . . sinβn−2] = 0,

откуда следует, что

Nn−1(α, β1, . . . , βn−1, Z1, . . . , Zn) =
1

sinβ1

1
sinβ2

. . .
1

sinβn−3

cosβn−2

sinβn−2
,

что и требовалось.
Уравнения (721), (727)—(730) являются кинематическими соотношениями и

задают координаты α, β1, . . . , βn−1, Z1, . . . , Zn в фазовом пространстве системы
(721)—(730) (касательном расслоении T∗Sn{Zn, . . . , Z1;α, β1, . . . , βn−1}).

2.3.6. Общие замечания об интегрируемости системы
при любом конечном n

Как уже было указано, для полного интегрирования системы (545)—(553)
порядка 2(n− 1) необходимо знать, вообще говоря, 2n− 3 независимых первых
интегралов. Но рассматриваемые системы имеют симметрии, которые позволяют
снизить достаточное количество первых интегралов до n для интегрирования
систем.

Система при отсутствии силового поля. Рассмотрим систему (545)—(553)
на касательном расслоении T∗Sn−1{Zn−1, . . . , Z1;α, β1, . . . , βn−2} (n−1)-мерной
сферы Sn−1{α, β1, . . . , βn−2} и получим из неё консервативную систему. Более
того, будем считать, что функция (517) тождественно равна нулю. В частности,
коэффициент sinα cosα в уравнении (546) отсутствует, b = 0, за исключением

слагаемых, содержащих
n−1∑

s=1
Z2

s .

Рассматриваемая система примет вид

α′ = −Zn−1 + b

(
n−1∑

s=1

Z2
s

)

sinα, (737)

Z ′
n−1 = −

( n−2∑

s=1

Z2
s

)
cosα
sinα

+ bZn−1

( n−1∑

s=1

Z2
s

)

cosα, (738)

Z ′
n−2 = Zn−2Zn−1

cosα
sinα

+
( n−3∑

s=1

Z2
s

)
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
+ bZn−2

(
n−1∑

s=1

Z2
s

)

cosα,

(739)

Z ′
n−3 = Zn−3Zn−1

cosα
sinα

− Zn−3Zn−2
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
−

−
( n−4∑

s=1

Z2
s

)
cosα
sinα

1
sinβ1

cosβ2

sinβ2
+ bZn−3

( n−1∑

s=1

Z2
s

)

cosα, (740)

. . .



118 М. В. Шамолин

Z ′
1 = Z1

cosα
sinα

{ n−2∑

s=1

(−1)s+1Zn−s
cosβs−1

sinβ1 . . . sinβs−1

}

+ bZ1

( n−1∑

s=1

Z2
s

)

cosα, (741)

β′
1 = Zn−2

cosα
sinα

, (742)

β′
2 = −Zn−3

cosα
sinα sinβ1

, (743)

. . .

β′
n−3 = (−1)nZ2

cosα
sinα sinβ1 . . . sinβn−4

, (744)

β′
n−2 = (−1)n+1Z1

cosα
sinα sinβ1 . . . sinβn−3

. (745)

При этом во вспомогательном уравнении (544) на величину v следует выбрать

Ψ(α, β1, . . . , βn−2, Z) = −b(Z2
1 + . . .+ Z2

n−1) cosα.

Система (737)—(745) описывает движение твёрдого тела при отсутствии
внешнего поля сил.

Теорема 2.10. Система (737)—(745) обладает n независимыми аналитиче-
скими первыми интегралами следующего вида :

Φ1(v;Zn−1, . . . , Z1;α, β1, . . . , βn−2) = v2(Z2
1 + . . .+ Z2

n−1) = C1 = const, (746)

Φ2(v;Zn−1, . . . , Z1;α, β1, . . . , βn−2) = v2
√
Z2

1 + . . .+ Z2
n−2 sinα =

= C2 = const, (747)

Φ3(v;Zn−1, . . . , Z1;α, β1, . . . , βn−2) = v2
√
Z2

1 + . . .+ Z2
n−3 sinα sinβ1 =

= C3 = const, (748)

. . .

Φn−2(v;Zn−1, . . . , Z1;α, β1, . . . , βn−2) = v2
√
Z2

1 + Z2
2 sinα sinβ1 . . . sinβn−4 =

= Cn−2 = const, (749)

Φn−1(v;Zn−1, . . . , Z1;α, β1, . . . , βn−2) = v2Z1 sinα sinβ1 . . . sinβn−3 =
= Cn−1 = const, (750)

Φn(v;Zn−1, . . . , Z1;α, β1, . . . , βn−2) = Cn = const. (751)

Замечание 2.13. Поскольку в первые интегралы (746)—(751), вообще гово-
ря, входит величина v, то либо её следует выразить в данных соотношениях
в соответствии с равенством (568), либо вместе с системой (737)—(745) нужно
использовать вспомогательное уравнение (544).
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Первые n − 1 первых интеграла (746)—(750) констатируют тот факт, что
поскольку внешнего поля сил нет, то сохраняются n− 1 (вообще говоря, нену-
левые) компоненты тензора угловой скорости n-мерного твёрдого тела, а именно:

ωr1 ≡ ω0
r1

= const, . . . , ωrn−1 ≡ ω0
rn−1

= const. (752)

В частности, наличие первого интеграла (746) объясняется равенством

n2
0v

2(Z2
1 + . . .+ Z2

n−1) = ω2
r1

+ . . .+ ω2
rn−1

= const. (753)

Последний первый интеграл (751) имеет кинематический смысл, «привязы-
вает» уравнение на βn−2 и может быть найден из следующей квадратуры:

dβn−2

dβn−3
= −Z1

Z2

1
sinβn−3

. (754)

При этом если воспользоваться уровнями первых интегралов (749), (750) и
получить равенство

Z1

Z2
= ±
√
C2

n−2

C2
n−1

sin2 βn−3 − 1, (755)

то квадратура (754) примет вид

βn−2 = ±
∫

du

(1 − u2)
√(

C2
n−2

C2
n−1

− 1
)
− C2

n−2

C2
n−1

u2

, u = cosβn−3. (756)

Её вычисление приводит к соотношению

βn−2 + Cn = ± arctg
cosβn−3√

C2
n−2

C2
n−1

sin2 βn−3 − 1
, Cn = const, (757)

позволяющему получить первый интеграл (751). Преобразуя последнее равен-
ство, имеем инвариантное соотношение

tg2(βn−2 + Cn) =
C2

n−1

(C2
n−2 − C2

n−1) tg2 βn−3 − C2
n−1

. (758)

Теперь переформулируем теорему 2.10.

Теорема 2.11. Система (737)—(745) обладает n независимыми первыми ин-
тегралами следующего вида :
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Ψ1(v;Zn−1, . . . , Z1;α, β1, . . . , βn−2) =
Φ1

Φ2
=

Z2
1 + . . .+ Z2

n−1√
Z2

1 + . . .+ Z2
n−2 sinα

=

= C ′
1 = const, (759)

Ψ2(v;Zn−1, . . . , Z1;α, β1, . . . , βn−2) = C ′
2 = const, (760)

Ψ3(v;Zn−1, . . . , Z1;α, β1, . . . , βn−2) =
Φn−2

Φn−1
=

√
Z2

1 + Z2
2

Z1 sinβn−3
= C ′

3 = const, (761)

. . .

Ψn−2(v;Zn−1, . . . , Z1;α, β1, . . . , βn−2) =
Φ3

Φ4
=

√
Z2

1 + . . .+ Z2
n−3

√
Z2

1 + . . .+ Z2
n−4 sinβ2

=

= C ′
n−2 = const, (762)

Ψn−1(v;Zn−1, . . . , Z1;α, β1, . . . , βn−2) =
Φ2

Φ3
=

√
Z2

1 + . . .+ Z2
n−2

√
Z2

1 + . . .+ Z2
n−3 sinβ1

=

= C ′
n−1 = const, (763)

Ψn(v;Zn−1, . . . , Z1;α, β1, . . . , βn−2) = C ′
n = const. (764)

Замечание 2.14. Поскольку в первые интегралы (759)—(764), вообще гово-
ря, входит величина v, то либо её следует выразить в данных соотношениях
в соответствии с равенством (568), либо вместе с системой (737)—(745) нужно
использовать вспомогательное уравнение (544).

Последний первый интеграл (764) также имеет кинематический смысл и
«привязывает» уравнение на βn−2, а функции Ψ2, Ψn можно выбрать соответ-
ственно равными Φ2, Φn.

В формулировке теоремы 2.11 (в отличие от теоремы 2.10) отсутствует ха-
рактеристика гладкости первых интегралов. А именно, там, где знаменатели
(или числители и знаменатели одновременно) первых интегралов (759)—(764)
обращаются в нуль, сами интегралы как функции имеют особенности. Более
того, они часто могут не быть, вообще говоря, даже непрерывными функциями.

Согласно теореме 2.11 преобразованный набор первых интегралов
(759)—(764) системы (737)—(745) (системы при отсутствии силового поля)
по-прежнему остаётся набором первых интегралов данной системы.

Для полного интегрирования системы (737)—(745) порядка 2(n − 1) необ-
ходимо знать, вообще говоря, 2n − 3 независимых первых интегралов. Однако
после замены переменных
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⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

Zn−1

Zn−2

. . .
Z2

Z1

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

→

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

wn−1

wn−2

. . .
w2

w1

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠
,

wn−1 = Zn−1, wn−2 =
√
Z2

1 + . . .+ Z2
n−2,

wn−3 =
Z2

Z1
, wn−4 =

Z3√
Z2

1 + Z2
2

, . . . ,

w2 =
Zn−3√

Z2
1 + . . .+ Z2

n−4

, w1 =
Zn−2√

Z2
1 + . . .+ Z2

n−3

,

(765)

система (737)—(745) распадается следующим образом:

α′ = −wn−1 + b(w2
n−2 + w2

n−1) sinα, (766)

w′
n−1 = −w2

n−2

cosα
sinα

+ bwn−1(w2
n−2 + w2

n−1) cosα, (767)

w′
n−2 = wn−2wn−1

cosα
sinα

+ bwn−2(w2
n−2 + w2

n−1) cosα, (768)

w′
s = ds(wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2)

1 + w2
s

ws

cosβs

sinβs
,

β′
s = ds(wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2), s = 1, . . . , n− 3,

(769)

β′
n−2 = dn−2(wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2), (770)

где

d1(wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2) = Zn−2(wn−1, . . . , w1)
cosα
sinα

,

d2(wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2) = −Zn−3(wn−1, . . . , w1)
cosα

sinα sinβ1
,

. . .

dn−2(wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2) =

= (−1)n+1Z1(wn−1, . . . , w1)
cosα

sinα sinβ1 . . . sinβn−3
,

(771)

при этом
zk = Zk(wn−1, . . . , w1), k = 1, . . . , n− 2, — (772)

функции согласно замене (765).
Видно, что система (766)—(770) порядка 3+2(n−3)+1 = 2(n−1) распадается

на независимые подсистемы ещё более низкого порядка: система (766)—(768) —
третьего, а системы (769) (конечно, после замены независимого переменного) —
второго. Таким образом, для полной интегрируемости системы (766)—(770) до-
статочно указать два независимых первых интеграла системы (766)—(768), по
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одному для систем (769) (всего n − 3 штуки) и дополнительный первый инте-
грал, «привязывающий» уравнение (770) (т. е. всего n).

Замечание 2.15. Выпишем первые интегралы (759)—(764) в переменных
w1, . . . , wn−1 согласно (765). Получим

Θ1(v;wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2) =
w2

n−2 + w2
n−1

wn−2 sinα
= C ′′

1 = const, (773)

Θ2(v;wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2) = wn−2 sinα = C ′′
2 = const, (774)

Θs+2(v;wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2) =

=

√
1 + w2

s

sinβs
= C ′′

s+2 = const, s = 1, . . . , n− 3, (775)

Θn(v;wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2) = C ′′
n = const. (776)

Замечание 2.16. Поскольку в первые интегралы (773)—(776), вообще гово-
ря, входит величина v, то либо её следует выразить в данных соотношениях
в соответствии с равенством (568), либо вместе с системой (766)—(770) нужно
использовать вспомогательное уравнение (544).

Таким образом, два независимых первых интеграла (773), (774) достаточны
для интегрирования системы (766)—(768), первые интегралы (775) (их n − 3
штук) достаточны для интегрирования независимых уравнений первого порядка

dws

dβs
=

1 + w2
s

ws

cosβs

sinβs
, s = 1, . . . , n− 3, (777)

после замены независимого переменного эквивалентных соответственно систе-
мам (769), и, наконец, первый интеграл (776) достаточен для «привязывания»
уравнения (770). Доказана следующая теорема.

Теорема 2.12. Система (737)—(745) порядка 2(n−1) обладает достаточным
количеством независимых первых интегралов (n).

Система при наличии консервативного силового поля. Теперь рассмотрим
систему (545)—(553) при условии b = 0, за исключением слагаемых, содержа-

щих
n−1∑

s=1
Z2

s . При этом получим консервативную систему. А именно, наличие

силового поля характеризует коэффициент sinα cosα в уравнении (546) (в от-
личие от системы (737)—(745)). Рассматриваемая система примет вид

α′ = −Zn−1 + b

( n−1∑

s=1

Z2
s

)

sinα, (778)

Z ′
n−1 = sinα cosα−

( n−2∑

s=1

Z2
s

)
cosα
sinα

+ bZn−1

( n−1∑

s=1

Z2
s

)

cosα, (779)



Интегрируемые системы с переменной диссипацией на касательном расслоении к сфере 123

Z ′
n−2 = Zn−2Zn−1

cosα
sinα

+
( n−3∑

s=1

Z2
s

)
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
+

+ bZn−2

( n−1∑

s=1

Z2
s

)

cosα, (780)

Z ′
n−3 = Zn−3Zn−1

cosα
sinα

− Zn−3Zn−2
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
−

−
( n−4∑

s=1

Z2
s

)
cosα
sinα

1
sinβ1

cosβ2

sinβ2
+ bZn−3

( n−1∑

s=1

Z2
s

)

cosα, (781)

. . .

Z ′
1 = Z1

cosα
sinα

{ n−2∑

s=1

(−1)s+1Zn−s
cosβs−1

sinβ1 . . . sinβs−1

}

+ bZ1

( n−1∑

s=1

Z2
s

)

cosα, (782)

β′
1 = Zn−2

cosα
sinα

, (783)

β′
2 = −Zn−3

cosα
sinα sinβ1

, (784)

. . .

β′
n−3 = (−1)nZ2

cosα
sinα sinβ1 . . . sinβn−4

, (785)

β′
n−2 = (−1)n+1Z1

cosα
sinα sinβ1 . . . sinβn−3

, (786)

при этом во вспомогательном уравнении (544) на величину v следует выбрать

Ψ(α, β1, . . . , βn−2, Z) = −b(Z2
1 + . . .+ Z2

n−1) cosα.

Итак, система (778)—(786) описывает движение твёрдого тела в консервативном
внешнем поле сил.

Теорема 2.13. Система (778)—(786) обладает n независимыми аналитиче-
скими первыми интегралами следующего вида :

Φ1(v;Zn−1, . . . , Z1;α, β1, . . . , βn−2) = v2(Z2
1 + . . .+ Z2

n−1 + sin2 α) =
= C1 = const, (787)

Φ2(v;Zn−1, . . . , Z1;α, β1, . . . , βn−2) = v2
√
Z2

1 + . . .+ Z2
n−2 sinα =

= C2 = const, (788)

Φ3(v;Zn−1, . . . , Z1;α, β1, . . . , βn−2) = v2
√
Z2

1 + . . .+ Z2
n−3 sinα sinβ1 =

= C3 = const, (789)

. . .
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Φn−2(v;Zn−1, . . . , Z1;α, β1, . . . , βn−2) = v2
√
Z2

1 + Z2
2 sinα sinβ1 . . . sinβn−4 =

= Cn−2 = const, (790)

Φn−1(v;Zn−1, . . . , Z1;α, β1, . . . , βn−2) = v2Z1 sinα sinβ1 . . . sinβn−3 =
= Cn−1 = const, (791)

Φn(v;Zn−1, . . . , Z1;α, β1, . . . , βn−2) = Cn = const. (792)

Замечание 2.17. Поскольку в первые интегралы (787)—(792), вообще гово-
ря, входит величина v, то либо её следует выразить в данных соотношениях
в соответствии с равенством (568), либо вместе с системой (778)—(786) нужно
использовать вспомогательное уравнение (544).
Первый интеграл (787) является интегралом полной энергии. Последний

первый интеграл (792) имеет кинематический смысл, «привязывает» уравне-
ние на βn−2 и найден выше.
Теперь переформулируем теорему 2.13.

Теорема 2.14. Система (778)—(786) обладает n независимыми первыми ин-
тегралами следующего вида :

Ψ1(v;Zn−1, . . . , Z1;α, β1, . . . , βn−2) =
Φ1

Φ2
=
Z2

1 + . . .+ Z2
n−1 + sin2 α

√
Z2

1 + . . .+ Z2
n−2 sinα

=

= C ′
1 = const, (793)

Ψ2(v;Zn−1, . . . , Z1;α, β1, . . . , βn−2) = C ′
2 = const, (794)

Ψ3(v;Zn−1, . . . , Z1;α, β1, . . . , βn−2) =
Φn−2

Φn−1
=

√
Z2

1 + Z2
2

Z1 sinβn−3
= C ′

3 = const, (795)

. . .

Ψn−2(v;Zn−1, . . . , Z1;α, β1, . . . , βn−2) =
Φ3

Φ4
=

√
Z2

1 + . . .+ Z2
n−3

√
Z2

1 + . . .+ Z2
n−4 sinβ2

=

= C ′
n−2 = const, (796)

Ψn−1(v;Zn−1, . . . , Z1;α, β1, . . . , βn−2) =
Φ2

Φ3
=

√
Z2

1 + . . .+ Z2
n−2

√
Z2

1 + . . .+ Z2
n−3 sinβ1

=

= C ′
n−1 = const, (797)

Ψn(v;Zn−1, . . . , Z1;α, β1, . . . , βn−2) = C ′
n = const. (798)

Замечание 2.18. Поскольку в первые интегралы (793)—(798), вообще гово-
ря, входит величина v, то либо её следует выразить в данных соотношениях
в соответствии с равенством (568), либо вместе с системой (778)—(786) нужно
использовать вспомогательное уравнение (544).
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Функции Ψ2, Ψn можно выбрать соответственно равными Φ2, Φn.
В формулировке теоремы 2.14 (в отличие от теоремы 2.13) отсутствует ха-

рактеристика гладкости первых интегралов. А именно, там, где знаменатели
(или числители и знаменатели одновременно) первых интегралов (793)—(798)
обращаются в нуль, сами интегралы как функции имеют особенности. Более
того, они часто могут не быть, вообще говоря, даже непрерывными функциями.
Согласно теореме 2.14 преобразованный набор первых интегралов

(793)—(798) системы (778)—(786) (системы при наличии консервативного сило-
вого поля) по-прежнему остаётся набором первых интегралов данной системы.
Для полного интегрирования системы (778)—(786) порядка 2(n − 1) необ-

ходимо знать, вообще говоря, 2n − 3 независимых первых интегралов. Однако
после замены переменных (765) система (778)—(786) распадается следующим
образом:

α′ = −wn−1 + b(w2
n−2 + w2

n−1) sinα, (799)

w′
n−1 = sinα cosα− w2

n−2

cosα
sinα

+ bwn−1(w2
n−2 + w2

n−1) cosα, (800)

w′
n−2 = wn−2wn−1

cosα
sinα

+ bwn−2(w2
n−2 + w2

n−1) cosα, (801)

w′
s = ds(wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2)

1 + w2
s

ws

cosβs

sinβs
,

β′
s = ds(wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2), s = 1, . . . , n− 3,

(802)

β′
n−2 = dn−2(wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2), (803)

где выполнены условия (771).
Видно, что система (799)—(803) порядка 2(n − 1) распадается на независи-

мые подсистемы ещё более низкого порядка: система (799)—(801) — третьего,
а системы (802) (конечно, после замены независимого переменного) — второго.
Таким образом, для полной интегрируемости системы (799)—(803) достаточно
указать два независимых первых интеграла системы (799)—(801), по одному
для систем (802) (всего n−3 штуки) и дополнительный первый интеграл, «при-
вязывающий» уравнение (803) (т. е. всего n).

Замечание 2.19. Выпишем первые интегралы (793)—(798) в переменных
w1, . . . , wn−1 согласно (765). Получим

Θ1(v;wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2) =
w2

n−2 + w2
n−1 + sin2 α

wn−2 sinα
=

= C ′′
1 = const, (804)

Θ2(v;wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2) = wn−2 sinα = C ′′
2 = const, (805)
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Θs+2(v;wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2) =

=

√
1 + w2

s

sinβs
= C ′′

s+2 = const, s = 1, . . . , n− 3, (806)

Θn(v;wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2) = C ′′
n = const. (807)

Замечание 2.20. Поскольку в первые интегралы (804)—(807), вообще гово-
ря, входит величина v, то либо её следует выразить в данных соотношениях
в соответствии с равенством (568), либо вместе с системой (799)—(803) нужно
использовать вспомогательное уравнение (544).
Таким образом, два независимых первых интеграла (804), (805) достаточны

для интегрирования системы (799)—(801), первые интегралы (806) (их n − 3
штук) достаточны для интегрирования независимых уравнений первого порядка

dws

dβs
=

1 + w2
s

ws

cosβs

sinβs
, s = 1, . . . , n− 3, (808)

после замены независимого переменного эквивалентных системам (802), и, на-
конец, первый интеграл (807) достаточен для «привязывания» уравнения (803).
Доказана следующая теорема.

Теорема 2.15. Система (778)—(786) порядка 2(n−1) обладает достаточным
количеством независимых первых интегралов (n).

2.3.7. Полный список первых интегралов при любом конечном n

Перейдём теперь к интегрированию искомой системы (545)—(553) порядка
2(n− 1) (без всяких упрощений— при наличии всех коэффициентов).
Для полного интегрирования системы (545)—(553) порядка 2(n − 1) необ-

ходимо знать, вообще говоря, 2n − 3 независимых первых интегралов. Однако
после замены переменных (765) система (545)—(553) распадается следующим
образом:

α′ = −wn−1 + b(w2
n−2 + w2

n−1) sinα+ b sinα cos2 α, (809)

w′
n−1 = sinα cosα− w2

n−2

cosα
sinα

+ bwn−1(w2
n−2 + w2

n−1) cosα−
− bwn−1 sin2 α cosα,

(810)

w′
n−2 = wn−2wn−1

cosα
sinα

+ bwn−2(w2
n−2 + w2

n−1) cosα−
− bwn−2 sin2 α cosα,

(811)

w′
s = ds(wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2)

1 + w2
s

ws

cosβs

sinβs
,

β′
s = ds(wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2), s = 1, . . . , n− 3,

(812)

β′
n−2 = dn−2(wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2), (813)

где выполнены условия (771).
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Видно, что система (809)—(813) порядка 2(n − 1) распадается на независи-
мые подсистемы ещё более низкого порядка: система (809)—(811) — третьего,
а системы (812) (конечно, после замены независимого переменного) — второго.
Таким образом, для полной интегрируемости системы (809)—(813) достаточно
указать два независимых первых интеграла системы (809)—(811), по одному
для систем (812) (всего n−3 штуки) и дополнительный первый интеграл, «при-
вязывающий» уравнение (813) (т. е. всего n).
Для начала поставим в соответствие независимой подсистеме третьего по-

рядка (809)—(811) неавтономную систему второго порядка

dwn−1

dα
=

sinα cosα+bwn−1(w2
n−2+w2

n−1) cosα−bwn−1 sin2 α cosα−w2
n−2

cos α
sin α

−wn−1 + b(w2
n−2 + w2

n−1) sinα+ b sinα cos2 α
,

dwn−2

dα
=
bwn−2(w2

n−2 + w2
n−1) cosα− bwn−2 sin2 α cosα+ wn−1wn−1

cos α
sin α

−wn−1 + b(w2
n−2 + w2

n−1) sinα+ b sinα cos2 α
.

(814)
Используя замену τ = sinα, перепишем систему (814) в алгебраическом виде:

dwn−1

dτ
=
τ + bwn−1(w2

n−2 + w2
n−1) − bwn−1τ

2 − w2
n−1
τ

−wn−1 + bτ(1 − τ2) + bτ(w2
n−1 + w2

n−1)
,

dwn−1

dτ
=
bwn−1(w2

n−2 + w2
n−1) − bwn−2τ

2 + wn−2wn−1
τ

−wn−1 + bτ(1 − τ2) + bτ(w2
n−2 + w2

n−1)
.

(815)

Вводя однородные переменные по формулам

wn−2 = u1τ, wn−1 = u2τ, (816)

приводим систему (815) к виду

τ
du2

dτ
+ u2 =

1 − bu2τ
2 + bu2(u2

1 + u2
2)τ

2 − u2
1

−u2 + bτ2(u2
1 + u2

2) + b(1 − τ2)
,

τ
du1

dτ
+ u1 =

bu1(u2
1 + u2

2)τ
2 − bu1τ

2 + u1u2

−u2 + bτ2(u2
1 + u2

2) + b(1 − τ2)
,

(817)

эквивалентному

τ
du2

dτ
=

1 − bu2 + u2
2 − u2

1

−u2 + bτ2(u2
1 + u2

2) + b(1 − τ2)
,

τ
du1

dτ
=

2u1u2 − bu1

−u2 + bτ2(u2
1 + u2

2) + b(1 − τ2)
.

(818)

Поставим в соответствие системе второго порядка (818) неавтономное урав-
нение первого порядка

du2

du1
=

1 − bu2 + u2
2 − u2

1

2u1u2 − bu1
, (819)
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которое несложно приводится к полному дифференциалу:

d

(
u2

2 + u2
1 − bu2 + 1
u1

)

= 0. (820)

Итак, уравнение (819) имеет первый интеграл

u2
2 + u2

1 − bu2 + 1
u1

= C1 = const, (821)

который в прежних переменных выглядит как

Θ1(wn−1, wn−2;α) =
w2

n−1 + w2
n−2 − bwn−1 sinα+ sin2 α

wn−2 sinα
= C1 = const. (822)

Замечание 2.21. При b = 0 первый интеграл (822) системы (809)—(811)
совпадает с первым интегралом (804) системы (799)—(801), но при b �= 0 ни чис-
литель выражения (822), ни его знаменатель не являются первыми интегралами
системы (809)—(811) по отдельности (хотя при b = 0 и числитель и знаменатель
выражения (822) являются первыми интегралами системы (799)—(801)).
Произведём поиск дополнительного первого интеграла системы третьего по-

рядка (809)—(811). Для этого преобразуем для начала инвариантное соотноше-
ние (821) при u1 �= 0 следующим образом:

(

u2 − b

2

)2

+
(

u1 − C1

2

)2

=
b2 + C2

1

4
− 1. (823)

Видно, что параметры данного инвариантного соотношения должны удовлетво-
рять условию

b2 + C2
1 − 4 � 0, (824)

и фазовое пространство системы (809)—(811) расслаивается на семейство по-
верхностей, задаваемых равенством (823).
Таким образом, согласно соотношению (821) первое уравнение системы (818)

примет вид

τ
du2

dτ
=

1 − bu2 + u2
2 − U2

1 (C1, u2)
−u2 + b(1 − τ2) + bτ2(U2

1 (C1, u2) + u2
2)
, (825)

где

U1(C1, u2) =
1
2
{C1 ±

√
C2

1 − 4(u2
2 − bu2 + 1)}, (826)

при этом постоянная интегрирования C1 выбирается из условия (824), или вид
уравнения Бернулли:

dτ

du2
=

(b− u2)τ − bτ3(1 − U2
1 (C1, u2) − u2

2)
1 − bu2 + u2

2 − U2
1 (C1, u2)

. (827)

Уравнение (827) (при помощи (826)) легко приводится к линейному неоднород-
ному уравнению:

dp

du2
=

2(u2 − b)p+ 2b(1 − U2
1 (C1, u2) − u2

2)
1 − bu2 + u2

2 − U2
1 (C1, u2)

, p =
1
τ2
. (828)
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Последний факт означает, что может быть найден ещё один трансцендентный
первый интеграл в явном виде (т. е. через конечную комбинацию квадратур).
При этом общее решение уравнения (828) зависит от произвольной постоян-
ной C2. Полные выкладки в данном месте приводить не будем, отметив лишь
для примера, что общее решение линейного однородного уравнения, полученно-
го из (828), даже в частном случае b = C1 = 2 имеет следующее решение:

p = p0(u2) = C[
√

1 − (u2 − 1)2 ± 1] exp

[√
1 ∓√1 − (u2 − 1)2

1 ±√1 − (u2 − 1)2

]

, C = const.

(829)
Замечание 2.22. В выражение найденного первого интеграла формально

необходимо вместо C1 подставить левую часть первого интеграла (822).
Тогда полученный дополнительный первый интеграл имеет следующий

структурный вид:

Θ2(wn−1, wn−2;α) = ln | sinα| +G2

(
sinα,

wn−1

sinα
,
wn−2

sinα

)
= C2 = const. (830)

Итак, найдены два первых интеграла (822), (830) независимой системы тре-
тьего порядка (809)—(811). Осталось указать по одному первому интегралу для
систем (812) (их всего n− 3) и дополнительный первый интеграл, «привязыва-
ющий» уравнение (813).
Действительно, искомые первые интегралы совпадают с первыми интеграла-

ми (806), (807), а именно:

Θs+2(ws;βs) =

√
1 + w2

s

sinβs
= C ′′

s+2 = const, s = 1, . . . , n− 3, (831)

Θn(wn−3, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2) = C ′′
n = const, (832)

при этом в левую часть равенства (832) вместо Cn−2, Cn−1 необходимо подста-
вить интегралы (831) при s = n− 4, n− 3.

Теорема 2.16. Система (809)—(813) порядка 2(n−1) обладает достаточным
количеством независимых первых интегралов (n): (822), (830), (831), (832).

Итак, в рассматриваемом случае система динамических уравнений (7), (15)
при условии (542) имеет

1 +
(n− 1)(n− 2)

2
+ n =

n2 − n+ 4
2

, n > 2,

инвариантных соотношений: имеются аналитическая неинтегрируемая связь ви-
да (501), соответствующая аналитическому первому интегралу (566), цикличе-
ские первые интегралы вида (497), (498), первый интеграл вида (822), также
имеется первый интеграл (830), который может быть найден из уравнения (828),
являющийся трансцендентной функцией фазовых переменных (также в смысле
комплексного анализа), и, наконец, трансцендентные первые интегралы вида
(831), (832).
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Теорема 2.17. Система (7), (15) при условиях (501), (542), (497), (498)
обладает (n2 − n + 4)/2, n > 2, инвариантными соотношениями (полным на-
бором), n из которых являются трансцендентными функциями с точки зрения
комплексного анализа.

2.3.8. Топологические аналогии

Покажем, что существует ещё одна механическая и топологическая анало-
гия.

Теорема 2.18. Первый интеграл (822) системы (7), (15) при условиях (501),
(542), (498), (497) постоянен на фазовых траекториях системы (108)—(116).

Доказательство. Действительно, первый интеграл (822) может быть по-
лучен заменой координат через соотношение (821), а первый интеграл (209)
может быть получен заменой координат через соотношение (208). Но соотноше-
ния (821) и (208) совпадают. Теорема доказана.

Итак, мы имеем следующие топологические и механические аналогии в том
смысле, в котором они объяснены выше.

1. Движение свободного n-мерного твёрдого тела в неконсервативном поле
сил со следящей силой (при наличии неинтегрируемой связи).

2. Движение закреплённого n-мерного физического маятника в потоке набе-
гающей среды (неконсервативное поле сил).

3. Вращение n-мерного твёрдого тела вокруг центра масс, движущегося пря-
молинейно и равномерно и находящегося в неконсервативном поле сил.

О более общих топологических аналогиях см. также [168,220,230,251,256].

2.4. Случай зависимости момента неконсервативных сил
от угловой скорости

2.4.1. Введение зависимости от угловой скорости и приведённая система

Мы продолжаем изучать динамику n-мерного твёрдого тела в n-мерном ев-
клидовом пространстве En. Но, поскольку данный раздел посвящён исследова-
нию случая движения при наличии зависимости момента действующих сил от
тензора угловой скорости, введём такую зависимость с более общих позиций.
Пусть x = (x1N , . . . , xnN )—координаты точки N приложения неконсерва-

тивной силы (воздействия среды) на (n − 1)-мерный диск (задаваемый равен-
ством x1N = 0), Q = (Q1, . . . , Qn)—компоненты, не зависящие от тензора уг-
ловой скорости. Будем вводить зависимость функций (x1N , . . . , xnN ) от тензора
угловой скорости лишь линейным образом, поскольку само данное введение
априори не очевидно [57,58].
Итак, примем следующую зависимость:

x = Q+R, (833)
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где R = (R1, . . . , Rn)—вектор-функция, содержащая компоненты тензора угло-
вой скорости. При этом зависимость функции R от компонент тензора угловой
скорости гироскопическая:

R =

⎛

⎜
⎜
⎝

R1

R2

. . .
Rn

⎞

⎟
⎟
⎠ = −1

v
Ωh, h =

⎛

⎜
⎜
⎝

h1

h2

. . .
hn

⎞

⎟
⎟
⎠ . (834)

Здесь Ω— тензор угловой скорости, (h1, . . . , hn)—некоторые положительные
параметры (ср. с [57,58]).
Применительно к нашей задаче, поскольку x1N ≡ 0,

x2N = Q2 − h1
ωrn−1

v
, x3N = Q3 + h1

ωrn−2

v
, . . . , xnN = Qn + (−1)n+1h1

ωr1

v
.

(835)
Здесь ωr1 , . . . , ωrn−1 —оставшиеся, вообще говоря ненулевые, компоненты тен-
зора угловой скорости Ω. В частности, при n = 5 имеем:

x2N = Q2 −h1
ω10

v
, x3N = Q3 +h1

ω9

v
, x4N = Q4 −h1

ω7

v
, x5N = Q5 +h1

ω4

v
.

(836)

2.4.2. Приведённая система

Подобно выбору аналитических функций Чаплыгина [113, 114], пользу-
ясь (518), имеем

Q = R(α)iN , (837)

а динамические функции s, x2N , . . . , xnN примем в виде

s(α) = B cosα, rN = Q− 1
v
Ωh, R(α) = A sinα, A,B > 0, (838)

говорящем о том, что в рассматриваемой системе присутствует также допол-
нительный демпфирующий (а в некоторых областях фазового пространства и
разгоняющий) момент неконсервативной силы (т. е. присутствует зависимость
момента от компонент тензора угловой скорости), причём h2 = . . . = hn вви-
ду динамической симметрии тела. При этом функции Γv(α, β1, . . . , βn−2,Ω/v),
Δv,s(α, β1, . . . , βn−2,Ω/v), s = 1, . . . , n − 2, входящие в систему (521)—(528),
примут следующий вид:

Γv

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω
v

)

= A sinα− h1

v
zn−1,

Δv,1

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω
v

)

=
h1

v
zn−2,

. . .

Δv,n−2

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω
v

)

= (−1)n+1h1

v
z1.

(839)
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Тогда благодаря условиям (501), (838) преобразованная динамическая часть
уравнений движения (система (520)—(528)) примет вид аналитической систе-
мы

v′ = vΨ(α, β1, . . . , βn−2, Z), (840)

α′ = −Zn−1 + b

( n−1∑

s=1

Z2
s

)

sinα+ b sinα cos2 α− bH1Zn−1 cos2 α, (841)

Z ′
n−1 = sinα cosα− (1 + bH1)

( n−2∑

s=1

Z2
s

)
cosα
sinα

+ bZn−1

( n−1∑

s=1

Z2
s

)

cosα−

− bZn−1 sin2 α cosα+ bH1Z
2
n−1 sinα cosα−H1Zn−1 cosα, (842)

Z ′
n−2 = (1 + bH1)Zn−2Zn−1

cosα
sinα

+

+ (1 + bH1)
( n−3∑

s=1

Z2
s

)
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
+ bZn−2

( n−1∑

s=1

Z2
s

)

cosα−

− bZn−2 sin2 α cosα+ bH1Zn−2Zn−1 sinα cosα−H1Zn−2 cosα, (843)

Z ′
n−3 = (1 + bH1)Zn−3Zn−1

cosα
sinα

− (1 + bH1)Zn−3Zn−2
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
−

− (1 + bH1)
( n−4∑

s=1

Z2
s

)
cosα
sinα

1
sinβ1

cosβ2

sinβ2
+ bZn−3

( n−1∑

s=1

Z2
s

)

cosα−

− bZn−3 sin2 α cosα+ bH1Zn−3Zn−1 sinα cosα−H1Zn−3 cosα, (844)

. . .

Z ′
1 = (1 + bH1)Z1

cosα
sinα

{ n−2∑

s=1

(−1)s+1Zn−s
cosβs−1

sinβ1 . . . sinβs−1

}

+

+ bZ1

( n−1∑

s=1

Z2
s

)

cosα− bZ1 sin2 α cosα+ bH1Z1Zn−1 sinα cosα−

−H1Z1 cosα, (845)

β′
1 = (1 + bH1)Zn−2

cosα
sinα

, (846)

β′
2 = −(1 + bH1)Zn−3

cosα
sinα sinβ1

, (847)

. . .

β′
n−3 = (−1)n(1 + bH1)Z2

cosα
sinα sinβ1 . . . sinβn−4

, (848)

β′
n−2 = (−1)n+1(1 + bH1)Z1

cosα
sinα sinβ1 . . . sinβn−3

, (849)
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где

Ψ(α, β1, . . . , βn−2, Z) = −b
( n−1∑

s=1

Z2
s

)

cosα+ b sin2 α cosα− bH1Zn−1 sinα cosα.

Как и выше, мы выбрали безразмерные параметры b, H1 и постоянную n1 сле-
дующим образом:

b = σn0, n2
0 =

AB

(n− 2)I2
, H1 =

Bh1

(n− 2)I2n0
, n1 = n0. (850)

Итак, система (840)—(849) может быть рассмотрена на своём фазовом
(2(n− 1) + 1)-мерном многообразии

W1 = R1
+{v} × T∗Sn−1{Zn−1, . . . , Z1;

0 � α � π, 0 � β1 � π, . . . , 0 � βn−3 � π, 0 � βn−2 < 2π}, (851)

т. е. на прямом произведении числового луча на касательное расслоение
к (n− 1)-мерной сфере.
Видно, что в системе (840)—(849) порядка 2(n − 1) + 1 образова-

лась независимая система (841)—(849) порядка 2(n − 1) на касатель-
ном расслоении T∗Sn−1{Zn−1, . . . , Z1;α, β1, . . . , βn−2} (n − 1)-мерной сферы
Sn−1{α, β1, . . . , βn−2}. При этом в независимой системе (841)—(849) порядка
2(n−1) образовалась ещё одна независимая система (841)—(848) порядка 2n−3
на своём (2n− 3)-мерном многообразии.
Справедлива следующая теорема.

Теорема 2.19. У системы (7), (15) при условиях (501), (497), (498)
выделяется динамическая система (521)—(528) на касательном расслоении
T∗Sn−1{Zn−1, . . . ,Z1;α,β1, . . . ,βn−2} (n−1)-мерной сферы Sn−1{α,β1, . . . ,βn−2}.
В частности, при условии (838) выделяется система (841)—(849).

2.4.3. Об аналитическом первом интеграле

В силу (501) значение скорости центра масс является первым интегралом
системы (508)—(515) (при условии (503)), а именно, функция фазовых пере-
менных

Ψ0(v, α, β1, . . . , βn−2, z1, . . . , zn−1) =

= v2 + σ2(z2
1 + . . .+ z2

n−1) − 2σzn−1v sinα = V 2
C (852)

постоянна на её фазовых траекториях (при этом величины z1, . . . , zn−1 выбира-
ются согласно (505)).
После невырожденной замены независимого переменного (при v �= 0) у си-

стемы (840)—(849) также существует аналитический интеграл, а именно, функ-
ция фазовых переменных
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Ψ1(v, α, β1, . . . , βn−2, Z1, . . . , Zn−1) =

= v2(1 + b2(Z2
1 + . . .+ Z2

n−1) − 2bZn−1 sinα) = V 2
C (853)

постоянна на её фазовых траекториях.

Равенство (853) позволяет, не решая системы (840)—(849), найти зависи-
мость скорости характерной точки твёрдого тела (центра D диска) от других
фазовых переменных, а именно, при VC �= 0 выполнено равенство

v2 =
V 2

C

1 + b2(Z2
1 + . . .+ Z2

n−1) − 2bZn−1 sinα
. (854)

Поскольку в фазовом пространстве системы (840)—(849) существуют асимп-
тотические предельные множества, то равенство (853) задаёт единственный ана-
литический (даже непрерывный) первый интеграл системы (840)—(849) во всём
фазовом пространстве (ср. с [139,184,236]).

Таким образом, благодаря отделению уравнения на величину v, а также
наличию аналитического первого интеграла (853) система (841)—(849) может
быть рассмотрена самостоятельно на своём фазовом пространстве.

2.4.4. Полный список первых интегралов при любом конечном n

Для полного интегрирования системы (841)—(849) порядка 2(n− 1) необхо-
димо знать, вообще говоря, 2n−3 независимых первых интегралов. Но рассмат-
риваемые системы имеют симметрии, которые позволяют снизить достаточное
количество первых интегралов до n для интегрирования систем.

Действительно, после замены переменных

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

Zn−1

Zn−2

. . .
Z2

Z1

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

→

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

wn−1

wn−2

. . .
w2

w1

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠
,

wn−1 = Zn−1, wn−2 =
√
Z2

1 + . . .+ Z2
n−2,

wn−3 =
Z2

Z1
, wn−4 =

Z3√
Z2

1 + Z2
2

, . . . ,

w2 =
Zn−3√

Z2
1 + . . .+ Z2

n−4

, w1 =
Zn−2√

Z2
1 + . . .+ Z2

n−3

,

(855)

система (841)—(849) распадается следующим образом:
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α′ = −(1 + bH1)wn−1 + b
(
w2

n−2 + w2
n−1

)
sinα+

+ b sinα cos2 α− bH1wn−1 cos2 α,
(856)

w′
n−1 = sinα cosα− (1 + bH1)w2

n−2

cosα
sinα

+ bwn−1(w2
n−2 + w2

n−1) cosα−
− bwn−1 sin2 α cosα+ bH1w

2
n−1 sinα cosα−H1wn−1 cosα,

(857)

w′
n−2 = (1 + bH1)wn−2wn−1

cosα
sinα

+ bwn−2

(
w2

n−2 + w2
n−1

)
cosα−

− bwn−2 sin2 α cosα+ bH1wn−2wn−1 sinα cosα−H1wn−2 cosα,
(858)

w′
s = ds(wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2)

1 + w2
s

ws

cosβs

sinβs
,

β′
s = ds(wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2), s = 1, . . . , n− 3,

(859)

β′
n−2 = dn−2(wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2), (860)

где выполнены условия

d1(wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2) = (1 + bH1)Zn−2(wn−1, . . . , w1)
cosα
sinα

,

d2(wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2) =

= −(1 + bH1)Zn−3(wn−1, . . . , w1)
cosα

sinα sinβ1
,

. . .

dn−2(wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2) =

= (−1)n+1(1 + bH1)Z1(wn−1, . . . , w1)
cosα

sinα sinβ1 . . . sinβn−3
,

(861)

при этом

zk = Zk(wn−1, . . . , w1), k = 1, . . . , n− 2, — (862)

функции после замены (855).

Видно, что система (856)—(860) порядка 2(n − 1) распадается на независи-
мые подсистемы ещё более низкого порядка: система (856)—(858) — третьего,
а системы (859) (конечно, после замены независимого переменного) — второго.
Таким образом, для полной интегрируемости системы (856)—(860) достаточно
указать два независимых первых интеграла системы (856)—(858), по одному
для систем (859) (всего n−3 штуки) и дополнительный первый интеграл, «при-
вязывающий» уравнение (860) (т. е. всего n).

Для начала поставим в соответствие независимой подсистеме третьего по-
рядка (856)—(858) неавтономную систему второго порядка
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dwn−1

dα
=

R2(α,wn−2, wn−1)
−wn−1 + b(w2

n−2 + w2
n−1) sinα+ b sinα cos2 α− bH1wn−1 cos2 α

,

dwn−2

dα
=

R1(α,wn−2, wn−1)
−wn−1 + b(w2

n−2 + w2
n−1) sinα+ b sinα cos2 α− bH1wn−1 cos2 α

,

R2(α,wn−2, wn−1) = sinα cosα+

+ bwn−1(w2
n−2 + w2

n−1) cosα− bwn−1 sin2 α cosα−
− (1 + bH1)w2

n−2

cosα
sinα

+ bH1w
2
n−1 sinα cosα−H1wn−1 cosα,

R1(α,wn−2, wn−1) = bwn−2(w2
n−2 + w2

n−1) cosα− bwn−2 sin2 α cosα+

+ (1 + bH1)wn−2wn−1
cosα
sinα

+ bH1wn−2wn−1 sinα cosα−H1wn−2 cosα.
(863)

Используя замену τ = sinα, перепишем систему (863) в алгебраическом виде:
dwn−1

dτ
=

=
τ +bwn−1(w

2
n−2+w2

n−1)−bwn−1τ
2−(1+bH1)

w2
n−2
τ

+bH1w
2
n−1τ−H1wn−1

−wn−1+bτ(1−τ2)+bτ(w2
n−2+w2

n−1)−bH1wn−1(1−τ2)
,

dwn−2

dτ
=

=
bwn−2(w

2
n−2+w2

n−1)−bwn−2τ
2+(1+bH1)wn−2

wn−1
τ

+bH1wn−2wn−1τ−H1wn−2

−wn−1+bτ(1−τ2)+bτ(w2
n−2+w2

n−1)−bH1wn−1(1−τ2)
.

(864)

Вводя однородные переменные по формулам

wn−2 = u1τ, wn−1 = u2τ, (865)

приводим систему (864) к следующему виду:

τ
du2

dτ
+ u2 =

1 − bu2τ
2 + bu2(u2

1 + u2
2)τ

2 − (1 + bH1)u2
1 −H1u2 + bH1u

2
2τ

2

−u2 + bτ2(u2
1 + u2

2) + b(1 − τ2) − bH1u2(1 − τ2)
,

τ
du1

dτ
+ u1 =

bu1(u2
1 + u2

2)τ
2 − bu1τ

2 + (1 + bH1)u1u2 −H1u1 + bH1u1u2

−u2 + bτ2(u2
1 + u2

2) + b(1 − τ2) − bH1u2(1 − τ2)
,

(866)
эквивалентному

τ
du2

dτ
=

1 − (b+H1)u2 + (1 + bH1)u2
2 − (1 + bH1)u2

1

−u2 + bτ2(u2
1 + u2

2) + b(1 − τ2) − bH1u2(1 − τ2)
,

τ
du1

dτ
=

2(1 + bH1)u1u2 − (b+H1)u1

−u2 + bτ2(u2
1 + u2

2) + b(1 − τ2) − bH1u2(1 − τ2)
.

(867)
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Поставим системе второго порядка (867) неавтономное уравнение первого
порядка

du2

du1
=

1 − (b+H1)u2 + (1 + bH1)u2
2 − (1 + bH1)u2

1

2(1 + bH1)u1u2 − (b+H1)u1
, (868)

которое несложно приводится к полному дифференциалу:

d

(
(1 + bH1)u2

2 + (1 + bH1)u2
1 − (b+H1)u2 + 1

u1

)

= 0. (869)

Итак, уравнение (868) имеет первый интеграл

(1 + bH1)u2
2 + (1 + bH1)u2

1 − (b+H1)u2 + 1
u1

= C1 = const, (870)

который в прежних переменных выглядит как

Θ1(wn−1, wn−2;α) =

=
(1 + bH1)(w2

n−1 + w2
n−2) − (b+H1)wn−1 sinα+ sin2 α

wn−2 sinα
= C1 = const. (871)

Замечание 2.23. Рассмотрим систему (856)—(858) с переменной диссипаци-
ей с нулевым средним [168,254,258,260,264,272], становящейся консервативной
при b = H1:

α′ = −(1 + b2)wn−1 + b(w2
n−2 + w2

n−1) sinα+ b sinα cos2 α− b2wn−1 cos2 α,

w′
n−1 = sinα cosα− (1 + b2)w2

n−2

cosα
sinα

+ bwn−1

(
w2

n−2 + w2
n−1

)
cosα−

− bwn−1 sin2 α cosα+ b2w2
n−1 sinα cosα− bwn−1 cosα,

w′
n−2 = (1 + b2)wn−2wn−1

cosα
sinα

+ bwn−2(w2
n−2 + w2

n−1) cosα−
− bwn−2 sin2 α cosα+ b2wn−2wn−1 sinα cosα− bwn−2 cosα.

(872)
Она обладает двумя аналитическими первыми интегралами:

(1 + b2)(w2
n−1 + w2

n−2) − 2bwn−1 sinα+ sin2 α = C∗
1 = const, (873)

wn−2 sinα = C∗
2 = const. (874)

Очевидно, что отношение двух первых интегралов (873), (874) также является
первым интегралом системы (872). Но при b �= H1 каждая из функций

(1 + bH1)(w2
n−1 + w2

n−2) − (b+H1)wn−1 sinα+ sin2 α (875)

и (874) по отдельности не является первым интегралом системы (856)—(858).
Однако отношение функций (875), (874) является первым интегралом системы
(856)—(858) при любых b, H1.
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Будем искать дополнительный первый интеграл системы третьего поряд-
ка (856)—(858). Для этого преобразуем для начала инвариантное соотноше-
ние (870) при u1 �= 0 следующим образом:
(

u2 − b+H1

2(1 + bH1)

)2

+
(

u1 − C1

2(1 + bH1)

)2

=
(b−H1)2 + C2

1 − 4
4(1 + bH1)2

. (876)

Видно, что параметры данного инвариантного соотношения должны удовлетво-
рять условию

(b−H1)2 + C2
1 − 4 � 0, (877)

и фазовое пространство системы (856)—(858) расслаивается на семейство по-
верхностей, задаваемых равенством (876).
Таким образом, в силу соотношения (870) первое уравнение системы (867)

примет вид

τ
du2

dτ
=

1 − (b+H1)u2 + (1 + bH1)u2
2 − (1 + bH1)U2

1 (C1, u2)
−u2 + b(1 − τ2) + bτ2(U2

1 (C1, u2) + u2
2) − bH1u2(1 − τ2)

, (878)

где

U1(C1, u2) =
1
2
{C1 ±

√
C2

1 − 4(1 + bH1)(1 − (b+H1)u2 + (1 + bH1)u2
2)}, (879)

при этом постоянная интегрирования C1 выбирается из условия (877), или вид
уравнения Бернулли:

dτ

du2
=

(b− (1 + bH1)u2)τ − bτ3(1 − U2
1 (C1, u2) − u2

2 −H1u2)
1 − (b+H1)u2 + (1 + bH1)u2

2 − (1 + bH1)U2
1 (C1, u2)

. (880)

Уравнение (880) (при помощи (879)) легко приводится к линейному неодно-
родному уравнению:

dp

du2
=

2((1 + bH1)u2 − b)p+ 2b(1 −H1u2 − u2
2 − U2

1 (C1, u2))
1 − (b+H1)u2 + (1 + bH1)u2

2 − (1 + bH1)U2
1 (C1, u2)

, p =
1
τ2
. (881)

Последний факт означает, что может быть найден ещё один трансцендентный
первый интеграл в явном виде (т. е. через конечную комбинацию квадратур).
При этом общее решение уравнения (881) зависит от произвольной постоян-
ной C2. Полные выкладки в данном месте приводить не будем, отметив лишь
для примера, что общее решение линейного однородного уравнения, полученно-
го из (881), даже в частном случае

|b−H1| = 2, C1 =
1 −A4

1

1 +A4
1

, A1 =
1
2
(b+H1)

имеет вид

p = p0(u2) = C[1 −A1u2]2/(1+A4
1)

∣
∣
∣
∣
∣

√
C2

1 − 4A2
1(1 −A1u2)2 ± C1

√
C2

1 − 4A2
1(1 −A1u2)2 ∓ C1

∣
∣
∣
∣
∣

±A4
1/(1+A4

1)

×

× exp
2(A1 − b)

(1 +A4
1)A1(A1u2 − 1)

, C = const. (882)
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Замечание 2.24. В выражение найденного первого интеграла формально
необходимо вместо C1 подставить левую часть первого интеграла (871). Тогда
полученный дополнительный первый интеграл имеет следующий структурный
вид:

Θ2(wn−1, wn−2;α) = ln | sinα| +G2

(
sinα,

wn−1

sinα
,
wn−2

sinα

)
= C2 = const. (883)

Итак, найдены два первых интеграла (871), (883) независимой системы тре-
тьего порядка (856)—(858). Осталось указать по одному первому интегралу для
систем (859) (их всего n− 3) и дополнительный первый интеграл, «привязыва-
ющий» уравнение (860).
Действительно, искомые первые интегралы совпадают с первыми интеграла-

ми (806), (807), а именно:

Θs+2(ws;βs) =

√
1 + w2

s

sinβs
= C ′′

s+2 = const, s = 1, . . . , n− 3, (884)

Θn(wn−3, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2) = C ′′
n = const, (885)

при этом в левую часть равенства (885) вместо Cn−2, Cn−1 необходимо подста-
вить интегралы (884) при s = n− 4, n− 3.

Теорема 2.20. Система (856)—(860) порядка 2(n−1) обладает достаточным
количеством независимых первых интегралов (n): (871), (883), (884), (885).

Итак, в рассматриваемом случае система динамических уравнений (7), (15)
при условии (838) имеет

1 +
(n− 1)(n− 2)

2
+ n =

n2 − n+ 4
2

, n > 2,

инвариантных соотношений: имеются аналитическая неинтегрируемая связь ви-
да (501), соответствующая аналитическому первому интегралу (566), цикличе-
ские первые интегралы вида (497), (498), первый интеграл вида (871), также
имеется первый интеграл (883), который может быть найден из уравнения (881),
являющийся трансцендентной функцией фазовых переменных (также в смысле
комплексного анализа), и, наконец, трансцендентные первые интегралы вида
(884), (885).

Теорема 2.21. Система (7), (15) при условиях (501), (838), (497), (498)
обладает (n2 − n + 4)/2, n > 2, инвариантными соотношениями (полным на-
бором), n из которых являются трансцендентными функциями с точки зрения
комплексного анализа.

2.4.5. Топологические аналогии

Покажем, что существует ещё одна механическая и топологическая анало-
гия.
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Теорема 2.22. Первый интеграл (871) системы (7), (15) при условиях (501),
(838), (498), (497) постоянен на фазовых траекториях системы (412)—(419).

Доказательство. Действительно, первый интеграл (871) может быть по-
лучен заменой координат через соотношение (870), а первый интеграл (446)
может быть получен заменой координат через соотношение (445). Но соотноше-
ния (870) и (445) совпадают. Теорема доказана.

Итак, мы имеем следующие топологические и механические аналогии в том
смысле, в котором они объяснены выше.
1. Движение свободного n-мерного твёрдого тела в неконсервативном поле
сил со следящей силой (при наличии неинтегрируемой связи).

2. Движение закреплённого n-мерного физического маятника в потоке набе-
гающей среды (неконсервативное поле сил).

3. Вращение n-мерного твёрдого тела вокруг центра масс, движущегося пря-
молинейно и равномерно, и находящегося в неконсервативном поле сил.

О более общих топологических аналогиях см. также [168].

3. Случаи интегрируемости,
соответствующие движению твёрдого тела
в n-мерном пространстве. III

В данном разделе систематизируются новые результаты исследования урав-
нений движения динамически симметричного четырёхмерного твёрдого тела,
находящегося в некотором неконсервативном поле сил в случае особой динами-
ческой симметрии. Вид поля сил заимствован из динамики реальных твёрдых
тел меньшей размерности, взаимодействующих с сопротивляющейся средой по
законам струйного обтекания, при котором на тело действует неконсервативная
следящая сила, заставляющая оставаться постоянными во всё время движе-
ния как величину скорости некоторой характерной точки твёрдого тела, так
и некоторую другую фазовую переменную. Последний факт означает наличие
в системе неинтегрируемых сервосвязей (см. [82,87,102,132,149,157]).
Ранее в [87,168] автором уже была показана полная интегрируемость урав-

нений плоскопараллельного движения тела в сопротивляющейся среде в усло-
виях струйного обтекания, когда у системы динамических уравнений существу-
ет первый интеграл, являющийся трансцендентной (в смысле теории функций
комплексного переменного, имеющей существенно особые точки) функцией ква-
зискоростей. Тогда предполагалось, что всё взаимодействие среды с телом со-
средоточено на той части поверхности тела, которая имеет форму (одномерной)
пластины.
Позднее [168, 175, 177, 197, 200, 201] плоская задача была обобщена на про-

странственный (трёхмерный) случай, при этом у системы динамических уравне-
ний существует полный набор трансцендентных первых интегралов. Здесь уже



Интегрируемые системы с переменной диссипацией на касательном расслоении к сфере 141

предполагалось, что всё взаимодействие среды с телом сосредоточено на той
части поверхности тела, которая имеет форму плоского (двумерного) диска.
В данном разделе результаты относятся к случаю, когда всё взаимодействие

среды с телом сосредоточено на той части поверхности тела, которая имеет
форму двумерного диска, при этом силовое воздействие сосредоточено на дву-
мерной плоскости, перпендикулярной данному диску. Результаты систематизи-
руются и подаются в инвариантном виде. При этом вводится дополнительная
зависимость момента неконсервативной силы от угловой скорости. Данная за-
висимость в дальнейшем может быть распространена и на случаи движения
в пространствах высшей размерности.

3.1. Более общая задача о движении со следящей силой

Рассмотрим движение однородного динамически симметричного твёрдого
тела с «передним торцом» (двумерным диском, «взаимодействующим со сре-
дой, заполняющей четырёхмерное пространство») в поле силы S сопротивления
в условиях квазистационарности в случае, когда тензор инерции твёрдого тела
представляется в виде

diag{I1, I1, I3, I3}. (886)

Пусть (v, α, β2, β1)—координаты вектора скорости vD некоторой характер-
ной точки D твёрдого тела (D—центр двумерного диска), такие что α—угол
между вектором vD и плоскостью Dx1x2, β2—угол, измеряемый в плоскости
Dx1x2 до проекции вектора vD на плоскость Dx1x2, β1—угол, измеряемый
в плоскости Dx3x4 до проекции вектора vD на плоскость Dx3x4,

Ω =

⎛

⎜
⎜
⎝

0 −ω6 ω5 −ω3

ω6 0 −ω4 ω2

−ω5 ω4 0 −ω1

ω3 −ω2 ω1 0

⎞

⎟
⎟
⎠ —

тензор угловой скорости тела, Dx1x2x3x4— система координат, связанная с те-
лом, при этом прямая CD лежит в плоскости Dx1x2 (C —центр масс), а оси
Dx3, Dx4 лежат в гиперплоскости диска, I1, I2 = I1, I3, I4 = I3, m—инерци-
онно-массовые характеристики.
Примем следующие разложения в проекциях на оси системы координат

Dx1x2x3x4:

DC = {σ sin γ,−σ cos γ, 0, 0},
vD = {v cosα sinβ2, v cosα cosβ2, v sinα cosβ1, v sinα sinβ1}.

(887)

При этом в случае (886) также будет справедливо разложение для функции
воздействия среды на четырёхмерное тело

S = {S1, S2, 0, 0}, (888)

при этом
S1 = S sin γ, S2 = −S cos γ, γ = const, (889)
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т. е. в данном случае F = S и угол γ измеряется в плоскости Dx1x2. Тогда та
часть динамических уравнений движения тела (в том числе и в случае аналити-
ческих функций Чаплыгина [113,114], см. ниже), которая описывает движение
центра масс и соответствует пространству R4, при котором касательные силы
воздействия среды на двумерный диск отсутствуют, примет вид

v̇ cosα sinβ2 − α̇v sinα sinβ2 + β̇2v cosα cosβ2 − ω6v cosα cosβ2 +

+ ω5v sinα cosβ1 − ω3v sinα sinβ1 − σ(ω2
6 + ω2

5 + ω2
3) sin γ −

− σ(ω4ω5 + ω2ω3) cos γ + σω̇6 cos γ =
S1

m
, (890)

v̇ cosα cosβ2 − α̇v sinα cosβ2 − β̇2v cosα sinβ2 + ω6v cosα sinβ2 −
− ω4v sinα cosβ1 + ω2v sinα sinβ1 + σ(ω2

6 + ω2
4 + ω2

2) cos γ +

+ σ(ω4ω5 + ω2ω3) sin γ + σω̇6 sin γ =
S2

m
, (891)

v̇ sinα cosβ1 + α̇v cosα cosβ1 − β̇1v sinα sinβ1 − ω5v cosα sinβ2 +
+ ω4v cosα cosβ2 − ω1v sinα sinβ1 + σ(ω4ω6 − ω1ω3) sin γ −
− σ(ω5ω6 + ω1ω2) cos γ − σω̇5 sin γ − σω̇4 cos γ = 0, (892)

v̇ sinα sinβ1 + α̇v cosα sinβ1 + β̇1v sinα cosβ1 + ω3v cosα sinβ2 −
− ω2v cosα cosβ2 + ω1v sinα cosβ1 − σ(ω2ω6 + ω1ω5) sin γ +
+ σ(ω3ω6 − ω1ω4) cos γ + σω̇3 sin γ + σω̇2 cos γ = 0, (893)

где
S = s(α)v2, σ = CD, v > 0. (894)

Вспомогательная матрица для вычисления момента силы сопротивления при-
мет вид (

0 0 x3N x4N

S1 S2 0 0

)

. (895)

Тогда та часть динамических уравнений движения тела, которая описывает дви-
жение тела вокруг центра масс и соответствует алгебре Ли so(4), примет вид

(λ4 + λ3)ω̇1 + (λ3 − λ4)(ω3ω5 + ω2ω4) = 0, (896)

(λ2 + λ4)ω̇2 + (λ2 − λ4)(ω3ω6 − ω1ω4) =

= −x4N

(

α, β1, β2,
Ω
v

)

s(α)v2 cos γ, (897)

(λ4 + λ1)ω̇3 + (λ4 − λ1)(ω2ω6 + ω1ω5) =

= −x4N

(

α, β1, β2,
Ω
v

)

s(α)v2 sin γ, (898)

(λ3 + λ2)ω̇4 + (λ2 − λ3)(ω5ω6 + ω1ω2) = x3N

(

α, β1, β2,
Ω
v

)

s(α)v2 cos γ, (899)
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(λ1 + λ3)ω̇5 + (λ3 − λ1)(ω4ω6 − ω1ω3) = x3N

(

α, β1, β2,
Ω
v

)

s(α)v2 sin γ, (900)

(λ1 + λ2)ω̇6 + (λ1 − λ2)(ω4ω5 + ω2ω3) = 0. (901)

Таким образом, фазовым пространством системы (890)—(893), (896)—(901)
десятого порядка является прямое произведение четырёхмерного многообразия
на алгебру Ли so(4):

R1 × M3 × so(4). (902)

Сразу же заметим, что система (890)—(893), (896)—(901) в силу имеющейся
динамической симметрии

I1 = I2, I3 = I4 (903)

обладает циклическими первыми интегралами

ω1 ≡ ω0
1 = const, ω6 ≡ ω0

6 = const. (904)

При этом в дальнейшем будем рассматривать динамику системы на нулевых
уровнях:

ω0
1 = ω0

6 = 0. (905)

Если же рассматривается более общая задача о движении тела при на-
личии некоторой следящей силы T, действующей на плоскости Dx1x2 и
обеспечивающей во всё время движения выполнение равенств (см. также
[206,208,209,212,217—219])

v ≡ const, β2 ≡ const, (906)

то в системе (890)—(893), (896)—(901) вместо F1 и F2 будут стоять соответ-
ственно величины

T1 + S1, T2 + S2. (907)

Соответствующим выбором величины T следящей силы можно формально
добиться выполнения во всё время движения равенств (906). Действительно,
формально выражая величину T согласно системе (890)—(893), (896)—(901),
получим при cosα �= 0

T1 = T1,v,β2(α, β1,Ω) =

= −mσ(ω2
5 + ω2

3) sin γ −mσ(ω4ω5 + ω2ω3) cos γ +mω5v sinα cosβ1 cos2 β2 −
−mω3v sinα sinβ1 cos2 β2 +mω4v sinα cosβ1 sinβ2 cosβ2 −
−mω2v sinα sinβ1 sinβ2 cosβ2 −

− s(α)v2

[

sin γ − mσ

I1 + I3

sinα
cosα

sinβ2 · Λv,β2

(

α, β1,
Ω
v

)]

, (908)

T2 = T2,v,β2(α, β1,Ω) =

= mσ(ω2
4 + ω2

2) cos γ +mσ(ω4ω5 + ω2ω3) sin γ −mω4v sinα cosβ1 sin2 β2 +

+mω2v sinα sinβ1 sin2 β2 −mω5v sinα cosβ1 sinβ2 cosβ2 +
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+mω3v sinα sinβ1 sinβ2 cosβ2

+ s(α)v2

[

cos γ − mσ

I1 + I3

sinα
cosα

cosβ2 · Λv,β2

(

α, β1,
Ω
v

)]

, (909)

где

Λv,β2

(

α, β1,
Ω
v

)

= x3N

(

α, β1, β2,
Ω
v

)

cosβ1 + x4N

(

α, β1, β2,
Ω
v

)

sinβ1. (910)

При получении равенств (908) и (909) используются условия (904)—(906).
На данную процедуру можно посмотреть с двух позиций. Во-первых, про-

изошло преобразование системы за счёт наличия в системе следящей силы
(управления), обеспечивающей рассмотрение интересующих нас классов дви-
жений (906). Во-вторых, эта процедура позволяет понизить порядок системы.
Действительно, система (890)—(893), (896)—(901) в результате действий по-
рождает независимую систему шестого порядка

α̇v cosα cosβ1 − β̇1v sinα sinβ1 − ω5v cosα sinβ2 + ω4v cosα cosβ2 −
− σω̇5 sin γ − σω̇4 cos γ = 0, (911)

α̇v cosα sinβ1 + β̇1v sinα cosβ1 + ω3v cosα sinβ2 − ω2v cosα cosβ2 +
+ σω̇3 sin γ + σω̇2 cos γ = 0, (912)

(I1 + I3)ω̇2 = −x4N

(

α, β1, β2,
Ω
v

)

s(α)v2 cos γ, (913)

(I1 + I3)ω̇3 = −x4N

(

α, β1, β2,
Ω
v

)

s(α)v2 sin γ, (914)

(I1 + I3)ω̇4 = x3N

(

α, β1, β2,
Ω
v

)

s(α)v2 cos γ, (915)

(I1 + I3)ω̇5 = x3N

(

α, β1, β2,
Ω
v

)

s(α)v2 sin γ, (916)

в которой к постоянным параметрам, указанным выше, добавляются параметры
v, β2.

3.1.1. Две системы рассуждений об интегрируемости

Замечание 3.1 (об аналитических первых интегралах). Видно, что си-
стема (911)—(916) обладает двумя аналитическими первыми интегралами, вы-
ражающимися через конечную комбинацию элементарных функций:

ω2 sin γ − ω3 cos γ = W ′
1 = const, (917)

ω4 sin γ − ω5 cos γ = W ′
2 = const. (918)

Прежде всего это означает, что систему (911)—(916) можно редуцировать к си-
стеме четвёртого порядка на своём четырёхмерном фазовом многообразии.
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В дальнейшем при исследовании системы (911)—(916) можно пойти следу-
ющими путями (т. е. принять следующие системы рассуждений).

I. Можно «не замечать» наличие в системе первых интегралов вида (917),
(918). Тогда, проведя ряд эквивалентных преобразований, можно попы-
таться привести исследуемую систему (911)—(916) к эквивалентной систе-
ме, в которой произойдёт отделение систем меньших размерностей. При
этом для полного её интегрирования достаточно будет получить независи-
мых первых интегралов в количестве, меньшем на две единицы, согласно
(917), (918).

II. Можно сразу же воспользоваться первыми интегралами (917), (918), вы-
разив две интересующие фазовые переменные из списка ω2, ω3, ω4, ω5.
Получим как раз систему четвёртого порядка как систему, являющую-
ся редукцией системы (911)—(916) на некоторое четырёхмерное фазовое
многообразие.

Для начала выберем систему рассуждений I.
Система (911)—(916) эквивалентна

α̇v cosα− ω5v cosα cosβ1 sinβ2 + ω4v cosα cosβ1 cosβ2 +
+ ω3v cosα sinβ1 sinβ2 − ω2v cosα sinβ1 cosβ2 − σω̇5 sin γ cosβ1 −
− σω̇4 cos γ cosβ1 + σω̇3 sin γ sinβ1 + σω̇2 cos γ sinβ1 = 0, (919)

β̇1v sinα+ ω3v cosα cosβ1 sinβ2 − ω2v cosα cosβ1 cosβ2 +
+ ω5v cosα sinβ1 sinβ2 − ω4v cosα sinβ1 cosβ2 + σω̇3 sin γ cosβ1 +
+ σω̇2 cos γ cosβ1 + σω̇5 sin γ sinβ1 + σω̇4 cos γ sinβ1 = 0, (920)

ω̇2 = − v2

I1 + I3
x4N

(

α, β1, β2,
Ω
v

)

s(α) cos γ, (921)

ω̇3 = − v2

I1 + I3
x4N

(

α, β1, β2,
Ω
v

)

s(α) sin γ, (922)

ω̇4 =
v2

I1 + I3
x3N

(

α, β1, β2,
Ω
v

)

s(α) cos γ, (923)

ω̇5 =
v2

I1 + I3
x3N

(

α, β1, β2,
Ω
v

)

s(α) sin γ. (924)

Введём новые квазискорости в системе. Для этого преобразуем величины ω2,
ω3, ω4, ω5 посредством композиции следующих поворотов:

(
z1
−z2
)

= T∗(−β1)
(
ω3

ω5

)

,

(
z3
−z4
)

= T∗(−β1)
(
ω2

ω4

)

, (925)

где

T∗(β1) =
(

cosβ1 − sinβ1

sinβ1 cosβ1

)

, (926)
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а также (
w1

w2

)

= T∗(β2)
(
z3
z1

)

,

(
w3

w4

)

= T∗(−β2)
(−z4
z2

)

. (927)

Таким образом, справедливы следующие соотношения:

z1 = ω3 cosβ1 + ω5 sinβ1, z2 = ω3 sinβ1 − ω5 cosβ1,

z3 = ω2 cosβ1 + ω4 sinβ1, z4 = ω2 sinβ1 − ω4 cosβ1,

w1 = −z1 sinβ2 + z3 cosβ2, w2 = z3 sinβ2 + z1 cosβ2,

w3 = z2 sinβ2 − z4 cosβ2, w4 = z4 sinβ2 + z2 cosβ2.

(928)

Как видно из (919)—(924), на многообразии

O2 =
{

(α, β1, ω2, ω3, ω4, ω5) ∈ R6 : α =
π

2
k, k ∈ Z

}
(929)

нельзя однозначно разрешить систему относительно α̇, β̇1. Формально, таким
образом, на многообразии (929) происходит нарушение теоремы единственно-
сти. Более того, во-первых, при чётном или нечётном k неопределённость
возникает по причине вырождения координат (v, α, β1, β2), параметризующих
трёхмерную сферу (но не являющихся классическими сферическими коорди-
натами), а во-вторых, при нечётном k происходит явное нарушение теоремы
единственности, поскольку при этом первое уравнение (919) вырождается.
Действительно, якобиан преобразования

x1, x2, x3, x4 → v, α, β1, β2,

x1 = v cosα sinβ2,

x2 = v cosα cosβ2,

x3 = v sinα cosβ1,

x4 = v sinα sinβ1,

(930)

равен
v3 cosα sinα.

Он отличается от якобиана преобразования при переходе к обобщённым сфери-
ческим координатам v, α, β1, β2, равного

v3 sinα sinβ1.

Из этого следует, что система (919)—(924) вне и только вне многообразия (929)
эквивалентна системе

α̇ = −w3 +
σv

I1 + I3

s(α)
cosα

· Λv,β2

(

α, β1,
Ω
v

)

, (931)

ż4 = − v2

I1 + I3
s(α) cos γ · Λv,β2

(

α, β1,
Ω
v

)

+

+ z3

[

w1
cosα
sinα

− σv

I1 + I3

s(α)
sinα

· Πv,β2

(

α, β1,
Ω
v

)]

, (932)
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ż3 =
v2

I1 + I3
s(α) cos γ · Πv,β2

(

α, β1,
Ω
v

)

−

− z4

[

w1
cosα
sinα

− σv

I1 + I3

s(α)
sinα

· Πv,β2

(

α, β1,
Ω
v

)]

, (933)

ż2 = − v2

I1 + I3
s(α) sin γ · Λv,β2

(

α, β1,
Ω
v

)

+

+ z1

[

w1
cosα
sinα

− σv

I1 + I3

s(α)
sinα

· Πv,β2

(

α, β1,
Ω
v

)]

, (934)

ż1 =
v2

I1 + I3
s(α) sin γ · Πv,β2

(

α, β1,
Ω
v

)

−

− z2

[

w1
cosα
sinα

− σv

I1 + I3

s(α)
sinα

· Πv,β2

(

α, β1,
Ω
v

)]

, (935)

β̇1 = w1
cosα
sinα

− σv

I1 + I3

s(α)
sinα

· Πv,β2

(

α, β1,
Ω
v

)

, (936)

или окончательно

α̇ = −w3 +
σv

I1 + I3

s(α)
cosα

· Λv,β2

(

α, β1,
Ω
v

)

, (937)

ẇ4 = − v2

I1 + I3
s(α) sin(β2 + γ) · Λv,β2

(

α, β1,
Ω
v

)

+

+ w2

[

w1
cosα
sinα

− σv

I1 + I3

s(α)
sinα

· Πv,β2

(

α, β1,
Ω
v

)]

, (938)

ẇ3 =
v2

I1 + I3
s(α) cos(β2 + γ) · Λv,β2

(

α, β1,
Ω
v

)

−

− w1

[

w1
cosα
sinα

− σv

I1 + I3

s(α)
sinα

· Πv,β2

(

α, β1,
Ω
v

)]

, (939)

ẇ2 =
v2

I1 + I3
s(α) sin(β2 + γ) · Πv,β2

(

α, β1,
Ω
v

)

−

− w4

[

w1
cosα
sinα

− σv

I1 + I3

s(α)
sinα

· Πv,β2

(

α, β1,
Ω
v

)]

, (940)

ẇ1 =
v2

I1 + I3
s(α) cos(β2 + γ) · Πv,β2

(

α, β1,
Ω
v

)

+

+ w3

[

w1
cosα
sinα

− σv

I1 + I3

s(α)
sinα

· Πv,β2

(

α, β1,
Ω
v

)]

, (941)

β̇1 = w1
cosα
sinα

− σv

I1 + I3

s(α)
sinα

· Πv,β2

(

α, β1,
Ω
v

)

, (942)
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где

Πv,β2

(

α, β1,
Ω
v

)

= −x4N

(

α, β1,
Ω
v

)

cosβ1 + x3N

(

α, β1,
Ω
v

)

sinβ1, (943)

а функция Λv,β2(α, β1,Ω/v) представляется в виде (910). Здесь и далее зави-
симость от групп переменных (α, β1, β2,Ω/v) понимается как сложная зависи-
мость от (α, β1, β2, z1/v, z2/v, z3/v, z4/v) (или (α, β1, β2, w1/v, w2/v, w3/v, w4/v))
ввиду (928).

Нарушение теоремы единственности для системы (919)—(924) на многообра-
зии (929) при нечётном k происходит в следующем смысле: почти через любую
точку из многообразия (929) при нечётном k проходит неособая фазовая траек-
тория системы (919)—(924), пересекая многообразие (929) под прямым углом, а
также существует фазовая траектория, полностью совпадающая во все моменты
времени с указанной точкой. Но физически это различные траектории, так как
им отвечают разные значения следящей силы. Покажем это.

Как указано выше, для поддержания связей вида (906) необходимо выбрать
значения T1 и T2 при cosα �= 0 вида (908) и (909).
Пусть

lim
α→π/2

s(α)
cosα

Λv,β2

(

α, β1,
Ω
v

)

= L

(

β1, β2,
Ω
v

)

. (944)

Заметим, что |L| < +∞ тогда и только тогда, когда

lim
α→π/2

∣
∣
∣
∣
∂

∂α

(

Λv,β2

(

α, β1,
Ω
v

)

s(α)
)∣
∣
∣
∣ < +∞. (945)

При α = π/2 нужные величины проекций следящей силы найдутся из ра-
венств

T1 = T1,v,β2

(π

2
, β1,Ω

)
= −mσ(ω2

5 + ω2
3) sin γ −mσ(ω4ω5 + ω2ω3) cos γ +

+mω5v cosβ1 cos2 β2 −mω3v sinβ1 cos2 β2 +mω4v cosβ1 sinβ2 cosβ2 −
−mω2v sinβ1 sinβ2 cosβ2 + v2 mσ

I1 + I3
sinβ2 · L, (946)

T2 = T2,v,β2

(π

2
, β1,Ω

)
= mσ(ω2

4 + ω2
2) cos γ +mσ(ω4ω5 + ω2ω3) sin γ −

−mω4v cosβ1 sin2 β2 +mω2v sinβ1 sin2 β2 −mω5v cosβ1 sinβ2 cosβ2 +

+mω3v sinβ1 sinβ2 cosβ2 − v2 mσ

I1 + I3
cosβ2 · L, (947)

где значения ω2, ω3, ω4, ω5 произвольны.
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С другой стороны, поддерживая с помощью следящей силы вращение вокруг
некоторой точки W , необходимо выбрать проекции следящей силы в виде

T = T1

(π

2
, β1, β2,Ω

)
=
mv2

R01
, (948)

T = T2

(π

2
, β1, β2,Ω

)
=
mv2

R02
, (949)

где R01, R02—проекции отрезка CW на соответствующие оси координат.
Равенства (908), (909) и (948) (949) определяют, вообще говоря, различные

значения следящей силы T для почти всех точек многообразия (929), что и
доказывает сделанное замечание.

3.2. Случай отсутствия зависимости момента
неконсервативных сил от угловой скорости

3.2.1. Приведённая система

Подобно выбору аналитических функций Чаплыгина [113, 114], динамиче-
ские функции s, x3N и x4N примем в виде

s(α) = B cosα,

x3N

(

α, β1, β2,
Ω
v

)

= x3N0(α, β1) = A sinα cosβ1,

x4N

(

α, β1, β2,
Ω
v

)

= x4N0(α, β1) = A sinα sinβ1, A,B > 0, v �= 0.

(950)

говорящем о том, что в рассматриваемой системе отсутствует зависимость мо-
мента неконсервативных сил от угловой скорости (имеется лишь зависимость
от углов α, β1, β2). При этом функции Λv,β2(α, β1,Ω/v), Πv,β2(α, β1,Ω/v), вхо-
дящие в систему (937)—(942), примут вид

Λv,β2

(

α, β1,
Ω
v

)

= A sinα, Πv,β2

(

α, β1,
Ω
v

)

≡ 0. (951)

Тогда благодаря неинтегрируемым связям (906) вне и только вне многообра-
зия (929) динамическая часть уравнений движения (система (937)—(942)) при-
мет вид аналитической системы

α̇ = −w3 +
σABv

I1 + I3
sinα, (952)

ẇ4 = − ABv2

I1 + I3
sin(β2 + γ) sinα cosα+ w1w2

cosα
sinα

, (953)

ẇ3 =
ABv2

I1 + I3
cos(β2 + γ) sinα cosα− w2

1

cosα
sinα

, (954)

ẇ2 = −w1w4
cosα
sinα

, (955)
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ẇ1 = w1w3
cosα
sinα

, (956)

β̇1 = w1
cosα
sinα

. (957)

Вводя безразмерные переменные, параметры и дифференцирование

wk �→ n0vwk, k = 1, 2, 3, 4, n2
0 =

AB

I1 + I3
, b = σn0, 〈·〉 = n0v〈′〉, (958)

приведём систему (952)—(957) к виду

α′ = −w3 + b sinα, (959)

w′
4 = − sin(β2 + γ) sinα cosα+ w1w2

cosα
sinα

, (960)

w′
3 = cos(β2 + γ) sinα cosα− w2

1

cosα
sinα

, (961)

w′
2 = −w1w4

cosα
sinα

, (962)

w′
1 = w1w3

cosα
sinα

, (963)

β′
1 = w1

cosα
sinα

. (964)

Видно, что в системе шестого порядка (959)—(964), которую можно рассматри-
вать на своём шестимерном многообразии

TS2 × R2— (965)

прямом произведении касательного расслоения TS2 к двумерной сфере S2

на двумерную плоскость, образовалась независимая система пятого порядка
(959)—(963) на своём пятимерном многообразии. Более того, у системы шесто-
го порядка (959)—(964) появилась независимая подсистема третьего порядка

α′ = −w3 + b sinα, (966)

w′
3 = cos(β2 + γ) sinα cosα− w2

1

cosα
sinα

, (967)

w′
1 = w1w3

cosα
sinα

, (968)

а также могут быть выделены (пока зависимая) система второго порядка

w′
4 = − sin(β2 + γ) sinα cosα+ w1w2

cosα
sinα

, (969)

w′
2 = −w1w4

cosα
sinα

(970)

и уравнение
β′

1 = w1
cosα
sinα

. (971)

Для полного интегрирования системы (959)—(964) необходимо знать, во-
обще говоря, пять независимых первых интегралов. Однако после разбиения
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системы на три части (система (966)—(968), система (969), (970) и уравне-
ние (971)) для полного интегрирования достаточно знать два независимых
первых интеграла системы (966)—(968), один— системы (969), (970) (после
приведения последней к независимой подсистеме) и один первый интеграл,
«присоединяющий» уравнение (971).
Сразу же заметим, что последние рассуждения характерны для выбора

системы рассуждений I (см. выше). Действительно, мы пока «не замечаем»
наличия двух аналитических первых интегралов (917), (918). Поэтому, полу-
чая два независимых первых интеграла независимой системы третьего порядка
(966)—(968), а также первый интеграл, «присоединяющий» уравнение (971),
имеем полный набор независимых первых интегралов системы четвёртого по-
рядка (966)—(968), (971). Полученный данный полный набор (три интеграла)
вместе с аналитическими первыми интегралами (917), (918) и образует полный
набор пяти первых интегралов системы шестого порядка (966)—(971).
В дальнейшем, в частности, будет видно, что композиция аналитических

первых интегралов (917), (918) даёт первый интеграл (потенциально отделив-
шейся) системы (969), (970).

3.2.2. Полный список инвариантных соотношений

Для начала поставим в соответствие системе третьего порядка (966)—(968)
неавтономную систему второго порядка

dw3

dα
=

cos(β2 + γ) sinα cosα− w2
1 cosα/ sinα

−w3 + b sinα
,

dw1

dα
=
w1w3 cosα/ sinα
−w3 + b sinα

.

(972)

Используя замену τ = sinα, перепишем систему (972) в алгебраическом виде:

dw3

dτ
=

cos(β2 + γ)τ − w2
1/τ

−w3 + bτ
,

dw1

dτ
=

w1w3/τ

−w3 + bτ
.

(973)

Вводя однородные переменные по формулам

w1 = u1τ, w3 = u2τ, (974)

приводим систему (973) к виду

τ
du2

dτ
+ u2 =

cos(β2 + γ) − u2
1

−u2 + b
,

τ
du1

dτ
+ u1 =

u1u2

−u2 + b
,

(975)
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эквивалентному

τ
du2

dτ
=

cos(β2 + γ) − u2
1 + u2

2 − bu2

−u2 + b
,

τ
du1

dτ
=

2u1u2 − bu1

−u2 + b
.

(976)

Поставим в соответствие системе второго порядка (976) неавтономное урав-
нение первого порядка

du2

du1
=

cos(β2 + γ) − u2
1 + u2

2 − bu2

2u1u2 − bu1
, (977)

которое несложно приводится к полному дифференциалу:

d

(
u2

2 + u2
1 − bu2 + cos(β2 + γ)

u1

)

= 0. (978)

Итак, уравнение (977) имеет первый интеграл

u2
2 + u2

1 − bu2 + cos(β2 + γ)
u1

= C1 = const, (979)

который в прежних переменных выглядит как

w2
3 + w2

1 − bw3 sinα+ cos(β2 + γ) sin2 α

w1 sinα
= C1 = const. (980)

Замечание 3.2. Рассмотрим систему (966)—(968) с переменной диссипацией
с нулевым средним (см. также [225, 229, 243, 252, 257, 261, 263, 270]), становя-
щейся консервативной при b = 0:

α′ = −w3,

w′
3 = cos(β2 + γ) sinα cosα− w2

1

cosα
sinα

,

w′
1 = w1w3

cosα
sinα

.

(981)

Она обладает двумя аналитическими первыми интегралами вида

w2
3 + w2

1 + cos(β2 + γ) sin2 α = C∗
1 = const, (982)

w1 sinα = C∗
2 = const. (983)

Очевидно, что отношение двух первых интегралов (982), (983) также является
первым интегралом системы (981). Но при b �= 0 каждая из функций

w2
3 + w2

1 − bw3 sinα+ cos(β2 + γ) sin2 α (984)

и (983) по отдельности не является первым интегралом системы (966)—(968).
Однако отношение функций (984), (983) является первым интегралом системы
(966)—(968) при любом b.
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Найдём явный вид дополнительного первого интеграла системы третьего
порядка (966)—(968). Для этого преобразуем для начала инвариантное соотно-
шение (979) при u1 �= 0 следующим образом:

(

u2 − b

2

)2

+
(

u1 − C1

2

)2

=
b2 + C2

1

4
− cos(β2 + γ). (985)

Видно, что параметры данного инвариантного соотношения должны удовлетво-
рять условию

b2 + C2
1 − 4 cos(β2 + γ) � 0, (986)

и фазовое пространство системы (966)—(968) расслаивается на семейство по-
верхностей, задаваемых равенством (985).
Таким образом, в силу соотношения (979) первое уравнение системы (976)

примет вид

τ
du2

dτ
=

2(cos(β2 + γ) − bu2 + u2
2) − C1U1(C1, u2)

−u2 + b
, (987)

где

U1(C1, u2) =
1
2

{

C1 ±
√
C2

1 − 4
(
u2

2 − bu2 + cos(β2 + γ)
)
}

; (988)

при этом постоянная интегрирования C1 выбирается из условия (986). По-
этому квадратура для поиска дополнительного первого интеграла системы
(966)—(968) примет вид
∫
dτ

τ
=

=
∫

(b− u2)du2

2(cos(β2 + γ) − bu2 + u2
2) − C1{C1 ±

√
C2

1 − 4(u2
2 − bu2 + cos(β2 + γ))}/2 .

(989)

Левая часть (с точностью до аддитивной постоянной), очевидно, равна

ln | sinα|. (990)

Если

u2 − b

2
= p1, b21 = b2 + C2

1 − 4 cos(β2 + γ), (991)

то правая часть равенства (989) примет вид

− 1
4

∫
d(b21 − 4p2

1)
(b21 − 4p2

1) ± C1

√
b21 − 4p2

1

− b

∫
dp1

(b21 − 4p2
1) ± C1

√
b21 − 4p2

1

=

= −1
2

ln

∣
∣
∣
∣
∣

√
b21 − 4p2

1

C1
± 1

∣
∣
∣
∣
∣
± b

2
I1, (992)

где

I1 =
∫

dp3√
b21 − p2

3(p3 ± C1)
, p3 =

√
b21 − 4p2

1. (993)
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При вычислении интеграла (993) возможны три случая.

I. b > 2.

I1 = − 1
2
√
b2 − 4

ln

∣
∣
∣
∣
∣

√
b2 − 4 +

√
b21 − p2

3

p3 ± C1
± C1√

b2 − 4

∣
∣
∣
∣
∣
+

+
1

2
√
b2 − 4

ln

∣
∣
∣
∣
∣

√
b2 − 4 −

√
b21 − p2

3

p3 ± C1
∓ C1√

b2 − 4

∣
∣
∣
∣
∣
+ const. (994)

II. b < 2.

I1 =
1√

4 − b2
arcsin

±C1p3 + b21
b1(p3 ± C1)

+ const. (995)

III. b = 2.

I1 = ∓
√
b21 − p2

3

C1(p3 ± C1)
+ const. (996)

Возвращаясь к переменной

p1 =
w3

sinα
− b

2
, (997)

имеем окончательный вид для величины I1.

I. b > 2.

I1 = − 1
2
√
b2 − 4

ln

∣
∣
∣
∣
∣

√
b2 − 4 ± 2p1√
b21 − 4p2

1 ± C1

± C1√
b2 − 4

∣
∣
∣
∣
∣
+

+
1

2
√
b2 − 4

ln

∣
∣
∣
∣
∣

√
b2 − 4 ∓ 2p1√
b21 − 4p2

1 ± C1

∓ C1√
b2 − 4

∣
∣
∣
∣
∣
+ const. (998)

II. b < 2.

I1 =
1√

4 − b2
arcsin

±C1

√
b21 − 4p2

1 + b21

b1(
√
b21 − 4p2

1 ± C1)
+ const. (999)

III. b = 2.
I1 = ∓ 2p1

C1(
√
b21 − 4p2

1 ± C1)
+ const. (1000)

Итак, только что был найден дополнительный первый интеграл для системы
третьего порядка (966)—(968), мы предъявили полный набор первых интегра-
лов, являющихся трансцендентными функциями своих фазовых переменных.
Замечание 3.3. В выражение найденного первого интеграла формально

необходимо вместо C1 подставить левую часть первого интеграла (979). Тогда
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полученный дополнительный первый интеграл имеет следующий структурный
вид (аналогичный трансцендентному первому интегралу из плоской динамики):

ln | sinα| +G2

(
sinα,

w3

sinα
,
w1

sinα

)
= C2 = const. (1001)

Таким образом, для интегрирования системы шестого порядка (966)—(971)
уже найдены два независимых первых интеграла. Теперь при принятии типа
рассуждений I (когда мы «не замечаем» наличия двух аналитических первых
интегралов (917), (918)) для полной её интегрируемости достаточно найти один
первый интеграл для (потенциально отделившейся) системы (969), (970), а так-
же дополнительный первый интеграл, «привязывающий» уравнение (971).
После замены переменных

w∗ = w3 sin(γ + β2) + w4 cos(γ + β2),
w∗∗ = w1 sin(γ + β2) − w2 cos(γ + β2)

(1002)

система (969), (970) может быть приведена к виду

dw∗
dβ1

= −w∗∗,

dw∗∗
dβ1

= w∗,
(1003)

который предполагает наличие аналитического первого интеграла:

w2
∗ + w2

∗∗ = C3 = const. (1004)

Зададим вопрос: как связан только что полученный первый интеграл (1004)
с аналитическими первыми интегралами вида (917), (918)?
Типы рассуждений I и II соответствуют следующим двум альтернативам.

Для полного интегрирования системы шестого порядка (911)—(916)

1) или мы находим пять независимых первых интегралов системы шестого
порядка (911)—(916);

2) или мы преобразуем систему шестого порядка (911)—(916) так, что в ней
выделяются независимые подсистемы более низкого порядка.

Так, например, поскольку после нахождения координат w∗, w∗∗ происходит
расслоение векторного поля системы таким образом, что образуется незави-
симая подсистема второго порядка (1003), вместо пяти независимых первых
интегралов нужно найти четыре (три для интегрирования системы четвёртого
порядка (966)—(968), (971) и один для интегрирования отделившейся системы
второго порядка (1003)).
Теперь запишем окончательный вид аналитических первых интегралов вида

(917), (918) в новых переменных:

w∗∗ cosβ1 − w∗ sinβ1 = W ′′
1 = const, (1005)

w∗∗ sinβ1 + w∗ cosβ1 = W ′′
2 = const. (1006)



156 М. В. Шамолин

Видно, что из аналитических первых интегралов (1005), (1006) вытекает най-
денный аналитический первый интеграл (1004) (для этого достаточно сложить
квадраты левых частей равенств (1005), (1006)).
Итак, для интегрирования системы четвёртого порядка (966)—(968), (971)

уже найдены два независимых первых интеграла. Для полной же её инте-
грируемости достаточно найти ещё один (дополнительный) первый интеграл,
«привязывающий» уравнение (971).
Поскольку

du1

dτ
=
u1(2u2 − b)
(b− u2)τ

,
dβ1

dτ
=

u1

(b− u2)τ
, (1007)

то
du1

dβ1
= 2u2 − b. (1008)

Очевидно, что при u1 �= 0 выполнено равенство

u2 =
1
2

(

b±
√

b21 − 4
(

u1 − C1

2

)2
)

, b21 = b2 + C2
1 − 4 cos(β2 + γ), (1009)

тогда интегрирование квадратуры

β1 + const = ±
∫

du1√

b21 − 4
(
u1 − C1

2

)2
(1010)

приведёт к инвариантному соотношению

2(β1 + C4) = ± arcsin
2u1 − C1√

b2 + C2
1 − 4 cos(β2 + γ)

, C4 = const. (1011)

Другими словами, выполнено равенство

sin[2(β1 + C4)] = ± 2u1 − C1√
b2 + C2

1 − 4 cos(β2 + γ)
, (1012)

или, при переходе к старым переменным,

sin[2(β1 + C4)] = ± 2w1 − C1 sinα
√
b2 + C2

1 − 4 cos(β2 + γ) sinα
. (1013)

В принципе, при получении дополнительного инвариантного соотношения,
«привязывающего» уравнение (971), на последнем равенстве можно остановить-
ся, причём в последнем выражении формально необходимо вместо C1 подста-
вить левую часть первого интеграла (979). Но мы проведём некоторые преоб-
разования, приводящие к получению следующего явного вида дополнительного
первого интеграла (при этом используется равенство (979)):

tg2[2(β1 + C4)] =
(u2

1 − u2
2 + bu2 − cos(β2 + γ))2

u2
1(4u

2
2 − 4bu2 + b2)

. (1014)
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Возвращаясь к старым координатам, получаем дополнительное инвариантное
соотношение в виде

tg2[2(β1 + C4)] =
(w2

1 − w2
3 + bw3 sinα− cos(β2 + γ) sin2 α)2

w2
1(4w

2
3 − 4bw3 sinα+ b2 sin2 α)

, (1015)

или окончательно

−β1 ± 1
2

arctg
w2

1 − w2
3 + bw3 sinα− cos(β2 + γ) sin2 α

w1(2w3 − b sinα)
= C4 = const. (1016)

Итак, в рассматриваемом случае система динамических уравнений
(890)—(893), (896)—(901) при условии (950) имеет восемь инвариантных со-
отношений: имеются аналитические неинтегрируемые связи вида (906), цикли-
ческие первые интегралы вида (904), (905), первый интеграл вида (980), также
имеется первый интеграл, выражающийся соотношениями (994)—(1001), явля-
ющийся трансцендентной функцией фазовых переменных (также в смысле ком-
плексного анализа) и выражающийся через конечную комбинацию элементар-
ных функций, наконец, трансцендентный первый интеграл вида (1016) ((1015))
и аналитический первый интеграл (1004).

Теорема 3.1. Система (890)—(893), (896)—(901) при условиях (906), (950),
(905) обладает восемью инвариантными соотношениями (полным набором), три
из которых являются трансцендентными функциями с точки зрения комплекс-
ного анализа. При этом все соотношения выражаются через конечную комбина-
цию элементарных функций.

3.2.3. Топологические аналогии

Рассмотрим следующую систему уравнений третьего порядка:

ξ̈ + b∗ξ̇ cos ξ +R3 sin ξ cos ξ − η̇1
2 sin ξ
cos ξ

= 0,

η̈1 + b∗η̇1 cos ξ + ξ̇η̇1
1 + cos2 ξ
cos ξ sin ξ

= 0, b∗ > 0,
(1017)

описывающее закреплённый сферический маятник, помещённый в поток набега-
ющей среды при отсутствии зависимости момента сил от угловой скорости, т. е.
механическую систему в неконсервативном поле сил (см. также [168,268,273]).
Вообще говоря, порядок такой системы должен быть равен 4, но фазовая пе-
ременная η1 является циклической, что и приводит к расслоению фазового
пространства и понижению порядка. Фазовым пространством этой системы яв-
ляется касательное расслоение

TS2{ξ̇, η̇1, ξ, η1} (1018)

к двумерной сфере S2{ξ, η1}, при этом уравнение больших кругов
η̇1 ≡ 0 (1019)
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задаёт семейство интегральных многообразий. Нетрудно убедиться, что систе-
ма (1017) эквивалентна динамической системе с переменной диссипацией с ну-
левым средним на касательном расслоении (1018) к двумерной сфере. Более
того, справедлива следующая теорема.

Теорема 3.2. Система (966)—(968), (971) эквивалентна динамической си-
стеме (1017).

Действительно, достаточно положить α = ξ, β1 = η1, b = −b∗, R3 =
= cos(γ + β2).
О более общих топологических аналогиях см. также [168].

3.3. Случай зависимости момента неконсервативных сил
от угловой скорости

3.3.1. Введение зависимости от угловой скорости

Данный раздел посвящён динамике четырёхмерного твёрдого тела в четы-
рёхмерном пространстве. Но, поскольку данный раздел посвящён исследованию
случая движения при наличии зависимости момента действующих сил от тензо-
ра угловой скорости, введём такую зависимость с более общих позиций. К тому
же данная точка зрения поможет нам вводить эту зависимость и для многомер-
ных тел.
Пусть x=(x1N , x2N , x3N , x4N )—координаты точки N приложения неконсер-

вативной силы (воздействия среды) на двумерный диск, Q=(Q1, Q2, Q3, Q4)—
компоненты, не зависящие от тензора угловой скорости. Будем вводить зависи-
мость функций (x1N , x2N , x3N , x4N ) от тензора угловой скорости лишь линей-
ным образом, поскольку само данное введение априори не очевидно [22,23].
Итак, примем следующую зависимость:

x = Q+R, (1020)

где R = (R1, R2, R3, R4)—вектор-функция, содержащая компоненты тензора уг-
ловой скорости. При этом зависимость функции R от компонент тензора угловой
скорости гироскопическая:

R =

⎛

⎜
⎜
⎝

R1

R2

R3

R4

⎞

⎟
⎟
⎠ = −1

v

⎛

⎜
⎜
⎝

0 −ω6 ω5 −ω3

ω6 0 −ω4 ω2

−ω5 ω4 0 −ω1

ω3 −ω2 ω1 0

⎞

⎟
⎟
⎠

⎛

⎜
⎜
⎝

h1

h2

h3

h4

⎞

⎟
⎟
⎠ . (1021)

Здесь (h1, h2, h3, h4)—некоторые положительные параметры.
Применительно к нашей задаче, поскольку x1N ≡ x2N ≡ 0,

x3N = Q3 − h1

v
(ω4 − ω5), x4N = Q4 − h1

v
(ω3 − ω2). (1022)
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3.3.2. Приведённая система

Подобно выбору аналитических функций Чаплыгина [113,114]

Q3 = A sinα cosβ1, Q4 = A sinα sinβ1, A > 0, (1023)

динамические функции s, x3N и x4N примем в виде

s(α) = B cosα, B > 0,

x3N

(

α, β1, β2,
Ω
v

)

= A sinα cosβ1 − h

v
(ω4 − ω5), h = h1 > 0, v �= 0,

x4N

(

α, β1, β2,
Ω
v

)

= A sinα sinβ1 − h

v
(ω3 − ω2), h = h2 > 0, v �= 0.

(1024)

говорящем о том, что в рассматриваемой системе присутствует также допол-
нительный демпфирующий (а в некоторых областях фазового пространства и
разгоняющий) момент неконсервативной силы (т. е. присутствует зависимость
момента от компонент тензора угловой скорости), причём h1 = h2, h3 = h4

ввиду рассматриваемой динамической симметрии (903) тела.
Выберем далее систему рассуждений I, которая в дальнейшем учитывает и

систему рассуждений II. Для этого в данном разделе попробуем ввести следу-
ющие фазовые переменные:

u1 = ω2 − ω3,

u2 = ω4 − ω5,

u3 = ω2 cosβ2 − ω3 sinβ2,

u4 = ω4 cosβ2 − ω5 sinβ2.

(1025)

Данные координаты корректно определены при

cosβ2 �= sinβ2, (1026)

а якобиан отображения равен

− 1
(cosβ2 − sinβ2)2

, (1027)

при этом обратное преобразование задаётся следующим образом:

ω2 =
u3 − u1 sinβ2

cosβ2 − sinβ2
,

ω3 =
u3 − u1 cosβ2

cosβ2 − sinβ2
,

ω4 =
u4 − u2 sinβ2

cosβ2 − sinβ2
,

ω5 =
u4 − u2 cosβ2

cosβ2 − sinβ2
.

(1028)
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Частный случай
cosβ2 = sinβ2, (1029)

который упрощает динамические уравнения, может быть рассмотрен отдельно.
Тогда уравнения (919)—(924) при условии (1024) вне и только вне многообразия

O3 =
{

(α, β1, ω2, ω3, ω4, ω5) ∈ R6 : α =
π

2
+ πk, k ∈ Z

}
(1030)

преобразуются в уравнения

α̇− u3 sinβ1 + u4 cosβ1 − σn2
0v sinα+ σH ′

1[−u1 sinβ1 + u2 cosβ1] = 0, (1031)

β̇1 sinα− cosα[u3 cosβ1 + u4 sinβ1] − σH ′
1 cosα[u1 cosβ1 + u2 sinβ1] = 0,

(1032)

u̇1 = −n2
0v

2r1 sinα cosα sinβ1 − Bvh

I1 + I3
r1u1 cosα, (1033)

u̇2 = n2
0v

2r1 sinα cosα cosβ1 − Bvh

I1 + I3
r1u2 cosα, (1034)

u̇3 = −n2
0v

2 sinα cosα sinβ1 cos(γ + β2) − Bvh

I1 + I3
u1 cosα cos(γ + β2), (1035)

u̇4 = n2
0v

2 sinα cosα cosβ1 cos(γ + β2) − Bvh

I1 + I3
u2 cosα cos(γ + β2), (1036)

где

r1 = cos γ − sin γ �= 0, n2
0 =

AB

I1 + I3
, H ′

1 =
Bh

I1 + I3
. (1037)

Отметим также, что частный случай

cos γ = sin γ (r1 = 0), (1038)

который упрощает динамические уравнения, также может быть рассмотрен от-
дельно (подобно случаю (1029)).
Введём следующие фазовые переменные:

v1 = −u1 sinβ1 + u2 cosβ1,

v2 = u1 cosβ1 + u2 sinβ1,

v3 = −u3 sinβ1 + u4 cosβ1,

v4 = u3 cosβ1 + u4 sinβ1.

(1039)

Тогда вне и только вне многообразия

O4 = {(α, β1, u1, u2, u3, u4) ∈ R6 : β1 = πk, k ∈ Z} (1040)

система (1031)—(1036) примет вид

α̇ = −v3 − bH1v1 + b sinα, (1041)

β̇1 = [v4 + bH1v2]
cosα
sinα

, (1042)
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v̇1 = n2
0v

2r1 sinα cosα−H ′
1vr1v1 cosα− v2 · [v4 + bH1v2]

cosα
sinα

, (1043)

v̇2 = −H ′
1vr1v2 cosα+ v1 · [v4 + bH1v2]

cosα
sinα

, (1044)

v̇3 = n2
0v

2 sinα cosα cos(γ + β2) −
−H ′

1vv1 cosα cos(γ + β2) − v4 · [v4 + bH1v2]
cosα
sinα

, (1045)

v̇4 = −H ′
1vv2 cosα cos(γ + β2) + v3 · [v4 + bH1v2]

cosα
sinα

, (1046)

где по-прежнему безразмерные параметры введены следующим образом:

n2
0 =

AB

I1 + I3
, b = σn0, [b] = 1, H1 =

H ′
1

n0
=

Bh

(I1 + I3)n0
, [H1] = 1.

(1047)
Введём также ещё одну вспомогательную замену части фазовых переменных

системы, а именно:

s1 = v3 + bH1v1, s2 = v4 + bH1v2. (1048)

Тогда исследуемая система (1041)—(1046) после введения безразмерных пере-
менных и дифференцирования

vk �→ n0vvk, k = 1, . . . , 4, 〈·〉 = n0v〈′〉 (1049)

перепишется в виде

α′ = −s1 + b sinα, (1050)

β′
1 = s2

cosα
sinα

, (1051)

s′1 = R1 sinα cosα− s22
cosα
sinα

−R1H1v1 cosα, (1052)

s′2 = s1s2
cosα
sinα

−R1H1v2 cosα, (1053)

v′1 = R2 sinα cosα− s2v2
cosα
sinα

−H1R2v1 cosα, (1054)

v′2 = s2v1
cosα
sinα

−H1R2v2 cosα, (1055)

где

R1 = bH1(cos γ − sin γ) + cos(γ + β2), R2 = r1 = cos γ − sin γ. (1056)

Видно, что формально при H1 = 0 в системе (1050)—(1055) выделяется
независимая подсистема четвёртого порядка (1050)—(1053) на касательном рас-
слоении TS2 к двумерной сфере S2{0 < α < π, 0 � β1 < 2π}, в которой, в свою
очередь, может быть выделена независимая подсистема третьего порядка (1050),
(1052), (1053) на своём трёхмерном фазовом многообразии. Это, в принципе, и
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понятно, поскольку при H1 = 0 мы попадаем в условия отсутствия зависимо-
сти момента сил от тензора угловой скорости (см. предыдущий раздел и си-
стему (966)—(968), (971)). Последнее позволяет аналогичным образом вполне
проинтегрировать рассматриваемую систему четвёртого порядка (1050)—(1053),
а значит, и рассматриваемую систему шестого порядка (1050)—(1055), посколь-
ку существуют два независимых аналитических первых интеграла (917), (918)
или (1005), (1006) (см. выше о двух системах рассуждений I и II). В данном
же случае для нас существенно, что H1 �= 0. Поэтому преобразуем имеющие-
ся аналитические первые интегралы (917), (918) или (1005), (1006). В разных
координатах они имеют вид

u3 − u1 sinβ2

cosβ − 2 − sinβ2
sin γ − u3 − u1 cosβ2

cosβ − 2 − sinβ2
cos γ = W ′

1 = const, (1057)

u4 − u2 sinβ2

cosβ − 2 − sinβ2
sin γ − u4 − u2 cosβ2

cosβ − 2 − sinβ2
cos γ = W ′

2 = const. (1058)

Если мы рассматриваем случай (906) (т. е. в частности, когда величина β2

является тождественной постоянной вдоль фазовых траекторий), то следующие
аналитические функции постоянны на фазовых траекториях рассматриваемой
системы:

u3(sin γ − cos γ) + u1 cos(γ + β2) = W 0
1 = const, (1059)

u4(sin γ − cos γ) + u2 cos(γ + β2) = W 0
2 = const. (1060)

В других переменных последние два инвариантных соотношения имеют вид

(v2 cosβ1 − v1 sinβ1) cos(γ + β2) + (v4 cosβ1 − v3 sinβ1)(sin γ − cos γ) =

= W 0
1 = const, (1061)

(v2 sinβ1 + v1 cosβ1) cos(γ + β2) + (v4 sinβ1 + v3 cosβ1)(sin γ − cos γ) =

= W 0
2 = const, (1062)

или

R1v2 cosβ1 −R1v1 sinβ1 +R2[s1 sinβ1 − s2 cosβ1] = W 0
1 = const, (1063)

R1v2 sinβ1 +R1v1 cosβ1 −R2[s1 cosβ1 + s2 sinβ1] = W 0
2 = const, (1064)

где по-прежнему

R1 = cos(γ + β2) + bH1(cos γ − sin γ), R2 = cos γ − sin γ. (1065)

Выразим из соотношений (1063), (1064) величины v1, v2. Имеем

v2R1 = R2s2 + ψ1(β1,W
0
1 ,W

0
2 ), (1066)

v1R1 = R2s1 + ψ2(β1,W
0
1 ,W

0
2 ), (1067)
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где
ψ1(β1,W

0
1 ,W

0
2 ) = W 0

1 cosβ1 +W 0
2 sinβ1,

ψ2(β1,W
0
1 ,W

0
2 ) = W 0

2 cosβ1 −W 0
1 sinβ1.

(1068)

Тогда система (1050)—(1053) примет вид независимой системы четвёртого по-
рядка:

α′ = −s1 + b sinα, (1069)

s′1 = R1 sinα cosα− s22
cosα
sinα

−R2H1s1 cosα−H1ψ2(β1,W
0
1 ,W

0
2 ) cosα, (1070)

s′2 = s1s2
cosα
sinα

−R2H1s2 cosα−H1ψ1(β1,W
0
1 ,W

0
2 ) cosα, (1071)

β′
1 = s2

cosα
sinα

. (1072)

Систему (1069)—(1072) можно рассматривать как систему (1050)—(1053),
редуцированную на уровни (W 0

1 ,W
0
2 ) аналитических первых интегралов (1063),

(1064). Очевидно, что

ψ1(β1, 0, 0) ≡ ψ2(β1, 0, 0) ≡ 0. (1073)

Поэтому будем рассматривать систему (1069)—(1072) на нулевых уровнях ана-
литических первых интегралов (1063), (1064)

W 0
1 = W 0

2 = 0, (1074)

где она примет вид

α′ = −s1 + b sinα, (1075)

s′1 = R1 sinα cosα− s22
cosα
sinα

−R2H1s1 cosα, (1076)

s′2 = s1s2
cosα
sinα

−R2H1s2 cosα, (1077)

β′
1 = s2

cosα
sinα

. (1078)

Данная система может быть рассмотрена на касательном расслоении TS2 к дву-
мерной сфере S2{0 < α < π, 0 � β1 < 2π}, в которой, в свою очередь, может
быть выделена независимая подсистема третьего порядка (1075)—(1077) на сво-
ём трёхмерном фазовом многообразии.
Итак, для интегрирования системы шестого порядка мы вначале исполь-

зовали систему расссуждений I и ещё не учитывали наличия двух независи-
мых аналитических первых интегралов вида (917), (918). Затем мы ограничили
(редуцировали) рассматриваемую систему шестого порядка на уровни (оказав-
шиеся нулевыми) данных первых интегралов, т. е. была использована система
рассуждений II.

3.3.3. Полный список инвариантных соотношений

Для начала поставим в соответствие системе третьего порядка
(1075)—(1077) неавтономную систему второго порядка
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ds1
dα

=
R1 sinα cosα− s22 cosα/ sinα−R2H1s1 cosα

−s1 + b sinα
,

ds2
dα

=
s1s2 cosα/ sinα−R2H1s2 cosα

−s1 + b sinα
.

(1079)

Используя замену τ = sinα, перепишем систему (1079) в алгебраическом виде

ds1
dτ

=
R1τ − s22/τ −R2H1s1

−s1 + bτ
,

ds2
dτ

=
s1s2/τ −R2H1s2

−s1 + bτ
.

(1080)

Вводя однородные переменные по формулам

s1 = t1τ, s2 = t2τ, (1081)

приведём систему (1080) к виду

τ
dt1
dτ

+ t1 =
R1 − t22 −R2H1t1

−t1 + b
,

τ
dt2
dτ

+ t2 =
t1t2 −R2H1t2

−t1 + b
,

(1082)

эквивалентному

τ
dt1
dτ

=
t21 − t22 − (b+R2H1)t1 +R1

−t1 + b
,

τ
dt2
dτ

=
2t1t2 − (b+R2H1)t2

−t1 + b
.

(1083)

Поставим в соответствие системе второго порядка (1083) неавтономное урав-
нение первого порядка

dt1
dt2

=
t21 − t22 − (b+R2H1)t1 +R1

2t1t2 − (b+R2H1)t2
, (1084)

которое несложно приводится к полному дифференциалу:

d

(
t21 + t22 − (b+R2H1)t1 +R1

t2

)

= 0. (1085)

Итак, уравнение (1084) имеет первый интеграл

t21 + t22 − (b+R2H1)t1 +R1

t2
= C1 = const, (1086)

который в прежних переменных выглядит как

s21 + s22 − (b+R2H1)s1 sinα+R1 sin2 α

s2 sinα
= C1 = const. (1087)
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Замечание 3.4. Рассмотрим систему (1075)—(1077) с переменной диссипа-
цией с нулевым средним (см. также [168,265,266]), становящейся консерватив-
ной при b = R2H1:

α′ = −s1 + b sinα,

s′1 = R1 sinα cosα− s22
cosα
sinα

− bs1 cosα,

s′2 = s1s2
cosα
sinα

− bs2 cosα.

(1088)

Она обладает двумя аналитическими первыми интегралами вида

s21 + s22 − 2bs1 sinα+R1 sin2 α = C∗
1 = const, (1089)

s2 sinα = C∗
2 = const. (1090)

Очевидно, что отношение двух первых интегралов (1089), (1090) также являет-
ся первым интегралом системы (1088). Но при b �= R2H1 каждая из функций

s21 + s22 − (b+R2H1)s1 sinα+R1 sin2 α (1091)

и (1090) по отдельности не является первым интегралом системы
(1075)—(1077). Однако отношение функций (1091), (1090) является первым
интегралом системы (1075)—(1077) при любых b, R2H1.
Найдём явный вид дополнительного первого интеграла системы третьего

порядка (1075)—(1077). Для этого преобразуем для начала инвариантное соот-
ношение (1086) при t2 �= 0 следующим образом:

(

t1 − b+R2H1

2

)2

+
(

t2 − C1

2

)2

=
(b+R2H1)2 + C2

1 − 4R1

4
. (1092)

Видно, что параметры данного инвариантного соотношения должны удовлетво-
рять условию

(b+R2H1)2 + C2
1 − 4R1 � 0, (1093)

и фазовое пространство системы (1075)—(1077) расслаивается на семейство по-
верхностей, задаваемых равенством (1092). Таким образом, в силу соотношения
(1086) первое уравнение системы (1083) примет вид

τ
dt1
dτ

=
2t21 − 2(b+R2H1)t1 + 2R1 − C1U1(C1, t1)

b− t1
, (1094)

где

U1(C1, t1) =
1
2
{C1 ± U2(C1, t1)},

U2(C1, t1) =
√
C2

1 − 4(R1 − (b+R2H1)t1 + t21),
(1095)

при этом постоянная интегрирования C1 выбирается из условия (1093). По-
этому квадратура для поиска дополнительного первого интеграла системы
(1075)—(1077) примет вид

∫
dτ

τ
=
∫

(b− t1)dt1
2(R1 − (b+R2H1)t1 + t21) − C1{C1 ± U2(C1, t1)}/2 . (1096)
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Левая часть (с точностью до аддитивной постоянной), очевидно, равна

ln | sinα|. (1097)

Если

t1 − b+R2H1

2
= w1, b21 = (b+R2H1)2 + C2

1 − 4R1, (1098)

то правая часть равенства (1096) примет вид

− 1
4

∫
d(b21 − 4w2

1)
(b21 − 4w2

1) ± C1

√
b21 − 4w2

1

− (b+R2H1)
∫

dw1

(b21 − 4w2
1) ± C1

√
b21 − 4w2

1

=

= −1
2

ln

∣
∣
∣
∣
∣

√
b21 − 4w2

1

C1
± 1

∣
∣
∣
∣
∣
± b+R2H1

2
I1, (1099)

где

I1 =
∫

dw3√
b21 − w2

3(w3 ± C1)
, w3 =

√
b21 − 4w2

1. (1100)

При вычислении интеграла (1100) возможны три случая.

I. (b+R2H1)2 − 4R1 > 0.

I1 = − 1
2
√

(b+R2H1)2 − 4R1

×

× ln

∣
∣
∣
∣
∣

√
(b+R2H1)2 − 4R1 +

√
b21 − w2

3

w3 ± C1
± C1√

(b+R2H1)2 − 4R1

∣
∣
∣
∣
∣
+

+
1

2
√

(b+R2H1)2 − 4R1

×

× ln

∣
∣
∣
∣
∣

√
(b+R2H1)2 − 4R1 −

√
b21 − w2

3

w3 ± C1
∓ C1√

(b+R2H1)2 − 4R1

∣
∣
∣
∣
∣
+ const.

(1101)

II. (b+R2H1)2 − 4R1 < 0.

I1 =
1

√
4R1 − (b+R2H1)2

arcsin
±C1w3 + b21
b1(w3 ± C1)

+ const. (1102)

III. (b+R2H1)2 − 4R1 = 0.

I1 = ∓
√
b21 − w2

3

C1(w3 ± C1)
+ const. (1103)

Возвращаясь к переменной

w1 =
s1

sinα
− b+R2H1

2
, (1104)

имеем окончательный вид для величины I1.
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I. (b+R2H1)2 − 4R1 > 0.

I1 = − 1
2
√

(b+R2H1)2 − 4R1 > 0
×

× ln

∣
∣
∣
∣
∣

√
(b+R2H1)2 − 4R1 ± 2w1
√
b21 − 4w2

1 ± C1

± C1√
(b+R2H1)2 − 4R1

∣
∣
∣
∣
∣
+

+
1

2
√

(b+R2H1)2 − 4R1

×

× ln

∣
∣
∣
∣
∣

√
(b+R2H1)2 − 4R1 ∓ 2w1
√
b21 − 4w2

1 ± C1

∓ C1√
(b+R2H1)2 − 4R1

∣
∣
∣
∣
∣
+ const.

(1105)

II. (b+R2H1)2 − 4R1 < 0.

I1 =
1

√
4R1 − (b+R2H1)2

arcsin
±C1

√
b21 − 4w2

1 + b21

b1(
√
b21 − 4w2

1 ± C1)
+ const. (1106)

III. (b+R2H1)2 − 4R1 = 0.

I1 = ∓ 2w1

C1(
√
b21 − 4w2

1 ± C1)
+ const. (1107)

Итак, только что был найден дополнительный первый интеграл для системы
третьего порядка (1075)—(1077), мы предъявили полный набор первых интегра-
лов, являющихся трансцендентными функциями своих фазовых переменных.
Замечание 3.5. В выражение найденного первого интеграла формально

необходимо вместо C1 подставить левую часть первого интеграла (1086). Тогда
полученный дополнительный первый интеграл имеет следующий структурный
вид (аналогичный трансцендентному первому интегралу из плоской динамики):

ln | sinα| +G2

(
sinα,

s1
sinα

,
s2

sinα

)
= C2 = const. (1108)

Таким образом, для интегрирования системы четвёртого порядка
(1075)—(1078) уже найдены два независимых первых интеграла. Для полной
же её интегрируемости, как указано выше, достаточно найти дополнительный
первый интеграл, «привязывающий» уравнение (1078).
Поскольку

dt2
dτ

=
2t1t2 − (b+R2H1)t2

(b− t1)τ
,

dβ1

dτ
=

t2
(b− t1)τ

, (1109)

то
dt2
dβ1

= 2t1 − (b+R2H1). (1110)

Очевидно, что при t2 �= 0 выполнено равенство

t1 =
1
2

(
(b+R2H1)±

√
b21 − (2t2 − C1)2

)
, b21 = (b+R2H1)2 +C2

1 −4R1. (1111)
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Тогда интегрирование квадратуры

β1 + const = ±
∫

dt2√
b21 − (2t2 − C1)2

(1112)

приведёт к инвариантному соотношению

2(β1 + C3) = ± arcsin
2t1 − C1√

(b+R2H1)2 + C2
1 − 4R1

, C3 = const. (1113)

Другими словами, выполнено равенство

sin[2(β1 + C3)] = ± 2t2 − C1√
(b+R2H1)2 + C2

1 − 4R1

, (1114)

или, при переходе к старым переменным,

sin[2(β1 + C3)] = ± 2s2 − C1 sinα
√

(b+R2H1)2 + C2
1 − 4R1 sinα

. (1115)

В принципе, при получении дополнительного инвариантного соотношения,
«привязывающего» уравнение (1078), на последнем равенстве можно остано-
виться, причём в последнем выражении формально необходимо вместо C1 под-
ставить левую часть первого интеграла (1086). Но мы проведём некоторые
преобразования, приводящие к получению следующего явного вида дополни-
тельного первого интеграла (при этом используется равенство (1086)):

tg2[2(β1 + C3)] =
(t22 − t21 + (b+R2H1)t1 −R1)2

t22(2t1 − (b+R2H1))2
. (1116)

Возвращаясь к старым координатам, получаем дополнительное инвариантное
соотношение в виде

tg2[2(β1 + C3)] =
(s22 − s21 + (b+R2H1)s1 sinα−R1 sin2 α)2

s22(2s1 − (b+R2H1) sinα)2
, (1117)

или окончательно

−β1 ± 1
2

arctg
s22 − s21 + (b+R2H1)s1 sinα−R1 sin2 α

s2(2s1 − (b+R2H1) sinα)
= C3 = const. (1118)

Итак, в рассматриваемом случае система динамических уравнений
(890)—(893), (896)—(901) при условии (1024) имеет девять инвариантных со-
отношений: имеются аналитические неинтегрируемые связи вида (906), цикли-
ческие первые интегралы вида (904), (905), аналитические первые интегралы
вида (917), (918), первый интеграл вида (1087), также имеется первый ин-
теграл, выражающийся соотношениями (1101)—(1108), являющийся трансцен-
дентной функцией фазовых переменных (также в смысле комплексного анализа)
и выражающийся через конечную комбинацию элементарных функций, наконец,
трансцендентный первый интеграл вида (1118).
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Теорема 3.3. Система (890)—(893), (896)—(901) при условиях (906),
(1024), (905), (1074) обладает девятью инвариантными соотношениями (пол-
ным набором), три из которых являются трансцендентными функциями с точки
зрения комплексного анализа. При этом все соотношения выражаются через
конечную комбинацию элементарных функций.

Заметим также, что в аналогичной теореме 3.1 речь идёт о полном набо-
ре первых интегралов, состоящем из восьми первых интегралов, хотя имеются
все девять первых интегралов. Но при доказательстве теоремы 3.1 использует-
ся система рассуждений I, которая подразумевает введение фазовых координат
(в частности, wk, k = 1, . . . , 4), в которых векторное поле системы допускает
дополнительные расслоения. При этом аналитические первые интегралы (917),
(918) напрямую не используются, что позволяет обойтись меньшим количе-
ством первых интегралов. При доказательстве же теоремы 3.3 используется
система рассуждений II, которая подразумевает редукцию исследуемой системы
на (нулевые) уровни аналитических первых интегралов (917), (918). Последнее
принципиально учитывает полный список имеющихся первых интегралов.

3.3.4. Топологические аналогии

Рассмотрим систему уравнений третьего порядка

ξ̈ + (b∗ −H∗
1 )ξ̇ cos ξ +R3 sin ξ cos ξ − η̇1

2 sin ξ
cos ξ

+

+H∗∗
1 [W 0

1 sin η1 −W 0
2 cos η1] = 0,

η̈1 + (b∗ −H∗
1 )η̇1 cos ξ + ξ̇η̇1

1 + cos2 ξ
cos ξ sin ξ

+

+H∗∗
1 [W 0

1 cos η1 +W 0
2 sin η1] = 0, b∗ > 0, H∗∗

1 > 0,

(1119)

описывающую закреплённый сферический маятник, помещённый в поток на-
бегающей среды при наличии зависимости момента сил от угловой скоро-
сти, т. е. механическую систему в неконсервативном поле сил (см. также
[246—248,250,262]). Порядок такой системы равен 4 (а не 3), поскольку фазовая
переменная η1 не является циклической, фазовое пространство не расслаивает-
ся и порядок не понижается. Фазовым пространством этой системы является
касательное расслоение

TS2{ξ̇, η̇1, ξ, η1} (1120)

к двумерной сфере S2{ξ, η1}, при этом уравнение больших кругов
η̇1 ≡ 0 (1121)

задаёт семейство интегральных многообразий лишь при W 0
1 = W 0

2 = 0.
Нетрудно убедиться, что система (1119) эквивалентна динамической систе-

ме с переменной диссипацией (с нулевым средним) на касательном расслое-
нии (1120) к двумерной сфере. Более того, справедлива следующая теорема.
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Теорема 3.4. Система (1075)—(1078) эквивалентна динамической систе-
ме (1119).

Действительно, достаточно положить α = ξ, β1 = η1, b = −b∗, H1 = H∗∗
1 ,

R2H1 = −H∗
1 , R1 − bR2H1 = R3.

О более общих топологических аналогиях см. также [168].

4. Об устойчивости некоторых ключевых режимов
движения твёрдого тела
в неконсервативном поле сил

В данном разделе проводится качественный анализ плоскопараллельной и
пространственной задач о движении реальных твёрдых тел в сопротивляющей-
ся среде. Построена нелинейная модель воздействия среды на твёрдое тело,
учитывающая зависимость плеча силы от приведённой угловой скорости те-
ла, при этом сам момент данной силы является также функцией угла атаки.
Как показала обработка эксперимента о движении в воде однородных круговых
цилиндров, данные обстоятельства необходимо учитывать при моделировании
(см. [55,60,61,76,78,91,92,137,150,162,163,185,192,196,203,205,234,240,274]).
При изучении плоской и пространственной модели взаимодействия твёрдого те-
ла со средой (как при наличии, так и при отсутствии дополнительной следящей
силы) найдены достаточные условия устойчивости одного из ключевых режи-
мов движения— прямолинейного поступательного движения. Показано, что при
некоторых условиях возможно также присутствие в системе либо устойчивого,
либо неустойчивого автоколебательных режимов. Аналогичные условия получе-
ны и для ключевого режима движения четырёхмерного твёрдого тела в некон-
сервативном поле сил, при этом отмечаются механическая и топологическая
аналогия между движением маломерных тел в сопротивляющейся среде, а так-
же многомерных тел в соответствующем неконсервативном поле.

4.1. Введение

Мы исследуем задачу о движении твёрдого тела, взаимодействующего
со средой лишь через передний плоский участок (пластину) своей внешней
поверхности. При построении силового воздействия среды используется ин-
формация о свойствах струйного обтекания в условиях квазистационарности
[48,59,60,75,93]. Движение среды не изучается, рассматривается задача дина-
мики твёрдого тела, в которой характерное время движения тела относительно
его центра масс соизмеримо с характерным временем движения самого центра.
По причине сложности нелинейного анализа начальным этапом такого ис-

следования явилось пренебрежение зависимостью момента силы воздействия
среды от угловой скорости тела и использование такой зависимости лишь от
угла атаки (см. [168]).
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С практической точки зрения важен вопрос исследования устойчивости так
называемого невозмущённого (прямолинейного поступательного) движения, при
котором скорости точек тела перпендикулярны пластине (кавитатору).
Весь спектр результатов, найденных при указанном простейшем предполо-

жении, позволяет сделать вывод о невозможности нахождения таких условий,
при которых у приведённых систем существовали бы решения, соответствующие
угловым колебаниям тела ограниченной амплитуды.
Эксперимент о движении в воде однородных круговых цилиндров [92] под-

твердил, что при моделировании воздействия среды на твёрдое тело действи-
тельно необходимо учитывать зависимость момента силы воздействия среды и
от угловой скорости тела. При этом в уравнениях движения возникают допол-
нительные члены, вносящие в систему диссипацию.
Как уже отмечалось, при изучении движения тела с конечными углами атаки

основным вопросом нелинейного анализа является нахождение таких условий,
при которых существуют колебания ограниченной амплитуды возле невозму-
щённого движения, что подтверждает необходимость полного нелинейного ис-
следования.

4.2. Плоскопараллельное движение
симметричного твёрдого тела в сопротивляющейся среде

Предположим, что однородное твёрдое тело массы m совершает плоскопа-
раллельное движение в однородном потоке среды и что некоторая часть внеш-
ней поверхности тела представляет собой плоскую пластину AB, находящуюся
в условиях струйного обтекания средой. Это означает, что в случае отсутствия
касательных сил воздействие среды на пластину сводится к силе S (приложен-
ной в точке N), ортогональной к ней (рис. 1). Остальная часть поверхности
тела может быть размещена внутри объёма, ограниченного струйной поверхно-
стью, срывающейся с края пластины, и не испытывает действия среды. Похожие

x

y

S
v

C

A

N

D

B

Рис. 1. Плоскопараллельное движение симметричного твёрдого тела в сопротивляющейся среде
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условия могут возникнуть, например, после входа тела в воду [92]. Предпола-
гается также, что сила тяжести, действующая на тело, пренебрежимо мала по
сравнению с силой сопротивления (воздействия) среды.
Свяжем с пластиной правую систему координат Dxyz (ось z перпендику-

лярна плоскости рисунка) и для простоты будем считать Dzx плоскостью гео-
метрической симметрии тела. Тогда среди возможных движений существует
режим прямолинейного поступательного торможения (невозмущённого движе-
ния), перпендикулярного пластине AB. При этом срединный перпендикуляр Dx,
опущенный из центра тяжести C тела на плоскость пластины, принадлежит ли-
нии действия силы S. А при возмущении данного режима вектор скорости v
точки D относительно среды, вообще говоря, отклоняется от оси DC геометри-
ческой симметрии на некоторый угол (атаки) α.
Для построения динамической модели введём первые три фазовые коорди-

наты: v—величина скорости точки D относительно потока среды (см. рис. 1),
α—угол и Ω—алгебраическое значение проекции абсолютной угловой скорости
тела на ось z, AB = Δ.
Примем, что величина силы S квадратично зависит от v с некоторым коэф-

фициентом s1 (ньютоновское сопротивление)

S = s1v
2. (1122)

Обычно s1 представляют в виде

s1 =
ρPcx

2
, (1123)

где cx—уже безразмерный коэффициент лобового сопротивления (ρ—плот-
ность среды, P —площадь пластины). Этот коэффициент зависит от угла ата-
ки, числа Струхаля и других величин, которые в статических моделях обычно
считают параметрами. Мы же в дальнейшем вводим безразмерную фазовую
переменную «типа Струхаля»

ω ∼= ΩΔ
v
, (1124)

а также вспомогательную функцию

s = s1 sgn cosα, (1125)

при этом воздействие среды на тело будет определять пара функций (yN , s).
Ограничимся зависимостью коэффициента cx от угла атаки, т. е. в принципе

будем считать величину s функцией α, а величину yN = DN —функцией пары
безразмерных переменных (α, ω).
Как уже отмечалось, предыдущие работы (см., например, [168]) посвящены

исследованию плоского взаимодействия, при котором учитывается зависимость
пары (yN , s) лишь от угла атаки. Здесь же изучаются плоскопараллельные и
пространственные движения тела в нелинейной постановке в случае зависи-
мости величины s от угла атаки и при условии дополнительной зависимости
функции yN от приведённой угловой скорости ω.
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Задача о свободном торможении тела (когда на тело действует лишь сила со-
противления среды— см. далее случай I) с малыми углами атаки формирует
дальнейшее представление о нелинейных динамических системах, описываю-
щих взаимодействие среды с телом, при учёте так называемых вращательных
производных момента силы воздействия среды по угловой скорости тела. Тер-
мин «вращательная производная» часто употребляется в гидродинамике, в слу-
чае когда дифференцирование динамических функций идёт в неинерциальной
системе координат, при этом, если момент силы зависит от угловой скорости,
он входит линейно по ней и в уравнениях движения.
Невозмущённое движение определяется равенствами

α(t) ≡ 0, ω(t) ≡ 0. (1126)

Поэтому функцию yN (α, ω) при малых (α, ω) будем использовать в виде

yN = Δ(kα− hω), (1127)

где k и h—некоторые постоянные. Зависимостью же s от α из-за геометриче-
ской симметрии тела, обеспечивающей чётность функции s, пренебрегаем.
Линеаризованная модель силового воздействия среды содержит три пара-

метра s = s1, k, h, которые определяются формой пластины в плане. Первый
из этих параметров— коэффициент s—размерный, параметры же k, h безраз-
мерные по способу их введения. Величины s, k могут быть экспериментально
определены путём весовых измерений в установках типа гидро- или аэродина-
мических труб. В [240] имеется информация о теоретическом определении этих
величин для отдельных форм пластин, позволяющая считать, что k > 0. Что же
касается параметра h (который вносит в систему зависимость момента силы от
угловой скорости), то даже сама необходимость введения его в модель априори
не очевидна.
Изучение свойств движения рассматриваемых классов тел в Институте меха-

ники МГУ им. М. В. Ломоносова было начато экспериментами по регистрации
движения в воде однородных круговых цилиндров (см. [92]). Эксперимент поз-
волил сделать следующие выводы.

1. Невозмущённый режим движения тела (в воде) неустойчив по крайней
мере по отношению к углу ориентации тела. Также стало возможным
определение безразмерных параметров k, h воздействия среды на твёр-
дое тело.

2. При моделировании воздействия среды на тело действительно необходимо
учитывать дополнительный параметр, эквивалентный вращательной про-
изводной момента гидроаэродинамических сил по угловой скорости тела,
который и вносит в систему дополнительную диссипацию.

Величина коэффициента демпфирующего момента уже была оценена в [55]
для некоторых случаев движения тел в воде. Данная там оценка говорит
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о неустойчивости по углу атаки и угловой скорости невозмущённого движения
твёрдого тела в воде. Чисто формально, увеличивая величину данного коэффи-
циента, можно добиться устойчивости такого движения, которое в некоторых
средах (например, в глине) устойчиво в вышеописанном смысле, как показывает
эксперимент. Но, возможно, данная устойчивость достигается благодаря нали-
чию в системе значительного демпфирования со стороны среды или наличию
сил, касательных к пластине.
При тех же предположениях о характере взаимодействия тела со средой

выделим класс задач, когда на тело, наряду с силой воздействия среды, дей-
ствует следящая сила (тяги) T по прямой CD (см. рис. 1). Одна из таких
задач уже решалась в [75] при условии, когда тяга постоянна, и была показана
неустойчивость невозмущённого режима.
Отметим случаи движения, которые в дальнейшем подверглись обстоятель-

ному анализу.

I. (Свободное) торможение тела, т. е. его движение под действием лишь
силы воздействия среды (следящая сила отсутствует).

II. Движение тела, при котором во всё время движения постоянна величина
скорости центра пластины (наличие неинтегрируемой связи):

v ≡ const. (1128)

III. Движение тела, при котором во всё время движения постоянна скорость
центра масс (как вектор):

VC ≡ const. (1129)

Заметим, что в случае I невозмущённый режим можно также называть пря-
молинейным поступательным торможением.
Положение тела на плоскости зададим координатами (x0, y0) точки D и уг-

лом отклонения ϕ. Полярные координаты (v, α) конца вектора скорости точки D
и алгебраическое значение проекции угловой скорости Ω связаны с переменны-
ми (ẋ0, ẏ0, ϕ̇, ϕ) (неинтегрируемыми) кинематическими соотношениями

ϕ̇ = Ω, ẋ0 = v cos(α+ ϕ), ẏ0 = v sin(α+ ϕ). (1130)

Таким образом, фазовое состояние системы будем определять через функции
(v, α,Ω, x0, y0, ϕ), а первые три величины рассматривать в качестве квазискоро-
стей.
Поскольку кинетическая энергия тела и обобщённые силы не зависят от

положения тела на плоскости, координаты (x0, y0, ϕ) являются циклическими,
что приводит к понижению порядка общей системы уравнений движения.
Уравнения движения центра масс (в проекциях на связанные оси Dxy) и

изменения кинетического момента в осях Кёнига образуют замкнутую систему
дифференциальных уравнений, рассматриваемую в трёхмерном фазовом про-
странстве квазискоростей (σ = DC, I —центральный момент инерции, диффе-
ренцирование берётся по времени):
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v̇ cosα− α̇v sinα− Ωv sinα+ σΩ2 = −s(α)v2

m
, (1131)

v̇ sinα+ α̇v cosα+ Ωv cosα− σΩ̇ = 0, (1132)

IΩ̇ = yN (α, ω)s(α)v2, ω ∼= ΔΩ
v
. (1133)

Системы (1130), (1131)—(1133) вместе образуют полную систему для опи-
сания плоскопараллельного движения твёрдого тела в сопротивляющейся среде
в условиях квазистационарности. Если же рассматривается введённая выше за-
дача II или III о движении тела при наличии следящей силы, то в правой части
уравнения (1131) стоит величина

T − s(α)v2

m
. (1134)

В частности, для обеспечения выполнения условия (1128) величину T следящей
силы достаточно выбрать следующим образом:

T = T (v, α,Ω) = mσΩ2 + s(α)v2

[

1 − mσ

I
yN (α, ω)

sinα
cosα

]

, (1135)

при этом первое уравнение (1131) удовлетворяется тождественно. Отметим, что
случаи II и III имеют лишь методическое значение, поскольку позволяет в даль-
нейшем понизить порядок системы уравнений движения и привести к важным
механическим аналогиям.

4.3. Функции воздействия среды,
зависящие от угловой скорости тела

В динамическую систему (1131)—(1133) входят функции yN (α, ω) и s(α),
определяющие воздействие среды на тело. Функция yN (ср. с (1127)), кроме
угла атаки α, зависит и от приведённой угловой скорости ω. Если, в частности,
последней зависимостью пренебречь (как было в ряде предыдущих работ— так
называемое простейшее предположение на функции воздействия среды), то
величина yN —функция лишь угла атаки, yN = y(α), и её зависимость от един-
ственного аргумента определяется с помощью экспериментальной информации
о свойствах струйного обтекания [92]. В этом случае в дальнейшем можно
применить метод «погружения» задачи в более общий класс задач.
Но всё-таки основной целью данной работы является учёт влияния враща-

тельных производных момента силы воздействия среды по компонентам угловой
скорости тела, который требует введения в функции воздействия среды допол-
нительных аргументов, что само по себе является нетривиальной задачей мо-
делирования. Как уже отмечалось, в данной работе мы ограничимся введением
угловой скорости в качестве аргумента лишь в функцию yN , а подобным её
введением в приведённый коэффициент s пренебрежём.
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По аналогии с (1127) величину yN будем рассматривать в виде

yN (α, ω) ∼= yN

(

α,
Ω
v

)

= y(α) − HΩ
v
, (1136)

при этом в силу результатов эксперимента [92, 203] H > 0. Тогда уравнение
(1133) примет следующий вид:

IΩ̇ = F (α)v2 −Hs(α)Ωv, F (α) = y(α)s(α). (1137)

Система (1131), (1132), (1137) содержит функции F (α), s(α), явный вид
которых даже для пластин простой формы аналитически описать довольно
сложно. По этой причине и используется приём «погружения» данной зада-
чи в более широкий класс задач, учитывающий лишь качественные свойства
функций F (α), s(α).
Опорным для нас является результат С. А. Чаплыгина, который для плоско-

параллельного струйного обтекания бесконечной пластины получил функции
y(α), s(α) аналитически [113,114]:

y(α) = A sinα ∈ {y}, A = y′(0) > 0, (1138)

s(α) = B cosα ∈ {s}, B = s(0) > 0. (1139)

Этот результат и помогает построить функциональные классы {y}, {s}. Соче-
тая (1138), (1139) с экспериментальной информацией о свойствах струйного
обтекания [92,203], формально опишем данные классы, состоящие из функций
достаточно гладких, 2π-периодических (y(α) нечётная, а s(α) чётная), удовле-
творяющих следующим условиям: y(α) > 0 при α ∈ (0, π), причём

y′(0) > 0, y′(π) < 0 (1140)

(класс функций {y} = Y ); s(α) > 0 при α ∈ (0, π/2), s(α) < 0 при α ∈ (π/2, π),
причём

s(0) > 0, s′
(π

2

)
< 0 (1141)

(класс функций {s} = Σ). Как y, так и s меняют знак при замене α на α + π.
Таким образом,

y ∈ Y, s ∈ Σ. (1142)

Из вышеперечисленных условий следует, что введённая в (1137) функция
F —достаточно гладкая нечётная π-периодическая функция, удовлетворяющая
следующим условиям: F (α) > 0 при α ∈ (0, π/2),

F ′(0) > 0, F ′
(π

2

)
< 0 (1143)

(класс функций {F} = Φ). В частности, аналитическая функция [113,114]

F = F0(α) = AB sinα cosα ∈ Φ, AB = y′(0)s(0), (1144)

является типичным представителем класса функций Φ.
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В связи с отмеченной в [92, 203] неустойчивостью невозмущённого движе-
ния можно поставить следующий вопрос: существуют ли угловые колебания
оси симметрии тела конечной (ограниченной) амплитуды? Сформулируем этот
вопрос в более общем виде: существует ли пара функций y и s воздействия
среды, чтобы для некоторого решения динамической части уравнений движе-
ния выполнялось бы ограничение 0 < α(t) < α∗ < π/2 начиная с некоторого
момента времени t = t1?
При простейшем предположении на функции yN и s ранее показано

(см. [168]), что при квазистационарном описании взаимодействия среды с сим-
метричным телом (когда величины yN и s зависят лишь от угла атаки) для
любой допустимой пары функций y и s во всём диапазоне конечных углов ата-
ки (0 < α < π/2) в системе отсутствуют какие-либо колебательные решения
конечной (ограниченной) амплитуды.
Таким образом, для возможного положительного ответа на вопрос, постав-

ленный выше, будем учитывать зависимость момента силы воздействия среды
от приведённой угловой скорости, при этом будем использовать формулу (1136)
при H > 0. Оказывается, при некоторых предположениях можно ожидать поло-
жительного ответа на данный вопрос.
Конечно, с практической точки зрения важен анализ динамических уравне-

ний лишь в окрестности невозмущённого движения, поскольку при некоторых
критических углах атаки происходит замыв боковой поверхности и настоящая
модель воздействия среды на тело перестаёт быть достоверной. Но для тел
с боковой поверхностью различной формы величины критических углов, во-
обще говоря, различны и неизвестны. Поэтому приходится исследовать весь
диапазон углов.
Итак, для исследования плоскопараллельного обтекания пластины средой

используются классы динамических систем, определённые с помощью пары
функций воздействия среды, что значительно усложняет проведение качествен-
ного анализа.

4.4. Движение тела в сопротивляющейся среде
при наличии следящей силы

4.4.1. Случай II

Рассмотрим движение тела в среде при наличии следящей силы, которая
обеспечивает выполнение условия (1128) во всё время движения. Для это-
го, как отмечено выше, её величину достаточно выбрать так, чтобы первое
уравнение (1131) выполнялось бы тождественно. Тогда к параметрам систе-
мы, введённым ранее, добавляется положительный параметр v, а динамическая
часть уравнений движения тела в случае (1128) приводится к системе второго
порядка

α̇v cosα+ Ωv cosα− σΩ̇ = 0,

IΩ̇ = F (α)v2 −Hs(α)Ωv, H > 0,
(1145)
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которая вне и только вне объединения прямых

O =
{

(α,Ω) ∈ R2 : α =
π

2
+ πk, k ∈ Z

}
(1146)

эквивалентна системе нормального вида

α̇ = −Ω +
σv

I

F (α)
cosα

− σ

I
H
s(α)
cosα

Ω,

Ω̇ =
v2

I
F (α) −H

v

I
Ωs(α).

(1147)

Для начала исследуем устойчивости её тривиального решения, соответству-
ющего невозмущённому движению, для чего выпишем соответствующее харак-
теристическое уравнение возле начала координат:

λ2 + λv

[
BH

I
− σn2

0

]

+ n2
0v

2 = 0, (1148)

где

A = y′N (0), B = s(0), n2
0 =

F ′(0)
I

=
y′N (0)s(0)

I
=
AB

I
. (1149)

Введём три положительных безразмерных параметра

μ1 = 2
B

mn0
, μ2 = σn0, μ3 =

BH

In0
(1150)

и безразмерное дифференцирование и подстановку

〈·〉 = n0v〈′〉, Ω �→ n0vΩ. (1151)

Тогда система (1147) примет следующий вид:

α′ = −Ω +
σ

In0

F (α)
cosα

− σH

I
Ω
s(α)
cosα

,

Ω′ =
F (α)
In2

0

− H

In0
Ωs(α).

(1152)

Очевидно следующее утверждение.

Предложение 4.1. При μ3 > μ2 (μ3 < μ2) тривиальное решение систе-
мы (1147) асимптотически устойчиво (является отталкивающим).

Изучая возможность рождения предельного цикла около начала координат,
исследуем устойчивость тривиального решения системы (1147) при критическом
соотношении параметров

μ3 = μ2. (1153)

Сделаем в системе (1152) замену фазовых переменных

(α,Ω) �→ (a,w), α = a, Ω =
|ω0|

1 + μ2
2

(μ2a− w), ω0 = 1, (1154)
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переводящую её в систему

a′ = |ω0|w +A3a
3 +A4a

2w + o1
(
(a2 + w2)3/2

)
,

w′ = −|ω0|a+A1a
3 +A2a

2w + o2
(
(a2 + w2)3/2

)
,

(1155)

где

A1 = − f3
6In2

0

+
Hs2
2In0

μ2

1 + μ2
2

+
μ2

2

2(1 + μ2
2)
,

A2 = −Hs2
2In0

1
1 + μ2

2

+
μ3

2

2(1 + μ2
2)
,

A3 =
μ2f3
6In2

0

− μ2Hs2
2In0

μ2

1 + μ2
2

+
μ2

2(1 + μ2
2)
,

A4 =
Hs2
2In0

μ2

1 + μ2
2

+
μ2

2

2(1 + μ2
2)
, s2 = s′′(0), f3 = F ′′′(0).

(1156)

Введём следующий вспомогательный индекс (см. также [77, 79, 84, 120, 123,
125,136,143,235,237—239]):

In = |ω0|{Y 1
111 + Y 1

122 + Y 2
112 + Y 2

222} +

+ (Y 1
11Y

2
11 − Y 1

11Y
1
12 + Y 2

11Y
2
12 + Y 2

22Y
2
12 − Y 1

22Y
1
12 − Y 1

22Y
2
22),

Y i
jkl =

∂3Yi

∂yj∂yk∂yl
(0, 0), Y i

jk =
∂2Yi

∂yj∂yk
(0, 0),

(1157)

где (
Y1(a,w)
Y2(a,w)

)

— (1158)

правая часть системы (1155). Более конкретно, для системы (1155) построенный
индекс будет иметь вид

In = 6A3 + 2A2 =
μ2f3
In2

0

− Hs2
In0(1 + μ2

2)
(1 + 3μ2

2) +
μ2

1 + μ2
2

(3 + μ2
2). (1159)

Поскольку для данной системы

Y i
jk =

∂2Yi

∂yj∂yk
(0, 0) = 0 (1160)

(из-за нечётности зависимости её правой части от фазовых переменных) для лю-
бых индексов i, j, k, то следующее предложение даёт необходимые и достаточ-
ные условия асимптотической устойчивости (неустойчивости) начала координат
при In �= 0.

Предложение 4.2. Если In < 0 (In > 0) и при этом выполнено неравенство

|μ3 − μ2| < 2, (1161)

то начало координат фазовой плоскости R2{a,w} системы (1155) ((1147)) при
критическом соотношении параметров μ3 = μ2 является слабым устойчивым
(неустойчивым) фокусом.
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Условие (1161) в данном случае является необходимым, поскольку лишь при
его выполнении начало координат на плоскости R2{a,w} является (устойчивым
или неустойчивым, сильным или слабым) фокусом.
Следствием известной теоремы Пуанкаре—Андронова—Хопфа [84—86] яв-

ляется следующее утверждение.

Теорема 4.1. Пусть для системы (1147) выполнено неравенство (1161). То-
гда

1) если In < 0, то для любого фиксированного μ2 найдутся такие δ1, δ2 > 0,
что при μ3 ∈ (μ2, μ2 + δ1) начало координат является сильным устойчи-
вым фокусом; при μ3 ∈ (μ2 − δ2, μ2) начало координат является силь-
ным неустойчивым фокусом, окружённым устойчивым предельным цик-
лом, размер которого растёт с уменьшением μ3 от μ2 до μ2 − δ2 как√|μ2 − μ3|;

2) если In > 0, то для любого фиксированного μ2 найдутся такие δ1, δ2 > 0,
что при μ3 ∈ (μ2 − δ2, μ2) начало координат является сильным неустой-
чивым фокусом; при μ3 ∈ (μ2, μ2 + δ1) начало координат является силь-
ным устойчивым фокусом, окружённым неустойчивым предельным цик-
лом, размер которого растёт с ростом μ3 от μ2 до μ2 + δ1 как

√|μ2 − μ3|.
Проверить выполнение условия μ3 > μ2 (μ3 < μ2) в принципе не состав-

ляет труда, поскольку в каждом конкретном случае данные параметры зависят
лишь или от первых производных функций воздействия среды (yN , s), или от
их значений. А вот проверка условия In < 0 (In > 0) в каждом конкретном
случае довольно затруднительна, поскольку для каждого конкретного тела не
только явный вид, но и старшие производные даже в отдельных точках функций
воздействия среды (yN , s) неизвестны.

4.4.2. Случай III

Рассмотрим движение тела в среде при наличии такой следящей силы, ко-
торая обеспечивает выполнение условия (1129) во всё время движения. Тогда
в правой части уравнения (1131) вместо −s(α)v2/m должна стоять величина,
тождественно равная нулю, поскольку на тело будет действовать неконсерва-
тивная пара сил:

T − s(α)v2 ≡ 0. (1162)

Очевидно, что для этого нужно выбрать величину следящей силы T в виде

T = T (v, α,Ω) = s(α)v2, T ≡ −S. (1163)

Подобно выбору функций воздействия среды, динамические функции s и yN

в системе (1131)—(1133) примем в виде (1136), (1142). При этом по-прежнему
в рассматриваемой системе присутствует также дополнительный демпфирую-
щий (а в некоторых областях фазового пространства и разгоняющий) момент
неконсервативной силы.
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Вводя, как и ранее, новые безразмерные фазовую переменную и дифферен-
цирование по формулам

Ω = n0vω, 〈·〉 = n0v〈′〉, (1164)

систему (1131)—(1133) приведём к виду

v′ = vΨ(α, ω), (1165)

α′ = −ω + μ2ω
2 sinα+

μ2

In2
0

F (α) cosα− μ2

In0
Hωs(α) cosα,

ω′ =
F (α)
In2

0

+ μ2ω
3 cosα− μ2

In2
0

ωF (α) sinα−

− H

In0
ωs(α) +

μ2

In0
Hω2s(α) sinα,

(1166)

Ψ(α, ω) = −μ2ω
2 cosα+

μ2

In2
0

F (α) sinα− μ2H

In0
ωs(α) sinα,

выбирая, как и выше, безразмерные параметры b = μ2, H1 = μ3 следующим
образом:

b = σn0, n2
0 =

AB

I
, H1 =

BH

In0
. (1167)

Два последних уравнения (1166) системы (1165), (1166) образуют независи-
мую подсистему второго порядка на фазовом цилиндре S1{α mod 2π}×R1{ω}.
Для начала исследуем устойчивости её тривиального решения, соответствующе-
го невозмущённому движению, для чего выпишем соответствующее характе-
ристическое уравнение возле начала координат:

λ2 + λ [μ3 − μ2] + 1 = 0. (1168)

Очевидно следующее утверждение.

Предложение 4.3. При μ3 > μ2 (μ3 < μ2) тривиальное решение системы
(1166) асимптотически устойчиво (является отталкивающим).

Изучая возможность рождения предельного цикла около начала координат,
исследуем устойчивость тривиального решения системы (1166) при критическом
соотношении параметров

μ3 = μ2. (1169)

Для этого сделаем в системе (1166) замену фазовых переменных

(α,Ω) �→ (a,w), α = a, ω =
|ω0|

1 + μ2
2

(μ2a− w), ω0 = 1, (1170)

переводящую её в систему

a′ = |ω0|w +B1a
3 +B2a

2w +B3aw
2 + o1

(
(a2 + w2)3/2

)
,

w′ = −|ω0|a+B4a
3 +B5a

2w +B6aw
2 +B7w

3 + o2
(
(a2 + w2)3/2

)
,

(1171)
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где

B1 =
μ2f3
6In2

0

− Hs2
2In0

μ2
2

1 + μ2
2

+
μ3

2

(1 + μ2
2)2

− μ2

2(1 + μ2
2)
,

B2 =
Hs2
2In0

μ2

1 + μ2
2

− 2μ2
2

(1 + μ2
2)2

− μ2
2

2(1 + μ2
2)
,

B3 =
μ2

(1 + μ2
2)2

,

B4 = − f3
6In2

0

+
Hs2
2In0

μ2

1 + μ2
2

+
μ2

2

2(1 + μ2
2)
,

B5 = −Hs2
2In0

1
1 + μ2

2

+
μ3

2

2(1 + μ2
2)

− μ2

(1 + μ2
2)2

,

B6 = −μ
2
2(3 + μ2

2)
(1 + μ2

2)2
,

B7 =
μ2

(1 + μ2
2)2

, s2 = s′′(0), f3 = F ′′′(0).

(1172)

Введём следующий вспомогательный индекс In подобно (1157). Более кон-
кретно, для системы (1171) построенный индекс будет иметь вид

In = 6B1 + 2B3 + 2B5 + 6B7 =
μ2f3
In2

0

− Hs2
In0

1 + 3μ2
2

1 + μ2
2

+
μ2

1 + μ2
2

(3 + μ2
2), (1173)

совпадающий (!) с индексом (1159) для системы (1155).
Поскольку для данной системы

Y i
jk =

∂2Yi

∂yj∂yk
(0, 0) = 0 (1174)

(по причине нечётности зависимости её правой части от фазовых переменных)
для любых индексов i, j, k, то следующее предложение даёт необходимые и
достаточные условия асимптотической устойчивости (неустойчивости) начала
координат при In �= 0.

Предложение 4.4. Если In < 0 (In > 0) и при этом выполнено неравенство

|μ3 − μ2| < 2, (1175)

то начало координат фазовой плоскости R2{a,w} системы (1171) ((1166)) при
критическом соотношении параметров μ3 = μ2 является слабым устойчивым
(неустойчивым) фокусом.

Условие (1175) в данном случае является необходимым, поскольку лишь при
его выполнении начало координат на плоскости R2{a,w} является (устойчивым
или неустойчивым, сильным или слабым) фокусом.
Следствием известной теоремы Пуанкаре—Андронова—Хопфа [84—86] яв-

ляется следующее утверждение.
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Теорема 4.2. Пусть для системы (1166) выполнено неравенство (1175). То-
гда

1) если In < 0, то для любого фиксированного μ2 найдутся такие δ1, δ2 > 0,
что при μ3 ∈ (μ2, μ2 + δ1) начало координат является сильным устойчи-
вым фокусом; при μ3 ∈ (μ2 − δ2, μ2) начало координат является силь-
ным неустойчивым фокусом, окружённым устойчивым предельным цик-
лом, размер которого растёт с уменьшением μ3 от μ2 до μ2 − δ2 как√|μ2 − μ3|;

2) если In > 0, то для любого фиксированного μ2 найдутся такие δ1, δ2 > 0,
что при μ3 ∈ (μ2 − δ2, μ2) начало координат является сильным неустой-
чивым фокусом; при μ3 ∈ (μ2, μ2 + δ1) начало координат является силь-
ным устойчивым фокусом, окружённым неустойчивым предельным цик-
лом, размер которого растёт с ростом μ3 от μ2 до μ2 + δ1 как

√|μ2 − μ3|.

Проверить выполнение условия μ3 > μ2 (μ3 < μ2) в принципе не состав-
ляет труда, поскольку в каждом конкретном случае данные параметры зависят
лишь или от первых производных функций воздействия среды (yN , s), или от
их значений. А вот проверка условия In < 0 (In > 0) в каждом конкретном
случае довольно затруднительна, поскольку для каждого конкретного тела не
только явный вид, но и старшие производные даже в отдельных точках функций
воздействия среды (yN , s) неизвестны.

4.5. Свободное торможение твёрдого тела
в сопротивляющейся среде (случай I)

Рассмотрим теперь случай движения тела, когда управляющая тяга отклю-
чена, при этом тело совершает свободное движение (торможение) в сопротив-
ляющейся среде (случай I). Тогда в правой части уравнения (1131) останется
величина −s(α)v2/m, поскольку при этом выполнено равенство

T ≡ 0. (1176)

Подобно выбору функций воздействия среды, динамические функции s и yN

в системе (1131)—(1133) примем в виде (1136), (1142). При этом по-прежнему
в рассматриваемой системе присутствует также дополнительный демпфирую-
щий (а в некоторых областях фазового пространства и разгоняющий) момент
неконсервативной силы.
Вводя, как и ранее, новые безразмерные фазовую переменную и дифферен-

цирование по формулам

Ω = n0vω, 〈·〉 = n0v〈′〉, (1177)

систему (1131)—(1133) приведём к виду
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v′ = vΨ(α, ω), (1178)

α′ = −ω + μ2ω
2 sinα+

μ2

In2
0

F (α) cosα− μ2

In0
Hωs(α) cosα+

s(α)
mn0

sinα,

ω′ =
F (α)
In2

0

+ μ2ω
3 cosα− μ2

In2
0

ωF (α) sinα− H

In0
ωs(α) +

+
μ2

In0
Hω2s(α) sinα+

s(α)
mn0

ω cosα,

(1179)

Ψ(α, ω) = −μ2ω
2 cosα+

μ2

In2
0

F (α) sinα− μ2H

In0
ωs(α) sinα− s(α)

mn0
cosα,

выбирая, как и выше, безразмерные параметры μ1, b = μ2, H1 = μ3 следующим
образом:

μ1 = 2
B

mn0
, b = σn0, n2

0 =
AB

I
, H1 =

BH

In0
. (1180)

Два последних уравнения (1179) системы (1178), (1179) образуют независи-
мую подсистему второго порядка на фазовом цилиндре S1{α mod 2π}×R1{ω}.
Как и выше речь пойдёт об исследовании устойчивости тривиального ре-

шения системы (1179), которое, очевидно, и соответствует прямолинейному
поступательному торможению (невозмущённому движению).
Выпишем соответствующее характеристическое уравнение возле начала ко-

ординат:

λ2 − λ[μ1 + μ2 − μ3] +
μ1

2

(μ1

2
+ μ2 − μ3

)
+ 1 = 0. (1181)

Предложение 4.5. Пусть выполнено неравенство (1161) (или (1175)). То-
гда при μ3 > μ1 + μ2 (μ3 < μ1 + μ2) тривиальное решение системы (1179)
асимптотически устойчиво (является отталкивающим).

Общая картина перестроек траекторий векторного поля системы (1179) воз-
ле начала координат представлена на рис. 2 (область 1 соответствует притяги-
вающей точке; область 2 соответствует седловой точке; область 3 соответствует
отталкивающей точке).
Изучая возможность рождения предельного цикла около начала координат,

исследуем устойчивость тривиального решения системы (1179) при критическом
сочетании параметров

μ3 = μ1 + μ2. (1182)

Для этого в системе (1179) сделаем замену фазовых переменных

(α, ω) �→ (a,w), α = a, ω =
(μ2 + μ1/2)a− ω0w

1 + μ1μ2 + μ2
2

, ω0 =

√

1 − μ2
1

4
, (1183)

переводящую её в систему:

a′ = |ω0|w + C1a
3 + C2a

2w + C3aw
2 + o1

(
(a2 + w2)3/2

)
,

w′ = −|ω0|a+ C4a
3 + C5a

2w + C6aw
2 + C7w

3 + o2
(
(a2 + w2)3/2

)
,

(1184)
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Рис. 2. Общая картина перестроек траекторий векторного поля системы (1179)
возле начала координат

где

C1 =
μ2f3
6In2

0

− Hs2
2In0

μ2(μ2 + μ1/2)
1 + μ1μ2 + μ2

2

+
s2

2mn0
− μ2

2
− μ1

12
+

+
μ2(μ1 + μ2)(μ2 + μ1/2)

2(1 + μ1μ2 + μ2
2)

+
μ2(μ2 + μ1/2)2

(1 + μ1μ2 + μ2
2)2

,

C2 =
Hs2
2In0

μ2ω0

1 + μ1μ2 + μ2
2

− 2μ2(μ2 + μ1/2)ω0

(1 + μ1μ2 + μ2
2)2

− μ2(μ2 + μ1/2)ω0

2(1 + μ1μ2 + μ2
2)
,

C3 =
μ2ω

2
0

(1 + μ1μ2 + μ2
2)2

,

C4 = −
(
1 +

μ1μ2

2

) f3
6In2

0ω0
+
Hs2
2In0

(μ2 + μ1/2)(1 + μ1μ2/2)
(1 + μ1μ2 + μ2

2)ω0
+

+
μ2 + μ1/2

2(1 + μ1μ2 + μ2
2)ω0

·
[(
μ2 +

μ1

3

)
− μ1μ2

6
(μ1 + μ2)

]
,

C5 = −Hs2
2In0

1 + μ1μ2 − μ2
1/2

1 + μ1μ2 + μ2
2

+
s2

2mn0
+

μ2(μ2 + μ1/2)2

(1 + μ1μ2 + μ2
2)2

+

+
2μ2(μ1 + μ2)2 − 4μ2 − μ1

4(1 + μ1μ2 + μ2
2)

,

C6 = −2μ2(μ2 + μ1/2)ω0

(1 + μ1μ2 + μ2
2)2

− μ2(μ1 + μ2)ω0

1 + μ1μ2 + μ2
2

,

C7 =
μ2ω

2
0

(1 + μ1μ2 + μ2
2)2

, s2 = s′′(0), f3 = F ′′′(0).
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Введём следующий вспомогательный индекс In подобно (1157). Более кон-
кретно, для системы (1184) построенный индекс будет иметь вид

In = 6B1 + 2B3 + 2B5 + 6B7 =
μ2f3
In2

0

− Hs2
In0

1 + 3μ2
2 + 5μ1μ2/2 − μ2

1/2
1 + μ1μ2 + μ2

2

+

+ 4
s2
mn0

+
μ2(μ1 + μ2)(μ2 + 2μ1) + 3μ2 − μ1

1 + μ1μ2 + μ2
2

. (1185)

Поскольку для данной системы

Y i
jk =

∂2Yi

∂yj∂yk
(0, 0) = 0 (1186)

(по причине нечётности зависимости её правой части от фазовых переменных)
для любых индексов i, j, k, то следующее предложение даёт необходимые и
достаточные условия асимптотической устойчивости (неустойчивости) начала
координат при In �= 0.

Предложение 4.6. Если In < 0 (In > 0) и при этом выполнено неравен-
ство (1175), то начало координат фазовой плоскости R2{a,w} системы (1184)
((1179)) при критическом соотношении параметров μ3 = μ1 + μ2 является сла-
бым устойчивым (неустойчивым) фокусом.

Условие (1175) в данном случае является необходимым, поскольку лишь при
его выполнении начало координат на плоскости R2{a,w} является (устойчивым
или неустойчивым, сильным или слабым) фокусом.
Следствием известной теоремы Пуанкаре—Андронова—Хопфа [84—86] яв-

ляется следующее утверждение.

Теорема 4.3. Пусть для системы (1179) выполнено неравенство (1175). То-
гда

1) если In < 0, то для любых фиксированных μ1, μ2 найдутся такие
δ1, δ2 > 0, что при μ3 ∈ (μ1 + μ2, μ1 + μ2 + δ1) начало координат явля-
ется сильным устойчивым фокусом; при μ3 ∈ (μ1 +μ2−δ2, μ1 +μ2) начало
координат является сильным неустойчивым фокусом, окружённым устой-
чивым предельным циклом, размер которого растёт с уменьшением μ3 от
μ1 + μ2 до μ1 + μ2 − δ2 как

√|μ1 + μ2 − μ3|;
2) если In > 0, то для любых фиксированных μ1, μ2 найдутся такие

δ1, δ2 > 0, что при μ3 ∈ (μ1 + μ2 − δ2, μ1 + μ2) начало координат явля-
ется сильным неустойчивым фокусом; при μ3 ∈ (μ1 + μ2, μ1 + μ2 + δ1)
начало координат является сильным устойчивым фокусом, окружённым
неустойчивым предельным циклом, размер которого растёт с ростом μ3 от
μ1 + μ2 до μ1 + μ2 + δ1 как

√|μ1 + μ2 − μ3|.
Проверить выполнение условия μ3 > μ1 + μ2 (μ3 < μ1 + μ2) в принципе не

составляет труда, поскольку в каждом конкретном случае данные параметры
зависят лишь или от первых производных функций воздействия среды (yN , s),
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или от их значений. А вот проверка условия In < 0 (In > 0) в каждом кон-
кретном случае довольно затруднительна, поскольку для каждого конкретного
тела не только явный вид, но и старшие производные даже в отдельных точках
функций воздействия среды (yN , s) неизвестны.

4.6. Пространственное движение осесимметричного
твёрдого тела в сопротивляющейся среде

Рассмотрим задачу о пространственном движении однородного осесиммет-
ричного твёрдого тела массы m, часть поверхности которого имеет форму
плоского круглого диска, взаимодействующего со средой по законам струйно-
го обтекания [168]. Пусть остальная часть поверхности тела размещена внутри
объёма, ограниченного струйной поверхностью, срывающейся с края диска, и не
испытывает воздействия среды. Похожие условия могут возникнуть, например,
после входа однородных круговых цилиндров в воду [168].
Предположим, что касательные силы к диску отсутствуют. Тогда сила S,

приложенная к телу в точке N со стороны среды, не меняет своей ориентации
относительно тела (направлена по нормали к диску) и квадратична по скорости
его центра D (ньютоновское сопротивление, рис. 3). Предполагается также, что
сила тяжести, действующая на тело, пренебрежимо мала по сравнению с силой
сопротивления (воздействия) среды.

Рис. 3. Пространственное движение осесимметричного твёрдого тела в сопротивляющейся среде

При выполнении вышеперечисленных условий среди движений тела суще-
ствует режим прямолинейного поступательного торможения, подобный слу-
чаю плоскопараллельного (невозмущённого) движения: тело способно совер-
шать поступательное движение в направлении его оси симметрии, т. е. перпен-
дикулярно плоскости диска.
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Свяжем с телом правую систему координат Dxyz (см. рис. 3) и направим
ось Dx вдоль оси геометрической симметрии тела. Оси Dy и Dz жёстко свяжем
с круглым диском, образовав правую систему координат. Компоненты вектора
угловой скорости Ω в системе Dxyz будем обозначать через {Ωx,Ωy,Ωz}. Тензор
инерции динамически симметричного тела во введённых связанных осях Dxyz
имеет диагональный вид:

diag{I1, I2, I2}. (1187)

Воспользуемся гипотезой квазистационарности и будем для простоты пред-
полагать, что величина R1 = DN определяется по крайней мере углом атаки α,
измеряемым между вектором скорости v центра D диска и прямой Dx. Таким
образом, DN = R1(α, . . .).
Кроме того, примем величину силы сопротивления в виде S = |S| = s1(α)v2,

v = |v|. Для удобства дальнейшего описания (как и в случае плоскопараллель-
ного движения) вместо коэффициента сопротивления s1(α) введём вспомога-
тельную знакопеременную функцию s(α):

s1 = s1(α) = s(α) sgn cosα > 0.

Пара функций R1(α, . . .) и s(α), таким образом, определяет силомоментные ха-
рактеристики воздействия среды на диск при данных модельных предположе-
ниях.

4.6.1. Динамическая часть уравнений пространственного движения

Рассмотрим сферические координаты (v, α, β1) конца вектора v = vD скоро-
сти точки D относительно потока, в которых угол β1 измеряется в плоскости
диска (см. рис. 3). Величины v, α, β1 выражаются неинтегрируемыми соот-
ношениями через циклические кинематические переменные и их производные.
Поэтому рассмотрим тройку (v, α, β1) в качестве квазискоростей, добавив к ним
компоненты (Ωx,Ωy,Ωz) угловой скорости в осях, связанных с телом. Очевидно,
что в таких осях

vD = {v cosα, v sinα cosβ1, v sinα sinβ1}. (1188)

Согласно теоремам о движении центра масс (в проекциях на связанные оси
Dxyz) и об изменении кинетического момента относительно этих осей полу-
чаем динамическую часть дифференциальных уравнений движения, рассматри-
ваемую в шестимерном фазовом пространстве квазискоростей (σ—расстояние
DC). Первая группа уравнений соответствует движению самого центра масс, а
вторая группа— движению вокруг центра масс:



Интегрируемые системы с переменной диссипацией на касательном расслоении к сфере 189

v̇ cosα− α̇v sinα+ Ωyv sinα sinβ1 − Ωzv sinα cosβ1 +

+ σ(Ω2
y + Ω2

z) = −s(α)v2

m
,

v̇ sinα cosβ1 + α̇v cosα cosβ1 − β̇1v sinα sinβ1 + Ωzv cosα−
− Ωxv sinα sinβ1 − σΩxΩy − σΩ̇z = 0,

v̇ sinα sinβ1 + α̇v cosα sinβ1 + β̇1v sinα cosβ1 + Ωxv sinα cosβ1 −
− Ωyv cosα− σΩxΩz + σΩ̇y = 0,

I1Ω̇x = 0,

I2Ω̇y + (I1 − I2)ΩxΩz = −zNs(α)v2,

I2Ω̇z + (I2 − I1)ΩxΩy = yNs(α)v2,

(1189)

где (0, yN , zN )—координаты точки N в системе Dxyz.

4.6.2. Движение симметричного тела под действием силы сопротивления
и следящей силы и случай II

Выделим класс задач о воздействии среды на тело, в котором вдоль оси его
геометрической симметрии действует следящая сила (ср. со случаем плоско-
параллельного движения), при некоторых условиях обеспечивающая реализа-
цию интересующих нас классов движений (наложенных связей). При этом сама
следящая сила и является реакцией наложенных связей. В случае отсутствия
следящей силы тело совершает пространственное свободное торможение в со-
противляющейся среде (см. также [168]). В данном случае следящая сила во
все моменты времени обеспечивает выполнение условия (1128) (случай II), а
именно:

v ≡ const. (1190)

Аналогично плоскопараллельному может быть рассмотрен и случай, когда сле-
дящая сила во все моменты времени обеспечивает выполнение условия (1129)
(случай III, см. ниже).
Согласно уравнениям (1189) во все моменты времени имеется циклическое

инвариантное соотношение

Ωx ≡ Ωx0 = const. (1191)

4.6.3. Динамические уравнения в случае нулевой закрутки твёрдого тела
вокруг продольной оси

В дальнейшем будем исследовать случай нулевой закрутки твёрдого тела
вокруг своей продольной оси, т. е. ситуацию, когда выполнено условие

Ωx0 = 0. (1192)
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Тогда независимая динамическая часть уравнений движения в четырёхмерном
фазовом пространстве будет иметь вид

α̇ cosα cosβ1 − β̇1v sinα sinβ1 + Ωzv cosα− σΩ̇z = 0, (1193)

α̇ cosα sinβ1 + β̇1v sinα cosβ1 − Ωyv cosα+ σΩ̇y = 0, (1194)

I2Ω̇y = −zNs(α)v2, (1195)

I2Ω̇z = yNs(α)v2, (1196)

где yN , zN —декартовы координаты в плоскости диска точки приложения N
силы сопротивления.
В систему (1193)—(1196) входят функции yN , zN , s воздействия среды,

для качественного определения которых (по аналогии со случаем плоскопарал-
лельного движения) используем экспериментальную информацию о свойствах
струйного обтекания.
Ограничимся для начала исследованием системы (1193)—(1196) для сле-

дующих функций (С. А. Чаплыгина [113, 114]) воздействия среды (подобный
анализ может быть проведён для любой пары допустимых функций yN , zN , s
воздействия среды, см. ниже):

yN = A sinα cosβ1 − h
Ωz

v
, zN = A sinα sinβ1 + h

Ωy

v
,

s(α) = B cosα, A =
∂yN

∂α

∣
∣
∣
∣
α=0, β1=0

=
∂zN

∂α

∣
∣
∣
∣
α=0, β1=π/2

, B = s(0), h > 0.

(1197)
При этом полученную систему назовём опорной.
В равенствах (1197) коэффициент h стоит при членах, пропорциональных

вращательным производным момента гидроаэродинамических сил (в данном
случае силы воздействия среды) по компонентам угловой скорости твёрдого
тела (см. также [22,23]).
Система (1193)—(1196) является динамической системой с переменной дис-

сипацией с нулевым средним (в данном случае по углу атаки). Это означает,
что интеграл по периоду угла атаки от дивергенции её правой части, отве-
чающий за изменение фазового объёма (после соответствующего приведения
системы), равен нулю. Система является в некотором смысле «полуконсерва-
тивной».
Проектируя в дальнейшем угловые скорости на подвижные оси, не связан-

ные с телом, так, что

z1 = Ωy cosβ1 + Ωz sinβ1, z2 = −Ωy sinβ1 + Ωz cosβ1, (1198)

и вводя безразмерные переменные wk, k = 1, 2, и параметры по формулам

b = σn0, n2
0 =

AB

I2
, H1 =

Bh

I2n0
, zk = n0vwk, k = 1, 2 (1199)
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(при этом 〈·〉 = n0v〈′〉), получаем аналитическую динамическую (опорную) си-
стему четвёртого порядка (об особенностях приведения динамической части
уравнений движения к системе нормального вида см. [168]):

α′ = −(1 + bH1)w2 + b sinα, (1200)

w′
2 = sinα cosα− (1 + bH1)w2

1

cosα
sinα

−H1w2 cosα, (1201)

w′
1 = (1 + bH1)w1w2

cosα
sinα

−H1w1 cosα, (1202)

β′
1 = (1 + bH1)w1

cosα
sinα

, (1203)

в которой появляется независимая подсистема третьего порядка (1200)—(1202).
При b = H1 дивергенция правой части системы (1200)—(1202)

((1200)—(1203)) после замены переменных w∗ = ln |w1| тождественно равна
нулю, что позволяет считать данную систему (системы) консервативной (кон-
сервативными).

4.6.4. Об устойчивости прямолинейного поступательного движения

Исследуем устойчивость ключевого режима— невозмущённого движения—
по отношению к возмущениям угла атаки и угловой скорости, т. е. по отно-
шению к переменным α, w1, w2. Другими словами, исследуем устойчивость
тривиального решения независимой системы третьего порядка (1200)—(1202)
(если, конечно, доопределить данную систему по непрерывности в начале коор-
динат, что возможно).
Рассмотрим следующую положительно определённую функцию в фазовом

пространстве системы третьего порядка (1200)—(1202):

V (α,w1, w2) = (1 + b2)(w2
2 + w2

1) − 2bw2 sinα+ sin2 α. (1204)

Теорема 4.4. Функция (1204) является для системы (1200)—(1202) функ-
цией Ляпунова (Четаева), т. е. её производная согласно системе (1200)—(1202)
отрицательно определённая при b < H1 и положительно определённая при
b > H1.

Следствие 4.1. При b < H1 система (1200)—(1202) имеет в начале коорди-
нат (после доопределения правых частей в нём) притягивающую особую точку,
а при b > H1—отталкивающую.

Доказательство теоремы 4.4. Действительно, производная функции
(1204) в силу системы (1200)—(1202) равна

2(b−H1) cosα[w2
1 + w2

2].

Отметим повторно, что аналогичная теорема справедлива и для системы
общего вида для любых допустимых функций yN , zN , s воздействия среды.
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Условие асимптотической устойчивости начала координат системы редуциро-
ванных динамических уравнений по переменным (α,w1, w2) прежнее:

b < H1. (1205)

Действительно, в более общем случае, когда допустимые функции yN , zN

воздействия среды на твёрдое тело представляются в виде

yN = R(α) cosβ1 − h1
Ωz

v
, zN = R(α) sinβ1 + h1

Ωy

v
, (1206)

а функции R, s удовлетворяют условиям (1142) (функция R в данном случае
соответствует функции y), динамические уравнения движения примут следую-
щий вид (об особенностях приведения динамической части уравнений движения
к системе нормального вида см. [168]):

α′ = −w2 +
σ

I2n0

F (α)
cosα

− σh1

I2
w2

s(α)
cosα

,

w′
2 =

F (α)
I2n2

0

− w2
1

cosα
sinα

− σh1

I2
w2

1

s(α)
sinα

− h1

I2n0
w2s(α),

w′
1 = w1w2

cosα
sinα

+
σh1

I2
w1w2

s(α)
sinα

− h1

I2n0
w1s(α),

β′
1 = w1

cosα
sinα

+
σh1

I2
w1

s(α)
sinα

,

(1207)

здесь F (α) = R(α)s(α).
Рассмотрим функцию (подобную (1204))

V (α,w1, w2) = w2
2 + (1 + b2)w2

1 + [bw2 − sinα]2, (1208)

которая является положительно определённой в окрестности начала координат.

Теорема 4.5. Функция (1208) является для системы (1207) функцией Ля-
пунова (Четаева), т. е. её производная согласно системе (1207) в окрестности
начала координат отрицательно определённая при σR′(0) < h1 и положительно
определённая при σR′(0) > h1.

Следствие 4.2. При σR′(0) < h1 система (1207) имеет в начале координат
(после доопределения правых частей в нём) притягивающую особую точку, а
при σR′(0) > h1—отталкивающую.

Доказательство теоремы 4.5. Действительно, производная функции
(1208) согласно системе (1207) равна

2
(

b cosα− h1

I2n0
s(α)
)

[w2
1 + w2

2] + 2w2

{
F (α)
I2n0

− sinα cosα
}

(1209)

и в окрестности начала координат представляется в виде

2
(

b− h1B

I2n0

)

[w2
1 + w2

2] + o(α2 + z2
1 + z2

2).
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При переходе к задаче о движении однородных круговых цилиндров мож-
но заключить, что указанная асимптотическая устойчивость имеет место при
выполнении неравенства

σk < hD, (1210)

где D—диаметр цилиндра, σ—расстояние DC, а k и h—безразмерные пара-
метры воздействия воды на цилиндр.

4.6.5. Движение симметричного тела под действием силы сопротивления
и следящей силы и случай III

В данном случае следящая сила во все моменты времени обеспечивает вы-
полнение условия (1129) (случай III), а именно:

VC ≡ const. (1211)

Согласно уравнениям (1189) во все моменты времени имеется циклическое ин-
вариантное соотношение

Ωx ≡ Ωx0 = const. (1212)

4.6.6. Динамические уравнения в случае нулевой закрутки твёрдого тела
вокруг продольной оси

В дальнейшем будем исследовать случай нулевой закрутки твёрдого тела
вокруг своей продольной оси, т. е. ситуацию, когда выполнено условие

Ωx0 = 0. (1213)

Тогда в правой части первого уравнения системы (1189) вместо −s(α)v2/m
должна стоять величина, тождественно равная нулю, поскольку на тело будет
действовать неконсервативная пара сил:

T − s(α)v2 ≡ 0. (1214)

Очевидно, что для этого нужно выбрать величину следящей силы T в виде

T = T (v, α,Ω) = s(α)v2, T ≡ −S. (1215)

Подобно выбору функций воздействия среды, динамические функции s, yN

и zN примем в виде (1142), (1206) (при этом функция R соответствует функ-
ции y, ср. также с [113,114]). При этом по-прежнему в рассматриваемой системе
присутствует также дополнительный демпфирующий (а в некоторых областях
фазового пространства и разгоняющий) момент неконсервативной силы.
Проектируя в дальнейшем угловые скорости на подвижные оси, не связан-

ные с телом, так, что

z1 = Ωy cosβ1 + Ωz sinβ1, z2 = −Ωy sinβ1 + Ωz cosβ1, (1216)
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и вводя, как и ранее, новые безразмерные фазовые переменные и дифференци-
рование по формулам

zk = n0vZk, k = 1, 2, 〈·〉 = n0v〈′〉, (1217)

систему (1189) приведём к виду

v′ = vΨ1(α,Z1, Z2), (1218)

α′ = −Z2 + μ2(Z2
1 + Z2

2 ) sinα+
σ

I2n0
F (α) cosα− σh1

I2
Z2s(α) cosα, (1219)

Z ′
2 =

F (α)
I2n2

0

− Z2Ψ1(α,Z1, Z2) − Z2
1

cosα
sinα

− σh1

I2
Z2

1

s(α)
sinα

− h1

I2n0
Z2s(α), (1220)

Z ′
1 = −Z1Ψ1(α,Z1, Z2) + Z1Z2

cosα
sinα

+
σh1

I2
Z1Z2

s(α)
sinα

− h1

I2n0
Z1s(α), (1221)

β′
1 = Z1

cosα
sinα

+
σh1

I2
Z1

s(α)
sinα

, (1222)

где

Ψ1(α,Z1, Z2) = −μ2(Z2
1 + Z2

2 ) cosα+
σ

I2n0
F (α) sinα− σh1

I2
Z2s(α) sinα,

а в случае функций Чаплыгина (1197) [113,114] воздействия среды к аналити-
ческой системе уравнений

v′ = vΨ1(α,Z1, Z2), (1223)

α′ = −Z2 + μ2(Z2
1 + Z2

2 ) sinα+ μ2 sinα cos2 α− μ2μ3Z2 cos2 α, (1224)

Z ′
2 = sinα cosα− Z2Ψ1(α,Z1, Z2) − (1 + μ2μ3)Z2

1

cosα
sinα

− μ3Z2 cosα, (1225)

Z ′
1 = −Z1Ψ1(α,Z1, Z2) + (1 + μ2μ3)Z1Z2

cosα
sinα

− μ3Z1 cosα, (1226)

β′
1 = (1 + μ2μ3)Z1

cosα
sinα

, (1227)

где

Ψ1(α,Z1, Z2) = −μ2(Z2
1 + Z2

2 ) cosα+ μ2 sin2 α cosα− μ2μ3Z2 sinα cosα,

в дальнейшем, как и выше, выбираем безразмерные параметры b = μ2, H1 = μ3

следующим образом:

b = σn0, n2
0 =

AB

I2
, H1 =

Bh1

I2n0
. (1228)

Уравнения (1219)—(1222) системы (1218)—(1222) образуют независимую
подсистему четвёртого, а уравнения (1219)—(1221) — третьего порядка.
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4.6.7. Об устойчивости прямолинейного поступательного движения

Исследуем устойчивость ключевого режима— невозмущённого движения—
по отношению к возмущениям угла атаки и угловой скорости, т. е. по отно-
шению к переменным α, Z1, Z2. Другими словами, исследуем устойчивость
тривиального решения независимой системы третьего порядка (1219)—(1221)
(если, конечно, доопределить данную систему по непрерывности в начале коор-
динат, что возможно).
Справедливо следующее важное утверждение.

Предложение 4.7. Плоскость

{(α,Z1, Z2) ∈ R3 : Z1 = 0} (1229)

является интегральной для системы (1219)—(1221).

Более того, после формальной подстановки Z1 = 0 в систему (1219)—(1221)
оставшиеся два уравнения на α, Z2 образуют систему, описывающую динами-
ку плоскопараллельного движения тела (см. выше), при этом получившаяся
система совпадает с (1166).
Таким образом, на плоскость (1229) «укладывается» фазовый портрет из

плоской динамики. Более того, плоскость (1229) разделяет трёхмерное фазовое
пространство на две части:

{(α,Z1, Z2) ∈ R3 : 0 < α < π, Z1 > 0} (1230)

и
{(α,Z1, Z2) ∈ R3 : 0 < α < π, Z1 < 0}, (1231)

в каждой из которых движение происходит самостоятельно, но не произвольно,
поскольку в системе присутствует следующая симметрия:
i) α- и Z2-составляющие векторного поля системы (1219)—(1221) не меня-
ют знаки при симметрии

⎛

⎝
α
Z1

Z2

⎞

⎠→
⎛

⎝
α

−Z1

Z2

⎞

⎠ (1232)

относительно плоскости (1229);
ii) Z1-составляющая векторного поля системы (1219)—(1221) меняет знак
при симметрии (1232) относительно плоскости (1229).

Последние факты говорят о том, что систему (1219)—(1221) достаточно ис-
следовать в полуограниченном слое (1230), хотя полноценным фазовым про-
странством его считать нельзя (см. также [3,4]).
Важным следствием последних замечаний является возможность использо-

вания функции
V1(α,Z1) = Z1 sinα (1233)

в качестве функции Ляпунова (Четаева) в полуограниченном слое (1230), по-
скольку в нём данная функция положительно определённая.
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Теорема 4.6. Функция (1233) является для системы (1219)—(1221) функ-
цией Ляпунова (Четаева), т. е. её производная согласно системе (1219)—(1221)
отрицательно определённая при μ2 < μ3 и положительно определённая при
μ2 > μ3.

Следствие 4.3. При μ2 < μ3 система (1219)—(1221) имеет в начале коорди-
нат (после доопределения правых частей в нём) притягивающую особую точку,
а при μ2 > μ3—отталкивающую.

Доказательство теоремы 4.6. Действительно, производная функции
(1233) в силу системы (1219)—(1221) представляется в виде

(μ2 − μ3)Z1α+ o(α2 + Z2
1 + Z2

2 ).

В частности, аналогичная теорема справедлива и для систем вида
(1224)—(1226), взятой для функций Чаплыгина (1197) воздействия среды
[113,114].

Рассмотрим также функцию (подобную (1204))

V (α,Z1, Z2) = Z2
2 + (1 + b2)Z2

1 + [bZ2 − sinα]2, (1234)

которая является положительно определённой в окрестности начала координат.

Теорема 4.7. Функция (1234) является для системы (1219)—(1221) функ-
цией Ляпунова (Четаева), т. е. её производная в силу системы (1219)—(1221)
отрицательно определённая при μ2 < μ3 и положительно определённая при
μ2 > μ3.

Следствие 4.4. При μ2 < μ3 система (1219)—(1221) имеет в начале коорди-
нат (после доопределения правых частей в нём) притягивающую особую точку,
а при μ2 > μ3—отталкивающую.

Доказательство теоремы 4.7. Действительно, производная функции
(1234) в силу системы (1219)—(1221) представляется в виде

2(μ2 − μ3)(Z2
1 + Z2

2 ) + o(α2 + Z2
1 + Z2

2 ).

При переходе к задаче о движении однородных круговых цилиндров мож-
но заключить, что указанная асимптотическая устойчивость имеет место при
выполнении неравенства

σk < hD, (1235)

где D—диаметр цилиндра, σ—расстояние DC, k и h—безразмерные парамет-
ры воздействия воды на цилиндр.
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4.7. Пространственное свободное торможение твёрдого тела
в сопротивляющейся среде (случай I)

Рассмотрим случай движения тела, когда управляющая тяга отключена, при
этом тело совершает пространственное свободное движение (торможение) в со-
противляющейся среде (случай I). Тогда в правой части первого уравнения си-
стемы (1189) останется величина −s(α)v2/m, поскольку при этом выполнено
равенство

T ≡ 0. (1236)

Подобно выбору функций воздействия среды, динамические функции s, yN

и zN в системе (1189) примем в виде (1142), (1206) (при этом функция R со-
ответствует функции y, ср. с [113,114]). При этом по-прежнему в рассматрива-
емой системе присутствует также дополнительный демпфирующий (а в некото-
рых областях фазового пространства и разгоняющий) момент неконсервативной
силы.

4.7.1. Динамические уравнения движения симметричного тела
под действием силы сопротивления при отсутствии собственного
вращения (задача о пространственном свободном торможении)

Согласно уравнениям (1189) во все моменты времени имеется циклическое
инвариантное соотношение

Ωx ≡ Ωx0 = const. (1237)

В дальнейшем будем исследовать случай нулевой закрутки твёрдого тела
вокруг своей продольной оси, т. е. ситуацию, когда выполнено условие

Ωx0 = 0. (1238)

Проектируя в дальнейшем угловые скорости на подвижные оси, не связан-
ные с телом, так, что

z1 = Ωy cosβ1 + Ωz sinβ1, z2 = −Ωy sinβ1 + Ωz cosβ1, (1239)

и вводя, как и ранее, новые безразмерные фазовые переменные и дифференци-
рование по формулам

zk = n0vZk, k = 1, 2, 〈·〉 = n0v〈′〉, (1240)

систему (1189) приведём к виду

v′ = vΨ1(α,Z1, Z2), (1241)

α′ = −Z2 + μ2(Z2
1 + Z2

2 ) sinα+
σ

I2n0
F (α) cosα− σh1

I2
Z2s(α) cosα+

+
s(α)
mn0

cosα, (1242)
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Z ′
2 =

F (α)
I2n2

0

− Z2Ψ1(α,Z1, Z2) − Z2
1

cosα
sinα

− σh1

I2
Z2

1

s(α)
sinα

− h1

I2n0
Z2s(α), (1243)

Z ′
1 = −Z1Ψ1(α,Z1, Z2) + Z1Z2

cosα
sinα

+
σh1

I2
Z1Z2

s(α)
sinα

− h1

I2n0
Z1s(α), (1244)

β′
1 = Z1

cosα
sinα

+
σh1

I2
Z1

s(α)
sinα

, (1245)

где

Ψ1(α,Z1, Z2) =

= −μ2(Z2
1 + Z2

2 ) cosα+
σ

I2n0
F (α) sinα− s(α)

mn0
cosα− σh1

I2
Z2s(α) sinα,

а в случае функций Чаплыгина [113, 114] воздействия среды к аналитической
системе уравнений

v′ = vΨ1(α,Z1, Z2), (1246)

α′ = −Z2 + μ2(Z2
1 + Z2

2 ) sinα+ μ2 sinα cos2 α− μ2μ3Z2 cos2 α+

+
μ1

2
sinα cosα, (1247)

Z ′
2 = sinα cosα− Z2Ψ1(α,Z1, Z2) − (1 + μ2μ3)Z2

1

cosα
sinα

− μ3Z2 cosα, (1248)

Z ′
1 = −Z1Ψ1(α,Z1, Z2) + (1 + μ2μ3)Z1Z2

cosα
sinα

− μ3Z1 cosα, (1249)

β′
1 = (1 + μ2μ3)Z1

cosα
sinα

, (1250)

где

Ψ1(α,Z1, Z2) = −μ2(Z2
1+Z2

2 ) cosα+μ2 sin2 α cosα−μ1

2
cos2 α−μ2μ3Z2 sinα cosα,

выбирая, как и выше, безразмерные параметры μ1, b = μ2, H1 = μ3 следующим
образом:

μ1 = 2
B

mn0
, b = σn0, n2

0 =
AB

I2
, H1 =

Bh1

I2n0
. (1251)

Уравнения (1242)—(1245) системы (1241)—(1245) образуют независимую
подсистему четвёртого, а уравнения (1242)—(1244) — третьего порядка.

4.7.2. Об устойчивости прямолинейного поступательного торможения

Исследуем устойчивость ключевого режима— невозмущённого движения—
по отношению к возмущениям угла атаки и угловой скорости, т. е. по отно-
шению к переменным α, Z1, Z2. Другими словами, исследуем устойчивость
тривиального решения независимой системы третьего порядка (1242)—(1244)
(если, конечно, доопределить данную систему по непрерывности в начале коор-
динат, что возможно).
Справедливо следующее важное утверждение.
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Предложение 4.8. Плоскость

{(α,Z1, Z2) ∈ R3 : Z1 = 0} (1252)

является интегральной для системы (1242)—(1244).

Более того, после формальной подстановки Z1 = 0 в систему (1242)—(1244)
оставшиеся два уравнения на α, Z2 образуют систему, описывающую динами-
ку плоскопараллельного движения тела (см. выше), при этом получившаяся
система совпадает с (1179).
Таким образом, на плоскость (1252) «укладывается» фазовый портрет из

плоской динамики. Более того, плоскость (1252) разделяет трёхмерное фазовое
пространство на две части:

{(α,Z1, Z2) ∈ R3 : 0 < α < π, Z1 > 0} (1253)

и
{(α,Z1, Z2) ∈ R3 : 0 < α < π, Z1 < 0}, (1254)

в каждой из которых движение происходит самостоятельно, но не произвольно,
поскольку в системе присутствует симметрия (1232).
Последние факты говорят о том, что систему (1242)—(1244) достаточно ис-

следовать в полуограниченном слое (1253), хотя полноценным фазовым про-
странством его считать нельзя.
Важным следствием последних замечаний является возможность использо-

вания функции
V1(α,Z1) = Z1 sinα (1255)

в качестве функции Ляпунова (Четаева) в полуограниченном слое (1253), по-
скольку в нём данная функция положительно определённая.

Теорема 4.8. Функция (1255) является для системы (1242)—(1244) функ-
цией Ляпунова (Четаева), т. е. её производная согласно системе (1242)—(1244)
отрицательно определённая при μ3 > μ1 +μ2 и положительно определённая при
μ3 < μ1 + μ2.

Следствие 4.5. При μ3 > μ1 + μ2 система (1242)—(1244) имеет в начале
координат (после доопределения правых частей в нём) притягивающую особую
точку, а при μ3 < μ1 + μ2—отталкивающую.

Доказательство теоремы 4.8. Действительно, производная функции
(1255) согласно системе (1242)—(1244) представляется в виде

(μ1 + μ2 − μ3)Z1α+ o(α2 + Z2
1 + Z2

2 ).

В частности, аналогичная теорема справедлива и для системы вида
(1247)—(1249), взятой для функций Чаплыгина (1197) воздействия среды
[113,114].
При переходе к задаче о движении однородных круговых цилиндров мож-

но заключить, что указанная асимптотическая устойчивость имеет место при
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выполнении неравенства

σk +
2I2
mD

< hD, (1256)

где D—диаметр цилиндра, σ—расстояние DC, а k и h—безразмерные пара-
метры воздействия воды на цилиндр, или

σDk + 2r21 < hD2, (1257)

где r1—радиус инерции цилиндра (подробности можно найти в следующем
разделе).
Видно, что теорема 4.8 даёт такие же условия асимптотической устойчивости

по части переменных (α,Z1, Z2), что и предложение 4.5, в котором фигурируют
динамические системы из динамики плоскопараллельного движения. В случае
же пространственного движения полученные системы имеют неопределённость
в начале координат, что вызвано вырожденностью сферических координат кон-
ца вектора v скорости центра переднего диска (кавитатора) и преодолевается
доопределением правых частей динамических систем.

4.8. Заключение к двумерной и трёхмерной задачам

Итак, неустойчивость простейшего движения тела— прямолинейного посту-
пательного торможения— используется в методических целях, а именно для
определения неизвестных параметров воздействия среды на твёрдое тело в усло-
виях квазистационарности.
Эксперимент о движении в воде однородных круговых цилиндров, проведён-

ный в Институте механики МГУ им. М. В. Ломоносова, подтвердил, что при
моделировании воздействия среды на твёрдое тело необходимо учитывать также
дополнительный параметр, вносящий в систему диссипацию.
При изучении класса торможений тела с конечными углами атаки главным

вопросом является нахождение таких условий, при которых существуют автоко-
лебания в конечной окрестности прямолинейного поступательного торможения.
Возникает, таким образом, необходимость полного нелинейного исследования.
Начальным этапом такого исследования является пренебрежение демп-

фирующим воздействием со стороны среды на твёрдое тело. На функцио-
нальном языке это означает предположение о том, что пара динамических
функций, определяющих воздействие среды, зависит лишь от одного пара-
метра— угла атаки. Динамические системы, возникающие при таком нели-
нейном описании, имеют характер систем с переменной диссипацией. Поэто-
му необходимо разработать методику исследования таких систем (см. также
[66,72,115,118,119,122,127,133,134,145,191,224]).
Вообще, динамика твёрдого тела, взаимодействующего со средой, — как раз

та область, где обычно возникают либо системы с переменной диссипацией
с ненулевым средним (задача о свободном торможении твёрдого тела), либо си-
стемы, в которых потеря энергии в среднем за период может обращаться в нуль
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(задача о движении твёрдого тела в сопротивляющейся среде при наличии сле-
дящей силы). В работе используется методика, благодаря которой удаётся до
конца аналитически исследовать некоторые модельные задачи о плоскопарал-
лельном и пространственном движении твёрдого тела.
При качественном описании взаимодействия тела со средой из-за исполь-

зования экспериментальной информации о свойствах струйного обтекания воз-
никает определённый разброс в моделировании силомоментных характеристик.
Это делает естественным введение определения относительной грубости (от-
носительной структурной устойчивости) и доказательство такой грубости для
исследуемых систем [101, 121, 124, 237, 241, 249, 253, 255, 259]. При этом мно-
гие из рассматриваемых систем получаются просто (абсолютно) грубыми по
Андронову—Понтрягину в обычном смысле.
Весь спектр результатов, найденных при простейшем предположении об от-

сутствии демпфирующего воздействия со стороны среды на твёрдое тело, позво-
ляет сделать вывод о невозможности нахождения таких условий, при которых
существовали бы автоколебания в конечной окрестности прямолинейного по-
ступательного торможения.
Данная работа систематизирует исследование движения тела в среде при

учёте демпфирующего момента со стороны среды. Такой момент вносит в си-
стему дополнительную диссипацию, в результате чего прямолинейное поступа-
тельное торможение тела в принципе может стать устойчивым.
Таким образом, учёт демпфирующего воздействия со стороны среды на твёр-

дое тело при некоторых условиях приводит к положительному ответу на глав-
ный вопрос: при движении тела в среде с конечными углами атаки в принципе
возможно возникновение устойчивых автоколебаний.

4.9. Об устойчивости тривиального решения
по части переменных для многомерной задачи

Рассмотрим некоторые динамические уравнения движения n-мерного твёр-
дого тела, о которых шла речь в предыдущих разделах.

4.9.1. Система на касательном расслоении к (n − 1)-мерной сфере. I

Рассмотрим следующую систему динамических уравнений движения на ка-
сательном расслоении к многомерной сфере:

α′ = −(1 + μ2μ3)zn−1 + μ2 sinα, (1258)

z′n−1 = sinα cosα− (1 + μ2μ3)(z2
1 + . . .+ z2

n−2)
cosα
sinα

− μ3zn−1 cosα, (1259)

z′n−2 = (1 + μ2μ3)zn−2zn−1
cosα
sinα

+

+ (1 + μ2μ3)(z2
1 + . . .+ z2

n−3)
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
− μ3zn−2 cosα, (1260)
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z′n−3 = (1 + μ2μ3)zn−3zn−1
cosα
sinα

− (1 + μ2μ3)zn−3zn−2
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
−

− (1 + μ2μ3)(z2
1 + . . .+ z2

n−4)
cosα
sinα

1
sinβ1

cosβ2

sinβ2
− μ3zn−3 cosα, (1261)

. . .

z′1 = (1 + μ2μ3)z1
cosα
sinα

{ n−2∑

s=1

(−1)s+1zn−s
cosβs−1

sinβ1 . . . sinβs−1

}

−

− μ3z1 cosα, (1262)

β′
1 = (1 + μ2μ3)zn−2

cosα
sinα

, (1263)

β′
2 = −(1 + μ2μ3)zn−3

cosα
sinα sinβ1

, (1264)

. . .

β′
n−3 = (−1)n(1 + μ2μ3)z2

cosα
sinα sinβ1 . . . sinβn−4

, (1265)

β′
n−2 = (−1)n+1(1 + μ2μ3)z1

cosα
sinα sinβ1 . . . sinβn−3

, (1266)

где

μ2 = b = σn0, μ3 = H1 =
Bh1

(n− 2)I2n0
, n2

0 =
AB

(n− 2)I2
, (1267)

возникающую в динамике n-мерного твёрдого тела, находящегося в неконсер-
вативном поле сил (см. раздел 1). Исследуем устойчивость её тривиального
решения по отношению к возмущениям переменных α, z1, . . . , zn−1 (если, ко-
нечно, доопределить данную систему по непрерывности в начале координат,
что возможно).
Рассмотрим функцию

V (α, z1, . . . , zn−1) = (1 + μ2
2)(z

2
n−1 + . . .+ z2

1) − 2μ2zn−1 sinα+ sin2 α, (1268)

которая является положительно определённой в окрестности начала координат.

Теорема 4.9. Функция (1268) является для системы (1258)—(1266) функ-
цией Ляпунова (Четаева), т. е. её производная согласно системе (1258)—(1266)
отрицательно определённая при μ2 < μ3 и положительно определённая при
μ2 > μ3.

Следствие 4.6. При μ2 < μ3 система (1258)—(1266) имеет в начале коорди-
нат (после доопределения правых частей в нём) притягивающую особую точку,
а при μ2 > μ3—отталкивающую.

Доказательство теоремы 4.9. Действительно, производная функции
(1268) согласно системе (1258)—(1266) представляется в виде

2(μ2 − μ3)(z2
1 + . . .+ z2

n−1) cosα.



Интегрируемые системы с переменной диссипацией на касательном расслоении к сфере 203

4.9.2. Система на касательном расслоении к (n − 1)-мерной сфере. II

Рассмотрим систему динамических уравнений движения на касательном рас-
слоении к многомерной сфере

α′ = −Zn−1 + μ2

( n−1∑

s=1

Z2
s

)

sinα+ μ2 sinα cos2 α− μ2μ3Zn−1 cos2 α, (1269)

Z ′
n−1 = sinα cosα− (1 + μ2μ3)

( n−2∑

s=1

Z2
s

)
cosα
sinα

+ μ2Zn−1

( n−1∑

s=1

Z2
s

)

cosα−

− μ2Zn−1 sin2 α cosα+ μ2μ3Z
2
n−1 sinα cosα− μ3Zn−1 cosα, (1270)

Z ′
n−2 = (1 + μ2μ3)Zn−2Zn−1

cosα
sinα

+

+ (1 + μ2μ3)
( n−3∑

s=1

Z2
s

)
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
+ μ2Zn−2

( n−1∑

s=1

Z2
s

)

cosα−

− μ2Zn−2 sin2 α cosα+ μ2μ3Zn−2Zn−1 sinα cosα− μ3Zn−2 cosα, (1271)

Z ′
n−3 = (1 + μ2μ3)Zn−3Zn−1

cosα
sinα

− (1 + μ2μ3)Zn−3Zn−2
cosα
sinα

cosβ1

sinβ1
−

− (1 + μ2μ3)
( n−4∑

s=1

Z2
s

)
cosα
sinα

1
sinβ1

cosβ2

sinβ2
+ μ2Zn−3

( n−1∑

s=1

Z2
s

)

cosα−

− μ2Zn−3 sin2 α cosα+ μ2μ3Zn−3Zn−1 sinα cosα− μ3Zn−3 cosα, (1272)

. . .

Z ′
1 = (1 + μ2μ3)Z1

cosα
sinα

{ n−2∑

s=1

(−1)s+1Zn−s
cosβs−1

sinβ1 . . . sinβs−1

}

+

+ μ2Z1

( n−1∑

s=1

Z2
s

)

cosα−

− μ2Z1 sin2 α cosα+ μ2μ3Z1Zn−1 sinα cosα− μ3Z1 cosα, (1273)

β′
1 = (1 + μ2μ3)Zn−2

cosα
sinα

, (1274)

β′
2 = −(1 + μ2μ3)Zn−3

cosα
sinα sinβ1

, (1275)

. . .

β′
n−3 = (−1)n(1 + μ2μ3)Z2

cosα
sinα sinβ1 . . . sinβn−4

, (1276)

β′
n−2 = (−1)n+1(1 + μ2μ3)Z1

cosα
sinα sinβ1 . . . sinβn−3

, (1277)
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возникающую в динамике n-мерного твёрдого тела, находящегося в неконсер-
вативном поле сил (см. раздел 2). Исследуем устойчивость её тривиального
решения по отношению к возмущениям переменных α,Z1, . . . , Zn−1 (если, ко-
нечно, доопределить данную систему по непрерывности в начале координат, что
возможно).
Рассмотрим функцию

V (α,Z1, . . . , Zn−1) =

= (1 + μ2
2)(Z

2
n−1 + . . .+ Z2

1 ) − 2μ2Zn−1 sinα+ sin2 α, (1278)

положительно определённую в окрестности начала координат.

Теорема 4.10. Функция (1278) является для системы (1269)—(1277) функ-
цией Ляпунова (Четаева), т. е. её производная в силу системы (1269)—(1277)
отрицательно определённая при μ2 < μ3 и положительно определённая при
μ2 > μ3.

Следствие 4.7. При μ2 < μ3 система (1269)—(1277) имеет в начале коорди-
нат (после доопределения правых частей в нём) притягивающую особую точку,
а при μ2 > μ3—отталкивающую.

Доказательство теоремы 4.10. Действительно, производная функции
(1278) согласно системе (1269)—(1277) представляется в виде

2(μ2 − μ3)(Z2
1 + . . .+ Z2

n−1) + o(α2 + Z2
1 + . . .+ Z2

n−1).

5. Приложение: подготовка данных для проведения
экспериментов по движению тел в среде

Предлагаемое приложение представляет собой очередной этап исследования
задачи плоскопараллельного движения твёрдого тела, взаимодействующего со
средой лишь через передний плоский участок своей внешней поверхности. При
построении силового воздействия среды используется информация о свойствах
струйного обтекания в условиях квазистационарности (например, о входе одно-
родных круговых цилиндров в воду). Движение среды не изучается, рассматри-
вается задача динамики твёрдого тела, в которой характерное время движения
тела относительно его центра масс соизмеримо с характерным временем движе-
ния самого центра. Если в разделе 4 предъявляются условия асимптотической
устойчивости прямолинейного поступательного торможения, в [185, 205] полу-
чено новое многопараметрическое семейство фазовых портретов в пространстве
квазискоростей, то в данном разделе подготовлен количественный материал для
проведения дальнейших натурных экспериментов о движении в среде полых
круговых цилиндров.
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5.1. Предварительные сведения

Подведём краткий итог предыдущих этапов исследований. Итак, по при-
чине сложности нелинейного анализа начальным шагом явилось пренебре-
жение зависимостью момента силы воздействия среды от угловой скоро-
сти тела и использование такой зависимости лишь от угла атаки (см. так-
же [168, 180, 221]). С практической точки зрения важен вопрос исследо-
вания устойчивости так называемого невозмущённого (прямолинейного по-
ступательного) движения, при котором скорости точек тела перпендикуляр-
ны пластине (кавитатору). Весь спектр результатов, найденных при указан-
ном простейшем предположении, позволял сделать вывод о невозможности
нахождения условий, при которых у приведённых систем существовали бы
решения, соответствующие угловым колебаниям тела ограниченной амплиту-
ды.

Эксперимент о движении в воде однородных круговых цилиндров [55,60,61]
подтвердил, что при моделировании воздействия среды на твёрдое тело действи-
тельно необходимо учитывать зависимость момента силы воздействия среды и
от угловой скорости тела. При этом в уравнениях движения возникают допол-
нительные члены, вносящие в систему диссипацию.

При изучении движения тела с конечными углами атаки основным вопросом
нелинейного анализа является нахождение таких условий, при которых суще-
ствуют колебания ограниченной амплитуды возле невозмущённого движения.
Это подтверждает необходимость полного нелинейного исследования.

В более ранних работах автору удалось использовать неустойчивость пря-
молинейного поступательного торможения в методических целях [92], а именно
для определения неизвестных параметров воздействия среды на твёрдое тело
в условиях квазистационарности.

Учёт демпфирующего воздействия со стороны среды на твёрдое тело при
некоторых условиях приводит к положительному ответу на главный вопрос
нелинейного анализа: при движении тела в среде с конечными углами ата-
ки в принципе возможно возникновение устойчивых автоколебаний, кото-
рые обусловливаются учётом дополнительной зависимости воздействия сре-
ды от угловой скорости тела, что вносит в систему дополнительную дис-
сипацию. Более того, в процессе применения методики исследования дисси-
пативных динамических систем определённого вида получено новое много-
параметрическое семейство фазовых портретов на двумерном цилиндре, со-
стоящее из бесконечного множества топологически неэквивалентных фазо-
вых портретов, меняющих свой топологический тип при изменении парамет-
ров системы вырожденным образом (см. также [6, 8, 9, 18, 97, 109, 117, 120, 123,
125]).
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5.2. Подготовка данных
для проведения натурных экспериментов

5.2.1. Задача о входе в воду однородных круговых цилиндров

Вернёмся к задаче о входе в воду однородных круговых цилиндров (см. раз-
дел 4). Значения физических параметров цилиндров, при которых прямолиней-
ное поступательное торможение в принципе может стать устойчивым, должны
быть связаны соотношением

μ3 > μ1 + μ2 (1279)

(см. раздел 4), или

h
mD2

I
− 2 − k

mσD

I
> 0. (1280)

При этом если величина, стоящая в левой части неравенства (1280), равна
нулю, то будем говорить о критическом случае. Напомним, что здесь D—
диаметр кругового цилиндра, σ—расстояние от центра масс до переднего торца,
I, m—инерционно-массовые характеристики цилиндра, постоянные k и h—
безразмерные параметры воздействия среды на цилиндр (см. [92]).
Для параметров k, h воздействия воды на тело с передним круглым торцом

уже была принята оценка k = h = 0,1. Таким образом, условие (1280) позволяет
попытаться «сконструировать» твёрдое тело— круговой цилиндр, для которого
прямолинейное поступательное торможение может стать устойчивым. Для этого
осталось выбрать параметры σ, D, I, m цилиндра, исходя из условия (1280).
Анализируя неравенство (1280), можно сделать следующий вывод. Инер-

ционно-массовые параметры однородных цилиндров таковы, что неравен-
ство (1280) при h = 0,1 удовлетворить невозможно. Действительно, при данном
значении h = 0,1 левая часть (1280) представляется в виде

F1(k, h,m, I, σ,D)|k=h=0,1 = h
mD2

I
− 2 − k

mσD

I

∣
∣
∣
∣
k=h=0,1

= F2(σ,D), (1281)

где правая часть, в свою очередь, с точностью до положительного множителя
всегда принимает отрицательное значение

−3D2 − 12σD − 80σ2, (1282)

что соответствует экспоненциальной неустойчивости прямолинейного поступа-
тельного торможения. Здесь учитывается, что центральный момент инерции
цилиндра представляется в виде

I = m

(
σ2

3
+
D2

16

)

. (1283)

Более того, если исследовать левую часть (1280) при изменении значения h,
то она может достигать нуля лишь при наименьшем критическом значении h∗

(

10h∗ − 5
4

)

− σ̄ − 20
3
σ̄2 = 0, σ̄ =

σ

D
, (1284)
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превосходящем принятое ранее значение h = 0,1 и равном

h∗ = 0,125. (1285)

Условия (1284) и (1285) позволяют сделать следующий промежуточный вы-
вод. Прямолинейное поступательное торможение однородного кругового цилин-
дра в воде не может быть устойчивым по отношению к возмущениям угла атаки
и угловой скорости. Тем не менее отметим, что задача исследуемой устойчиво-
сти решается в соответствии с ранее принятой оценкой на данный коэффициент:
h = 0,1.

5.2.2. Задача о входе в воду полых круговых цилиндров

Поставим теперь задачу определения геометрических и инерционно-массо-
вых параметров составного твёрдого тела— полого цилиндра— для достижения
указанной устойчивости. А именно представим себе некоторый полый цилиндр
(«гильзу», рис. 4), геометрические и инерционно-массовые характеристики ко-
торого в дальнейшем приведут к выполнению искомого неравенства при уже
фиксированном нами значении h = 0,1.

2Δ1

Δ2

2( )Δ + σ1 1

D

Рис. 4. Полый цилиндр («гильза»)

Исследуемое составное твёрдое тело представляет собой переднюю одно-
родную часть (цилиндр) диаметра D и высоты 2Δ1, который продолжается
боковыми стенками длины 2σ1 и ширины Δ2 (рис. 4).
Вычислим параметры составного тела, входящие в неравенство (1280): рас-

стояние от центра масс до переднего круглого торца σ, а также (центральный)
радиус инерции тела ρ. Данные величины выражаются следующими формулами:

σ =
Δ2

1D
2 + 4σ1Δ2(D − Δ2)(σ1 + 2Δ1)
Δ2

1D
2 + 4σ1Δ2(D − Δ2)

, (1286)
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ρ2 =
Δ2

1D
2+

Δ2
1D

2 + 4σ1Δ2(D − Δ2)

{
4
3
Δ2

1 +
D2

16
− 2Δ1σ + σ2

}

+

+
4σ1Δ2(D − Δ2)

Δ2
1D

2 + 4σ1Δ2(D − Δ2)

{
σ2

1

3
+
D2

8
− Δ2(D − Δ2)

4
+

+
D4Δ2

1(σ1 + Δ1)2

Δ2
1D

2 + 4σ1Δ2(D − Δ2)

}

. (1287)

Можно использовать полные равенства (1286), (1287), но это не имеет ре-
шающего значения, поскольку достаточно принять следующие допущения:

Δ2
1 ≈ Δ2

2 ≈ Δ2Δ2 ≈ 0. (1288)

Все геометрические параметры будем считать безразмерными:

Δ̄1 =
Δ1

D
, Δ̄2 =

Δ2

D
, σ̄1 =

σ1

D
, (1289)

при этом в дальнейшем для простоты записи везде черту опустим. Тогда левая
часть (1280) при допущениях (1288) при h = 0,1 в критическом случае приведёт
к равенству

Δ1

(

−1
4

)

+ σ1Δ2

(
7
2

)

− 4σ2
1Δ2 = 0. (1290)

Найдём критическое значение σ∗
1 безразмерной длины боковых стенок со-

ставного тела. Оно равно

σ∗
1 =

7
16

+
1
8

√
49
4

− 4
Δ1

Δ2
. (1291)

Из равенства (1291) видно, что величина Δ1/Δ2 может колебаться лишь в сле-
дующих пределах:

0 <
Δ1

Δ2
<

49
16

= 3,0625. (1292)

Формально при Δ1 → 0 (передний торец стремится к бесконечно тонкому дис-
ку) искомое критическое значение стремится к

σ∗
1 = 0,875. (1293)

В частном интересном случае при Δ1 = Δ2 оно имеет вид

σ∗
1 =

1
16

(7 +
√

33) ≈ 0,797, (1294)

а при Δ1/Δ2 → 49/16 искомое критическое значение стремится к

σ∗
1 = 0,4375. (1295)

Таким образом, можно выбирать значение σ∗
1 в пределах

0,4375 � σ∗
1 � 0,875, (1296)

несмотря на то что выражения (1293)—(1295) затрагивают лишь удобные част-
ные случаи.
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Так, в частности, если принять Δ1 = Δ2 = 0,1 (т. е. если D = 30 мм, то
Δ1 = Δ2 = 3 мм), то размерная длина боковых стенок должна быть равна 2σ1≈
≈1,6D≈47,8 мм, а общая «критическая» длина всего составного тела составит
47,8 + 6 ≈ 54 мм.
В заключение заметим, что если же для проведения эксперимента потребу-

ется «скорректировать» постоянную h воздействия среды на тело, то искомое
выражение для величины σ∗

1 представится следующим образом. Линеаризован-
ное критическое равенство (1290) перепишется в виде

Δ1

(

10h− 5
4

)

+ σ1Δ2

(

40h− 1
2

)

− 4σ2
1Δ2 = 0, (1297)

а искомая величина σ∗
1 найдётся из равенства

σ∗
1 =

1
8

⎧
⎨

⎩

(

40h− 1
2

)

+

√(

40h− 1
2

)2

+ 16
(

10h− 5
4

)
Δ1

Δ2

⎫
⎬

⎭
. (1298)

5.2.3. Возможности движения твёрдого тела
в сопротивляющейся среде с ограниченными углами атаки

Как уже отмечалось в предыдущих разделах, если параметры задачи допус-
кают наличие критического случая (левая часть равенства (1280) равна нулю),
то в зависимости от старших производных функций воздействия среды yN и s
прямолинейное поступательное торможение тела может быть или устойчивым,
или неустойчивым по отношению к возмущениям угла атаки и угловой скорости.
Выше найдены достаточные условия для такой устойчивости или неустойчиво-
сти, включающие неравенства на старшие производные функций воздействия
среды. Но главная трудность заключается в том, что измерить в эксперименте
данные производные в явном виде не представляется возможным.
Продемонстрируем, как можно исследовать поведение тела около прямоли-

нейного поступательного торможения (т. е. устойчивые или неустойчивые угло-
вые колебания), используя экспериментальную информацию, тем самым неявно
оценивая старшие производные функций воздействия среды.
Сначала отметим, что следующее неравенство, гарантирующее колебатель-

ную устойчивость или неустойчивость, по крайней мере в случае предложенных
выше изделий выполнено (можно несколько изменить массу тела, изготавливая
изделия из металлов различной плотности):

DIρ0

m2
<

8k
cxπ

. (1299)

Здесь к известным параметрам добавлены следующие: ρ0—плотность жидко-
сти (в данном случае воды), cx = 0,82—безразмерный коэффициент лобового
сопротивления.
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Действительно, в системе СГС неравенство (1299) эквивалентно
Dρ2/m < 0,31, [m] = г, [D] = [ρ] = см, где ρ— (центральный) радиус инерции,
выражаемый формулой (1287).
Во время проведения эксперимента в случае колебательного характера дви-

жения необходимо получить информацию не менее чем о трёх полуколебаниях
с амплитудами a1, a2, a3 (т. е. о полутора периодах колебаний). Исследуя зна-
чения параметров, близких к критическому случаю, из теоремы о рождении
предельных циклов получаем два вывода об устойчивости ключевого режима—
прямолинейного поступательного торможения— и о характере угловых колеба-
ний тела (см. ниже I и II).
Сначала сделаем важное замечание о последовательных изменениях значе-

ний измеряемых в эксперименте амплитуд a1, a2, a3.

Замечание 5.1. Последовательность отношений величин a1, a2, a3, . . .

a2

a1
,
a3

a2
, . . . (1300)

(и далее, если удастся измерить не три полуколебания, а более) во многом
может определить характер колебательного процесса. Так, если величины

a1, a2, a3, . . . (1301)

напоминают возрастающую (убывающую) геометрическую прогрессию (в част-
ности, если отношения a2/a1, a3/a2 примерно равны), то с долей уверенно-
сти можно говорить о достаточно быстром росте (затухании) угловых коле-
баний. Если же величины (1301) возрастают, а их отношения a2/a1, a3/a2, . . .
(из (1300)) явно убывают, то следует говорить о возможном переходе к угловым
колебаниям ограниченной амплитуды.

I. Пусть после проведения натурного эксперимента с параметрами, соот-
ветствующими критическому случаю, наблюдаются устойчивые колебания по
отношению к углу отклонения. Тогда при малом уменьшении продольной дли-
ны тела (см. пример 1 ниже) может возникнуть затухание угловых колебаний
(рис. 5).

продольное смещение

угловые колебания

a1

a2

Рис. 5
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При малом же увеличении продольной длины тела (см. пример 2 ниже)
следует ждать роста угловых колебаний и в дальнейшем могут наблюдать-
ся устойчивые угловые автоколебания тела (рис. 6). При этом надо обратить
внимание на скорость изменения амплитуды колебаний (см. замечание 5.1).

продольное смещение

угловые колебания

a
1

a

a

2

3

Рис. 6

Более того, проводя эксперимент повторно для изделия из примера 2 при
достаточно больших возмущениях начального угла атаки и (или) угловой ско-
рости, можно наблюдать переход к устойчивым угловым автоколебаниям с ко-
нечными амплитудами (рис. 7), аналогичным предыдущему случаю (см. рис. 6).

продольное смещение

угловые колебания

Рис. 7

Пример 1. Общая длина тела равна 50 < 54 (мм).
Пример 2. Общая длина тела равна 60 > 54 (мм).
II. Пусть после проведения натурного эксперимента с параметрами, соответ-

ствующими критическому случаю, наблюдается рост угловых колебаний. Тогда
при малом уменьшении продольной длины тела (см. пример 1) также можно
говорить об устойчивых колебаниях ограниченной амплитуды (т. е. переход от
неустойчивых угловых автоколебаний тела, рис. 8). При этом надо обратить
внимание на скорость изменения амплитуды колебаний (см. замечание 5.1).
Более того, проводя эксперимент повторно для изделия из примера 1 при

конечных возмущениях начального угла атаки и (или) угловой скорости, можно
наблюдать переход от неустойчивых автоколебаний к их росту (рис. 9). При
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продольное смещение

угловые колебания

Рис. 8

продольное смещение

угловые колебания

Рис. 9

малом же увеличении продольной длины тела (см. пример 2) следует ждать
роста угловых колебаний (рис. 10).

продольное смещение

угловые колебания

Рис. 10

5.3. Заключение

При изучении рассматриваемой модели были найдены достаточные условия
асимптотической устойчивости одного из ключевых режимов— прямолинейного
поступательного торможения. В применении к однородным круговым цилиндрам
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были выписаны конкретные оценки на их инерционно-массовые характеристи-
ки, при этом учитывались результаты проведённых ранее экспериментов, в том
числе по получению безразмерных параметров воздействия воды на них.
В работе также показано, что при некоторых условиях на старшие про-

изводные функций воздействия среды (плеча силы воздействия и коэффици-
ента сопротивления) возможно присутствие в системе либо устойчивого, либо
неустойчивого автоколебательных режимов движения. При этом непреодолимой
сложностью является измерение старших производных данных функций воздей-
ствия среды, поскольку для каждого конкретного тела не только явный вид, но
и знаки старших производных даже в отдельных точках таких функций нам
неизвестны.
В процессе применения разработанной ранее методики исследования дис-

сипативных динамических систем определённого вида, возникающих в задаче
о свободном торможении, было получено новое многопараметрическое семей-
ство фазовых портретов на двумерном цилиндре квазискоростей, состоящее из
бесконечного множества топологически неэквивалентных портретов, вырожден-
ным образом меняющих свой топологический тип при изменении параметров
системы. Полученное семейство обладает или устойчивым, или неустойчивым
автоколебательным режимами в конечном диапазоне углов атаки. Область фи-
зических параметров при этом является множеством конечной меры во всём
бесконечномерном пространстве параметров системы, так что полученные порт-
реты являются типичными.
Полученные результаты позволяют сконструировать полые круговые цилин-

дры— «гильзы», использование которых может обеспечить необходимую устой-
чивость при проведении дополнительных натурных экспериментов.
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