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Аннотация

Получены достаточные условия определяемости группы её группой автоморфизмов
в классе вполне разложимых абелевых групп без кручения, прямые слагаемые ранга 1
которых имеют идемпотентные типы.

Abstract

V. K. Vildanov, On determinability of a completely decomposable torsion-free
Abelian group by its automorphism group, Fundamentalnaya i prikladnaya matemati-
ka, vol. 20 (2015), no. 5, pp. 31—37.

In this paper, we consider the question of determinability of an Abelian group by its
automorphism group in the class of completely decomposable torsion-free Abelian groups
whose direct summands of rank 1 have idempotent types.

Будем говорить, что абелева группа A определяется своей группой автомор-
физмов в классе групп X, если из того, что Aut A ∼= AutB, где B ∈ X, всегда
следует, что A ∼= B.

Вопрос определяемости абелевой группы её группой автоморфизмов в классе
p-групп рассматривался в [5, 6]. В [1] изучалась определяемость вполне разло-
жимой абелевой группы без кручения ранга 2 её группой автоморфизмов. Усло-
вия определяемости блочно-жёсткой вполне разложимой группы её группой ав-
томорфизмов рассматриваются в [2]. В настоящей работе найдены достаточные
условия определяемости вполне разложимых абелевых групп, прямые слагаемые
ранга 1 которых имеют идемпотентные типы.

Обозначим Fcd класс всех вполне разложимых абелевых групп без кручения.
Класс всех вполне разложимых абелевых групп без кручения, прямые слагаемые
ранга 1 которых имеют идемпотентные типы, обозначим Fcdi.

Рассмотрим группу A ∈ Fcd конечного ранга. Можем записать

A =
n⊕

i=1

Ai.
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Тогда кольцо E(A) изоморфно кольцу матриц M(A) с рациональными коэф-
фициентами [4], причём при подходящей перестановке слагаемых группы A
матрицы имеют блочно-верхнетреугольный вид. Несложно показать, что матри-
ца [bji] ∈ M(A) обратима тогда и только тогда, когда для любого k ∈ {1, 2, . . . , n}
определитель det Bk обратим в кольце E(Ak), где Bk —подматрица матри-
цы [bji], образованная пересечением всех строк и столбцов j и i, для которых
Aj

∼= Ai
∼= Ak.

Далее мы будем отождествлять группу AutA и группу соответствующих
матриц везде, где это удобно. Единичную матрицу порядка n будем обозна-
чать In. Централизатор множества M в группе G обозначим CG(M), центр
группы G обозначим Z(G). Все вполне разложимые группы будем считать 2-де-
лимыми конечного ранга.

Лемма 1. Пусть A ∈ Fcd, A = A1 ⊕ A2 и Hom((, A)1, A2) = 0. Тогда для
любого множества K ∈ AutA из 2r(A) коммутирующих инволюций найдётся
подходящий автоморфизм γ ∈ Aut A, такой что

γKγ−1 ⊂ AutA1 × AutA2.

Доказательство. Если Hom(A2, A1) = 0, то утверждение леммы очевид-
но. Пусть Hom(A2, A1) �= 0. Обозначим n = r(A), n1 = r(A1) и n2 = r(A2).
Пусть K —множество коммутирующих инволюций и |K| = 2n. Так как
Hom(A1, A2) = 0, то всякая инволюция α ∈ K имеет вид

α =
(

C H
0 D

)
,

где C ∈ AutA1, D ∈ AutA2, C2 = In1 , D2 = In2 и CH + HD = 0. Всякой
инволюции α ∈ K можно поставить в соответствие инволюцию

α′ =
(

C 0
0 D

)
.

Покажем, что всякой инволюции α соответствует единственная инволюция
вида α′. Предположим, что найдутся такие инволюции α, β ∈ K, α �= β, для
которых α′ = β′. Пусть

β =
(

C H1

0 D

)
.

Так как αβ = βα и α2 = β2 = In, то

CH1 + HD = CH + H1D, CH1 + H1D = CH + HD = 0.

Из этих уравнений получаем, что H = H1 и α = β. Противоречие. Таким обра-
зом, множеству K соответствует множество K ′ коммутирующих инволюций и
|K ′| = 2n.

Рассмотрим инволюцию δ = [−In1 , In2 ]. Имеем, что δα′ = α′δ для любой
инволюции α′ ∈ K ′. Получаем, что K ′ ∪ {δ}—множество коммутирующих ин-
волюций. Так как |K ′ ∪ {δ}| � 2n и |K ′| = 2n, то δ ∈ K ′. Отсюда следует, что
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множество K содержит инволюцию вида

λ =
(−In1 H

0 In2

)
.

Рассмотрим

γ =
(

In1 − 1
2H

0 In2

)
.

Так как 2A = A, то

−1
2
H ∈ Hom(A2, A1).

Следовательно, γ ∈ AutA. Получаем, что γλγ−1 = δ. Тогда γKγ−1 ⊂ CAut A(δ).
Поскольку CAut A(δ) = AutA1 × AutA2, то γKγ−1 ⊂ AutA1 × AutA2.

Лемма 2. Пусть A,B ∈ Fcd и AutA ∼= AutB. Тогда для любого τ ∈ ΩA,
r(Aτ ) > 1, найдётся σ ∈ ΩB , такой что

E+(Aτ ) ∼= E+(Bσ).

Доказательство. Покажем сначала, что
∏

τ∈ΩA

AutAτ
ϕ∼=

∏

τ∈ΩB

AutBτ .

Если группы A и B однородные или блочно-жёсткие, то это утверждение оче-
видно.

Пусть одна из групп, например B, имеет сравнимые и не равные типы. Тогда
Hom(B1, B2) = 0 для некоторого разложения B = B1 ⊕ B2. Так как AutA ∼=
∼= AutB, то r(A) = r(B) = n [1, лемма 2]. Обозначим n1 = r(B1), n2 = r(B2).
Рассмотрим в группе AutA множество диагональных инволюций K, |K| = 2n.
Пусть K∗ = ϕ(K). Поскольку изоморфизм ϕ сохраняет коммутирующие инво-
люции, то K∗—множество из 2n коммутирующих инволюций в группе AutB.

Покажем, что существует изоморфизм ϕ′, такой что

ϕ′(K) ⊂
∏

τ∈ΩB

AutBτ , (1)

где ϕ′(x) = γϕ(x)γ−1 для подходящего автоморфизма γ ∈ AutB. Если |ΩB | = 2,
то существование такого изоморфизма следует из леммы 1. Предположим, что
для всех ΩB , таких что |ΩB | < t, указанный изоморфизм существует. Пусть
теперь |ΩB | = t.

1. Если Hom(B2, B1)=0, то AutB=AutB1×AutB2 и K∗⊂AutB1×AutB2.
Можем записать K∗ = K1 × K2, где K1 и K2 —множества коммутирующих
инволюций в группах AutB1 и Aut B2 соответственно. Понятно, что |K1| = 2n1 ,
|K2| = 2n2 . Так как |ΩB1 | < t и |ΩB2 | < t, то по предположению получим, что
существуют автоморфизмы γ1 ∈ AutB1, γ2 ∈ AutB2, такие что

ϕ : K → γ1K1γ
−1
1 × γ2K2γ

−1
2 ⊂

∏

τ∈ΩB1

Aut Bτ ×
∏

τ∈ΩB2

AutBτ .
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Отождествим автоморфизмы γ1 и γ2 с соответствующими автоморфизмами груп-
пы AutB. Тогда существует изоморфизм ϕ′, при котором выполняется (1).

2. Пусть теперь Hom(B2, B1) �= 0. Тогда AutB изоморфна группе мат-
риц, указанной в лемме 1. Следовательно, существует γ3 ∈ AutB, такой что
γ3K

∗γ−1
3 ⊂ AutB1 × AutB2. Опять можем записать γ3K

∗γ−1
3 = K1 × K2 и по

доказанному выше получим существование изоморфизма ϕ′.
Итак, заменяя изоморфизм ϕ на изоморфизм ϕ′, можем считать, что

ϕ : K → K∗ ⊂
∏

τ∈ΩB

AutBτ . (2)

Рассмотрим множества инволюций L ⊂ K, L∗ ⊂ K∗, таких что

L ⊂ Z

( ∏

τ∈ΩA

AutAτ

)
, L∗ ⊂ Z

( ∏

τ∈ΩB

AutBτ

)
.

Покажем, что ϕ(L) = L∗. Очевидно, что любая инволюция из L не сопря-
жена ни с одной отличной от неё инволюцией из K и всякая инволюция из
K \L сопряжена с некоторой инволюцией из K. С другой стороны, либо всякое
сопряжение инволюции α из L∗ сохраняет инволюцию βαβ−1 = α, либо

βαβ−1 �⊂
∏

τ∈ΩB

Aut Bτ .

Значит, L∗ ⊂ ϕ(L). Отсюда следует, что |L∗| � |L|. Поменяв в рассуждениях
группы A и B, получим, что |L∗| � |L|. Следовательно, |L∗| = |L| и ϕ(L) = L∗.

Рассматривая централизаторы этих множеств инволюций, получим
∏

τ∈ΩA

AutAτ ∼= CAut A(L) ∼= CAut B(L∗) ∼=
∏

τ∈ΩB

AutBτ .

По [2, лемма 2] получаем утверждение теоремы.

Лемма 3. Пусть A,B ∈ Fcd и AutA ∼= AutB. Тогда для любых τ, τ ′ ∈ ΩA

(τ < τ ′) найдутся σ, σ′ ∈ ΩB (σ < σ′), такие что

Hom(Aτ , Aτ ′
) ∼= Hom(Bσ, Bσ′

).

Доказательство. Из [2, лемма 1] следует, что |ΩA| = |ΩB | = t. Пусть
τ, τ ′ ∈ ΩA и τ < τ ′. Тогда Hom(Aτ , Aτ ′

) �= 0. Отождествляя группу ав-
томорфизмов AutA с группой соответствующих матриц, рассмотрим в AutA
подгруппу R1, которая при подходящей перестановке слагаемых группы A со-
стоит из матриц следующего вида:

α =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a11 a12 0 . . . 0
0 a22 0 . . . 0
0 0 a33 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . att

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

где a11 ∈ AutAτ ′
, a22 ∈ AutAτ , a12 ∈ Hom(Aτ , Aτ ′

).



Об определяемости вполне разложимой абелевой группы без кручения 35

В лемме 2 показано, что из изоморфизма Aut A ∼= Aut B следует существо-
вание изоморфизма ϕ : L → L∗, где L и L∗—центральные инволюции групп∏
τ∈ΩA

AutAτ и
∏

τ∈ΩB

AutBτ соответственно. Очевидно, что множество инво-

люций L̄ из Z(R1) является подгруппой L. Рассмотрим ϕ(L̄) ⊂ L∗. Так как
R1 = CAut A(L̄), то

ϕ(R1) = ϕ
(
CAut A(L̄)

)
= CAut A

(
ϕ(L̄)

)
.

Центр группы R1 содержит 2t−1 инволюций. Значит, это верно и для
R2 = CAut B

(
ϕ(L̄)

)
. Централизатор любой подгруппы из L∗ содержит в ка-

честве подгруппы группу
∏

τ∈ΩB

AutBτ . Более того, так как Z(R2) содержит

2t−1 инволюций, то для некоторых σ, σ′ ∈ ΩB (σ < σ′) матрица β ∈ R2 при
подходящей перестановке слагаемых группы B имеет вид

β =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

b11 b12 0 . . . 0
0 b22 0 . . . 0
0 0 b33 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . btt

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

где b11 ∈ AutBσ′
, b22 ∈ Aut Bσ, b12 ∈ Hom(Bσ, Bσ′

) и bij = 0 для любых i �= 1,
j �= 2, i �= j.

Рассмотрим λ ∈ L,

λ =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−In1 0 0 . . . 0
0 In2 0 . . . 0
0 0 In3 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . Int

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Заметим, что λ /∈ Z(R1). Тогда

ϕ(λ) =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−In1 0 0 . . . 0
0 In2 0 . . . 0
0 0 ±In3 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . ±Int

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

или

ϕ(λ) =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

In1 0 0 . . . 0
0 −In2 0 . . . 0
0 0 ±In3 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . ±Int

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.
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Рассмотрим группы

T1 = {γλγ−1λ : γ ∈ R1}, T2 = {ϕ(γ)ϕ(λ)ϕ(γ−1)ϕ(λ) : ϕ(γ) ∈ R2}.
Очевидно, что T1

∼= T2. Покажем, что T1
∼= Hom(Aτ , Aτ ′

). Обозначим H(x)
матрицу следующего вида:

H(x) =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

In1 x 0 . . . 0
0 In2 0 . . . 0
0 0 In3 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . Int

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

где x ∈ Hom(Aτ , Aτ ′
). Все такие матрицы соберём в группу H. Очевидно, что

H ∼= Hom(Aτ , Aτ ′
) и T1 < H. Покажем, что H ⊂ T1. Пусть x ∈ Hom(Aτ , Aτ ′

).
Тогда H(x) = H(x/2)λH(−x/2)λ. Следовательно, H(x) ∈ T1 и H ⊂ T1. Получи-
ли, что T1

∼= Hom(Aτ , Aτ ′
). Аналогично получаем, что T2

∼= Hom(Bσ, Bσ′
).

Теорема. Пусть A ∈ Fcdi и для всякого минимального типа τ ∈ ΩA имеет
место неравенство r(Aτ ) > 1. Тогда группа A определяется в классе Fcdi её
группой автоморфизмов.

Доказательство. Пусть выполнены условия теоремы и AutA ∼= AutB. По-
кажем, что в таком случае A ∼= B. Рассмотрим τ ∈ ΩA, r(Aτ ) > 1. По лемме 2
получаем, что E+(Aτ ) ∼= E+(Bσ) для некоторого типа σ. Поскольку прямые
слагаемые ранга 1 групп A и B имеют идемпотентные типы, то Aτ ∼= Bσ [3].

Пусть теперь r(Aτ ) = 1. Так как тип τ не минимальный, то найдётся такой
тип τ ′ ∈ ΩA, что τ > τ ′. Тогда по лемме 3 найдутся такие типы σ > σ′, что

Hom(Aτ ′
, Aτ ) ∼= Hom(Bσ′

, Bσ).

Так как прямые слагаемые ранга 1 групп A и B имеют идемпотентные типы, то

Hom(Aτ ′
, Aτ ) ∼=

⊕

r(Aτ′ )

Aτ , Hom(Bσ′
, Bσ) ∼=

⊕

r(Bσ′ )

Bσ.

Получаем, что τ = σ.
Предположим, что r(Bσ) > 1. Тогда по лемме 2 найдётся такой тип τ , что

E+(Aτ ) ∼= E+(Bσ). Следовательно, Aτ ∼= Bσ (см. [3]) и r(Aτ ) = r(Bτ ), но
r(Aτ ) = 1. Противоречие.

Следующий пример показывает, что это условие не является необходимым.
Пусть

τ1 = (∞,∞, 0, 0, . . .), τ2 = (∞, 0, 0, 0, . . .), τ3 = (∞, 0,∞, 0, . . .).

Можно доказать, что группа

A = Aτ1 ⊕ Aτ1 ⊕ Aτ2 ⊕ Aτ3 ⊕ Aτ3

определяется её группой автоморфизмов в классе Fcdi.
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