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Аннотация

Даются некоторые эквивалентные условия выполнимости свойств для группы быть
(вполне) транзитивной, эндотранзитивной или слаботранзитивной.

Abstract

V. M. Misyakov, On some properties of endomorphism rings of Abelian groups, Fun-
damentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 20 (2015), no. 5, pp. 131—139.

Some equivalent conditions under which a group can be (fully) transitive, endotransi-
tive, or weakly transitive are presented.

Термин (вполне) транзитивность был введён И. Капланским в [29] при ис-
следовании модулей над полным кольцом дискретного нормирования. Впер-
вые вполне транзитивные абелевы группы без кручения изучались в рабо-
те П. А. Крылова [7] (он называл эти группы транзитивными). Определение
(вполне) транзитивной произвольной абелевой группы было введёно Ю. Б. Доб-
русиным в [5]. Описание (вполне) транзитивных групп остаётся до сих пор
открытым вопросом, хотя исследования, связанные с этими объектами, посто-
янно ведутся. Так, (вполне) транзитивные периодические группы рассматрива-
лись в [16—18, 22, 24, 25, 28, 31]; без кручения— в [1, 8, 9, 14]; смешанные—
в [2—4,11, 20]; (вполне) транзитивные модули— в [21, 27]; слабо транзитивные
группы без кручения— в [23, 30]; эндотранзитивные группы, введённые в [6]
для групп без кручения, изучались также в [15,19,26].

В данной статье показываются некоторые связи между этими понятиями,
даются некоторые эквивалентные условия выполнимости свойств для группы
быть (вполне) транзитивной, эндотранзитивной или слабо транзитивной.

В [17] А. Л. С. Корнер рассматривает следующее понятие. Пусть Φ—под-
кольцо с единицей кольца E(G), H —Φ-инвариантная подгруппа редуцирован-
ной p-группы G. Тогда говорим, что Φ действует (вполне) транзитивно на H,
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если для любых x, y ∈ H, таких что (UG(x) � UG(y)) UG(x) = UG(y), су-
ществует (элемент ϕ ∈ Φ) обратимый элемент ϕ ∈ Φ, такой что ϕ(x) = y.
Допуская вольность речи, мы будем говорить, что подгруппа H (вполне) тран-
зитивна над Φ. Таким образом, G— (вполне) транзитивная группа в смысле
Капланского тогда и только тогда, когда E(G) действует (вполне) транзитивно
на G. В теореме 8 описывается (вполне) транзитивное действие кольца E(G) на
произвольной редуцированной группе G.

В [10] ставится следующая проблема: замкнут ли класс транзитивных [силь-
но однородных] групп без кручения относительно взятия прямых слагаемых
[10, проблема 41.1]. Напомним, что однородные транзитивные группы без кру-
чения называются сильно однородными. В теореме 8 даются необходимые и
достаточные условия, при которых прямое слагаемое произвольной транзитив-
ной группы будет транзитивной группой.

В работе под словом «группа» понимается абелева группа. Все стандартные
определения и обозначения можно найти в [12, 13]. Если G— группа, то че-
рез Aut(G) (E(G)) будем обозначать группу (кольцо) всех её автоморфизмов
(эндоморфизмов), через H(a)A —высотную матрицу элемента a в подгруппе A
группы G, через Hp(a)A — строку высотной матрицы H(a)A, соответствующую
простому числу p, через Tp(G)— p-компоненту периодической части T (G) груп-
пы G.

Напомним, что группа G называется (вполне) транзитивной, если для каж-
дой пары элементов a, b ∈ G, таких что H(a) = H(b) (H(a) � H(b)), следует
существование ϕ ∈ Aut(G) (ϕ ∈ E(G)), переводящего элемент a в элемент b.

Рассмотрим связанные с ненулевым элементом a ∈ G вполне характеристи-
ческие подгруппы группы G

bfc(a) = {b ∈ G | H(a) � H(b)},
lfc(a) = {b ∈ G | найдётся ϕ ∈ E(G), такой что ϕ(a) = b}.

которые будем называть соответственно большой и малой вполне характеристи-
ческими подгруппами группы G, содержащими элемент a.
Замечание 1. Для каждого ненулевого элемента a ∈ G существует эпимор-

физм ψa : E+(G) → lfc(a), действующий по правилу ψa(ϕ) = ϕ(a) для любого
ϕ ∈ E+(G).

Далее рассмотрим некоторые эквивалентные условия вполне транзитивности
группы G.

Предложение 1. Для редуцированной группы G следующие условия экви-
валентны:

1) G—вполне транзитивная группа ;
2) bfc(a) = lfc(a) для любого ненулевого элемента a ∈ G;
3) для любого ненулевого элемента a ∈ G существует эпиморфизм

ψa : E+(G) → bfc(a), действующий по правилу ψa(ϕ) = ϕ(a) для лю-
бого ϕ ∈ E+(G).
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Доказательство. Докажем импликацию 1) =⇒ 2). Пусть a—произвольный
элемент группы G. Так как lfc(a) ⊆ bfc(a), то пусть c ∈ bfc(a). Тогда H(a) �
� H(c). Поскольку G—вполне транзитивная группа, то существует ϕ ∈ E(G),
такой что ϕ(a) = c. Следовательно, c ∈ lfc(a) и bfc(a) = lfc(a).

Докажем импликацию 2) =⇒ 1). Рассмотрим произвольные элементы
a, b ∈ G, такие что H(a) � H(b). Так как b ∈ bfc(a) и bfc(a) = lfc(a), то
существует ϕ ∈ E(G), такой что ϕ(a) = b.

Импликация 2) =⇒ 3) следует из условия и замечания 1.
Докажем импликацию 3) =⇒ 2). Пусть a—произвольный элемент группы G.

Так как lfc(a) ⊆ bfc(a), то пусть c—произвольный элемент подгруппы bfc(a).
Тогда для элемента c найдётся η ∈ E+(G), такой что c = ψa(η) = η(a). Следова-
тельно, c ∈ lfc(a) и bfc(a) = lfc(a).

По аналогии с вполне характеристическими подгруппами группы G, связан-
ными с ненулевым элементом a ∈ G, рассмотрим характеристические подмно-
жества группы G

bc(a) = {b ∈ G | H(b) = H(a)},
lc(a) = {b ∈ G | найдётся ϕ ∈ Aut(G), такой что ϕ(a) = b},

которые будем называть соответственно большим и малым характеристически-
ми подмножествами группы G, содержащими элемент a. Здесь под характе-
ристическим подмножеством группы G понимается подмножество, замкнутое
относительно действия автоморфизмов группы G.
Замечание 2. Для произвольного ненулевого элемента a ∈ G существу-

ет следующая связь между определёнными выше вполне характеристическими
подгруппами и характеристическими подмножествами:

lc(a) ⊆ lfc(a) ⊆ bfc(a),
lc(a) ⊆ bc(a) ⊆ bfc(a).

Далее термин «слабо транзитивная группа», введённый для групп без кру-
чения в [23], определим для произвольной абелевой группы.
Определение 1. Группу G будем называть слабо транзитивной, если для

произвольных элементов x, y ∈ G из существования эндоморфизмов ϕ,ψ ∈
∈ E(G), таких что ϕ(x) = y, ψ(y) = x, следует существование α ∈ AutG,
такого что α(x) = y.

Для некоторой характеризации слабо транзитивных групп нам потребуется
следующее подмножество, определяемое для любого ненулевого элемента a ∈ G:

weak(a) = {b ∈ G | найдутся ϕ,ψ ∈ E(G), такие что ϕ(a) = b, ψ(b) = a}.
Замечание 3. Легко проверяется, что

lc(a) ⊆ weak(a) ⊆ bc(a),
lc(a) ⊆ weak(a) ⊆ lfc(a)

для любого ненулевого элемента a ∈ G.
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Лемма 2. Группа G слабо транзитивна тогда и только тогда, когда weak(a) =
= lc(a) для любого ненулевого элемента a ∈ G.

Доказательство. Необходимость. Пусть G— слабо транзитивная группа.
Тогда для любого ненулевого элемента a ∈ G и для любого x ∈ weak(a) су-
ществуют ϕ,ψ ∈ E(G), такие что ϕ(x) = a и ψ(a) = x. Так как G— слабо
транзитивная группа, то существует α ∈ Aut(G), такой что α(a) = x. Следова-
тельно, x ∈ lc(a). Из замечания 3 следует обратное включение.

Достаточность. Рассмотрим произвольные x, y ∈ G и ϕ,ψ ∈ E(G), такие что
ϕ(x) = y и ψ(y) = x. Тогда y ∈ weak(x) = lc(x). Поэтому найдётся α ∈ Aut(G),
такой что α(x) = y.

Замечание 4. Для каждого ненулевого элемента a ∈ G существует эпимор-
физм ψa : Aut(G) → lc(a), действующий по правилу ψa(ϕ) = ϕ(a) для любого
ϕ ∈ Aut(G).

Поскольку всякая транзитивная группа является слабо транзитивной, то
представляет интерес нахождение дополнительного условия, при котором слабо
транзитивная группа будет транзитивной. В следующем утверждении предлага-
ется такое условие.

Предложение 3. Для группы G следующие условия эквивалентны:

1) G— транзитивная группа ;
2) bc(a) = lc(a) для любого ненулевого элемента a ∈ G;
3) для любого ненулевого элемента a ∈ G существует эпиморфизм

ψa : Aut(G) → bc(a), действующий по правилу ψa(ϕ) = ϕ(a) для лю-
бого ϕ ∈ Aut(G);

4) G— слабо транзитивная группа и weak(a) = bc(a) для любого ненулевого
элемента a ∈ G.

Доказательство. Докажем импликацию 1) =⇒ 2). Пусть a—произвольный
ненулевой элемент группы G и c ∈ bc(a). Тогда H(c) = H(a). Следователь-
но, будут существовать ϕ ∈ Aut(G), такой что ϕ(a) = c. Тогда c ∈ lc(a) и
bc(a) ⊆ lc(a). Обратное включение следует из замечания 2.

Докажем импликацию 2) =⇒ 1). Рассмотрим произвольные ненулевые эле-
менты a, b ∈ G, такие что H(a) = H(b). Тогда b ∈ bc(a). Поскольку bc(a) =
= lc(a), то найдётся ϕ ∈ Aut(G), такой что ϕ(a) = b.

Импликация 2) =⇒ 3) следует из условия и замечания 4.
Докажем импликацию 3) =⇒ 2). Пусть a—произвольный ненулевой эле-

мент группы G. Поскольку lc(a) ⊆ bc(a), то пусть x ∈ bc(a). Так как
ψa : Aut(G) → bc(a)—эпиморфизм, то существует ϕ ∈ Aut(G), такой что
x = ψa(ϕ) = ϕ(a). Следовательно, x ∈ lc(a) и bc(a) = lc(a).

Эквивалентность условий 2) и 4) следует из замечания 3 и леммы 2.

Определение 2. Группа G называется эндотранзитивной, если для произ-
вольных элементов x, y ∈ G, таких что H(x) = H(y), следует существование
ϕ ∈ E(G), такого что ϕ(x) = y.
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В [10] сформулирована следующая проблема: существуют ли слабо тран-
зитивные группы без кручения (здесь под термином «слабая транзитивность»
понимается термин «эндотранзитивность»), не являющиеся ни транзитивными,
ни вполне транзитивными [10, проблема 44]. Замечание 4 и следующая лемма
дают надежду, что такие группы могут существовать.

Лемма 4. Редуцированная группа G эндотранзитивна тогда и только тогда,
когда bc(a) ⊆ lfc(a).

Доказательство. Необходимость. Рассмотрим произвольные 0 �= a ∈ G и
x ∈ bc(a). Тогда H(a) = H(x). Так как G—эндотранзитивная группа, то суще-
ствует ϕ ∈ E(G), такой что ϕ(a) = x. Следовательно, x ∈ lfc(a).

Достаточность. Рассмотрим произвольные элементы a, b ∈ G, такие что
H(a) = H(b). Тогда b ∈ bc(a) ⊆ lfc(a). Следовательно, найдётся эндомор-
физм ϕ ∈ E(G), такой что ϕ(a) = b. Таким образом, G—эндотранзитивная
группа.

Замечание 5. Из предложений 1 и 3, замечания 4 и леммы 4 следует хорошо
известный результат, что если группа (вполне) транзитивна, то она эндотранзи-
тивна.

Для полноты изложения напомним следующую лемму, доказанную
А. Л. С. Корнером в [17].

Лемма 5 [17]. Редуцированная p-группа G (вполне) транзитивна тогда и
только тогда, когда E(G) действует (вполне) транзитивно на pωG.

Распространим понятие, введённое А. Л. С. Корнером для p-групп, на произ-
вольные редуцированные абелевы группы. При этом, в отличие от него, считаем,
что для любого a ∈ A высотная матрица H(a) берётся в подгруппе A группы G.
Определение 3. Пусть Φ—подкольцо с единицей кольца E(G) и A—Φ-ин-

вариантная подгруппа редуцированной абелевой группы G. Будем говорить, что
Φ действует (вполне) транзитивно на A или подгруппа A (вполне) транзитивна
над Φ, если для любых x, y ∈ A, таких что (H(x)A � H(y)A) H(x)A = H(y)A,
существует (элемент ϕ ∈ Φ) обратимый элемент ϕ ∈ Φ, такой что ϕ(x) = y.

Теорема 6. Редуцированная группа G (вполне) транзитивна тогда и только
тогда, когда E(G) действует (вполне) транзитивно на pσG для любого порядко-
вого числа σ и произвольного простого числа p.

Доказательство. Докажем теорему для случая вполне транзитивности,
транзитивный случай доказывается аналогично.

Необходимость. Пусть p—произвольное простое число. Если G— p-дели-
мая группа, то для любого порядкового числа σ pσG = G, т. е. pσG—вполне
транзитивная группа над E(G).

Пусть pG �= G. Проведём доказательство индукцией по σ. Если σ = 0, то
E(G) действует вполне транзитивно на G.

Пусть для любого δ, такого что 0 � δ < σ, утверждение теоремы выполняет-
ся. Покажем, что E(G) действует вполне транзитивно на pσG. Пусть a, b ∈ pσG
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и H(a)pσG � H(b)pσG. Тогда Hp(a)pσG � Hp(b)pσG, где

Hp(a)pσG = (α0, α1, . . . , αk, . . .), Hp(b)pσG = (β0, β1, . . . , βm, . . .).

Пусть σ—изолированное порядковое число. Тогда pσG = p(pσ−1G), и сле-
довательно, существуют элементы c1, c2 ∈ pσ−1G, такие что a = pc1, b = pc2.
Тогда

Hp(c1)pσ−1G = (μ, α0, α1, . . . , αk, . . .), Hp(c2)pσ−1G = (ν, β0, β1, . . . , βm, . . .),

причём Hq(c1)pσ−1G = Hq(a)pσG и Hq(c2)pσ−1G = Hq(b)pσG для любого про-
стого числа q, q �= p. Если μ � ν, то H(c1)pσ−1G � H(c2)pσ−1G. Так как по
предположению индукции подгруппа pσ−1G вполне транзитивна над E(G), то
существует ϕ ∈ E(G), такой что ϕ(c1) = c2. Тогда pϕ(c1) = pc2 и ϕ(a) = b.

Пусть ν < μ. Допустим, что между ν и β0 есть скачок (в противном случае
μ � ν). Тогда ν-й инвариант Ульма—Капланского группы Tp(pσ−1G) отличен от
нуля, т. е. существует d ∈ pσ−1G, такой что o(d) = p и Hp(d)pσ−1G = (ν,∞, . . .).
Рассмотрим элемент c1 + d ∈ pσ−1G. Так как

Hp(c1 + d)pσ−1G = (ν, α0, α1, . . . , αk, . . .) � Hp(c2)pσ−1G

и Hq(c1 + d)pσ−1G = Hq(c1)pσ−1G для любого простого q, q �= p, то
H(c1 + d)pσ−1G � H(c2)pσ−1G. Поскольку по предположению индукции под-
группа pσ−1G вполне транзитивна над E(G), то существует ϕ ∈ E(G), такой
что ϕ(c1 + d) = c2. Тогда pϕ(c1 + d) = pc2 и ϕ(a) = b.

Пусть σ—предельное порядковое число, т. е.

pσG =
⋂

δ<σ

pδG.

Следовательно, a, b ∈ pδG для любого δ < σ. Тогда по определению обоб-
щённой высоты h∗p(a)pδG = h∗p(a)pσG для любого δ < σ и, следовательно,
h∗p(p

ka)pδG = h∗p(p
ka)pσG для любых δ < σ и натурального k, т. е. Hp(a)pδG =

= Hp(a)pσG для любого δ < σ. Поскольку Hq(a)pδG = Hq(a)pσG для любых
δ < σ и простого q, q �= p, то H(a)pδG = H(a)pσG для любого δ < σ. Анало-
гичные рассуждения показывают, что H(b)pδG = H(b)pσG для любого δ < σ.
Тогда H(a)pδG � H(b)pδG. По предположению индукции подгруппа pδG вполне
транзитивна над E(G) для любого δ < σ, т. е. существует ϕ ∈ E(G), такой что
ϕ(a) = b.

Достаточность. Пусть E(G) действует вполне транзитивно на подгруппе pσG
для любого порядкового числа σ и для любого простого числа p. Тогда, в част-
ности, E(G) действует вполне транзитивно на p0G = G, т. е. G—вполне тран-
зитивная группа.

Следствие 7. Для редуцированной p-группы G следующие условия эквива-
лентны:

1) G— (вполне) транзитивная группа ;
2) E(G) действует (вполне) транзитивно на pωG (в смысле Корнера);
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3) E(G) действует (вполне) транзитивно на pσG для любого порядкового
числа σ (в смысле определения 3).

Доказательство. Эквивалентности условий 1) и 2), 1) и 3) получаем из
леммы 5 и теоремы 6 соответственно.

Введём следующее понятие.
Определение 4. Пусть G = A⊕B. Будем говорить, что автоморфизмы груп-

пы A индуцируются автоморфизмами группы G, если для любого a ∈ A и для
любого x ∈ bc(a) из существования ϕ ∈ AutG, такого что ϕρ(a) = ρ(x), сле-
дует существование ψ ∈ AutA, такого что πϕρ(a) = ψ(a), где ρ : A → G и
π : G→ A—канонические вложение и проекция соответственно.

Теорема 8. Прямое слагаемое A транзитивной группы G является транзи-
тивной группой тогда и только тогда, когда автоморфизмы группы A индуциру-
ются автоморфизмами группы G.

Доказательство. Необходимость. Пусть G = A⊕B, причём G и A— транзи-
тивные группы. Пусть ρ : A→ G и π : G→ A—канонические вложение и проек-
ция соответственно. Тогда для любого ненулевого элемента a ∈ A и для любого
x ∈ bc(a) из транзитивности группы A следует существование ψ ∈ AutA, такого
что ψ(a) = x.

Рассмотрим элемент ρx. Так как H(ρx) = H(ρa), то из транзитивности груп-
пы G следует существование ϕ ∈ AutG, такого что ϕρa = ρx. Следовательно,
πϕρa = x = ψ(a).

Достаточность. Для транзитивности группы A согласно предложению 3 до-
статочно показать, что bc(a) = lc(a) для любого ненулевого элемента a ∈ A.
Для произвольного элемента x ∈ bc(a) имеем H(x) = H(a). Поскольку H(ρx) =
= H(ρa), то из транзитивности группы G следует существование ϕ ∈ AutG,
такого что ϕρ(a) = ρ(x). Поскольку автоморфизмы группы G индуцируют авто-
морфизмы группы A, то существует ψ ∈ AutA, такой что x = πϕρ(a) = ψ(a).
Следовательно, bc(a) = lc(a).
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