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Аннотация

В основе данной обзорной статьи лежит диссертация, защищённая автором в дис-
сертационном совете при механико-математическом факультете МГУ имени М. В. Ло-
моносова 6 декабря 2013 года. Статья посвящена градуированным кольцам частных
градуированных по группе колец. В работе доказаны градуированные аналоги тео-
ремы Фейса—Утуми о порядках в матричных кольцах, теорем Голди о порядках во
вполне приводимых кольцах, а также построено и исследовано ортогональное граду-
ированное пополнение— аналог кольца частных, лежащего в основе теории ортого-
нальной полноты Бейдара—Михалёва.

Abstract

A. L. Kanunnikov, Graded quotient rings, Fundamentalnaya i prikladnaya matemati-
ka, vol. 20 (2015), no. 6, pp. 77—145.

This survey is based on the PhD Thesis which was defended at the Dissertation
council of the Faculty of Mechanics and Mathematics of Moscow State University on
December 6, 2013. This paper is devoted to the study of quotient rings of rings graded by
a group. Graded analogs of the Faith—Utumi theorem of orders of matrix rings, Goldie’s
theorems of orders of completely reducible rings are proved and the orthogonal graded
completion, which is an analog of the quotient ring underlying the orthogonal completion
theory of Beidar—Mikhalev, is constructed.

Введение

В последнее время отмечается значительный интерес к кольцам и другим ал-
гебраическим структурам, снабжённым градуировкой. Это объясняется тем, что
многие важные классы колец, например кольца многочленов, матричные кольца,
групповые кольца, допускают естественную градуировку. В 1979 и 2000 годах
К. Настасеску и Ф. ван Ойстайен выпустили монографии [36,38], посвящённые
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кольцам и модулям, градуированным по группе, причём в [36], как и во всех ра-
ботах раннего периода, рассматривалась только градуировка по группе Z целых
чисел.

В теории градуированных колец вводятся стандартные градуированные ана-
логи понятий классической теории колец, которые принято обозначать пристав-
кой «gr-». Например, gr-артинов (gr-нётеров) модуль— это градуированный мо-
дуль с условием минимальности (максимальности) для градуированных подмо-
дулей. Естественный и важный вопрос в теории градуированных колец состоит
в следующем. Пусть градуированное кольцо (градуированный модуль) X удо-
влетворяет условию gr-P . Выполнено ли условие P для кольца (модуля) X,
рассматриваемого без градуировки?

При построении структурной теории градуированных колец важную роль
играют градуированные кольца частных— такие кольца частных, которые есте-
ственным образом наследуют градуировку кольца. Каждое градуированное
кольцо R обладает полным правым градуированным кольцом частных Qgr(R),
в которое вкладывается любое другое градуированное правое кольцо частных
кольца R. Кольцо Qgr(R) является градуированным аналогом полного право-
го кольца частных Q(R) и может быть построено аналогичными способами
[2, 5, 32, 38]. Другим важным правым кольцом частных является классическое
Qcl(R), образуемое с помощью локализации по мультипликативной системе всех
регулярных элементов данного кольца R (и существующее при выполнении
условий Оре). При построении его градуированного аналога Qgr

cl (R) использует-
ся та же конструкция, но среди регулярных элементов берутся только однород-
ные для наследования градуировки [38]. Одной из первых проблем в теории гра-
дуированных колец частных является получение градуированной версии теоре-
мы Голди, описывающей кольца, классические кольца частных которых вполне
приводимы. Строение вполне приводимых колец описывает теорема Моли-
на—Веддербёрна—Артина, градуированный аналог которой известен [3,33,38].

В конце 1950-х годов английский математик А. Голди исследовал порядки
во вполне приводимых кольцах и установил, что для полупервичного нётеро-
ва справа кольца R кольцо Qcl(R) существует и вполне приводимо. Позднее
А. Голди показал, что условие нётеровости справа можно ослабить до системы
следующих двух условий:

1) кольцо R удовлетворяет условию максимальности для правых аннулято-
ров;

2) кольцо R не содержит бесконечных прямых сумм правых идеалов.

Кольца со свойством 2) стали называть конечномерными справа, а кольца со
свойствами 1) и 2) — правыми кольцами Голди. Например, кольцо k[x1, x2, . . .]
многочленов над полем k от счётного числа коммутирующих переменных— ком-
мутативное не нётерово кольцо Голди с полем частных k(x1, x2, . . .).

А. Голди доказал не только достаточность, но и необходимость условий 1), 2)
и полупервичности кольца для полной приводимости его классического правого
кольца частных.
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Теорема Голди [20,23, 27]. Для кольца R следующие условия равносиль-
ны:

1) R—полупервичное правое кольцо Голди;
2) правый идеал в R существен в точности тогда, когда он содержит хотя бы

один регулярный элемент ;
3) кольцо R обладает правым классическим кольцом частных Qcl(R), которое

является вполне приводимым кольцом.

При выполнении этих условий кольцо Qcl(R) просто в точности тогда, когда
кольцо R первично.

Часто утверждение о первичных кольцах Голди называют первой теоремой
Голди, а о полупервичных кольцах— второй, так же как в случае теорем Мо-
лина—Веддербёрна—Артина. Отметим также, что вполне приводимые кольца
являются правыми (и левыми) кольцами Голди и совпадают со своими кольца-
ми частных, поэтому для полупервичного правого кольца Голди R справедливо
равенство Qcl(R) = Q(R).

Отдельно выделим случай колец главных правых идеалов, так называемых
pri-колец (от английского «principal right ideal rings»). В 1962 году А. Голди [28]
описал первичные и полупервичные pri-кольца.

Третья теорема Голди [28,31].

1. Полупервичные pri-кольца— это в точности конечные прямые суммы пер-
вичных pri-колец.

2. Первичные pri-кольца— это в точности матричные pri-кольца над нётеро-
выми справа областями Оре.

Перейдём к градуированным правым кольцам Голди. Так называются [36,38]
градуированные кольца, не содержащие бесконечных прямых сумм градуиро-
ванных правых идеалов (gr-конечномерные справа) и удовлетворяющие условию
максимальности для правых градуированных аннуляторов.

Один из первых градуированных вариантов теоремы Голди доказан в [36].

Теорема [36, предложение 9.2.3]. Пусть

R =
⊕

n∈Z

Rn —

gr-полупервичное правое градуированное кольцо Голди,

R+
0 =

⊕

n�0

Rn, R+ =
⊕

n>0

Rn.

Предположим, что выполнено хотя бы одно из следующих условий :

1) R+ содержит центральный однородный регулярный элемент ;
2) R = R+

0 и ни один минимальный gr-первичный идеал кольца R не содер-
жит R+;

3) R = R+
0 и R+ содержит однородный регулярный элемент ;
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4) все однородные элементы в R+
0 нильпотентны.

Тогда существует и вполне gr-приводимо кольцо Qgr
cl (R).

В [38] приведён пример gr-полупервичного коммутативного градуированно-
го кольца Голди, для которого классическое градуированное кольцо частных не
является вполне gr-приводимым. Тем самым показано, что стандартный граду-
ированный аналог второй теоремы Голди неверен.

Пример 1 [29; 36, пример 9.2.2; 38, пример 8.4.7]. Пусть k—поле, коль-
цо R = k[X,Y ]/(XY ) градуировано группой Z (обозначим x = X + (XY ) и
y = Y + (XY )):

Rn =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

kxn, n > 0,
k, n = 0,
ky−n, n < 0.

Легко убедиться, что кольцо Qgr
cl (R) совпадает с кольцом R и не является gr-ар-

тиновым (и тем более вполне gr-приводимым), а (x, y) —gr-существенный иде-
ал, все однородные элементы которого— делители нуля.

Мы покажем, что полное градуированное кольцо частных Qgr(R) кольца R
из этого примера вполне gr-приводимо и, в частности, не совпадает с класси-
ческим Qgr

cl (R). Поэтому градуированный вариант теоремы Голди следует рас-
сматривать для колец частных Qgr

cl и Qgr отдельно. Отметим, что как вопрос об
их совпадении, так и вопрос о полной gr-приводимости кольца Qgr

cl упираются
в проблему существования однородного регулярного элемента в каждом gr-су-
щественном правом идеале кольца R. В неградуированном случае это условие
выполнено и такой проблемы не возникает, но повторение рассуждений Голди
в градуированном случае приводит, вообще говоря, к неоднородному регулярно-
му элементу. Эта проблема решалась в [29,35—38] наложением дополнительных
ограничений на однородные компоненты кольца R и градуирующую группу G.

В 1986 году в [35] был доказан градуированный вариант теоремы Голди
в предположении, что Re —полупервичное левое кольцо Голди, на само коль-
цо R было наложено ограничение, эквивалентное e-точности слева (Rg �= 0
влечёт Rg−1Rg �= 0 для всех g ∈ G). Сформулируем правосторонний вариант
этой теоремы.

Теорема [35, предложение 1.4]. Пусть R— e-точное справа градуирован-
ное кольцо с множеством однородных регулярных элементов S, Re —полупер-
вичное правое кольцо Голди. Тогда верны следующие утверждения:

1) S—правое множество Оре в R;
2) множество Se = S∩Re совпадает с множеством всех элементов кольца Re,

регулярных в Re;
3) кольцо Qgr

cl (R) = RS−1 существует, вполне gr-приводимо и e-точно спра-
ва ;

4) RS−1 = RS−1
e и (RS−1)e = ReS

−1
e .
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В 2000 году К. Гудёрл и Т. Стэффорд [29] доказали градуированную вер-
сию первой теоремы Голди для gr-первичных колец, градуированных абелевой
группой. Этот результат вошёл в [38].

Теорема [29; 38, теорема 8.4.4]. Если группа G абелева и G-градуирован-
ное кольцо R gr-первично, то кольцо Qgr

cl (R) существует и вполне gr-приводимо.

В [38] доказан вариант теоремы Голди для gr-полупервичных колец, сильно
градуированных конечной группой.

Теорема [38, теорема 8.4.9]. Если R—gr-полупервичное правое градуи-
рованное кольцо Голди, сильно градуированное конечной группой G, то Re —
полупервичное правое кольцо Голди, кольцо Qcl(R) = Qgr

cl (R) существует, явля-
ется сильно G-градуированным и вполне gr-приводимым, при этом

(
Qgr

cl (R)
)
e

=
= Qcl(Re) = ReS

−1
e .

В работе получены новые градуированные варианты теорем Голди. Доказано,
что для gr-полупервичного правого градуированного кольца Голди R кольцо Qgr

вполне gr-приводимо. Также доказано обращение градуированной версии тео-
ремы Голди (аналоги импликаций 2) ⇐⇒ 3) =⇒ 1) в теореме Голди) и найдены
различные условия, при которых кольцо Qgr

cl существует и вполне gr-приводи-
мо (и тогда совпадает с кольцом Qgr). В частности, доказано, что для колец
с конечным носителем справедлив полный аналог теоремы Голди— в форме
критерия.

В работе введено понятие gr-pri-кольца и получены градуированные аналоги
третьей теоремы Голди для gr-первичных и gr-полупервичных gr-pri-колец. Яс-
но, что такие кольца gr-нётеровы справа и тем более являются правыми градуи-
рованными кольцами Голди. Доказано, что для них условие gr-полупервичности
гарантирует существование и полную gr-приводимость кольца Qgr

cl .
Мощным логическим средством исследования в теории колец является ме-

тод ортогональной полноты, разработанный К. И. Бейдаром и А. В. Михалёвым
в конце 1970-х и начале 1980-х годов (см. [1, 6—9, 12, 19, 24, 25] и др.). Его
основная идея состоит в рассмотрении полупервичных колец как булевых про-
изведений первичных, что позволяет теоремы с определённой логической струк-
турой о первичных кольцах «поднимать» до теорем об ортогонально полных
полупервичных кольцах. Основные объекты теории строятся последовательно
по заданному полупервичному кольцу A: его полное правое кольцо частных
Q = Q(A), центр C кольца Q (называемый расширенным центроидом кольца A)
и булево кольцо B идемпотентов кольца C. С помощью кольца B вводится
понятие ортогональной полноты и строится ортогональное пополнение O(A)
кольца A. На кольцо O(A) удаётся перенести теоремы, справедливые в классе
первичных колец, если их условия и заключения имеют определённую логиче-
скую структуру.

В работе построены и исследованы основные объекты теории ортогональной
полноты для градуированных колец. Для данного gr-полупервичного кольца R
вместо колец Q(R) и C(R) рассматриваются их градуированные аналоги: кольцо
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Qgr(R) и максимальное градуированное подкольцо Cgr(R) его центра (градуиро-
ванный расширенный центроид кольца R). Cреди идемпотентов кольца Cgr(R)
используются только однородные для согласования построений с градуировкой.
Ортогональная полнота рассматривается относительного образуемого указанны-
ми идемпотентами булева кольца B.

На следующем этапе в неградуированном случае устанавливается ортого-
нальная полнота кольца Q(R) [7]. В градуированном случае это оказывается
верным не всегда. В работе доказан критерий ортогональной полноты кольца
Qgr(R), который в случае точной градуировки кольца R приобретает следую-
щую форму: кольцо B конечно или группа G конечна. Чтобы каждое (а не
только удовлетворяющее условиям критерия) gr-полупервичное кольцо име-
ло ортогональное градуированное пополнение, вводится понятие ортогональ-
ной gr-полноты— ортогональной полноты однородных компонент. Заметим, что
кольцо Qgr(R) ортогонально gr-полно всегда.

Ортогональное градуированное пополнение находит интересное применение
к градуированным кольцам Голди. Так, для кольца R из примера на с. 80 коль-
цо Ogr(R) является прямой суммой k[x] ⊕ k[y] двух градуированных областей.
В работе доказано, что ортогональное градуированное пополнение Ogr(R) gr-по-
лупервичного правого градуированного кольца Голди R является прямой суммой
gr-первичных колец Голди. Этот факт позволяет редуцировать полупервичный
случай к первичному, реализовав генеральную идею метода ортогональной пол-
ноты, что иллюстрирует теорема 4.4.5.

Обозначения и соглашения

Все рассматриваемые кольца ассоциативные с ненулевой единицей (в разде-
ле 2.4 рассматриваются градуированные предкольца), все модули правые уни-
тальные, G—мультипликативная группа с единичным элементом e, все градуи-
рованные кольца и модули по умолчанию градуированы группой G. Так, фраза
«X — градуированный модуль» означает, если не оговорено противное, что X —
правый G-градуированный R-модуль, где R—G-градуированное кольцо.

Если M —правый R-модуль, N —подмодуль в M , K —подмножество в M ,
то обозначим

(N : K) = {r ∈ R | Kr ⊆ N}.
В частности, при N = 0 получаем аннулятор AnnK = (0 : K) подмножества K.

Если R—кольцо, K —подмножество в R, то определяется правый аннулятор

rR(K) = {r ∈ R | Kr = 0}
и левый аннулятор

lR(K) = {r ∈ R | rK = 0}
множества K (индекс R будем опускать, если ясно, о каком кольце идёт речь).
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Под регулярным кольцом понимается кольцо, регулярное по фон Нейману.
Под регулярным элементом кольца R понимается элемент, не являющийся ни
левым, ни правым делителем нуля в R.

Для кольца или группы X центр обозначается через Z(X), а централизатор
подмножества M ⊆ X —через CentX(M).

1. Предварительные сведения и результаты

1.1. Основные понятия
теории градуированных колец и модулей

Градуированные кольца

Определение.
1. Кольцо R называется G-градуированным (или градуированным по груп-

пе G), если R =
⊕
g∈G

Rg, где {Rg | g ∈ G}— семейство аддитивных под-

групп кольца R, таких что RgRh ⊆ Rgh для всех g, h ∈ G. Если при
этом RgRh = Rgh для всех g, h ∈ G, то кольцо R называется сильно
градуированным.

2. Элементы множества h(R) =
⋃
g∈G

Rg называются однородными, ненулевой

элемент r ∈ Rg называется однородным элементом степени g; обозначе-
ние: deg r = g.

3. Подкольцо T градуированного кольца R называется градуированным, ес-
ли T =

⊕
g∈G

Tg, Tg = T ∩Rg.
Всюду далее фраза «R— градуированное кольцо» означает, что кольцо R

градуировано по группе G.
Пример 1.1.1.
1. Поле C комплексных чисел можно градуировать группой Z2 = {0, 1}:

C = R ⊕ iR, C0 = R, C1 = iR.

2. Тело H кватернионов можно градуировать группой Z2⊕Z2 = {(0, 0), (0, 1),
(1, 0), (1, 1)}:

H = R ⊕ iR ⊕ jR ⊕ kR,

H(0,0) = R, H(0,1) = iR, H(1,0) = jR, H(1,1) = kR.

В обоих случаях градуировка сильная.
Определение. Градуированное кольцо R называется
— g-точным справа (слева), где g ∈ G, если для всех r ∈ h(R) \ 0 найдётся

такое r′ ∈ h(R), что rr′ ∈ Rg \ 0 (r′r ∈ Rg \ 0);
— точным справа (слева), если оно g-точно справа (слева) для всех g ∈ G;
— g-точным (точным), если оно g-точно (точно) справа и слева.
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Предложение 1.1.2 [38, предложение 1.1.1]. Для градуированного коль-
ца R верны следующие утверждения:

1) 1 ∈ Re;
2) если элемент r ∈ Rg обратим, то r−1 ∈ Rg−1 ;
3) кольцо R является сильно градуированным тогда и только тогда, когда

Re = RgRg−1 для всех g ∈ G.

Очевидно, что сильно градуированное кольцо точно справа и слева. Обрат-
ное неверно, как показывает следующий пример.

Пример 1.1.3.
1. Кольцо многочленов R = A[x] над кольцом A естественным образом гра-

дуировано по группе Z:

Rn = Axn при n � 0 и Rn = 0 при n < 0.

Данная градуировка не является сильной, так как, например,

0 = R−1R2 �= R1 = Ax.

Эту градуировку далее будем называть стандартной.
2. Кольцо многочленов R = A[x] можно градуировать по группе Zn, положив

Rk̄ =

{
A[xn] при k = 0,
xkA[xn] при 1 � k � n− 1.

Если A—область целостности, то кольцо A[x] точно во всех компонентах,
но не является сильно градуированным, поскольку

R1̄Rn−1 = xnA[xn] �= A[xn] = R0̄.

Скрещённые произведения

Определение.
1. Пусть A—кольцо, U(A)—множество всех его обратимых элементов, G—

группа, σ : G → AutA, α : G2 → U(A)—два отображения. Обозначим
σ(g)(a) через ga. Четвёрка (A,G, σ, α) называется скрещённой системой,
если выполнены следующие условия (a ∈ A, g, h, k ∈ G):
1) g(ha) = α(g, h)ghaα(g, h)−1;
2) α(g, h)α(gh, k) = gα(h, k)α(g, hk);
3) α(g, e) = α(e, g) = 1;
4) ea = a.

2. Пусть (A,G, σ, α) — скрещённая система. Свободный левый A-модуль с ба-
зисом G, на котором определено умножение по правилу

(ag)(bh) =
(
agbα(g, h)

)
gh, a, b ∈ A, g, h ∈ G,

называется скрещённым произведением и обозначается A ∗ G(σ, α) (ис-
пользуется также обозначение AσαG).
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3. Если σ(g) = idA при всех g ∈ G, то скрещённое произведение A ∗G(σ, α)
называется скрещённым групповым кольцом и обозначается AαG.

4. Если α(g, h) = 1 при всех g, h ∈ G, то скрещённое произведение
AσαG = AσG называется косым групповым кольцом.

5. Если σ(g) = idA и α(g, h) = 1 при всех g, h ∈ G, то скрещённое произве-
дение A ∗G(σ, α) превращается в групповое кольцо AG.

Предложение 1.1.4 [38, предложения 1.4.1, 1.4.2].

1. Скрещённое произведение R = A ∗ G(σ, α) превращается в G-градуиро-
ванное кольцо, если положить Rg = Ag. При этом Re = A и каждая
однородная компонента R содержит обратимый элемент g.

2. Всякое G-градуированное кольцо R, такое что при каждом g ∈ G ком-
понента Rg содержит обратимый элемент ug, причём ue = 1, является
скрещённым произведением для скрещённой системы (Re, G, σ, α), где
σ(g)(a) = ugau

−1
g , α(g, h) = uguhu

−1
gh .

Градуированные модули и гомоморфизмы

Определение.

1. Правый модуль X над градуированным кольцом R называется G-граду-
ированным, если X =

⊕
g∈G

Xg, где {Xg | g ∈ G}— семейство таких ад-

дитивных подгрупп в абелевой группе (X,+), что XgRh ⊆ Xgh для всех
g, h ∈ G.

2. Элементы множества h(X) =
⋃
g∈G

Xg называются однородными; ненулевые

элементы в Xg называются однородными степени g.
3. Для элемента x ∈ X и подмножества T ⊆ X определяются носители:

Supp(x) = {g ∈ G | xg �= 0} и Supp(T ) =
⋃
x∈T

Supp(x).

4. Градуированный модуль XR назовём g-точным (g ∈ G), если для любого
x ∈ h(X) \ 0 существует такое r ∈ h(R), что 0 �= xr ∈Mg.

Аналогично определяются левый G-градуированный модуль и G-градуиро-
ванный бимодуль. Всюду далее фраза «XR — градуированный модуль» означает,
что X —G-градуированный модуль над G-градуированным кольцом R.

Определение. Подмножество (в частности, идеал или подмодуль) градуиро-
ванного кольца или модуля называется градуированным, если с каждым своим
элементом оно содержит все его однородные компоненты.

Решётку всех идеалов (подмодулей) не обязательно градуированного коль-
ца R (модуля X) будем обозначать через Id(R) (L(X)), а решётку всех градуи-
рованных идеалов (подмодулей) градуированного кольца R (модуля X) — через
Idgr(R) (Lgr(X)).
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Определение.

1. Гомоморфизм ϕ : R → S градуированных колец называется однородным,
если ϕ(Rg) ⊆ Sg для всех g ∈ G.

2. Гомоморфизм f : XR → YR градуированных модулей называется однород-
ным степени g ∈ G, если f(Xh) ⊆ Ygh для всех h ∈ G. Аддитивная
группа всех таких гомоморфизмов обозначается HOMR(X,Y )g.

3. Гомоморфизмы градуированных R-модулей из аддитивной подгруппы

HOMR(X,Y ) :=
⊕

g∈G
HOMR(X,Y )g ⊆ HomR(X,Y )

называются градуированными.
4. Градуированное кольцо

ENDR(X) :=
⊕

g∈G
HOMR(X,X)g ⊆ EndR(X)

называется кольцом градуированных эндоморфизмов градуированного
R-модуля X.

Замечание 1.1.5.

1. Градуировка модуля X индуцирует градуировку на фактор-модуле X/Y
по градуированному подмодулю Y :

(X/Y )g = {x+ Y | x ∈ Xg}.
2. Для всякого однородного гомоморфизма f : X → Y подмодули Ker f ⊆ X

и Im f ⊆ Y являются градуированными.
3. Если Y ⊆ X — градуированные модули, то канонический эпиморфизм
π : X → X/Y является однородным степени e.

4. Для любого градуированного кольца R имеет место изоморфизм градуи-
рованных колец:

R ∼= ENDR(R) = EndR(R), r �→ (f : x �→ rx).

Предложение 1.1.6 [38, следствия 2.4.4—2.4.6]. Пусть XR и YR — граду-
ированные модули. Тогда если модуль X конечно порождён или оба модуля X
и Y имеют конечные носители (например, если группа G конечна), то

HOMR(X,Y ) = HomR(X,Y ).

Существуют градуированное кольцо R и градуированные модули XR, YR,
такие что HOMR(X,Y ) � HomR(X,Y ).

Пример 1.1.7 [38, пример 2.4.1]. Пусть R =
⊕
n∈Z

Rn — Z-градуированное

кольцо, Rn �= 0 для всех n ∈ Z. Выберем любой элемент a =
∑
n∈K

an, где

K —некоторое конечное подмножество в Z, 0 �= an ∈ Rn при всех n ∈ K.
Пусть X — Z-градуированный R-модуль, Xk =

∏
n∈Z

Rk для k ∈ Z (умножение
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X × R → X индуцировано умножением в R). Определим f ∈ HomR(X,R)
правилом f

(
(xn)n

)
=
∑
k∈K

xkak, (xn)n ∈ R. Тогда f /∈ HOMR(X,R).

1.2. Градуированные матричные кольца

Если R—G-градуированное кольцо, n ∈ N, ḡ = (g1, . . . , gn) ∈ Gn, то через
Rn(ḡ) обозначается матричное кольцо Rn с градуировкой

Rn(ḡ)h = (Rg−1
i hgj

)ij =

⎛

⎜⎜⎜⎝

Rg−1
1 hg1

Rg−1
1 hg2

. . . Rg−1
1 hgn

Rg−1
2 hg1

Rg−1
2 hg2

. . . Rg−1
2 hgn

...
...

. . .
...

Rg−1
n hg1

Rg−1
n hg2

. . . Rg−1
n hgn

⎞

⎟⎟⎟⎠ , h ∈ G. (1)

Легко убедиться, что при такой градуировке матричная единица eij имеет сте-
пень gig

−1
j .

Возможно ли отождествление градуированного кольца R с подкольцом ска-
лярных матриц в Rn(ḡ), как в неградуированном случае? Вообще говоря, нет,
поскольку последнее может не быть градуированным подкольцом в Rn(ḡ) (т. е.
градуировка на Rn(ḡ), вообще говоря, не индуцирует градуировку на подкольце
скалярных матриц).

Замечание 1.2.1. Для возможности указанного отождествления необходимо
и достаточно выполнение следующего условия:

g1, . . . , gn ∈ Cent(SuppR). (2)

Действительно, элементу 0 �= r ∈ h(R) степени h ∈ SuppR соответствует ска-
лярная матрица

diag(r, . . . , r) = diag(r, . . . , 0) + . . .+ diag(0, . . . , r),

представленная в виде суммы n однородных матриц, i-я из которых имеет сте-
пень gihg

−1
i . Поэтому

diag(r, . . . , r) ∈ h
(
Rn(ḡ)

) ⇐⇒ deg diag(r, . . . , r) = h ⇐⇒
⇐⇒ gihg

−1
i = h for all i = 1, . . . , n ⇐⇒ g1, . . . , gn ∈ Cent(h).

Когда r пробегает h(R) \ 0, его степень deg r = h пробегает SuppR.
В дальнейшем при выполнении условия (2) мы будем отождествлять рас-

сматриваемые градуированные кольца. Ясно, что условие (2) выполнено в слу-
чае абелевой группы G, а также в случае g1 = . . . = gn = e.

Известно (см., например, [10, с. 82]), что кольцо, содержащее полную си-
стему n2 матричных единиц (т. е. такую систему элементов eij , 1 � i, j � n,

что
n∑
i=1

eii = 1 и eijekl = δjkeil) изоморфно (n × n)-матричному кольцу над

централизатором этой системы. Нам понадобится градуированный аналог это-
го факта. Заметим, что централизатор системы однородных матричных единиц
может оказаться неградуированным подкольцом в R.
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Пример 1.2.2. Пусть G— группа, g, h ∈ G, gh �= hg, D—G-градуированное
кольцо, d ∈ Dh\0, R = D2(e, g) —G-градуированное кольцо, C —централизатор
системы {e11, e12, e21, e22} матричных единиц в R. Тогда
(
d 0
0 d

)
=
(
d 0
0 0

)
+
(

0 0
0 d

)
∈ C,

(
d 0
0 0

)
∈ Rh,

(
0 0
0 d

)
∈ Rg−1hg �= Rh,

(
0 0
0 d

)
/∈ C :

(
0 0
0 d

)(
0 1
0 0

)
�=
(

0 1
0 0

)(
0 0
0 d

)
,

т. е. C не является G-градуированным подкольцом в R.

Для h ∈ G обозначим через hRh
−1

кольцо R с h-сопряжённой градуировкой:
(hRh

−1
)g = Rhgh−1 .

Предложение 1.2.3. Пусть R— градуированное кольцо, n ∈ N, ḡ =
= (g1, . . . , gn) ∈ Gn, {eij}1�i,j�n —полная система матричных единиц в R,
такая что eij ∈ Rgig

−1
j

, C — её централизатор. Тогда существует такое гра-
дуированное кольцо D, что D ∼= C ∼= Ce11 = e11Re11 —изоморфизм колец,
R ∼= Dn(ḡ)—изоморфизм градуированных колец. Если выполнено условие (2),
то C — градуированное подкольцо в R и его можно взять в качестве кольца D.

Доказательство. Имеют место изоморфизмы колец (с забытой градуиров-
кой) [10, c. 82]:

R ∼= Cn, a �→ (bij)ij , bij =
n∑

k=1

ekiaejk;

C ∼= Ce11, c �→ ce11; e11Re11 = Ce11; R ∼= (Ce11)n.

При этом градуировка на кольце R индуцирует градуировку на кольце

Ce11 = e11Re11 =
⊕

g∈G
e11Rge11

с единицей e11, а при сквозном изоморфизме R → (Ce11)n элемент a ∈ Rh
(h ∈ G) переходит в матрицу с элементом

bije11 = e1iaej1 ∈ (Ce11)g1g−1
i hgjg

−1
1

на (ij)-м месте, поэтому

R ∼= Dn(ḡ), где D = g1(Ce11)g
−1
1 .

Пусть теперь выполнено условие (2). Если c1 + . . . + cm ∈ C, deg ck = hk
(k = 1, . . . ,m), то c1eij + . . .+ cmeij = eijc1 + . . .+ eijcm для всех i, j. При всех
k = 1, . . . ,m имеем ckeij ∈ Rhkgig

−1
j

, eijck ∈ Rgig
−1
j hk

, откуда согласно равенству

hkgig
−1
j = gig

−1
j hk получаем, что ckeij = eijck, т. е. ck ∈ C. Значит, C — гра-

дуированное подкольцо в R. В этом случае все указанные выше изоморфизмы
колец являются изоморфизмами градуированных колец, в частности,

D = g1(Ce11)g
−1
1 = Ce11 ∼= C.
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1.3. Градуированные аналоги классических понятий

Однопорождённость идеалов

Естественным градуированным аналогом главного идеала является следую-
щее понятие.

Определение.

1. Градуированный идеал (односторонний или двусторонний) назовём
gr-главным, если он порождается одним однородным элементом.

2. Градуированное кольцо R назовём кольцом gr-главных (gr-главных пра-
вых, gr-главных левых) идеалов, если в нём каждый (каждый правый,
каждый левый) градуированный идеал является gr-главным.

Отметим, что градуированный идеал может порождаться одним элементом,
но не иметь одного однородного порождающего. Такой идеал мы не считаем
gr-главным.

Пример 1.3.1. В кольце R = Z[
√

6] = Z ⊕ Z
√

6 с Z2-градуировкой R0 = Z,
R1 = Z

√
6 градуированный идеал (2,

√
6) порождается элементом 2 +

√
6, но не

имеет однородного порождающего.

Градуированные кольца главных правых идеалов будем называть gr-pri-коль-
цами.

Тела и регулярные кольца

Определение. Градуированное кольцо, каждый ненулевой однородный эле-
мент которого обратим, называется градуированным телом. Коммутативное
градуированное тело называется градуированным полем.

Пример 1.3.2. Групповое кольцо FG с канонической G-градуировкой явля-
ется градуированным телом в точности тогда, когда кольцо F является телом.
Если G �= {e}, то кольцо FG не является телом, поскольку содержит нетриви-
альный фундаментальный идеал ωG =

{∑
αgg |∑αg = 0

}
.

Определение. Градуированное кольцо R называется gr-регулярным, если
a ∈ aRa для каждого a ∈ h(R), т. е. если уравнение a = axa разрешимо
относительно x ∈ R при всех a ∈ h(R).

Если a ∈ Rg, то в равенстве a = axa элемент x можно заменить его одно-
родной компонентой xg−1 . Элементы axg−1 , xg−1a ∈ Re являются однородными
идемпотентами кольца R.

Отметим, что gr-регулярное кольцо может не быть регулярным, как показы-
вают примеры групповых колец.

Теорема 1.3.3 [11, теорема 10.4]. Групповое кольцо AG регулярно в точ-
ности тогда, когда кольцо A регулярно, группа G локально конечна (т. е. каждая
конечно порождённая подгруппа в G конечна) и порядок каждой конечной под-
группы в G обратим в кольце A.



90 А. Л. Канунников

Таким образом, групповое кольцо kZ, где k—поле, является Z-градуирован-
ным полем (и тем более gr-регулярным кольцом), но не является регулярным
кольцом.

Предложение 1.3.4 [38, следствие 6.3.5]. Пусть кольцо R градуировано
конечной группой G, причём |G|−1 ∈ R. Тогда если кольцо R gr-регулярно, то
оно регулярно.

Аналогично неградуированному случаю справедливо следующее предложе-
ние, характеризующее gr-регулярные кольца.

Предложение 1.3.5 [37, предложение C.1.5.1]. Для градуированного
кольца R следующие условия равносильны:

1) кольцо R gr-регулярно ;
2) каждый gr-главный правый (левый ) идеал кольца R порождается одно-

родным идемпотентом;
3) каждый конечно порождённый правый (левый ) градуированный идеал по-

рождается однородным идемпотентом.

Предложение 1.3.6 [37, следствие C.1.5.3; 41, теорема 3]. Если коль-
цо R является сильно градуированным и кольцо Re регулярно, то кольцо R
gr-регулярно.

Предложение 1.3.7. Между правыми градуированными идеалами gr-регу-
лярного кольца R и правыми идеалами кольца Re имеется биекция, задаваемая
взаимно-обратными отображениями

Idgr(R) � I �→ Ie ∈ Id(Re), Id(Re) � K �→ KR ∈ Idgr(R).

Доказательство. Если K ∈ Id(Re), то (KR)e = KRe = K. Если коль-
цо R gr-регулярно, то IeR = I для любого I ∈ Idgr(R). Действительно,
Idgr(R) � IeR ⊆ I и для всякого a ∈ h(I) существует такое x ∈ h(R), что
a = axa, при этом ax ∈ Re ∩ I, так что a = (ax)a ∈ IeR.

Простота и полная приводимость

Определение.
1. Градуированный модуль X, имеющий ровно два градуированных подмоду-

ля 0 и X, называется gr-неприводимым.
2. Градуированный модуль, в котором каждый градуированный подмодуль

выделяется прямым слагаемым, называется вполне gr-приводимым.
3. Градуированное кольцо R, имеющее ровно два градуированных идеала 0

и R, называется gr-простым.
4. Градуированное кольцо R, такое что модуль RR (RR) вполне gr-приводим,

называется вполне gr-приводимым справа (слева).
Замечание 1.3.8 [38, следствие 2.3.4]. Если градуированный подмодуль Y

градуированного модуля X выделяется прямым слагаемым, то в разложении
X = Y ⊕ Z модуль Z можно выбрать градуированным.



Градуированные кольца частных 91

Определение.
1. Градуированный модуль, удовлетворяющий условию минимальности (мак-

симальности) для градуированных подмодулей, т. е. условию обрыва убы-
вающих (возрастающих) цепей градуированных подмодулей, называется
gr-артиновым (gr-нётеровым).

2. Градуированное кольцо R, такое что модуль RR gr-артинов (gr-нётеров),
называется gr-артиновым (gr-нётеровым) справа. Аналогичные опреде-
ления даются в левостороннем случае.

Справедлив градуированный аналог теоремы Молина—Веддербёрна—Арти-
на, описывающий строение вполне gr-приводимых колец.

Теорема 1.3.9 [3, теорема 6.5.2; 33, предложение 2.9; 38, теоре-
ма 2.10.10]. Для градуированного кольца R равносильны следующие условия :

1) кольцо R вполне gr-приводимо справа и gr-просто ;
2) кольцо R gr-просто и gr-артиново справа ;
3) R ∼= Dn(ḡ) для некоторого градуированного (той же группой ) тела D,

числа n ∈ N и набора ḡ = (g1, . . . , gn) ∈ Gn.
Также равносильны следующие условия :

4) кольцо R вполне gr-приводимо справа ;
5) кольцо R gr-артиново справа и gr-регулярно ;
6) кольцо R изоморфно конечной прямой сумме gr-простых gr-артиновых

справа колец.

Замечание 1.3.10. Поскольку условие 3) теоремы 1.3.9 право-левосиммет-
рично, то условия полной gr-приводимости модулей RR и RR равносильны.
Поэтому говорят просто о вполне gr-приводимых кольцах.

Отметим, что для градуированных колец условие полной gr-приводимости,
вообще говоря, слабее условия полной приводимости, как показывает теорема
Машке.

Теорема 1.3.11 (теорема Машке). Для группового кольца AG следующие
условия равносильны:

1) кольцо AG вполне приводимо;
2) кольцо A вполне приводимо, группа G конечна и её порядок обратим

в кольце A;
3) фундаментальный идеал ωG выделяется прямым слагаемым в кольце AG.

В то же время градуированное кольцо AG (с канонической G-градуировкой)
вполне gr-приводимо в точности тогда, когда кольцо A вполне приводимо.

Первичность и полупервичность

Определение.
1. Градуированное кольцо R называется gr-первичным, если выполнено лю-

бое из эквивалентных условий:
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а) IJ �= 0 для всех ненулевых градуированных левых (или правых, или
двусторонних) идеалов I и J кольца R;

б) для всех a, b ∈ h(R) если aRb = 0, то a = 0 или b = 0.
2. Градуированное кольцо R называется gr-полупервичным, если выполнено

любое из эквивалентных условий:

а) I2 �= 0 для всех ненулевых левых (или правых, или двусторонних)
градуированных идеалов I кольца R;

б) для всех a ∈ h(R) если aRa = 0, то a = 0.
3. Градуированное кольцо, не содержащее однородных делителей нуля, на-

зывается градуированной областью.
4. Градуированное кольцо, не содержащее однородных нильпотентных эле-

ментов, называется gr-редуцированным.

Замечание 1.3.12. Всякая градуированная область gr-первична, всякое
gr-редуцированное кольцо gr-полупервично. В случае коммутативных колец
верно и обратное.

Не всякое gr-первичное (gr-полупервичное) кольцо первично (полупервич-
но), как показывают примеры групповых колец.

Теорема 1.3.13 [18, предложения 8 и 9 на с. 255 и 258]. Групповое коль-
цо AG первично в точности тогда, когда кольцо A первично и {e}— единствен-
ная конечная нормальная подгруппа в G. Групповое кольцо AG полупервично
в точности тогда, когда кольцо A полупервично и порядки конечных нормальных
подгрупп группы G не являются делителями нуля в A.

Например, градуированное поле kZ2 не является первичным ни при каком
поле k и не является полупервичным, если char k = 2.

Теорема 1.3.14 [38, теорема 2.11.4]. Пусть R—gr-полупервичное кольцо
с конечным носителем. Тогда

1) кольцо R e-точно ;
2) кольцо Re полупервично ;
3) для всех g ∈ G g ∈ Supp(R) тогда и только тогда, когда g−1 ∈ Supp(R).

Условие конечности носителя в теореме 1.3.14 существенно, как показывает
следующий пример.

Пример 1.3.15. Пусть k—поле, R =
⊕
n∈Z

Rn — Z-градуированное кольцо:

Rn =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

0, n < 0,
(
k k
0 k

)
, n = 0,

(
k k
k k

)
, n > 0.

Тогда кольцо R gr-первично, а кольцо R0 не полупервично.
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Определение. Группа G называется упорядоченной, если на ней задан ли-
нейный порядок �, такой что

a � b =⇒ ac � bc и ca � cb при всех a, b, c ∈ G.

Предложение 1.3.16 [38, предложение 5.2.6]. Если G—упорядоченная
группа, то всякое gr-первичное (gr-полупервичное) G-градуированное кольцо
первично (полупервично).

Замечание 1.3.17. Пусть кольцо R e-точно справа или слева. Тогда если
кольцо Re первично (полупервично), то кольцо R gr-первично (gr-полупервич-
но).

В самом деле, если I и J —ненулевые градуированные идеалы в R, такие
что IJ = 0, то в силу e-точности Ie и Je —ненулевые идеалы в Re и IeJe = 0.
(В полупервичном случае то же рассуждение с I = J .)

Радикал Джекобсона

Определение.

1. Градуированный радикал Джекобсона градуированного модуля X —это
пересечение всех его максимальных градуированных подмодулей. Обозна-
чение: Jgr(X).

2. Градуированный радикал Джекобсона градуированного кольца R—это
его правый градуированный идеал Jgr(RR).

Предложение 1.3.18. Для градуированного кольца R верны следующие
утверждения:

1) Jgr
g (R) = {r ∈ Rg | для всех s ∈ Rg−1 элемент 1 − rs обратим справа} для

всех g ∈ G;
2) Jgr(R)— градуированный идеал кольца R;
3) Jgr

(
R/ Jgr(R)

)
= 0;

4) Jgr(R) наибольший среди таких градуированных идеалов K кольца R, что
элемент 1 − r обратим для всех r ∈ Ke;

5) Jgr(R) совпадает с пересечением всех максимальных градуированных ле-
вых идеалов.

Доказательство. Обозначим через M множество всех максимальных гра-
дуированных правых идеалов кольца R.

Докажем утверждение 1). Так как r ∈ M тогда и только тогда, когда
1 /∈ M + rR для всех r ∈ h(R) и M ∈ M, то для всех g ∈ G и r ∈ Rg
имеем:

r ∈ h
(
Jgr(R)

) ⇐⇒ 1 /∈M + rR для каждого M ∈ M ⇐⇒
⇐⇒ 1 − rs /∈M для каждого M ∈ M и каждого s ∈ R. (∗)
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Так как M — градуированный правый идеал в R, то условие 1 − rs /∈ M равно-
сильно условию (1 − rs)h /∈M для некоторого h ∈ G. Поэтому цепь равносиль-
ностей (∗) продолжается так:

1 − rs /∈M для каждого M ∈ M и каждого s ∈ Rg−1 . (∗∗)
Действительно, импликация (∗) =⇒ (∗∗) очевидна. Обратно, взяв M ∈ M

и s ∈ R, получаем, что (1 − rs)e = 1 − rsg−1 /∈ M . Остаётся заметить, что
условие (∗∗) равносильно тому, что элемент 1 − rs обратим справа для всех
s ∈ Rg−1 .

Докажем утверждение 2). Надо показать, что Jgr(R)—левый идеал в R,
т. е. по доказательству пункта 1) что для всех r ∈ h

(
Jgr(R)

)
и s, t ∈ h(R)

с условием trs ∈ Re элемент 1 − trs обратим справа. Так как rs ∈ Jgr(R), то
последнее равносильно тому, что

для каждого ρ ∈ G, каждого r ∈ Jgr
ρ (R) и каждого t ∈ Rρ−1

элемент 1 − tr обратим справа.

По доказательству пункта 1) элемент 1−rt обратим справа, т. е. (1−rt)u = 1 для
некоторого u ∈ Re. Тогда 1+rtu = u и (1− tr)(1+ tur) = 1+ tur− t(1+rtu) = 1.

Докажем утверждение 3). Пусть π : R → R/ Jgr(R)—канонический эпимор-
физм и πr ∈ Jgr(πR). Тогда r ∈M для всех таких M ∈ M, что M ⊇ Jgr(R). Но
M ⊇ Jgr(R) для всех M ∈ M. Значит, r ∈ Jgr(R) и πr = 0.

Докажем утверждение 4). По доказательству пункта 1) любой такой иде-
ал K содержится в J. Остаётся показать, что элемент 1 − r обратим для вся-
кого r ∈ Jgr

e (R). Обратимость справа обеспечивается пунктом 1) при s = 1:
(1 − r)u = 1, u ∈ Re. Отсюда следует, что 1 − u = − ru ∈ Jgr(R), и так как
u = 1 − (1 − u), то uv = 1 для некоторого v ∈ Re. Тогда v = (1 − r)uv = 1 − r и
u(1 − r) = 1.

Утверждение 5) следует из симметричности пункта 4).

Униформность и конечномерность

Определение.

1. Ненулевой градуированный модуль называется gr-униформным (или
gr-равномерным), если любые два его ненулевых градуированных под-
модуля имеют ненулевое пересечение.

2. Градуированное кольцо R, такое что модуль RR (RR) gr-униформен, на-
зывается gr-униформным справа (слева).

3. Элемент r ∈ h(R), для которого модуль (rR)R (R(Rr)) gr-униформен,
называется gr-униформным справа (слева).

Замечание 1.3.19. Свойство gr-униформности и униформности, вообще го-
воря, неравносильны. Например, групповое кольцо kG, где k—поле, является
градуированным полем и тем более gr-униформным кольцом (справа и слева).
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В то же время по теореме Машке 1.3.11 при определённых условиях фундамен-
тальный (неградуированный) идеал ωG выделяется в kG прямым слагаемым,
и значит, кольцо kG при этих условиях не униформно.

Определение.
1. Градуированный модуль, не содержащий бесконечных прямых сумм гра-

дуированных подмодулей, называется gr-конечномерным.
2. Градуированное кольцо R, такое что модуль RR (RR) gr-конечномерен,

называется gr-конечномерным справа (слева).

Предложение 1.3.20. Если градуированный R-модуль X g-точен (g ∈ G),
то модуль XR gr-конечномерен в точности тогда, когда модуль (Xg)Re

конечно-
мерен. В частности, e-точное справа градуированное кольцо R gr-конечномерно
справа в точности тогда, когда кольцо Re конечномерно справа.

Доказательство. 1. Если сумма
∞∑
i=1

Yi ненулевых градуированных подмоду-

лей в X прямая, то прямая и сумма
∞∑
i=1

(Yi∩Xg) подмодулей в (Xg)Re
, ненулевых

ввиду g-точности модуля X.

2. Если сумма
∞∑
i=1

Yi ненулевых подмодулей в (Xg)Re
прямая, то пря-

мая и сумма
∞∑
i=1

YiR градуированных подмодулей в X. Действительно, пусть

k∑
i=1

yiri = 0, yi ∈ Yi ⊆ Xg, ri ∈ h(R), yiri �= 0. Можно считать, что все эле-

менты ri одной степени. Найдём такое r′ ∈ h(R), что 0 �= y1r1r
′ ∈ Xg. Тогда

k∑
i=1

yirir
′ = 0, причём rir

′ ∈ Re и yirir
′ ∈ Yi при всех i, поэтому yirir′ = 0 при

всех i—противоречие.

Инъективность

Определение.
1. Градуированный модуль XR называется gr-инъективным, если для лю-

бых градуированных модулей AR и BR, любого градуированного моно-
морфизма ϕ : A → B и любого градуированного гомоморфизма f : A → X
существует такой градуированный гомоморфизм h : B → X, что h ◦ϕ = f .

2. Градуированное кольцо R называется gr-самоинъективным справа (сле-
ва), если модуль RR (RR) gr-инъективен.

Теорема 1.3.21 (критерий Бэра для градуированных модулей [38, след-
ствие 2.4.8]). Градуированный модуль XR gr-инъективен тогда и только тогда,
когда для любого градуированного правого идеала K кольца R, любого g ∈ G
и любого ϕ ∈ (HOMR(K,X)

)
g
найдётся такой элемент x ∈ Xg, что ϕ(k) = xk

для всех k ∈ K.
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Замечание 1.3.22 [38, следствия 2.3.2, 2.5.2, замечание 2.3.3].

1. Всякий инъективный градуированный модуль gr-инъективен.
2. Если группа G конечна, то всякий gr-инъективный G-градуированный

модуль инъективен.
3. Пусть k—поле, R = k[x, x−1]— Z-градуированное кольцо с градуировкой
Rn = kxn, n ∈ Z. Тогда RR —gr-инъективный, но не инъективный модуль.

Градуированные аналоги существенных и рациональных расширений рас-
смотрим в разделе 2.

1.4. Ортогональная полнота в теории колец

Булевы кольца

Определение. Пусть B—булево кольцо.

1. Подмножество T ⊆ B называется ортогональным, если uv = 0 для всех
различных u, v ∈ T . Подмножество T ⊆ B называется плотным, если
AnnB(T ) = 0.

2. Булево кольцо B называется ортогонально полным, если для любо-
го плотного ортогонального семейства {uγ}γ∈Γ в B и любого семейства
{tγ}γ∈Γ в B существует такой элемент t ∈ B, что tuγ = tγuγ для всех
γ ∈ Γ.

Из плотности системы {uγ}γ∈Γ следует, что элемент t определяется однозначно;
он обозначается через

∑⊥
γ∈Γ

tγuγ .

Пример 1.4.1. Для любого множества I булево кольцо Z
I
2 ортогонально

полно. Для бесконечного множества I булево кольцо
⊕
i∈I

Z2 не является ортого-
нально полным.

Нам также понадобится следующий известный результат.

Лемма 1.4.2. Во всяком бесконечном булевом кольце найдётся бесконечная
ортогональная система элементов.

Доказательство. Пусть B—бесконечное булево кольцо. Найдём элемент
u1 ∈ B, u1 �= 0, 1. Хотя бы одно из булевых колец u1B, (1 − u1)B бесконечно.
Если u1B бесконечно, то обозначим v1 :=u1, иначе обозначим v1 :=1−u1. Тогда
1 − v1 �= 0, 1, и в бесконечном булевом кольце v1B найдётся элемент u2 �= 0, v1.
Хотя бы одно из булевых колец u2v1B = u2B или (1 − u2)v1B = (v1 − u2)B
бесконечно. Если u2B бесконечно, то обозначим v2 := u2, иначе обозначим
v2 := v1 − u2. Продолжая этот процесс, получим бесконечную ортогональную
систему элементов в B:

1 − v1, v1(1 − v2), v1v2(1 − v3), v1v2v3(1 − v4), . . . .
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Определение. Фильтром булева кольца B называется любое его подмноже-
ство F , удовлетворяющее следующим трём условиям:

1) 1 ∈ F , 0 /∈ F ;
2) если u ∈ F и B � v � u, то v ∈ F ;
3) если u, v ∈ F , то uv ∈ F .

Фильтр F , удовлетворяющий дополнительному условию

4) для всех u ∈ B u ∈ F , если и только если 1 − u /∈ F ,

называется ультрафильтром.
Замечание 1.4.3 [18]. Если M —максимальный идеал в B, то B \ M —

ультрафильтр в B.

Теорема 1.4.4 [5, следствие 8.5; 24, теорема 2.3.9, с. 98]. Пусть C —ком-
мутативное регулярное самоинъективное кольцо, B—булево кольцо его идем-
потентов со сложением

u⊕ v = u+ v − 2uv (3)

и порядком
u � v ⇐⇒ uv = u. (4)

Тогда верны следующие утверждения:

1) полное кольцо частных Q(C) кольца C совпадает с C;
2) идеал AnnC(T ) является главным для любого подмножества T ⊆ C, при-

чём порождающий этого идеала можно выбрать в B;
3) булево кольцо B ортогонально полно.

Ортогональная полнота

Определение. Сохраним предположения теоремы 1.4.4. Подмножество M
несингулярного C-модуля X называется ортогонально полным относительно
булева кольца B, если выполнено любое из следующих эквивалентных условий
[7, с. 36; 24, с. 100]:

1) для любой плотной ортогональной системы (uγ)γ∈Γ в B и любой системы
(xγ)γ∈Γ в M существует такой элемент x ∈ M , что xγuγ = xuγ для всех
γ ∈ Γ;

2) для любой ортогональной системы (uγ)γ∈Γ в B и любой системы (xγ)γ∈Γ

в M существует такой элемент x ∈ M , что xγuγ = xuγ для всех γ ∈ Γ и
vx = 0, где элемент v ∈ B однозначно определён условием

AnnC

(∑

γ∈Γ

uγC

)
= vC

(пункт 2) теоремы 1.4.4).
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Замечание 1.4.5.

1. Из несингулярности C-модуля X следует, что элемент x в данном выше
определении определён однозначно [24, с. 100]. Он обозначается через∑⊥
γ∈Γ

xγuγ .

2. Если кольцо B конечно, то ортогональные суммы
∑⊥ совпадают с обыч-

ными конечными суммами
∑

.

Теорема 1.4.6 [7, лемма 1; 24, теорема 2.3.9]. Пусть A—полупервичное
кольцо, Q = Q(A) — его полное правое кольцо частных, C —центр кольца Q
(расширенный центроид кольца A). Тогда верны следующие утверждения:

1) кольцо C регулярно и самоинъективно ;
2) C-модуль Q несингулярен и ортогонально полон.

2. Кольца частных градуированных колец

2.1. Существенные и рациональные расширения

Определение.

1. Расширение градуированных модулей XR ⊆ YR называется gr-существен-
ным, если

для каждого y ∈ h(Y ) \ 0 найдётся r ∈ h(R), такой что yr ∈ h(X) \ 0.

Расширение градуированных модулей XR ⊆ YR называется gr-рациональ-
ным, если

для каждого y1 ∈ h(Y ) \ 0 и каждого y2 ∈ h(Y ) найдётся r ∈ h(R),
такой что y1r �= 0, y2r ∈ h(X).

2. Градуированный правый идеал I градуированного кольца R называет-
ся gr-существенным (gr-плотным), если IR ⊆ RR —gr-существенное
(gr-рациональное) расширение.

3. Градуированное кольцо S называется градуированным правым кольцом
частных своего градуированного подкольца R, если RR ⊆ SR —gr-раци-
ональное расширение.

Отметим, что расширение XR ⊆ YR gr-существенно в точности тогда, когда
X ∩ Z �= 0 для любого ненулевого градуированного подмодуля Z ⊆ Y .

Очевидно, что всякое существенное (рациональное) градуированное расши-
рение градуированных модулей является gr-существенным (gr-рациональным).
Следующее предложение показывает, что верно и обратное.
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Предложение 2.1.1 [2, предложение 9; 38, предложение 2.3.5]. Всякое
gr-существенное (gr-рациональное) расширение градуированных модулей явля-
ется существенным (рациональным). В частности, gr-существенные (gr-плот-
ные) правые идеалы являются существенными (плотными), а градуированные
правые кольца частных являются правыми кольцами частных.

Замечание 2.1.2. Из предложения 2.1.1 и свойств существенных и рацио-
нальных расширений вытекают следующие утверждения, которыми мы будем
далее пользоваться без ссылок.

1. Оба расширения XR ⊆ YR ⊆ ZR градуированных модулей gr-существенны
(gr-рациональны) в точности тогда, когда таковым является расширение
XR ⊆ ZR.

2. Градуированное кольцо S является правым градуированным кольцом част-
ных градуированного кольца R в точности тогда, когда для всякого
s ∈ h(S) \ 0 правый идеал (R : s)R является gr-плотным и s(R : s) �= 0.

Предложение 2.1.3. Пусть S— градуированное правое кольцо частных
кольца R. Тогда если сумма

∑
α
Iα градуированных правых идеалов Iα в R

прямая, то сумма
∑
α
IαS градуированных правых идеалов в S также прямая

и (⊕

α

Iα

)
S =

⊕

α

(IαS).

Доказательство. Пусть Q—полное правое кольцо частных кольца R и
S ⊆ Q. По [20, п. 14.9 (5)]

(⊕

α

Iα

)
Q =

⊕

α

(IαQ).

Отсюда следует требуемое утверждение.

Установим связь между gr-существенностью (gr-рациональностью) градуи-
рованных R-подмодулей и существенностью (рациональностью) их компонент
как Re-подмодулей.

Предложение 2.1.4. Пусть XR ⊆ YR — градуированные модули, причём мо-
дуль Y точен в компоненте g ∈ G. Тогда подмодуль XR gr-существен в YR тогда
и только тогда, когда подмодуль (Xg)Re

существен в (Yg)Re
.

Доказательство. Отметим, что по определению g-точности X �= 0 тогда и
только тогда, когда Xg �= 0.

Докажем необходимость. Если 0 �= KRe
⊆ (Yg)Re

, то 0 �= KR— градуиро-
ванный подмодуль в YR, поэтому X ∩KR �= 0 и (X ∩KR)g = Xg ∩K �= 0.

Докажем достаточность. Если 0 �= ZR ⊆ YR, то 0 �= Zg ⊆ Yg, поэтому
Zg ∩Xg �= 0 и Z ∩X �= 0.

Следствие 2.1.5. Пусть градуированное кольцо R e-точно справа. Тогда для
всех градуированных правых идеалов I кольца R и всех правых идеалов K
кольца Re верны следующие утверждения:
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1) I gr-существен в R тогда и только тогда, когда Ie существен в Re;
2) K существен в Re тогда и только тогда, когда KR gr-существен в R.

Замечание 2.1.6. Условие точности существенно, как показывает пример
кольца многочленов A[x] со стандартной Z-градуировкой над областью A, в ко-
тором градуированный идеал I = (x) существен, но I0 = 0.

Предложение 2.1.7. Пусть X ⊆ Y —gr-рациональное расширение градуи-
рованных модулей и модуль Y g-точен. Тогда Xg ⊆ Yg —рациональное расши-
рение Re-модулей.

Доказательство. Пусть y1, y2 ∈ Yg, y1 �= 0. Так как расширение X ⊆ Y
gr-рационально, то найдётся такое r ∈ h(R), что y1r �= 0 и y2r ∈ h(X). Ввиду
g-точности модуля Y найдётся такое r′ ∈ h(R), что 0 �= (y1r)r′ ∈ Yg. Поскольку
y1 ∈ Yg, y1rr′ ∈ Yg и r, r′ ∈ h(R), то rr′ ∈ Re. Значит, y2(rr′) ∈ Xg и Xg ⊆ Yg —
рациональное Re-расширение.

Следствие 2.1.8. Пусть S— градуированное правое кольцо частных коль-
ца R и SR — e-точный модуль. Тогда Se —правое кольцо частных кольца Re.

Замечание 2.1.9. Пример 3.2.1 показывает, что условие e-точности суще-
ственно. В этом примере Qgr — Z-градуированное кольцо частных кольца R,
причём

R0
∼= k ↪→ k ⊕ k = Qgr

0 , k � a �→ (a, a) ∈ k ⊕ k.

При этом кольцо k ⊕ k не является кольцом частных своего подкольца
{(a, a) | a ∈ k} ∼= k.

Следствие 2.1.10. Пусть градуированное кольцо R e-точно справа и I — его
gr-плотный правый идеал. Тогда Ie —плотный правый идеал кольца Re.

Лемма 2.1.11. Пусть R— точное градуированное кольцо. Тогда если K —
плотный правый идеал в Re, то KR—gr-плотный правый идеал в R.

Доказательство. Пусть r1 ∈ h(R) \ 0 и r2 ∈ Rg (g ∈ G). Так как кольцо R
точно слева, то tr1 ∈ Rg \ 0 для некоторого t ∈ h(R). Так как кольцо R точно
справа, то tr1r′ ∈ Re \ 0 для некоторого r′ ∈ h(R). Тогда r2r′ ∈ Re, и поскольку
правый идеал K является плотным в Re, то (tr1r′)r ∈ Re \ 0 и (r2r′)r ∈ K для
некоторого r ∈ Re. Следовательно, r1r′r ∈ h(R) \ 0, и для элементов r1 и r2
мы нашли элемент r′r, для которого r1(r′r) �= 0 и r2(r′r) ∈ KR. Значит, KR—
gr-плотный правый идеал в R.

Сингулярность

Сингулярный подмодуль Sing(X) градуированного модуля XR над градуиро-
ванным кольцом R может не быть градуированным.

Пример 2.1.12. Для группового кольца R = Z2Z2 = {0, 1, e, 1 + e} с кано-
нической Z2-градуировкой имеем Sing(RR) = {0, 1 + e}.
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В качестве градуированного аналога сингулярного подмодуля градуиро-
ванного модуля X рассматривается наибольший градуированный подмодуль
Singgr(X) в Sing(X). Его эквивалентная характеризация дана в следующем
определении.

Определение.

1. Градуированный подмодуль XR модуля YR, удовлетворяющий условию

x ∈ h(X) тогда и только тогда,

когда rR(x)—gr-существенный правый идеал в R

для всех x ∈ h(Y ), называется gr-сингулярным подмодулем модуля Y и
обозначается Singgr(Y ).

2. Градуированный модуль X называется gr-несингулярным, если
Singgr(X) = 0.

3. Правый градуированный идеал Singgr(RR) кольца R называется правым
gr-сингулярным идеалом кольца R.

4. Градуированное кольцо R называется gr-несингулярным справа, если
Singgr(RR) = 0.

Замечание 2.1.13 [38, следствие 5.3.4]. Если модуль X градуирован по
упорядоченной группе, то подмодуль Sing(X) является градуированным, и по-
этому Singgr(X) = Sing(X).

Предложение 2.1.14. Пусть R и S— градуированные кольца, причём
RR ⊆ SR —gr-существенное расширение (например, S—правое градуирован-
ное кольцо частных кольца R). Тогда верны следующие утверждения:

1) Singgr(SR) = Singgr(SS);
2) кольцо R gr-несингулярно справа в точности тогда, когда кольцо S

gr-несингулярно справа.

Доказательство. Докажем утверждение 1). Пусть x ∈ h(S). Если
x /∈ Singgr(SS), то xI = 0 для некоторого gr-существенного правого идеала I
в S. Так как I ∩R—gr-существенный правый идеал в R (если 0 �= r ∈ h(R), то
0 �= rs ∈ I для некоторого s ∈ h(R) и 0 �= rsr′ ∈ I ∩R для некоторого r′ ∈ h(R))
и x(I ∩R) = 0, то x /∈ Singgr(SR). Обратно, если x /∈ Singgr(SR), то xK = 0 для
некоторого gr-существенного правого идеала K в R. Тогда KS —gr-существен-
ный правый идеал в S (если 0 �= y ∈ h(S), то 0 �= yr ∈ h(R) для некоторого
r ∈ h(R) и 0 �= yrr′ ∈ K ⊆ KS для некоторого r′ ∈ h(R)) и xKS = 0, значит,
x /∈ Singgr(SS).

Докажем утверждение 2). Импликация

Singgr(SS) = 0 =⇒ Singgr(RR) = 0

следует из доказательства пункта 1) и равенства

Singgr(RR) = Singgr(SR) ∩R.
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Обратно, пусть 0 �= y ∈ h
(
Singgr(SR)

)
. Тогда yI = 0 для некоторого gr-суще-

ственного правого идеала I в R. Правый идеал (R : y)R в R gr-существен,
поэтому таков же правый идеал I ∩ (R : y). Значит, y ∈ h

(
Singgr(RR)

)
.

Предложение 2.1.15. Если кольцо R e-точно справа, XR — градуированный
модуль, g ∈ G, то Sing(Xg)Re

= Singgr
g (XR).

Доказательство. Докажем включение ⊆. Пусть K — существенный правый
идеал в Re, x ∈ Xg, xK = 0. Тогда KR—gr-существенный правый идеал в R
(следствие 2.1.5) и xKR = 0.

Докажем включение ⊇. Пусть I —gr-существенный правый идеал в R,
x ∈ Xg, xI = 0. Тогда Ie — существенный правый идеал в Re (следствие 2.1.5)
и xIe = 0.

Положив XR = RR и g = e, получаем следующее утверждение.

Следствие 2.1.16. Если градуированное кольцо R e-точно справа, то
Sing

(
(Re)Re

)
= Singgr

e (R).

Замечание 2.1.17. Аналогично неградуированному случаю имеет место сле-
дующее утверждение: если кольцо R gr-несингулярно справа, то всякий gr-су-
щественный правый идеал I в R является gr-плотным. Действительно, пусть
r1 ∈ h(R) \ 0 и r2 ∈ h(R). Тогда правый градуированный идеал (I : r2)R =
= {r ∈ R | r2r ∈ I} является существенным по [20, 6.21, 5)] и градуированным,
а значит, gr-существенным по предложению 2.1.1. Ввиду gr-несингулярности
модуля RR и условия r1 �= 0 получаем, что r1(I : r2) �= 0, т. е. правый идеал I
gr-плотный.

2.2. Полное градуированное кольцо частных

Определение и основные свойства

Градуированным аналогом полного правого кольца частных является полное
правое градуированное кольцо частных Qgr = Qgr(R) градуированного коль-
ца R, которое может быть определено (см. [3,5,32]) как

Qgr =
( ⋃

D∈Dgr
r

HOMR(D,R)
) /

θ,

где Dgr
r — семейство gr-плотных правых идеалов в R, θ—отношение эквивалент-

ности на множестве
⋃

D∈Dgr
r

HOMR(D,R), которое вводится следующим образом.

Пусть D1,D2 ∈ Dgr
r , D = D1 ∩D2, f1 : D1 → R, f2 : D2 → R— градуирован-

ные гомоморфизмы R-модулей. Тогда

f1 θ f2 ⇐⇒ f1|D = f2|D.
Операции в Qgr(R) корректно определяются равенствами

[f1]θ ∗ [f2]θ = [f1 ∗ f2]θ, ∗ ∈ {+, ·},
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при этом f1 + f2 ∈ HOMR(D1 ∩D2, R), f1f2 ∈ HOMR(f−1
2 D1, R), а градуировка

наследуется с кольца R:

Qgr
g =

⋃

D∈Dgr
r

(HOMR(D,R)g)/θ.

Замечание 2.2.1. Если градуированное кольцо R содержит наименьший
gr-плотный правый идеал D (например, если R gr-артиново справа), то, как
следует из определения, Qgr(R) ∼= ENDR(D). В частности, если кольцо R
вполне gr-приводимо (и потому не содержит собственных gr-плотных правых
идеалов), то Qgr(R) ∼= ENDR(R) ∼= R.

В следующем предложении собраны основные свойства кольца Qgr, которы-
ми мы будем пользоваться в дальнейшем без ссылок.

Предложение 2.2.2 [5, предложение 39]. Для градуированного кольца R
с полным правым градуированным кольцом частных Qgr верны следующие
утверждения:

1) Qgr — градуированное правое кольцо частных кольца R;
2) для всякого градуированного правого кольца частных S кольца R тож-

дественное отображение кольца R может быть продолжено, и притом
однозначно, до гомоморфизма R-модулей SR в Qgr

R , являющегося моно-
морфизмом градуированных колец;

3) для каждого gr-плотного правого идеала D кольца R и каждого q ∈ h(Qgr)
правый градуированный идеал (D : q)R = {r ∈ R | qr ∈ D} является
gr-плотным;

4) Qgr(Qgr) = Qgr.

Как и любое правое кольцо частных кольца R, кольцо Qgr(R) можно считать
подкольцом кольца Q(R). Эти кольца, вообще говоря, не совпадают.

Пример 2.2.3. Для кольца R = k[x] многочленов над полем k со стандарт-
ной Z-градуировкой Q(R) = k(x), Qgr(R) = k[x, x−1].

Предложение 2.2.4 [38, предложение 8.3.4]. Если кольцо R имеет ко-
нечный носитель, то Qgr(R) = Q(R) и кольцо Qgr(R) также имеет конечный
носитель.

Следующий пример взят из [20, пример 14.10]: это пример неинъективного
кольца R, совпадающего с Q(R). Мы вычислим кольцо Q(R), введя естествен-
ную градуировку на кольце R.

Пример 2.2.5. Вычислим кольцо Q(R) для кольца R = k[X,Y ]/I, где I =
= (X2, Y 2,XY ). Обозначим x = X + I, y = Y + I и градуируем кольцо R по
группе Z3 = {0, 1, 2}:

R = k ⊕ kx⊕ ky, R0 = k, R1 = kx, R2 = ky.

Поскольку R— единственный gr-плотный идеал в R, то Qgr(R) = ENDR(R) ∼=
∼= R. По предложению 2.2.4 Q(R) = Qgr(R) = R.
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Отметим следующее утверждение, неградуированный аналог которого хоро-
шо известен [18, § 4.3, предложение 9].

Предложение 2.2.6. Пусть R1, . . . , Rn —G-градуированные кольца, R =

=
n⊕
i=1

Ri =
⊕
g∈G

Rg, где Rg =
n⊕
i=1

(Ri)g, g ∈ G. Тогда Qgr(R) =
n⊕
i=1

Qgr(Ri).

Связь колец Qgr
e (R) и Q(Re)

Исследуем связь между единичной компонентой кольца Qgr(R) и полным
правым кольцом частных единичной компоненты кольца R.

Предложение 2.2.7 [38, предложение 8.3.5, п. 2]. Пусть группа G конеч-
ная и кольцо R сильно G-градуированное. Тогда Qgr

e (R) ∼= Q(Re).

Теорема 2.2.8. Пусть выполнено хотя бы одно из следующих условий :

1) кольцо R gr-несингулярно справа и e-точно справа ;
2) кольцо R точно слева и справа во всех компонентах.

Тогда Qgr(R)e ∼= Q(Re).

Доказательство. 1. Если I —gr-плотный правый идеал в R, то в силу e-точ-
ности справа кольца R Ie —плотный правый идеал в Re (следствие 2.1.10).

Если K —плотный правый идеал в Re, то KR—плотный правый идеал в R.
Действительно, если выполнено условие 2), то это верно по лемме 2.1.11, а ес-
ли выполнено условие 1), то это вытекает из следствия 2.1.5 и того, что gr-су-
щественные правые идеалы gr-несингулярного кольца являются gr-плотными
(замечание 2.1.17).

2. Сохраним обозначение θ для отношения эквивалентности, введённого вы-
ше при определении кольца Qgr(R), и обозначим через θe аналогичное отно-
шение для кольца Q(Re). Если fi ∈ HOMR(Ii, R)e, i = 1, 2, и f1 θ f2, то
f1|Ie

θe f2|Ie
. Поэтому каждому элементу q ∈ Qgr(R)e можно поставить в соот-

ветствие такой элемент q̄ ∈ Q(Re), что q̄ = [f |Ie
]θe

, где q = [f ]θ, f : I → R, I —
gr-плотный правый идеал в R.

Обратно, пусть ϕ ∈ HomRe
(K,Re), где K —плотный правый идеал в Re.

Определим отображение ϕ̃ правилом

ϕ̃

(∑

m

kmrm

)
=
∑

m

ϕ(km)rm,

где km ∈ K, rm ∈ R. Докажем корректность этого отображения. Пусть∑
m
kmrm = 0. Тогда все элементы rm можно считать однородными одной степе-

ни. Поэтому
∑
m
ϕ(km)rm ∈ h(R). Если

∑
m
ϕ(km)rm �= 0, то в силу e-точности

справа кольца R найдётся такое r′ ∈ h(R), что
(∑
m
ϕ(km)rm

)
r′ ∈ Re \ 0. Но
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тогда rmr′ ∈ Re (поскольку ϕ(km) ∈ Re), так что
(∑

m

ϕ(km)rm

)
r′ = ϕ

(∑

m

(kmrm)r′
)

= 0—

противоречие. Итак, ϕ̃ ∈ HOMR(KR,R)e.
3. Если ϕi ∈ HOMRe

(Ki, Re), i = 1, 2, и ϕ1 θe ϕ2, то ϕ̃1 θ ϕ̃2. Поэтому
каждому элементу t ∈ Q(Re) можно поставить в соответствие такой элемент
t̃ ∈ Qgr(R)e, что t̃ = [ϕ̃]θ, где t = [ϕ]θe

, ϕ : K → Re, K —плотный правый идеал
в Re. Легко убедиться, что ¯̃t = t для каждого t ∈ Q(Re) и ˜̄q = q для каждого
q ∈ Qgr(R)e, а также что ·̄ и ·̃— гомоморфизмы колец.

Пример 2.2.9. Для группового кольца AG с канонической G-градуировкой
Qgr(AG) ∼= Q(A)G. Действительно, между правыми идеалами кольца A и гра-
дуированными правыми идеалами кольца AG имеется естественная биекция
K �→ KG, при которой плотным правым идеалам в A соответствуют gr-плотные
правые идеалы в AG. Каждому элементу

qg ∈ Q(A)G, где q = [f ]θe
∈ Q(A), f : D(A) � D → A, g ∈ G,

ставится во взаимно-однозначное соответствие элемент

q′g = [f ′]θ ∈ Qgr
g , где f ′ : DG→ AG,

∑

i

dihi �→
∑

i

dighi, di ∈ D, hi ∈ G.

Поскольку каноническая градуировка группового кольца является точной, то
так же, как и в теореме 2.2.8, получаем, что данная биекция является изомор-
физмом колец.

Условие точности в теореме 2.2.8 существенно, как показывает пример 3.2.1
коммутативного полупервичного (а значит, и несингулярного) кольца.

Gr-регулярность кольца Qgr

В классической теории колец хорошо известны следующие утверждения
о полном правом кольце частных Q кольца A:

1) кольцо Q регулярно тогда и только тогда, когда кольцо A несингулярно
справа [18, § 4.5, предложение 2; 20, утверждение 14.11];

2) кольцо Q вполне приводимо тогда и только тогда, когда кольцо A несин-
гулярно справа и конечномерно справа [20, утверждение 14.14].

Справедливы градуированные аналоги обоих утверждений. В [4, теорема 1]
доказан аналог утверждения 1) при условии gr-полупервичности кольца R. До-
казательство в [5, предложение 44], не использующее этого предположения,
основано на построении кольца Qgr с помощью градуированной инъективной
оболочки и опирается на характеризацию градуированного радикала Джекобсо-
на из предложения 1.3.18. Здесь мы приведём более короткое доказательство,
основанное на конструкции кольца Qgr, описанной выше (с помощью gr-плот-
ных правых идеалов). Градуированный аналог утверждения 2) мы докажем
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в разделе 3.2 и получим с его помощью один из градуированных вариантов
теоремы Голди.

Предложение 2.2.10. Для градуированного кольца R с полным правым гра-
дуированным кольцом частных Qgr справедлива равносильность: кольцо Qgr

регулярно тогда и только тогда, когда кольцо R gr-несингулярно справа.

Доказательство. Докажем необходимость. Пусть 0 �= q ∈ h(Qgr) и
q′ ∈ h(Qgr)— такой элемент, что qq′q = q. Тогда (q′q)2 = q′q и

rQgr(q) ⊆ rQgr(q′q) ⊆ rQgr(qq′q) = rQgr(q).

поэтому
rQgr(q) = rQgr(q′q) = (1 − q′q)Qgr.

Так как q′qQgr ∩ (1 − q′qQgr) = 0 и q′q �= 0, то правый идеал (1 − q′q)Qgr

(градуированный, поскольку q′q ∈ Qgr
e ) не является gr-существенным. Значит,

кольцо Qgr gr-несингулярно справа, поэтому таково же кольцо R по пункту 2)
предложения 2.1.14.

Докажем достаточность. Сразу отметим, что по предложению 2.1.17 все
gr-существенные правые идеалы в R gr-плотны. Пусть h(Qgr) � q = [f ]θ,
f : D → R, D ∈ Dgr(R). Обозначим K := Ker f (градуированный правый идеал)
и последовательно возьмём градуированные правые идеалы L и N в R, мак-
симальные по отношению к свойствам K ∩ L = 0 и f(D ∩ L) ∩ N = 0. Тогда
градуированный правый идеал f(D ∩ L) ⊕N gr-существен, и правило

f ′ : f(D ∩ L) ⊕N → R, f(d) + n �→ d,

где d ∈ D ∩ L, n ∈ N , корректно определяет гомоморфизм R-модулей. Действи-
тельно, если f(d1) + n1 = f(d2) + n2, то n1 − n2 = 0 = f(d2 − d1), d2 − d1 ∈
∈ L ∩K = 0. Докажем теперь, что гомоморфизм f ′ однороден. Пусть d ∈ D ∩ L
и n ∈ N — такие элементы, что элемент f(d) + n однороден. Так как гомо-
морфизм f однороден и сумма f(D ∩ L) + N прямая, то элементы f(d) и n
однородны и имеют одинаковую степень (если отличны нуля). Значит, если
f �= 0, то deg f ′ = (deg f)−1.

Учитывая также, что f(K) = 0, получаем, что ff ′f(d) = f(d) для всех
d ∈ (D ∩L)⊕K = D ∩ (K ⊕L) ∈ Dgr(R) (мы использовали закон модулярности
и gr-существенность правых идеалов D и K ⊕ L). Значит, для q′ = [f ′]θ имеем
qq′q = q, и кольцо Qgr gr-регулярно.

Градуированный расширенный центроид

Одним из основных объектов теории ортогональной полноты является центр
полного правого кольца частных данного полупервичного кольца A, который
называется расширенным центроидом кольца A. Его градуированным аналогом
является максимальное градуированное подкольцо центра полного правого гра-
дуированного кольца частных gr-полупервичного кольца R, которое называется
градуированным расширенным центроидом кольца R и обозначается через
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Cgr(R). (Как уже отмечалось, центр градуированного кольца может не быть
градуированным.)

Соберём вместе основные свойства кольца Cgr = Cgr(R) и его единичной
компоненты Ce = Cgr

e (R).

Предложение 2.2.11. Для любого gr-полупервичного кольца R верны сле-
дующие утверждения:

1) h(Cgr) = {q ∈ h(Qgr) | qr = rq для всех r ∈ R}, в частности, Ce =
= {q ∈ Qgr

e | qr = rq для всех r ∈ R};
2) кольцо Cgr gr-регулярно и gr-самоинъективно ;
3) кольцо Ce регулярно и самоинъективно ;
4) следующие утверждения эквивалентны: кольцо R gr-первично ; кольцо

Cgr — градуированное поле ; кольцо Ce —поле.

Доказательство. Пункты 1), 2) и 4) доказаны в [3, теоремы 3.3.1, 3.3.2,
предложение 3.3.6]. Докажем пункт 3). Из gr-регулярности кольца Cgr сле-
дует его e-точность, а также регулярность кольца Ce. Пусть теперь I —идеал
в Ce, f : I → Ce — гомоморфизм Ce-модулей. Тогда ICgr — градуированный иде-
ал в Cgr, и правило

f̃ : ICgr → Cgr,

n∑

k=1

ikck �→
n∑

k=1

f(ik)ck, ik ∈ I, ck ∈ Cgr, k = 1, . . . , n,

корректно задаёт однородный степени e гомоморфизм градуированных Cgr-мо-
дулей (это следует из e-точности кольца Cgr и доказывается так же, как в теоре-
ме 2.2.8). Так как кольцо Cgr gr-самоинъективно, то существует такой элемент
a ∈ ICgr, что f̃(x) = ax для всех x ∈ ICgr. Так как deg f̃ = e, то a ∈ (ICgr)e =
= ICe = I. Поскольку f̃ продолжает f , то f(x) = ax для всех x ∈ I. Значит,
кольцо Ce самоинъективно.

Следствие 2.2.12. Для любого gr-полупервичного кольца R верны равен-
ства Qgr(Cgr) = Cgr и Q(Ce) = Ce.

2.3. Классическое градуированное кольцо частных

Подмножество S (не обязательно градуированного) кольца R называется
мультипликативным, если 0 /∈ S, 1 ∈ S и xy ∈ S для всех x, y ∈ S.

Мультипликативное множество S называется правым множеством Оре, если
оно удовлетворяет правым условиям Оре:

1) для любых r ∈ R и s ∈ S существуют такие r′ ∈ R и s ∈ S, что rs′ = sr′;
2) если sr = 0 для r ∈ R и s ∈ S, то rs′ = 0 для некоторого s′ ∈ S.

Для кольца R и правого множества Оре S ⊂ R определено кольцо правых
частных RS−1, для которого кольцо R является подкольцом в точности тогда,
когда все элементы из S регулярны (второе условие Оре тогда выполнено авто-
матически). В случае когда S состоит из всех регулярных элементов кольца R,
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кольцо RS−1 называется классическим правым кольцом частных кольца R и
обозначается Qcl(R) [18, § 4.6; 20, гл. 10].

Если кольцо R градуированное и все элементы множества S однородны, то
кольцо RS−1 наследует градуировку кольца R.

Предложение 2.3.1 [38, утверждения 8.1.1, 8.1.2]. Пусть R— градуиро-
ванное кольцо, S ⊂ h(R)—мультипликативное множество. Тогда множество S
является правым множеством Оре в точности тогда, когда выполняются условия
Оре для однородных элементов :

1′) для любых r ∈ h(R) и s ∈ S существуют такие r′ ∈ h(R) и s ∈ S, что
rs′ = sr′;

2′) если sr = 0 для r ∈ h(R) и s ∈ S, то rs′ = 0 для некоторого s′ ∈ S.
При выполнении условий 1′) и 2′) кольцо RS−1 является градуированным коль-
цом с градуировкой

(RS−1)g =
⋃

h∈G
{rs−1 | r ∈ Rh, s ∈ Sh−1g}.

Если при этом все элементы из S регулярны, то кольцо RS−1 является правым
градуированным кольцом частных кольца R.

Определение. Если множество S всех однородных регулярных элементов
градуированного кольца R является правым множеством Оре, то кольцо RS−1

называется классическим правым градуированным кольцом частных кольца R
и обозначается через Qgr

cl (R). Кольцо R называется при этом правым градуиро-
ванным (классическим) порядком в кольце Qgr

cl (R).
Мы часто будем пользоваться следующей хорошо известной леммой о при-

ведении к общему знаменателю.

Лемма 2.3.2. Пусть R— градуированное кольцо, S—правое множество
Оре, лежащее в h(R), Q = RS−1. Тогда для всех n ∈ N и q1, . . . , qn ∈ h(Q)
существуют такие r1, . . . , rn ∈ h(R) и s ∈ S, что qi = ris, i = 1, . . . , n.

Доказательство. По [20, п. 10.7] существуют такие r1, . . . , rn ∈ R и s ∈ S,
что qi = ris, i = 1, . . . , n. Так как q1, . . . , qn, s ∈ h(Q), то можно считать, что
r1, . . . , rn ∈ h(R).

В дальнейшем нам также понадобится следующая лемма.

Лемма 2.3.3. Пусть S—множество всех однородных регулярных элементов
кольца R и кольцо Q = Qgr

cl = RS−1 gr-просто. Тогда если u, v ∈ h(Q) \ 0, то
uRv �= 0.

Доказательство. Предположим противное: u, v ∈ h(Q) \ 0 и uRv = 0. Так
как кольцо Q gr-просто и QuQ—ненулевой градуированный идеал в Q, то

QuQ = Q. Запишем 1 ∈ Q в виде
n∑
k=1

qkuq
′
k, qk, q

′
k ∈ Q. Все однородные ком-

поненты элементов q′k, k = 1, . . . , n, образуют некоторое конечное множество
H ⊆ h(Q), и по лемме 2.3.2 можно найти такое s ∈ S, что Hs ⊆ R. Тогда
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s =
n∑
k=1

qkuq
′
ks ∈ QuR и sv ∈ QuRv = 0, откуда следует, что v = 0. Получили

противоречие.

2.4. Порядки в градуированных матричных кольцах

Основной результат этого раздела— градуированный аналог теоремы Фей-
са—Утуми о порядках в матричных кольцах.

Сначала докажем градуированный аналог теоремы Утуми [40, п. (2.3)] о пол-
ном правом кольце частных матричного кольца.

Предложение 2.4.1. Для градуированного кольца R, числа n ∈ N и набора
ḡ ∈ Gn верны следующие утверждения:

1) если Q— градуированное правое кольцо частных кольца R, то Qn(ḡ)—
градуированное правое кольцо частных кольца Rn(ḡ);

2) если M —gr-плотный правый идеал в R, то Mn(ḡ)—gr-плотный правый
идеал в Rn(ḡ);

3) всякий gr-плотный правый идеал D в Rn(ḡ) содержит gr-плотный правый
идеал вида Mn(ḡ), где M —gr-плотный правый идеал в R;

4) Qgr
(
(Rn)(ḡ)

)
= Qgr(R)n(ḡ).

Доказательство. Утверждения 1) и 2) в случае G = {e} доказаны в [40,
п. (2.3)]. Остаётся заметить, что gr-рациональные расширения рациональны по
предложению 2.1.1. Поэтому, в частности, утверждение 3) достаточно доказать
в случае ḡ = ē.

Докажем утверждение 3). Пусть Nk —правый градуированный идеал в R,
состоящий из элементов матриц из D ∩ ekkRn (k = 1, . . . , n). Зафиксируем
x ∈ h(R) \ 0, y ∈ h(R). Существует такая матрица A =

∑
aijeij ∈ D, что

ekkA, ekkyA ∈ D, ekkxA �= 0. Поэтому xaki �= 0 для некоторого i. Так как

aki, yaki ∈ Nk, то Nk —gr-плотный правый идеал в R. Значит, M :=
n⋂
k=1

Nk —

gr-плотный правый идеал в R. Пусть z ∈ h(M). При всех k ∈ {1, . . . , n} суще-
ствует такая матрица B(k) ∈ D ∩ ekkRn, что B(k)

k1 = z. Тогда B(k)ekj = zekj ∈ D
для всех k, j ∈ {1, . . . , n}. Это доказывает, что Mn ⊆ D.

Докажем утверждение 4). Пусть q ∈ Qgr
ρ

(
Rn(ḡ)

)
, ρ ∈ G, q = [f ]θ, f ∈

∈ HOMR(D,R)ρ, M — такой gr-плотный правый идеал в R, что
(
Mn(ḡ)

)
h
⊆ Dh

для всех h ∈ G (сохранение градуировки можно предполагать с учётом 3)).
При всех j, k ∈ {1, . . . , n} определим fjk ∈ HomR(M,R) правилом fjk(x) =
=
(
f(diag(x)ek1)

)
j1
, x ∈ M . Так как deg(diag(x)ek1) = g−1

k χg1 при x ∈ Mχ,

χ ∈ G, то deg
(
fjk(x)

)
= gjρg

−1
k χg1g

−1
1 и deg fjk = gjρg

−1
k . Обозначив qjk =

= [fjk]θ ∈ Qgr(R), получим

f

(∑

ik

xikeik

)
=
(∑

ik

qikeik

)(∑

ik

xikeik

)
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для всех xik ∈ M , поэтому q = (qij)ij ∈ Qgr(R)n, причём deg(q) =
= gi(g−1

i ρgj)g−1
j = ρ. Значит, Qgr

(
Rn(ḡ)

)
ρ
⊆ (

Qgr(R)(ḡ)n
)
ρ
. Обратное вклю-

чение следует из 1).

Предложение 2.4.2. Пусть R ⊆ Q— градуированные кольца, S—множе-
ство всех однородных регулярных элементов в R, n ∈ N, ḡ ∈ Gn. Тогда при
выполнении условия (2) верна равносильность

Qn(ḡ) = Rn(ḡ)S−1 ⇐⇒ Q = RS−1.

Доказательство. Докажем импликацию ⇐=. Пусть q = (qij)ij ∈ h
(
Qn(ḡ)

)
.

Тогда все qij принадлежат h(Q) и по лемме 2.3.2 найдутся такие rij ∈ h(R)
и s ∈ S, что qij = rijs

−1. Ввиду условия (2) скалярная матрица с элемен-
том s однородна в Rn(ḡ) степени deg s и может быть отождествлена с s. Тогда
q = (rij)ijs−1.

Докажем импликацию =⇒. Пусть q ∈ Q. Тогда для некоторых rij ∈ R и
s ∈ S имеем diag(q, . . . , q) = (rij)ij diag(s−1, . . . , s−1). Ясно, что тогда матрица
(rij)ij скалярная и q = rs−1 для r := rii.

Докажем градуированный аналог теоремы Фейса—Утуми [21, теорема 10.15]
в случае градуировки по абелевой группе (условие (2) при этом, очевидно, вы-
полнено). Распространим понятие градуированного правого порядка на пред-
кольца аналогично неградуированному случаю [18, § 4.7; 21, гл. 10]. Градуи-
рованные предкольца определяются так же, как градуированные кольца, но без
предположения наличия единицы.

Определение.

1. Градуированное подмножество градуированного кольца, являющееся ад-
дитивной группой по сложению и замкнутое относительно умножения,
назовём градуированным подпредкольцом.

2. Градуированное подпредкольцо R градуированного кольца Q назовём гра-
дуированным правым порядком в Q, если выполнены следующие условия:

а) множество S однородных регулярных элементов (неделителей нуля)
в R непусто и все элементы из S обратимы в Q;

б) Q = {rs−1 | r ∈ R, s ∈ S} =:RS−1.

Замечание 2.4.3. На случай градуированных правых порядков распростра-
няется лемма 2.3.2 о приведении к общему знаменателю, поскольку в её дока-
зательстве не используется наличие единицы в R.

Теорема 2.4.4. Пусть кольцо Q градуировано по абелевой группе G, n ∈ N,
ḡ = (g1, . . . , gn) ∈ Gn, M = {eij | 1 � i, j � n}— система матричных еди-
ниц в Qn(ḡ), deg eij = gig

−1
j , R— градуированное подпредкольцо в Qn(ḡ),

S—множество всех однородных регулярных элементов в R. Считая, что Q =
= CentQn(ḡ)(M), введём обозначения:
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— AM = {a ∈ R | aM ⊆ R}— градуированный левый идеал в R,
— BM = {b ∈ R |Mb ⊆ R}— градуированный правый идеал в R,
— FM = BMAM ∩Q— градуированный идеал в R ∩Q.

Тогда верны следующие утверждения.
1. (FM )n(ḡ) = BMAM .
2. Если Qn(ḡ) = RS−1, то найдётся система N однородных матричных

единиц в Qn(ḡ), для которой BNAN — градуированный правый порядок
в Qn(ḡ).

3. В предположениях пункта 2: если Q— градуированное тело, то FN (для
любой системы N из пункта 2) — градуированный правый порядок в неко-
тором градуированном теле Q′ ∼= Q и

Qn(ḡ) ∼= Q′
n(ḡ) ∼= (FN )n(ḡ)(FN ∩ S)−1.

Доказательство. Докажем утверждение 1. Любой элемент x ∈ Qn(ḡ) мож-

но однозначно записать в виде x =
n∑

i,j=1

xijeij , где xij =
n∑
k=1

eikxekj ∈ Q. Поэто-

му если x ∈ BMAM , то xij ∈ M(BMAM )M ∩Q = BMAM ∩Q = FM . Обратно,
возьмём xij = bijaij ∈ FM , где aij ∈ AM , bij ∈ BM . Учитывая, что элементы xij
коммутируют с eij , получаем xijeij = eijxij = eijbijaij ∈ BMAM .

Докажем утверждение 2. По лемме 2.3.2 (с учётом замечания 2.4.3) су-
ществует такой элемент a ∈ S, что Ma ⊆ R. Обозначим α := deg a. Тогда
N = a−1Ma—множество однородных матричных единиц в Qn(ḡ) с центра-
лизатором a−1Qa— градуированным кольцом, изоморфным градуированному
кольцу Q, поскольку группа G абелева.

Элемент a ∈ AN обратим в Qn(ḡ) и найдётся однородный элемент b ∈ BN ,
обратимый в Qn(ḡ).

Покажем, что BNAN — градуированный правый порядок в Qn(ḡ). Возьмём
любой элемент q ∈ h

(
Qn(ḡ)

)
и представим его в виде bq1b

−1, а однородный
элемент q1 (:=b−1qb) представим в виде rs−1, где r ∈ h(R) и s ∈ S. Тогда

q = b(rs−1)b−1 = (bra)(bsa)−1,

причём bra ∈ BNAN и bsa—однородный регулярный элемент в BNAN .
Докажем утверждение 3. Пусть a, b, N такие же, как и в пункте 2 доказа-

тельства, A :=AN , B :=BN . Положим fij := a−1eija и

C :=
{ n∑

k=1

fk1qf1k
∣∣ q ∈ BA

}
.

Множество C замкнуто относительно сложения и умножения и является гра-
дуированным ввиду абелевости группы G. Действительно, так как deg fij =
= deg eij = gig

−1
j для всех 1 � i, j � n, то

deg(fk1qf1k) = gkg
−1
1 (deg q)g1g−1

k = deg q
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для всех k = 1, . . . , n и всех таких q ∈ h(Q), что fk1qf1k �= 0, поэтому
( n∑

k=1

fk1qf1k

)

g

=
n∑

k=1

fk1qgf1k

для всех g ∈ G и q ∈ BA, причём множество BA является градуированным.
Кроме того, C ⊆ a−1Qa, так как каждая сумма вида

∑n
k=1 ek1ab1a1a

−1e1k, где
a1 ∈ A, b1 ∈ B, коммутирует со всеми eij .

Покажем, что кольцо C не только лежит в градуированном теле a−1Qa, но
и является градуированным правым порядком в нём. Это равносильно тому,
что fBAf является градуированным правым порядком в fQn(ḡ)f , где f := f11,
поскольку C ∼= fBAf (изоморфизм градуированных колец, индуцированный
изоморфизмом a−1Qa ∼= fQn(ḡ)f).

Возьмём произвольный элемент q ∈ h(fQn(ḡ)f) \ 0. Найдём такое t ∈ S, что
b−1qbt ∈ R, т. е. qbt ∈ bR. Далее, так как qf = q = fq и btR ⊆ B, то

q(fbtRaf) ⊆ f(qbtRa)f ⊆ f(bRa)f ⊆ fBAf.

Остаётся заметить, что h(fbtRaf) �= 0 по лемме 2.3.3: fbt �= 0, af �= 0, а кольцо
Qn(ḡ) gr-просто (и gr-артиново), так как Q— градуированное тело.

3. Градуированные кольца Голди

В этом разделе через S обозначено множество всех однородных регулярных
элементов градуированного кольца R.

Определение. Градуированное кольцо R, gr-конечномерное справа (слева) и
удовлетворяющее условию максимальности для правых (левых) градуированных
аннуляторов, называется правым (левым) градуированным кольцом Голди.

3.1. Вспомогательные результаты

Следующая лемма и следствие из неё аналогичны неградуированному слу-
чаю [23, лемма 7.2.1, следствия 1 и 2] и приводятся для доказательства ключе-
вой леммы 3.1.3.

Лемма 3.1.1. Пусть R—gr-полупервичное кольцо с условием максималь-
ности для правых градуированных аннуляторов. Если A и B— такие правые
градуированные идеалы в R, что A ⊃ B и l(A) �= l(B), то существует такой
элемент a ∈ h(A), что aA �= 0 и aA ∩B = 0.

Доказательство. Кольцо R удовлетворяет условию минимальности для ле-
вых градуированных аннуляторов (так как из l(M) ⊇ r(N) следует, что
r
(
l(M)

) ⊆ r
(
l(N)

)
), поэтому найдётся левый градуированный аннулятор U ,

минимальный по отношению к свойству l(A) � U ⊆ l(B). Тогда UA �= 0
и (UA)2 �= 0 (ввиду gr-полупервичности кольца R), так что найдутся такие
u ∈ h(U) и a ∈ h(A), что UauA �= 0. Покажем, что auA ∩ B = 0. Если это не
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так, то существует такой элемент x ∈ h(A), что 0 �= aux ∈ auA ∩ B. Очевидно,
что l(x) ⊇ l(A) и l(x) ∩U — градуированный левый аннулятор, лежащий между
l(A) и l(B). Кроме того, l(x) ∩ U �= l(A): aux ∈ B, поэтому Uaux = 0 и Uau ⊆
⊆ l(x)∩U , но Uau ⊆ U � l(A). Из минимальности U следует, что U ∩ l(x) = U ,
т. е. U ⊆ l(x). Но тогда ux ∈ Ux = 0, что противоречит условию aux �= 0.

Следствие 3.1.2. В условиях леммы 3.1.1 верны следующие утверждения:

1) для всех x, y ∈ h(R) если правые идеалы xR и yR gr-существенны, то
таков же правый идеал yxR;

2) для всех s ∈ h(R) если правый идеал sR gr-существен, то элемент s
регулярен.

Доказательство. Докажем утверждение 1). Пусть I —ненулевой правый
градуированный идеал в R. Так как правый идеал yR gr-существен, то (I : y) =
= {r ∈ R | yr ∈ I} �= 0 и y(I : y) = yR ∩ I �= 0. Поскольку (I : y) ⊇ r(y) и
l
(
r(y)

) � y /∈ l(I : y), то условия леммы выполнены для A = (I : y) и B = r(y).
Поэтому существует такой ненулевой правый идеал J ⊆ (I : y), что J ∩r(y) = 0.
Из gr-существенности правого идеала xR следует, что x(J : x) = xR ∩ J �= 0,
так что yx(J : x) �= 0. Но yx(J : x) ⊆ yJ ⊆ y(I : y) ⊆ I. Значит, yxR ∩ I �= 0 и
yxR—gr-существенный правый идеал в R.

Докажем утверждение 2). Если l(s) �= 0, то условия леммы выполнены для
A = R и B = sR, следовательно, aR �= 0 и aR∩sR = 0 для некоторого a ∈ h(R),
что противоречит gr-существенности правого идеала sR.

Пусть цепь аннуляторов r(s) ⊆ r(s2) ⊆ . . . стабилизируется на k-м шаге:
r(sk) = r(sk+1). Тогда skR ∩ r(s) = 0. Действительно, если x ∈ skR ∩ r(s),
то x = sky для некоторого y ∈ R и 0 = sx = sk+1y, откуда следует, что
y ∈ r(sk+1) = r(sk) и x = 0. По пункту 1) правый идеал skR gr-существен,
значит, r(s) = 0.

Лемма 3.1.3. Пусть R—gr-полупервичное правое градуированное кольцо
Голди. Тогда для любого s ∈ h(R) равносильны следующие условия :

1) правый идеал sR кольца R gr-существен ;
2) s ∈ S;
3) rR(s) = 0.

Доказательство. Импликация 1) =⇒ 2) составляет утверждение 2) след-
ствия 3.1.2.

Импликация 2) =⇒ 3) очевидна.
Докажем импликацию 3) =⇒ 1). Пусть A—ненулевой правый градуиро-

ванный идеал в R, такой что A ∩ sR = 0. Покажем, что градуированные
правые идеалы snA, n � 0, образуют прямую сумму. Действительно, пусть
a0 + sa1 + . . . + snan = 0, где все ai принадлежат A. Тогда a0 ∈ A ∩ sR = 0 и
по 3) a1 + a2s+ . . .+ sn−1an = 0. Аналогично получаем, что a1 = . . . = an = 0.
Это противоречит gr-конечномерности справа кольца R. Значит, A = 0 и sR—
gr-существенный правый идеал в R.
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В следующих подразделах раздела 3 для gr-полупервичного правого гра-
дуированного кольца Голди R исследуем вопросы существования и строения
градуированных колец частных Qgr(R) и Qgr

cl (R), которые, в отличие от негра-
дуированного случая, могут не совпадать.

3.2. Строение полного градуированного кольца частных

Начнём с нахождения полного градуированного кольца частных Qgr(R)
кольца R из следующего примера.

Пример 3.2.1 [29; 36, пример 9.2.2; 38, пример 8.4.7]. Пусть k—поле,
кольцо R = k[X,Y ]/(XY ) градуировано группой Z (обозначим x = X + (XY ) и
y = Y + (XY )):

Rn =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

kxn, n > 0,
k, n = 0,
ky−n, n < 0.

Легко убедиться, что кольцо Qgr
cl (R) = R не является gr-артиновым (и тем

более вполне gr-приводимым) и что (x, y)—gr-существенный идеал, все одно-
родные элементы которого— делители нуля.

Найдём кольцо Qgr. Каждый gr-плотный идеал кольца R имеет вид (xm, yn),
где m,n � 1. Для каждого k ∈ Z при достаточно больших m, n (m,n > |k|) вся-
кий однородный степени k гомоморфизм R-модулей f : (xm, yn) → R задаётся
правилом

f(xm) = axm+k, f(yn) = byn−k, где a, b ∈ k,

и обратно: при всех a, b ∈ k это правило задаёт такой гомоморфизм (проверя-
ется непосредственно с учётом соотношения xy = 0). Поэтому по определению
градуированного полного кольца частных имеем

Qgr
n (R) = kxn ⊕ ky−n (= k ⊕ k при n = 0), n ∈ Z,

Qgr(R) = k[x, x−1] ⊕ k[y, y−1].

Таким образом, кольцо Qgr(R) не совпадает с кольцом Qgr
cl (R) = R и вполне

gr-приводимо, поскольку является прямым произведением двух градуированных
полей. Заметим, что

Qgr
0 (R) ∼= k ⊕ k � k ∼= R0 = Q(R0),

но имеет место вложение колец

Q(R0) ↪→ Qgr
0 (R), k � a �→ (a, a) ∈ k ⊕ k.

Из следующей теоремы вытекает, что полное правое градуированное коль-
цо частных любого gr-полупервичного правого градуированного кольца Голди
вполне gr-приводимо.

Теорема 3.2.2. Рассмотрим следующие условия на градуированное коль-
цо R:
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1) R—gr-полупервичное правое градуированное кольцо Голди;
2) кольцо R gr-полупервично, gr-несингулярно справа и gr-конечномерно

справа ;
3) кольцо R gr-несингулярно справа и gr-конечномерно справа ;
4) кольцо Qgr gr-несингулярно справа и gr-конечномерно справа ;
5) кольцо Qgr вполне gr-приводимо.

Между условиями 1)—5) имеются следующие логические связи :

1) ⇐⇒ 2) =⇒ 3) ⇐⇒ 4) ⇐⇒ 5).

Отметим, что импликация 2) ⇐= 3) неверна, например, в неградуированном
случае для кольца верхнетреугольных (2 × 2)-матриц над полем.

Доказательство. Эквивалентность 1) ⇐⇒ 2) следует из правостороннего
варианта леммы 8.4.1 из [38], согласно которому в градуированном кольце
с условием максимальности для правых градуированных аннуляторов правый
грауированный сингулярный идеал нильпотентен. Если кольцо к тому же gr-по-
лупервично, то он нулевой.

Импликации 2) =⇒ 3) и 5) =⇒ 4) очевидны.
Эквивалентность 3) ⇐⇒ 4) следует из предложений 2.1.3 и 2.1.14, а также

того, что расширение RR ⊆ Qgr
R gr-существенно.

Докажем импликацию 4) =⇒ 5). По предложению 2.2.10 кольцо Qgr gr-регу-
лярно. Поскольку кольцо Qgr к тому же gr-конечномерно справа, оно gr-нётеро-
во справа. Действительно, если это не так, то найдётся такое счётное множество
элементов x1, x2, . . . ∈ h(Qgr), что (x1) ⊂ (x1, x2) ⊂ . . .— строго возрастающая
цепь градуированных правых идеалов в Qgr. Каждый из них конечно порож-
дён, а значит, порождается однородным идемпотентом ввиду gr-регулярности
кольца Qgr (предложение 1.3.5). Пусть (x1, . . . , xn) = unQ

gr, где un = u2
n ∈ Qgr

e

для всех n ∈ N. Тогда u1 < u2 < . . . (u < v ⇐⇒ uv = u и u �= v) и сумма
градуированных правых идеалов

u1Q
gr + u2(1 − u1)Qgr + . . .+ un(1 − un−1)Qgr + . . .

прямая, что противоречит gr-конечномерности справа кольца Qgr. Итак, коль-
цо Qgr gr-нётерово справа, поэтому в нём каждый правый градуированный иде-
ал конечно порождён, а значит, выделяется прямым слагаемым в силу gr-регу-
лярности кольца Qgr. Таким образом, кольцо Qgr вполне gr-приводимо.

3.3. Существование и строение
классического градуированного кольца частных

Для кольца R из примера 3.2.1 не выполнено ни условие полной gr-приводи-
мости кольца Qgr

cl , ни условие существования однородного регулярного элемента
в каждом gr-существенном правом идеале. Это не случайно. Предложение 3.3.1
показывает, что эти условия равносильны.
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Предложение 3.3.1. Рассмотрим следующие условия на градуированное
кольцо R:

1) R—gr-полупервичное правое градуированное кольцо Голди;
2) правый градуированный идеал в R gr-существен в точности тогда, когда

он содержит хотя бы один однородный регулярный элемент ;
3) кольцо R обладает классическим правым градуированным кольцом част-

ных Qgr
cl , которое является вполне gr-приводимым кольцом.

Между условиями 1)—3) имеются следующие логические связи :

1) ⇐= 2) ⇐⇒ 3).

При выполнении условия 3) кольцо Qgr
cl gr-просто в точности тогда, когда коль-

цо R gr-первично.

Отметим, что в неградуированном случае согласно теореме Голди справед-
лива также импликация 1) =⇒ 2), а в градуированном случае её опровергает
пример 3.2.1.

Доказательство. Докажем импликацию 2) =⇒ 1). Докажем, что кольцо R
gr-полупервично. Пусть I — такой градуированный идеал в R, что I2 = 0. Тогда
существует такой правый градуированный идеал J в R, что I ⊕ J —gr-суще-
ственный правый идеал в R (в качестве J можно и следует взять максимальный
из таких правых градуированных идеалов в R, которые пересекаются с I по 0).
По условию существует регулярный элемент вида a + b, где a ∈ I, b ∈ J . Так
как aI = 0 и bI ⊆ I ∩ J = 0, то (a+ b)I = 0, следовательно, I = 0.

Докажем, что кольцо R gr-конечномерно справа. Если это не так, то най-
дётся gr-существенный правый идеал вида

I =
∞⊕

k=1

Ik,

где все Ik —ненулевые правые градуированные идеалы в R. По условию суще-
ствует регулярный элемент

n∑

i=1

ski
∈ I,

где ski
∈ Iki

\ 0 при i = 1, . . . , n. Но тогда правый идеал

J =
n∑

i=1

Iki

gr-существен по условию, что противоречит равенству J ∩ Im = 0 при любом
m /∈ {k1, . . . , kn}.

Ввиду теоремы 3.2.2 остаётся доказать, что кольцо R gr-несингулярно спра-
ва. Пусть a ∈ h

(
Singgr(R)

)
, т. е. правый аннулятор r(a) gr-существен в R. По

условию существует регулярный элемент b ∈ r(a). Тогда ab = 0 и a = 0.
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Докажем импликацию 2) =⇒ 3). Проверим выполнение условия (1′) Оре для
однородных элементов из предложения 2.3.1. Пусть r ∈ h(R), s ∈ S. По лем-
ме 3.1.3 правый градуированный идеал (sR : r) = {x ∈ R | rx ∈ sR} gr-суще-
ствен, поэтому содержит однородный регулярный элемент s′. Значит, rs′ = sr′

для некоторого элемента r ∈ h(R), т. е. условие Оре выполнено, следовательно,
существует кольцо Qgr

cl = RS−1 :=Q.
Докажем, что кольцо Q вполне gr-приводимо. Пусть I —правый градуи-

рованный идеал в Q и J — такой правый градуированный идеал в R, что
(I ∩ R) ⊕ J —gr-существенный правый идеал в R. По условию он содержит
однородный регулярный элемент, поэтому

(
(I ∩R) ⊕ J

)
Q = Q. С другой сторо-

ны, (I∩R)Q = I и
(
(I∩R)⊕J)Q = I⊕JQ (сумма прямая по предложению 2.1.3).

Таким образом, каждый правый градуированный идеал в Q выделяется прямым
слагаемым, т. е. кольцо Q вполне gr-приводимо.

Докажем импликацию 3) =⇒ 1). Докажем, что кольцо R gr-полупервично.
Пусть N —ненулевой градуированный идеал в R, такой что N2 = 0. Тогда гра-
дуированный идеал QNQ в Q ненулевой и QNQ = uQ, где 0 �= u = u2 ∈ Z(Q)e.
Пусть

u =
n∑

i=1

piniqi,

ni ∈ h(N), pi, qi ∈ h(Q), qi = ris
−1, ri ∈ h(R), s ∈ S (знаменатель можно

считать общим по лемме 2.3.2). Тогда

u =
n∑

i=1

piniris
−1.

Так как us = su, то

suN = usN =
n∑

i=1

piniriN = 0,

поскольку niri ∈ N для всех i = 1, . . . , n и N2 = 0. Так как s ∈ S, то uN = 0. Но
uN = N , поскольку u— единица кольца uQ = QNQ. Получили противоречие.

Докажем, что R—правое градуированное кольцо Голди. Так как кольцо Q
вполне gr-приводимо, то оно gr-нётерово и тем более удовлетворяет условию
максимальности для правых градуированных аннуляторов. Последнее свойство
переносится на его градуированное подкольцо R. Кольцо Q gr-конечномерно
справа, поэтому по предложению 2.1.3 кольцо R также gr-конечномерно справа.

Перейдём к вопросу о существовании однородных регулярных элементов
в gr-существенных правых идеалах.

Лемма 3.3.2 [29; 38, лемма 8.4.3]. Пусть R—gr-полупервичное правое
градуированное кольцо Голди. Тогда если 0 �= a ∈ h(R)—gr-униформный
элемент, то правый аннулятор rR(a) максимальный среди правых аннулято-
ров ненулевых однородных элементов из R.
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Теорема 3.3.3. Пусть R—правое градуированное кольцо Голди, e-точное
справа, и кольцо Re полупервично. Тогда верны следующие утверждения:

1) всякий ненулевой правый градуированный идеал I кольца R содержит
ненильпотентный gr-униформный элемент степени e;

2) Ie ∩ S �= ∅ для всякого правого gr-существенного идеала I кольца R;
3) кольцо Qgr

cl (R) = RS−1 существует, вполне gr-приводимо и совпадает
с кольцом Qgr(R);

4) кольцо R gr-полупервично, причём gr-первично в точности тогда, когда
кольцо Qgr

cl (R) gr-просто ;
5) множество S(Re) регулярных элементов кольца Re совпадает с множе-

ством Se := S ∩Re;
6) RS−1 = RS−1

e ;
7) Re —правое кольцо Голди и Qcl(Re) = ReS

−1
e =

(
Qgr

cl (R)
)
e
.

Доказательство. Докажем утверждение 1). Так как кольцо R gr-конечно-
мерно справа, то найдётся gr-униформный элемент a ∈ h(I) \ 0 (возьмём произ-
вольный элемент a1 ∈ h(I)\0; если модуль a1R не gr-униформный, то найдутся
a2, a3 ∈ h(a1R) \ 0, для которых a2R⊕ a3R ⊆ a1R, и т. д. — этот процесс не мо-
жет продолжаться бесконечно). Поскольку кольцо R e-точно справа, то можно
считать, что a ∈ Ie (если a ∈ h(I) \ 0, то aa′ ∈ Ie \ 0 для некоторого a′ ∈ h(R),
причём элемент aa′R ⊆ aR gr-униформен с a).

Ввиду полупервичности кольца Re aba �= 0 для некоторого b ∈ Re. Эле-
мент ba ненильпотентен, поскольку иначе (ba)n = 0 �= (ba)n−1 для некоторого
n � 2, и так как r(a) ⊆ r

(
(ba)n−1

)
, то по лемме 3.3.2 r(a) = r

(
(ba)n−1

) � ba,
откуда следует, что aba = 0, что неверно. Следовательно, элемент ab ∈ Ie
ненильпотентный и gr-униформный.

Докажем утверждение 2). Найдём по пункту 1) gr-униформный ненильпо-
тентный элемент a1 ∈ Ie. Пусть уже найдены gr-униформные ненильпотентные
элементы a1, . . . , am ∈ Ie, такие что

ai ∈
i−1⋂

j=1

r(aj), 1 � i � m,

и
m⋂

j=1

r(aj) �= 0.

Так как правый идеал I gr-существен, то

I ∩
m⋂

j=1

r(aj) �= 0

и по пункту 1) существует ненильпотентный gr-униформный элемент

am+1 ∈ Ie ∩
m⋂

j=1

r(aj).
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По построению и ввиду gr-униформности элементов ai имеем, что ai ∈ r(aj) =
= r(a2

j ), i > j, откуда следует, что сумма
∑

i�1

aiR

прямая и, значит, конечная, поэтому существует n ∈ N, такое что
n⋂

i=1

r(ai) = 0.

Тогда

r(a) =
n⋂

i=1

r(ai) = 0,

и элемент a = a1 + . . .+ an ∈ Ie регулярный по лемме 3.1.3.
Утверждения 3) и 4) следуют из предложения 3.3.1 и замечания 2.2.1.
Докажем утверждение 5). Надо показать, что S(Re) ⊆ S. Пусть s ∈ S(Re).

Если st = 0, где t ∈ h(R)\0, то ввиду e-точности справа кольца R tt′ ∈ Re\0 для
некоторого t′ ∈ R. Поэтому равенство stt′ = 0 противоречит условию s ∈ S(Re).
Аналогичное противоречие получается из предположения ts = 0, где t ∈ h(R)\0,
если доказать, что кольцо R также e-точно слева. Обозначим τ = deg t и по-
кажем, что Rτ−1t �= 0. Так как кольцо R e-точно справа, то 0 �= tRτ−1 ⊆ Re,
поэтому правый идеал tRτ−1Re кольца Re ненулевой, а значит, ввиду полупер-
вичности кольца Re ненулевой и его квадрат (tRτ−1Re)(tRτ−1Re). В частности,
0 �= Rτ−1Ret ⊆ Rτ−1t.

Докажем утверждение 6). Пусть s ∈ S. По лемме 3.1.3 правый идеал sR
gr-существен, поэтому по пункту 2) (sR)e ∩ S �= ∅. Пусть sa = t ∈ Se. Тогда
a = s−1t ∈ S, s−1 = at−1 и t−1 ∈ S−1

e . Значит, S ⊆ RS−1
e и RS−1 = RS−1

e .
Докажем утверждение 7). Так как кольцо R e-точно справа и gr-конечно-

мерно справа, то кольцо Re конечномерно справа (следствие 1.3.20). Так как
кольцо R удовлетворяет условию максимальности для правых градуированных
аннуляторов, то кольцо Re удовлетворяет условию максимальности для правых
аннуляторов (поскольку rRe

(T ) = rR(T ) ∩ Re для всякого T ⊆ Re). Значит,
Re —правое кольцо Голди. Равенства Qcl(Re) = ReS

−1
e =

(
Qgr

cl (R)
)
e
следуют из

пунктов 5) и 6).

В следующей теореме о gr-полупервичных правых градуированных кольцах
Голди из дополнительного ограничения на группу следуют все утверждения
теоремы 3.3.3.

Теорема 3.3.4. Пусть R—gr-полупервичное правое градуированное коль-
цо Голди, группа G периодична. Тогда кольцо R e-точно, Re —полупервичное
правое кольцо Голди, и поэтому выполнены все утверждения теоремы 3.3.3.

Доказательство. 1. Докажем, что выполнен пункт 1) теоремы 3.3.3. Пусть
I —ненулевой правый градуированный идеал кольца R. Найдём gr-униформ-
ный элемент a ∈ I. Пусть a ∈ Ig, g ∈ G. Так как кольцо R gr-полупервично, то
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найдутся такие h ∈ G и b ∈ Rh, что aba �= 0. Тогда элемент ba ∈ Rhg \ 0
(а с ним и ab) ненильпотентен, поскольку иначе (ba)n = 0, (ba)n−1 �= 0
для некоторого n � 2, и поскольку rR(a) ⊆ rR

(
(ba)n−1

)
, то по лемме 3.3.2

rR(a) = rR
(
(ba)n−1

) � ba, откуда следует, что aba = 0, что неверно. Так как
группа G периодична, элемент gh имеет конечный порядок O(gh), и поэтому
(ab)O(gh) ∈ Ie —ненильпотентный gr-униформный элемент.

2. Так же, как при доказательстве пункта 2) теоремы 3.3.3, доказывается,
что всякий gr-существенный правый идеал содержит однородный регулярный
элемент.

3. Пусть x ∈ h(R) \ 0. Тогда по пункту 1 правый градуированный идеал
xR содержит ненильпотентный gr-униформный элемент xy ∈ (xR)e \ 0. Отсюда
следует, что кольцо R e-точно справа, а также слева, поскольку yx �= 0 (иначе
(xy)2 = 0).

4. Покажем, что Re —полупервичное правое кольцо Голди. Согласно тео-
реме Голди достаточно показать, что для всех правых идеалов J кольца Re
справедлива равносильность

J существен ⇐⇒ J содержит регулярный (в Re) элемент.

Докажем импликацию =⇒. Если правый идеал J существен в Re, то с учё-
том доказанной e-точности справа кольца R получаем, что правый идеал JR
gr-существен в R (следствие 2.1.5), значит, по пункту 2 ∅ �= (JR)e ∩S = J ∩S.

Докажем импликацию ⇐=. Пусть элемент s ∈ J регулярен в Re. Тогда
rR(s) = 0, так как кольцо R e-точное справа, и s ∈ S по лемме 3.1.3, поэтому
правый идеал sR (а c ним и JR ⊇ sR) gr-существен в R. Отсюда получаем, что
правый идеал J = (JR)e существен в Re (следствие 2.1.5).

Значит, для кольца R выполнены все условия теоремы 3.3.3.

Теперь мы можем доказать аналог теоремы Голди в форме критерия для
градуированных колец с конечным носителем.

Теорема 3.3.5. Для градуированного кольца R с конечным носителем сле-
дующие условия равносильны:

1) R—gr-полупервичное правое градуированное кольцо Голди;
2) правый градуированный идеал в R gr-существен в точности тогда, когда

он содержит хотя бы один регулярный элемент ;
3) кольцо Qgr

cl существует и вполне gr-приводимо.

При выполнении этих условий выполнены все утверждения теоремы 3.3.3.

Доказательство. Докажем импликации 1) =⇒ 2) и 1) =⇒ 3). Так как R—
gr-полупервичное кольцо с конечным носителем, то по теореме 1.3.14 коль-
цо R e-точно и кольцо Re полупервично, так что для кольца R выполнены все
условия теоремы 3.3.3. Поэтому каждый gr-существенный правый идеал в R
содержит однородный регулярный элемент и кольцо Qgr

cl существует и вполне
gr-приводимо, а всякий градуированный правый идеал, содержащий однородный
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регулярный элемент s, является gr-существенным, поскольку содержит правый
идеал sR, gr-существенный по лемме 3.1.3.

Импликация 2) =⇒ 1) следует из предложения 3.3.1.
Докажем импликацию 3) =⇒ 2). Так как кольцо Qgr

cl вполне gr-приводимо,
то кольцо R gr-полупервично, и утверждение следует из предложения 3.3.1.

3.4. Случай главных правых градуированных идеалов

Предложение 3.4.1. Для gr-полупервичного gr-pri-кольца R верны следую-
щие утверждения:

1) всякий gr-существенный правый идеал в R порождается одним элементом
из S;

2) кольцо Qgr
cl существует, вполне gr-приводимо и совпадает с кольцом Qgr.

Доказательство. Всякий gr-существенный правый идеал в R имеет вид sR,
причём s ∈ S по лемме 3.1.3. В частности, каждый gr-существенный правый
идеал в R содержит однородный регулярный элемент, и по предложению 3.3.1
кольцо Qgr

cl существует и вполне gr-приводимо, а по замечанию 2.2.1 оно совпа-
дает с кольцом Qgr.

Теорема 3.4.2. Для градуированного кольца R равносильны следующие
условия :

1) R—gr-полупервичное gr-pri-кольцо ;

2) R ∼=
n⊕
i=1

Ri, где n ∈ N и каждое кольцо Ri —gr-первичное gr-pri-кольцо,

причём существует такой элемент g ∈ G, что каждый правый градуирован-
ный идеал в каждом кольце Ri содержит порождающий элемент степени g.

При выполнении этих условий кольца Qgr
cl (Ri), i = 1, . . . , n, Qgr

cl (R) существуют,
вполне gr-приводимы и

Qgr
cl (R) = Qgr(R) =

n⊕

i=1

Qgr
cl (Ri) =

n⊕

i=1

Qgr(Ri).

Доказательство. Докажем импликацию 2) =⇒ 1). Кольцо R gr-полупервич-
но как прямая сумма gr-первичных колец. Кольцо R является gr-pri-кольцом:
пусть I —правый градуированный идеал в R и при каждом i = 1, . . . , n правый
градуированный идеал I ∩ Ri в Ri содержит порождающий ai степени g. Тогда
элемент a1 + . . .+ an ∈ Ig порождает I.

Докажем импликацию 1) =⇒ 2). По предложению 3.4.1 существует вполне
gr-приводимое кольцо Q := Qgr

cl . Оно содержит n центральных ортогональных
неразложимых однородных идемпотентов u1, . . . , un, таких что u1 + . . .+un = 1.
Обозначим

T :=Ru1 ⊕ . . .⊕Run — градуированное подкольцо в Q,

I := {r ∈ R | rui ∈ R, i = 1, . . . , n}— градуированный идеал в R.
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По лемме 2.3.2 существует c ∈ S, для которого uic ∈ R при всех i = 1, . . . , n.
Тогда cT ⊆ R, и значит, cT —правый gr-существенный идеал в R, следователь-
но, cT = aR для некоторого a ∈ S. Отсюда следует, что a = cb для некоторого
регулярного b ∈ T и T = bR. В частности, b2 = bd для некоторого d ∈ h(R).
Сокращая на регулярный элемент b ∈ S, получаем, что b = d ∈ h(R), т. е.
T = R. Теперь ясно, что Ri :=Rui — градуированный правый порядок в gr-про-
стом gr-артиновом кольце Qui, поэтому Ri —gr-первичное правое кольцо Голди.
Так как Ri —прямое слагаемое в gr-pri-кольце R, то Ri —gr-pri-кольцо.

Для каждого i = 1, . . . , n обозначим через Gi множество степеней однород-
ных порождающих правых градуированных идеалов в Ri, т. е.

Gi = {g ∈ G | найдутся K∈ Idgr(Ri) и ai ∈ K, такие что K= aiRi, deg ai = g}.

Докажем, что
n⋂
i=1

Gi �= ∅. Если это не так, то найдутся правые градуированные

идеалы Ki в Ri, i = 1, . . . , n, такие что множества их однородных порождаю-
щих не пересекаются (в совокупности). Но тогда правый градуированный идеал

K =
n⊕
i=1

Ki в R не имеет однородного порождающего: если K =
( n∑
i=1

ai

)
R, где

ai ∈ Ki при i = 1, . . . , n и
n∑
i=1

ai ∈ h(R), то Ki = aiRi при всех i = 1, . . . , n.

Значит, существует элемент g ∈
n⋂
i=1

Gi.

Вторая часть теоремы следует из предложений 3.4.1 и 2.2.6.

Теорема 3.4.3. Для gr-pri-кольца R равносильны следующие условия :

1) R—gr-первичное кольцо ;
2) R = hDn(ḡ)h

−1
, где D—некоторая правая градуированная область Оре,

n ∈ N, ḡ = (g1, . . . , gn) ∈ Gn, h ∈ G.

При выполнении этих условий

Qgr(R) = Qgr
cl (R) = Tn(ḡ),

где T — градуированное тело. Если к тому же группа G абелева, то R = Dn(ḡ)
и Qgr(D) = T .

Доказательство. Докажем импликацию 2) =⇒ 1). При структурном изо-
морфизме

Id(A) � I �→ In ∈ Id(An(ḡ)
)

между идеалами градуированного кольца A и идеалами матричного кольца
An(ḡ), ḡ ∈ Gn ((IJ)n = InJn), градуированные идеалы переходят в градуи-
рованные, поэтому кольцо A gr-первично в точности тогда, когда кольцо An(ḡ)
gr-первично. В условии 2) D— градуированная область, поэтому кольца Dn(ḡ)
и R = hDn(ḡ)h

−1
gr-первичны.

Докажем импликацию 1) =⇒ 2). По предложению 3.4.1 существует вполне
gr-приводимое кольцо Q := Qgr(R) = RS−1, которое по теореме 1.3.9 имеет
вид Q = Tn(ḡ), где T — градуированное тело, ḡ = (g1, . . . , gn) ∈ Gn. Пусть N —
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полная система (eij)1�i,j�n матричных единиц в Q, eij ∈ Qgig
−1
j

. По лемме 2.3.2

Na ⊆ R для некоторого a ∈ S, поэтому M := a−1Na— такая полная система
матричных единиц в Q, что aM ⊆ R. Так как R—gr-pri-кольцо, то aMR = bR
для некоторого b ∈ S, h := deg b. Значит, b = ac для некоторого c ∈ h(MR). При
этом элемент c = a−1b обратим в Q, MR = cR и

(R : M) := {r ∈ R | rM ⊆ R} = {r ∈ R | rc ⊆ R} = Rc−1.

Поэтому (Rc−1)M ⊆ Rc−1 и c−1Mc ⊆ R. Итак, b−1eijb ∈ Rh−1gi(h−1gj)−1 —
полная система матричных единиц в R. По предложению 1.2.3

R = Dn(h−1ḡ) = hDn(ḡ)h
−1

для некоторого градуированного кольца D, и по предложению 2.4.1

Tn(ḡ) = Qgr(R) = Qgr(D)n(h−1ḡ).

Имеем, что h
(
Qgr(D)

)
= h(T ), поэтому D— градуированная область. Так

как кольцо R gr-конечномерно справа, то и кольцо D gr-конечномерно справа.
Значит, D—правая градуированная область Оре.

Если группа G абелева, то R = hDn(ḡ)h
−1

= Dn(ḡ) и

Tn(ḡ) = Qgr(R) = Qgr
(
Dn(ḡ)

)
= Qgr(D)n(ḡ),

поэтому T = Qgr(D).

В разделе 4.4 мы получим ещё один градуированный вариант теорем Голди
с помощью ортогонального градуированного пополнения.

4. Ортогональное градуированное пополнение

Соберём в таблице основные объекты теории ортогональной полноты и их
градуированные аналоги, которые будем исследовать в этом разделе.

Неградуированный случай Градуированный случай

A—полупервичное кольцо R—gr-полупервичное кольцо

Q(A) —полное правое кольцо част-
ных кольца A

Qgr = Qgr(R)—полное правое гра-
дуированное кольцо частных коль-
ца R

C(A) —центр кольца Q(A), т. е. рас-
ширенный центроид кольца A

1) Cgr = Cgr(R)—максимальное
градуированное подкольцо центра
кольца Qgr (градуированный расши-
ренный центроид кольца R);

2) Ce = Cgr
e (R)

B(A) = {u ∈ C(A) | u2 = u} B = B(R) = {u ∈ h(Cgr) | u2 = u}
O(A) —ортогональное пополнение
кольца A

Ogr = Ogr(R)—ортогональное гра-
дуированное пополнение кольца R
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Кольцо Ogr(R) построено в разделе 3.
Булево кольцо B = B(R) однородных идемпотентов кольца Cgr рассматри-

вается со сложением (3) и порядком (4), как и в неградуированном случае.
Так как однородные идемпотенты имеют степень e, то B ⊆ Ce. Отметим, что
при сложении (3) это свойство сохраняется. Строение булева кольца B опишем
в разделе 4.1.

4.1. Основное булево кольцо

Пусть T — градуированное подмножество gr-полупервичного кольца R. То-
гда идеал I = RTR, порождённый множеством T , является градуированным.
По [4, лемма 2] l(I) = r(I) (:=I∗), I ∩ I∗ = 0 и I ⊕ I∗ —gr-плотный правый
идеал в R. Поэтому отображение

E[T ] : I ⊕ I∗ → R, a+ b �→ a, a ∈ I, b ∈ I∗,

корректно задаёт однородный степени e гомоморфизм градуированных R-мо-
дулей и тем самым определяет некоторый элемент кольца Qgr

e , который мы
обозначаем так же E[T ]. Для a ∈ h(R) вместо E[{a}] пишем E[a].

Градуированный идеал I вида J∗, где J —некоторый градуированный иде-
ал в R, назовём аннуляторным градуированным идеалом. Легко проверить, что
I ⊆ I∗∗, I∗ = I∗∗∗, а также что аннуляторными являются в точности те градуи-
рованные идеалы, для которых I∗∗ = I.

Для любого градуированного подмножества T ⊆ R наименьшим градуи-
рованным аннуляторным идеалом, содержащим T , является (RTR)∗∗. Если
I = RTR, то отображения E[T ] = E[I] и E[I∗∗] совпадают на gr-плотном
правом идеале I ⊕ I∗∗, так что E[T ] = E[I∗∗] и E[T ] + E[(RTR)∗] = 1.

Лемма 4.1.1. Для любого gr-полупервичного кольца R и любых его граду-
ированных подмножеств T , T1, T2 верны следующие утверждения:

1) E[T ] ∈ B;
2) E[T1] � E[T2], если и только если (RT1R)∗∗ ⊆ (RT2R)∗∗.

Доказательство. Докажем утверждение 1). Обозначим u = E[T ], I = RTR.
Так как u2 = u ∈ Qgr

e , то достаточно показать, что u ∈ Cgr, т. е. что uq = qu
для всех q ∈ h(Qgr). Поскольку E[T ] = E[I] = E[I∗∗], то можно считать, что
T = I = I∗∗. Пусть [f ]θ = q ∈ h(Qgr), f ∈ h

(
HOMR(D,R)

)
, D—gr-плотный

правый идеал в R. Тогда

K :=D ∩ f−1(I ⊕ I∗) ∩ (I ⊕ I∗) ∩ u−1(D)—

gr-плотный правый идеал в R. Пусть x ∈ I, y ∈ I∗, x + y ∈ K. Тогда D �
� u(x + y) = x, поэтому x, y ∈ D. Так как y ∈ I∗, то f(y)i = f(yi) = f(0) = 0
для всех i ∈ I, так что f(y) ∈ I∗; аналогично f(x) ∈ I (= I∗∗). Значит,

(qu− uq)(x+ y) = f(x) − uf(x) − uf(y) = 0

и u ∈ Cgr.
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Докажем утверждение 2). Можно считать, что T1 = I, T2 = J —аннуля-
торные градуированные идеалы в R. Если I ⊆ J , то E[J ]E[I] = E[I], т. е.
E[I] � E[J ]. Обратно, если E[J ]E[I] = E[I], то E[J ]x = x для всех x ∈ I,
поэтому I ⊆ J .

Определение. Система градуированных идеалов (Iγ)γ gr-полупервичного
кольца R называется

— ортогональной, если IγIδ = 0 при всех γ �= δ;
— плотной, если идеал

∑
γ
Iγ gr-плотный в R.

Замечание 4.1.2. В gr-полупервичном кольце равенство IγIδ = 0 равно-
сильно равенству Iγ ∩ Iδ = 0 для любых градуированных идеалов Iγ и Iδ.

Теорема 4.1.3. Пусть R—gr-полупервичное кольцо. Тогда в принятых выше
обозначениях верны следующие утверждения.

1. B = {E[T ] | T — градуированное подмножество в R}.
2. Для каждого градуированного подмножества T в R существует единствен-

ный элемент u ∈ B, такой что

AnnCgr(T ) = (1 − u)Cgr,

и этим элементом u является элемент E[T ]. При этом

AnnCe
(T ) = (1 − E[T ])Ce.

3. Булева алгебра (B; �, 0, 1,∧,′ ), где u ∧ v = uv, u′ = 1 − u, изоморф-
на булевой алгебре (Anngr(R); ⊆, 0, R,∩,∗ ) аннуляторных градуирован-
ных идеалов кольца R, причём изоморфизм доставляют взаимно-обратные
отображения

B → Ann(R), u �→ uR ∩R = {r ∈ R | r = ur}
и

Ann(R) → B, I �→ E[I].

4. Для любого семейства градуированных аннуляторных идеалов {Iγ | γ ∈ Γ}
кольца R верны следующие утверждения:

а) IγIδ = 0 тогда и только тогда, когда E[Iγ ]E[Iδ] = 0;
б) система {Iγ | γ ∈ Γ} плотна в Anngr(R) тогда и только тогда, когда

система {E[Iγ ] | γ ∈ Γ} плотна в B.

Доказательство. Докажем утверждение 1. Включение ⊇ доказано в пунк-
те 1) леммы 4.1.1. Обратно, пусть u ∈ B. Положим

I := {x ∈ R | ux = x}.
Тогда I — градуированный идеал в R, для которого

I∗ = {y ∈ R | uy = 0}, I ⊕ I∗ = {z ∈ R | uz ∈ R}.
Поэтому E[I] = u.
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Докажем утверждение 2. Поскольку (1 − u)Cgr —кольцо с единицей 1 − u
для любого u ∈ B, то может существовать не более одного заявленного эле-
мента u. Докажем, что при u = E[T ] указанное равенство верно. Пусть
I = QgrTQgr — градуированный идеал в Qgr, порождённый множеством T .
Ясно, что AnnCgr(T ) = AnnCgr(I). Если x ∈ AnnCgr(T ), то x(1−u)(a+b) = xb =
= x(a+b) для всех a ∈ I, b ∈ I∗, так что x(1−u) = x и Cgr(1−u) ⊇ AnnCgr(T ).
Обратное включение очевидно. Второе равенство следует из первого и того, что
1 − E[T ] ∈ Ce.

Докажем утверждение 3. Указанные отображения взаимно-обратны, по-
скольку для всех u ∈ B, r ∈ h(R) и I ∈ Anngr(R) E[uR ∩ R](r) = ur, откуда
следует, что E[uR ∩R] = u, и справедливы равносильности

r ∈ E[I]R ∩R ⇐⇒ r = E[I]r ⇐⇒ r ∈ I∗∗ = I.

Эти отображения являются гомоморфизмами булевых алгебр, поскольку для
всех u, v ∈ B справедливы равносильности

u � v ⇐⇒ uv = u ⇐⇒ uR ∩R = uvR ∩R (⊆ vR) ⇐⇒ uR ∩R ⊆ vR ∩R,
0∗ = R и R∗ = 0, uvR = uR ∩ vR (если ur = vs, то vur = v2s = vs ∈ uvR),(
(1 − u)R ∩R)∗ = uR ∩R.

Пункт а) утверждение 4 следует из пункта 1 и замечания 4.1.2. Пункт б)
следует из равносильности

(∑

γ∈Γ

uγR ∩R
)∗

= 0 ⇐⇒ AnnB{uγ | γ ∈ Γ} = 0,

применённой к uγ = E[Iγ ], γ ∈ Γ.

Предложение 4.1.4. Кольцо B ортогонально полно.

Доказательство. По пункту 2 теоремы 4.1.3 с учётом регулярности коль-
ца Ce (пункт 3) предложения 2.2.11) для каждого подмножества S ⊆ B имеем

AnnB(S) = B ∩ AnnCe
(S) = B ∩ (1 − E[S])Cgr = (1 − E[S])B.

Замечание 4.1.5. Булево кольцо B идемпотентов любого коммутативного
регулярного самоинъективного кольца C ортогонально полно. Действительно,
полное кольцо частных Q(C) совпадает с C, так что C совпадает со своим
расширенным центроидом. Тогда кольцо B ортогонально полно по [8, след-
ствие 8.5].

Лемма 4.1.6. Пусть R—gr-полупервичное кольцо. Тогда для любых эле-
ментов a, b ∈ h(Qgr) следующие условия равносильны:

1) E[a]E[b] = 0;
2) aQgrb = 0;
3) aRb = 0.
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Доказательство. Импликация 1) =⇒ 2) следует из того, что aE[a] = a,
bE[b] = b и E[a], E[b] ∈ Cgr.

Докажем импликацию 2) =⇒ 1). Пусть aQgrb = 0. Тогда a ∈ (QgrbQgr)∗,
поэтому aE[b] = 0, E[b] ∈ AnnCgr(a) = (1 − E[a])Cgr, E[b] = (1 − E[a])E[b],
E[a]E[b] = 0.

Импликация 2) =⇒ 3) очевидна.
Докажем импликацию 3) =⇒ 2). Если aRb = 0, то (bQgraR)2 = 0 и

(bQgraR) ∩ R = 0 ввиду gr-полупервичности кольца R. Но тогда bQgraR = 0,
bQgra = 0, E[b]E[a] = 0 и aQgrb = 0, так как условие 1) равносильно усло-
вию 2).

Следствие 4.1.7. Пусть S— градуированное правое кольцо частных gr-по-
лупервичного кольца R. Тогда кольцо S gr-первично в точности тогда, когда
кольцо R gr-первично.

Доказательство. Ясно, что gr-первичность кольца R влечёт gr-первичность
кольца S. Пусть кольцо S gr-первично и aRb = 0, где a, b ∈ h(R). Тогда кольцо
Qgr(S) = Qgr(R) gr-первично, и по лемме 4.1.6 aQgrb = 0, значит, a = 0 или
b = 0.

4.2. Критерий ортогональной полноты кольца Qgr(R)

Перейдём к вопросам ортогональной полноты градуированных колец и мо-
дулей. Начиная с этого момента, если не оговорено противное, ортогональная
полнота понимается относительно булева кольца B, ортогонально полного по
предложению 4.1.4.

Известно, что в случае G = {e} кольцо Qgr является несингулярным и орто-
гонально полным Ce-модулем [7]. В общем случае кольцо Qgr может оказаться
не ортогонально полным.

Пример 4.2.1. Пусть A— такое полупервичное кольцо, что булево кольцо B
идемпотентов его расширенного центроида бесконечно, а значит, по лемме 1.4.2
содержит бесконечную ортогональную систему идемпотентов en, n ∈ N, напри-
мер, A =

∏
n∈N

Z2. Пусть G—бесконечная группа, gi ∈ G, i ∈ N, R = AG—

групповое кольцо с канонической G-градуировкой. Тогда кольцо R gr-полупер-
вично в силу полупервичности кольца A, Qgr :=Qgr(R) = Q(A)G (пример 2.2.9),
и для системы {(ei, gi) | i ∈ N} не определена ортогональная сумма в R, посколь-
ку для всякого t ∈ R множество {tei | i ∈ N} имеет конечный носитель, в то
время как множество {giei | i ∈ N} имеет бесконечный носитель {gi | i ∈ N}.
Значит, в этом случае кольцо Qgr не является ортогонально полным.

В связи с этим введём понятие ортогональной gr-полноты.

Определение. Пусть Xg —несингулярные Ce-модули при всех g ∈ G. Ce-мо-
дуль X =

⊕
g∈G

Xg назовём ортогонально gr-полным, если все модули Xg орто-

гонально полны.
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Заметим, что прямые суммы несингулярных модулей несингулярны.

Предложение 4.2.2. Для произвольного gr-полупервичного кольца R мо-
дуль Qgr

Ce
несингулярен и ортогонально gr-полон.

Доказательство. Покажем, что Qgr
g —несингулярный Ce-модуль при всех

g ∈ G. Пусть x ∈ SingCe
(Qgr

g ). Тогда AnnCe
(x) = (1 − E[x])Ce (пункт 2 теоре-

мы 4.1.3) — gr-существенный идеал в Ce, и поскольку (1−E[x])Ce∩E[x]Ce = 0,
то E[x] = 0, откуда следует, что x = 0.

Пусть g ∈ G, {uγ}γ ⊆ B—плотное ортогональное подмножество, {tγ}γ ⊆
⊆ Qgr

g . Тогда градуированный идеал
∑
γ
uγQ

gr gr-плотный, а отображение

f :
∑

γ

uγQ
gr → Qgr,

n∑

i=1

aγi
uγi

�→
n∑

i=1

tγi
aγi

uγi
,

корректно и задаёт однородный степени g гомоморфизм правых Qgr-модулей,
который определяет элемент t = [f ]θ ∈ Qgr(Qgr) = Qgr. Поскольку f(uγ) =
= tγuγ , то tγuγ = tuγ .

Замечание 4.2.3. Если кольцо Qgr ортогонально полно, то всякое его гра-
дуированное ортогонально gr-полное подмножество ортогонально полно.

Выясним, при каких условиях кольцо Qgr ортогонально полно (здесь и далее
как Ce-модуль). Для этого найдём критерий ортогональной полноты прямой
суммы несингулярных модулей.

Теорема 4.2.4. Пусть C —коммутативное регулярное самоинъективное
кольцо, B—булево кольцо его идемпотентов (ортогонально полное по заме-
чанию 4.1.5), (Xi)i∈I — семейство несингулярных C-модулей, X =

⊕
i∈I

Xi. Тогда

следующие условия равносильны:

1) X —ортогонально полный C-модуль (относительно B);
2) все модули Xi ортогонально полны и для любой бесконечной ортогональ-

ной системы (uγ)γ∈Γ в B существуют такие конечные подмножества I0 ⊆ I
и Γ0 ⊆ Γ, что uγXi = 0 для всех пар (i, γ) ∈ (I \ I0) × (Γ \ Γ0).

Доказательство. Образ элемента t ∈ X при канонической проекции
X → Xm обозначим через t(m), а носитель элемента t ∈ X через

Supp(t) := {i ∈ I | t(i) �= 0}.
Докажем импликацию 1) =⇒ 2). Пусть i ∈ I, {uγ | γ ∈ Γ}—плотная орто-

гональная система в B, xγ ∈ Xi, γ ∈ Γ. Тогда в силу ортогональной полноты
модуля X существует такой элемент x ∈ X, что xuγ = xγuγ для всех γ ∈ Γ.
Поскольку xγuγ ∈ Xi, то элемент x в последнем равенстве можно заменить на
его компоненту x(i). Но из несингулярности модуля X следует, что элемент x
определяется однозначно. Значит, x = x(i). Таким образом, если xγ ∈ Xi, то∑⊥
γ∈Γ

xγuγ ∈ Xi. Поэтому все модули Xi, i ∈ I, ортогонально полны.
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Если кольцо B конечно или множество I конечно, то утверждение 2) вер-
но. Иначе по лемме 1.4.2 в B найдётся бесконечная ортогональная система
(uγ)γ∈Γ. Если для неё утверждение неверно, то найдутся такие счётные мно-
жества {γk ∈ Γ | k ∈ N} и {ik ∈ I | k ∈ N}, что uγk

Xik �= 0 для всех k ∈ N.
Рассмотрим в X систему элементов

xγ =

{
xik , γ = γk,

0, γ /∈ {γk | k ∈ N},
где xik ∈ Xik такие, что uγk

xik �= 0. По 1) для систем (uγ)γ∈Γ в B и (xγ)γ∈Γ в X
существует такой элемент x ∈ X, что uγx = uγxγ для всех γ ∈ Γ. В частности,
uγk

x = uγk
xik для всех k ∈ N. Так как множество {ik ∈ I | k ∈ N} бесконечно,

то существует элемент im ∈ I \ Supp(x). Тогда

0 = (uγm
x)(m) = (uγm

xim)(m) = uγm
xim �= 0.

Получено противоречие.
Докажем импликацию 2) =⇒ 1). Возьмём произвольную плотную орто-

гональную систему (uγ)γ∈Γ в B и произвольную систему (xγ)γ∈Γ в X.
По 2) для каждого i ∈ I существует однозначно определённый элемент
x(i) :=

∑⊥
γ

uγx
(i)
γ ∈ Xi а требуется найти такой элемент x ∈ X, что uγxγ = uγx

для всех γ ∈ Γ. Если множество Γ конечно, то все x(i), кроме конечного числа,
равны 0, поэтому подойдёт элемент x =

∑
i∈I

x(i). Если множество Γ бесконеч-

но, то по условию найдутся такие конечные множества I0 ⊆ I и Γ0 ⊆ Γ, что
uγXi = 0 для всех пар (i, γ) ∈ (I\I0)×(Γ\Γ0). Множество J :=

⋃
γ∈Γ0

Supp(xγ)∪I0
конечно (так как множества I0, Γ0 и Supp(xγ) при всех γ ∈ Γ конечны) и об-
ладает свойством, что uγx

(i)
γ = 0 для всех пар (i, γ) ∈ (I \ J) × Γ. Поэтому

в качестве x подходит элемент
∑
j∈J

x(j).

Следствие 4.2.5. В обозначениях теоремы 4.2.4 предположим, что булево
кольцо B конечно или множество I конечно. Тогда модуль X ортогонально
полон в точности тогда, когда все модули Xi, i ∈ I, ортогонально полны.

Из теоремы 4.2.4 и предложения 4.2.2 вытекает критерий ортогональной
полноты полного правого градуированного кольца частных gr-полупервичного
кольца.

Следствие 4.2.6. Для gr-полупервичного кольца R следующие условия рав-
носильны:

1) кольцо Qgr ортогонально полно;
2) для любой бесконечной ортогональной системы идемпотентов (uγ)γ∈Γ

в B существуют такие конечные подмножества G0 ⊆ G и Γ0 ⊆ Γ, что
uγQ

gr
g = 0 для всех пар (g, γ) ∈ (G \G0) × (Γ \ Γ0).
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Следствие 4.2.7. Если кольцо R имеет конечный носитель (например, если
группа G конечна) или кольцо B конечно, то кольцо Qgr ортогонально полно.

Выполнение хотя бы одного из двух очевидно достаточных условий ортого-
нальной полноты кольца Qgr, указанных в следствии 4.2.7, оказывается необ-
ходимым в случае точной градуировки кольца R.

Теорема 4.2.8. Если gr-полупервичное кольцо R точно во всех компонентах
слева или справа, то кольцо Qgr ортогонально полно в точности тогда, когда
выполнено хотя бы одно из условий : группа G конечна или кольцо B конечно.

Доказательство. Согласно следствию 4.2.6 нужно доказать необходимость
одного из условий конечности. Из условия следует, что равенство uRg = 0 (и
тем более равенство uQgr

g = 0), где u ∈ B, влечёт равенство u = 0. Действи-
тельно, если uRg = 0 и u �= 0, то 0 �= ur ∈ h(R) для некоторого r ∈ h(R)
(так как RR ⊆ Qgr

R —gr-существенное расширение) и urRg = ruRg = 0 = Rgur,
что противоречит точности кольца R справа или слева в компоненте (deg r)g.
Значит, если кольцо B бесконечно, то из условия 2) следствия 4.2.6 получаем,
что G \G0 = ∅ для некоторого конечного подмножества G0 ⊆ G, т. е. группа G
конечна.

В [24, предложение 3.1.6] установлена связь между ортогональной полнотой
и инъективностью модулей.

Предложение 4.2.9 [24, предложение 3.1.6]. Пусть C —коммутативное
регулярное самоинъективное кольцо, B—булево кольцо его идемпотентов. То-
гда всякий несингулярный C-модуль ортогонально полон относительно B в точ-
ности тогда, когда он инъективен.

Установим аналогичную связь в градуированном случае.

Предложение 4.2.10. Пусть R—gr-полупервичное кольцо. Снабдим коль-
цо Ce тривиальной G-градуировкой : (Ce)e = Ce, (Ce)g = 0 при g �= e. Тогда
верны следующие утверждения:

1) Ce-модуль Qgr gr-инъективен;
2) Ce-модуль Qgr инъективен в точности тогда, когда он ортогонально полон.

Доказательство. Докажем первое утверждение. Из критерия Бэра gr-инъ-
ективности (теорема 1.3.21) следует, что gr-инъективность Ce-модуля Qgr рав-
носильна инъективности всех Ce-модулей Qgr

g , g ∈ G. По предложению 4.2.2 все
модули Qgr

g ортогонально полны. Тогда по предложению 4.2.9 они инъективны
(следует учесть, что по пункту 3) предложения 2.2.11 кольцо Ce регулярно и
самоинъективно).

Пункт 2) непосредственно следует из предложения 4.2.9.

4.3. Построение ортогонального градуированного пополнения

Перейдём к построению ортогонального градуированного пополнения гра-
дуированного подмножества в Qgr. В [7, 8] ортогональное пополнение O(T )
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подмножества T несингулярного C-модуля X (C —расширенный центроид дан-
ного полупервичного кольца) определяется как пересечение всех ортогонально
полных множеств в Q(A), содержащих T . При таком подходе в градуированном
случае не все gr-полупервичные кольца будут иметь ортогональные пополне-
ния (ввиду условий конечности из следствия 4.2.6), поэтому мы возьмём за
основу понятие ортогональной gr-полноты. Поскольку всякое градуированное
подмножество в Qgr содержится в ортогонально gr-полном Ce-модуле Qgr и пе-
ресечение ортогонально gr-полных подмножеств в Qgr ортогонально gr-полно,
то для каждого градуированного подмножества T ⊆ Qgr существует наимень-
шее ортогонально gr-полное подмножество в Qgr, его содержащее.

Определение. Пусть R—gr-полупервичное кольцо, T — градуированное
подмножество в Qgr. Ортогональным градуированным пополнением множе-
ства T назовём пересечение всех ортогонально gr-полных подмножеств в Qgr,
содержащих T . Ортогональное градуированное пополнение множества T обо-
значим через Ogr(T ).

Таким образом, если T =
⊕
g∈G

Tg, то Ogr(T ) =
⊕
g∈G

Ogr(T )g и при каждом

g ∈ G множество Ogr(T )g есть наименьшее ортогонально полное подмножество
в Qgr

g , содержащее Tg, т. е. Ogr(T )g = Ogr(Tg).
Опишем множество Ogr(T ) поэлементно аналогично неградуированному слу-

чаю [7, лемма 1].

Предложение 4.3.1. Пусть R—gr-полупервичное кольцо, T — градуирован-
ное подмножество в Qgr. Тогда множество Ogr(T ) градуированное, ортогонально
gr-полное и для всех g ∈ G

Ogr(T )g =
{∑⊥

γ

tγvγ

∣∣∣ {tγ}γ ⊆ Tg,

{uγ}γ —плотная ортогональная система в B
}

(5)

Если к тому же кольцо Qgr(R) ортогонально полно, то

Ogr(T ) =
{∑⊥

γ

tγuγ

∣∣∣ {tγ}γ ⊆ T,

{uγ}γ —плотная ортогональная система в B
}
.

Доказательство. Множество Qgr
g (R) ортогонально полно при каждом

g ∈ G, поэтому
Ogr
g (T ) = Ogr(Tg) ⊆ Qgr

g (R)

и множество Ogr(T ) =
⊕
g∈G

Ogr(Tg) градуированное.

Включение ⊇ в (5) очевидно. Покажем, что множество в правой ча-
сти (5) ортогонально полно, откуда будет следовать обратное включение.
Пусть {uγ}γ∈Γ —плотная ортогональная система в B и xγ =

∑⊥
ω(γ)∈Ω(γ)

tω(γ)vω(γ),
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tω(γ) ∈ Tg, {vω(γ)}ω(γ)∈Ω(γ) —плотная ортогональная система в B при каждом

γ ∈ Γ. Обозначим x :=
∑⊥
γ

xγuγ ∈ Ogr(Tg). Поскольку система

Δ =
{
δ =

(
γ, ω(γ)

) ∣∣ γ ∈ Γ, ω(γ) ∈ Ω(γ)
}

является плотной и ортогональной в B, то, обозначив wδ :=uγvω(γ) и yδ :=xω(γ),
получим

xwδ = xγuγvω(γ) = xγvω(γ)uγ = xω(γ)vω(γ)uγ = yδwδ.

Значит, x =
∑⊥
δ∈Δ

yδwδ, и (5) доказано.

Второе утверждение доказывается так же, как первое, с заменой Tg на T .

Предложение 4.3.2. Для всякого gr-полупервичного кольца R градуиро-
ванное множество Ogr = Ogr(R) является кольцом, а значит, градуированным
правым кольцом частных для R. В частности, кольцо Ogr gr-полупервично.

Доказательство. По предложению 4.3.1 произвольные элементы x ∈ Ogr
g и

y ∈ Ogr
h (g, h ∈ G) имеют вид x =

∑⊥
γ

xγuγ и y =
∑⊥
δ

yδvδ, где {uγ}γ и {vδ}δ —
плотные ортогональные системы в B. Тогда такова же система {uγvδ}(γ,δ) и

xy =
∑⊥

(γ,δ)

(xγyδ)uγvδ ∈ Rgh.

Если g = h, то

x+ y =
∑⊥

(γ,δ)

(xγ + yδ)uγvδ ∈ Rg.

Таким образом, каждая однородная компонента Ogr
g является абелевой груп-

пой по сложению, а их объединение мультипликативно замкнуто, поэтому
множество Ogr образует градуированное кольцо. Так как R ⊆ Ogr ⊆ Qgr,
то Ogr — градуированное правое кольцо частных кольца R, gr-полупервичное
вместе с R.

Следствие 4.3.3. Для gr-полупервичного кольца R

Ogr
(
Ogr(R)

)
= Ogr(R), Qgr

(
Ogr(R)

)
= Ogr

(
Qgr(R)

)
= Qgr(R).

Замечание 4.3.4.

1. Если кольцо R gr-первично, то Ce —поле (предложение 2.2.11), поэтому
B ∼= Z2 и R = Ogr.

2. Если кольцо R—прямая сумма n gr-первичных колец Ri, то Qgr(R) =

=
n⊕
i=1

Qgr(Ri) и Ce —прямая сумма n полей, поэтому B ∼= Z
n
2 и R = Ogr.

Докажем критерий ортогональной gr-полноты gr-полупервичного кольца
в терминах его внутренней структуры.
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Теорема 4.3.5 (критерий ортогональной gr-полноты gr-полупервичного
кольца). Для gr-полупервичного кольца R следующие условия равносильны:

1) R = Ogr(R);
2) для любой плотной ортогональной системы градуированных идеалов

{Iγ | γ ∈ Γ} кольца R, любого g ∈ G и любой системы {rγ | γ ∈ Γ} ⊆ Rg
существует такой элемент r ∈ Rg, что (r − rγ)Iγ = 0 для всех γ ∈ Γ.

Доказательство. Докажем импликацию 1) =⇒ 2). Пусть {Iγ | γ ∈ Γ}—
плотная ортогональная система градуированных идеалов в R, g ∈ G, rγ ∈ Rg.
Положим uγ := E[Iγ ] и r :=

∑⊥
γ

uγrγ ∈ Ogr
g = Rg. Тогда

(r − rγ)Iγ = (r − rγ)uγIγ = 0.

Докажем импликацию 2) =⇒ 1). Пусть {uγ | γ ∈ Γ}—плотная ортогональ-
ная система в B, rγ ∈ Rg, где g ∈ G. Надо показать, что r :=

∑⊥
γ

uγrγ ∈ Rg.

Положим Iγ := uγR ∩R = uγ(R : uγ)R, I =
∑
γ∈Γ

Iγ . По теореме 4.1.3 uγ = E[Iγ ],

γ ∈ Γ, I —gr-плотный идеал в R. По условию существует такой элемент t ∈ Rg,
что (t− rγ)Iγ = 0 для всех γ ∈ Γ. Поэтому

(t− r)Iγ = (t− rγ + rγ − r)Iγ = (rγ − r)Iγ = (rγ − r)uγIγ = 0.

Значит, (t− r)I = 0 и r = t ∈ Rg.

В заключение этого раздела установим связь между кольцами Ce, B, Ogr
e , по-

строенными по gr-полупервичному кольцу R, и кольцами C(Re), B(Re), O(Re),
построенными по кольцу Re, в случае полупервичности последнего.

Предложение 4.3.6. Сохранив условия теоремы 2.2.8 и обозначения из её
доказательства, предположим, что кольцо R gr-полупервично и кольцо Re по-
лупервично. Тогда C̄e ⊆ C(Re), B̄ ⊆ B(Re) и Ogr

e ⊆ O(Re).

Отметим, что по теореме 1.3.14 условия предложения выполняются, если
R—gr-полупервичное кольцо с конечным носителем.

Доказательство. По пункту 1) предложения 2.2.11

Ce = {c ∈ Qgr
e | cr = rc для всех r ∈ R},

следовательно, c̄r = rc̄ для всех c ∈ Ce и r ∈ Re (так как R̄e = Re), поэтому
c̄ ∈ C(Re) для всех c ∈ Ce.

Первое включение доказано, второе следует из первого, а третье— из вто-
рого и поэлементного описания колец O(Re), Ogr ([7, лемма 1], предложе-
ние 4.3.1).

Отметим, что включение C̄e ⊇ C(Re), вообще говоря, не имеет места, по-
скольку элементы кольца C(Re) могут не коммутировать со всеми элементами
кольца R.
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Пример 4.3.7. Пусть A—полупервичное кольцо, σ : G → AutA— гомомор-
физм групп, ga := σ(g)(a), R = Aσ[G] — скрещённое произведение. Тогда коль-
цо R gr-полупервично и точно справа и слева, поэтому по теореме 2.2.8 суще-
ствует изоморфизм колец Q(Re) ∼= Qgr(R)e, тождественный на Re = A. Пусть
c ∈ C(A) = Z

(
Q(A)

)
, d = c̃ ∈ Ce(A) = Z

(
Qgr(R)

) ∩ Qgr
e . Тогда справедливы

следующие равносильности:

d ∈ Ce(R) ⇐⇒ rd = dr для всех r ∈ h(R) ⇐⇒
⇐⇒ (ag)d = d(ag) для всех a ∈ A и g ∈ G ⇐⇒
⇐⇒ agd = da (= ad) для всех a ∈ A и g ∈ G ⇐⇒ gd = d для всех g ∈ G,

что неверно, например, при A = C, G = AutR C ∼= Z2, g(z) = z̄ (z ∈ C), d ∈ C\R.
Отметим, что в случае коммутативных e-точных градуированных колец

включения в предложении 4.3.6 обращаются в равенства.
Замечание 4.3.8. Если gr-полупервичное кольцо R коммутативное, то оно

gr-несингулярное (и gr-редуцированное). Если оно к тому же e-точное, то из
теоремы 2.2.8 следует, что

Qgr
e = Ce ∼= Q(Re) = C(Re), B ∼= B(Re), Ogr

e
∼= O(Re).

4.4. Случай градуированных колец Голди

В этом разделе мы применим конструкцию ортогонального градуированного
пополнения к исследованию градуированных колец Голди.

Замечание 4.4.1. По теореме 3.4.2 gr-полупервичное правое gr-pri-кольцо
изоморфно конечной прямой сумме gr-первичных gr-pri-колец и поэтому орто-
гонально полно (замечание 4.3.4). В обозначениях доказательства теоремы 3.4.2

B ∼=
n∏

i=1

Z
(i)
2 , Z

(i)
2 = {0, ui}, Ogr(R) = T = R.

Отметим, что не все gr-полупервичные градуированные кольца Голди орто-
гонально полны. Вернёмся к примеру 3.2.1 и найдём ортогональное градуиро-
ванное пополнение кольца из этого примера.

Пример 4.4.2. Для кольца R из примера 3.2.1 имеем

B ∼= Z2 ⊕ Z2, Ogr = k[x] ⊕ k[y], Ogr
n =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

kxn ⊕ 0, n > 0,
k ⊕ k, n = 0,
0 ⊕ ky−n, n < 0.

Итак, в данном примере кольцо Ogr является прямой суммой двух комму-
тативных областей (и тем более gr-первичных градуированных колец Голди).
Следующая теорема обобщает это наблюдение.

Теорема 4.4.3. Пусть R—gr-полупервичное правое градуированное кольцо
Голди. Тогда кольцо Ogr = Ogr(R) является конечной прямой суммой gr-первич-
ных правых градуированных колец Голди.
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Доказательство. По теореме 3.2.2 кольцо Qgr вполне gr-приводимо, а зна-
чит, по теореме 1.3.9 является конечной прямой суммой матричных колец
Q1, . . . , Qn над градуированными телами. Обозначим через ui единицу коль-
ца Qi. Тогда

Ogr =
n⊕

i=1

uiR.

Покажем, что каждое кольцо uiR является gr-первичным правым градуирован-
ным кольцом Голди. Так как кольцо Qgr(uiR) = Qi вполне gr-приводимо, то
по теореме 3.2.2 кольцо uiR gr-несингулярно справа и gr-конечномерно справа.
Так как кольцо Qi gr-первично, то кольцо uiR gr-первично по следствию 4.1.7.
По теореме 3.2.2 R—gr-первичное правое градуированное кольцо Голди.

Теорема 4.4.4 [29; 38, теорема 8.4.4]. Если группа G абелева и G-гра-
дуированное кольцо R gr-первично, то кольцо Qgr

cl (R) существует и вполне
gr-приводимо.

Из теорем 4.4.3 и 4.4.4 вытекает следующая теорема.

Теорема 4.4.5. Пусть R—gr-полупервичное правое G-градуированное коль-
цо Голди, группа G абелева. Тогда существуют такие gr-первичные правые гра-
дуированные кольца Голди R1, . . . , Rn, что

Ogr(R) =
n⊕

i=1

Ri, Qgr(R) =
n⊕

i=1

Qgr
cl (Ri).

4.5. Локализации

Предложение 4.5.1. Для gr-полупервичного кольца R верны следующие
утверждения.

1. Между идеалами кольца B и идеалами кольца Ce существует взаимно-од-
нозначное соответствие

{
Id(B) �M �→MCe ∈ Id(Ce),
Id(Ce) � P �→ P ∩B ∈ Id(B),

сохраняющее включения, в частности, максимальным идеалам в B соот-
ветствуют максимальные идеалы в Ce.

2. Между идеалами кольца Ce и градуированными идеалами кольца Cgr су-
ществует взаимно-однозначное соответствие

{
Id(Ce) � P �→ PCgr ∈ Idgr(Cgr),
Idgr(Cgr) � K �→ Ke ∈ Id(Ce),

сохраняющее включения, в частности, максимальным идеалам в Ce соот-
ветствуют максимальные градуированные идеалы в Cgr.
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Доказательство. Докажем утверждение 1. Включение M ⊆ MCe ∩ B оче-
видно, а обратное включение следует из регулярности кольца Ce (предложе-
ние 2.2.11) и того, что в регулярном кольце каждый конечно порождённый

идеал порождается идемпотентом: если
n∑
i=1

mici = b ∈ B, где mi ∈ M , ci ∈ Ce,

и m ∈ M — такой элемент, что
n∑
i=1

miCe = mCe, то то b = mc для некоторого

c ∈ Ce, откуда следует, что b = mc = m2c = mb ∈ MB = M . Сохранение
включений очевидно.

Утверждение 2 доказано в предложении 1.3.7.

С каждым ультрафильтром F булева кольца B свяжем отношение эквива-
лентности на кольце Ogr, положив для a, b ∈ Ogr

a≡Fb ⇐⇒ ua = ub для некоторого u ∈ F .
(Рефлексивность и симметричность отношения ≡F очевидны, а транзитивность
следует из мультипликативной замкнутости ультрафильтра.)

Предложение 4.5.2. Отношение ≡F является конгруэнцией на градуиро-
ванном кольце Ogr.

Доказательство. Если ua = ub и vc = vd, где u, v ∈ F , a, b, c, d ∈ Ogr, то
uv ∈ F и uv(a+ c) = uv(b+ d), uvac = uvbd.

Для любых a, b ∈ Ogr a≡Fb тогда и только тогда, когда ag≡Fbg для
каждого g ∈ G. Действительно, импликация =⇒ очевидна. Обратно, пусть
Supp(a) ∪ Supp(b) = {g1, . . . , gn} ⊆ G. Тогда если ugi

(agi
− bgi

) = 0, где все
ugi

∈ F , то u(a− b) = 0 для u = ug1 . . . ugn
∈ F .

Для каждого максимального идеала M кольца B и соответствующего ему
ультрафильтра F = B \M определим отображение

ϕM : Ogr → OgrF , a �→ [a]≡F ,

а для каждого максимального идеала P кольца Ce определим отображение ло-
кализации

ψP : Qgr(R) → Qgr(R)P , a �→ [(a, 1)]∼,

где Qgr
P = Qgr(Ce \ P )−1 —локализация кольца Qgr по мультипликативной си-

стеме Ce \ P (все элементы которой имеют степень e)
Известно, что отображение ψP является гомоморфизмом колец. Так как

P ⊆ Ce, то этот гомоморфизм однороден. Из предложения 4.5.2 следует, что
отображение ϕM также является гомоморфизмом градуированных колец.

Свойства локализаций в неградуированном случае подробно исследованы
в [7, лемма 2, теорема 1] и [24, гл. 3]. При их перенесении на градуированный
случай могут возникнуть трудности, если кольцо Qgr не является ортогонально
полным. Однако некоторые свойства сохраняют свою силу и в этой ситуации,
когда достаточно ортогональной gr-полноты кольца Qgr (имеющей место все-
гда). Эти общие свойства мы выделим отдельно в предложении 4.5.3.
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Предложение 4.5.3. Пусть R—gr-полупервичное кольцо, M —максималь-
ный идеал в B, P = MCe, F = B \ M , ϕ = ϕM , ψ = ψP , K —подкольцо
в Ogr, T —подмножество в Ogr, такие что uK ⊆ K, uT ⊆ T для всех u ∈ B,
H — градуированное подкольцо в Qgr, содержащее Ogr, a ∈ Ogr. Тогда верны
следующие утверждения:

1) MK = {k ∈ K | uk = 0 для некоторого u ∈ F};
2) OgrF ∼= Ogr/MOgr;
3) Qgr

P
∼= Qgr/MQgr;

4) MQgr ∩H = MH, ψ(H) ∼= H/MH, в частности, ψ(Ogr) ∼= ϕ(Ogr);
5) Kerϕ = Kerψ ∩Ogr = {a ∈ Ogr | E[ag] ∈M для всех g ∈ G};
6) ϕ(a) ∈ ϕ(T ) тогда и только тогда, когда au ∈ T для некоторого u ∈ F ;
7) ϕ

(
(T : a)K

)
=
(
ϕ(T ) : ϕ(a)

)
ϕ(K)

, в частности, ϕ
(
rOgr(a)

)
= rϕ(Ogr)

(
ϕ(a)

)
.

Доказательство. Чтобы доказать утверждение 1), сначала докажем вклю-

чение ⊆. Для k =
n∑
i=1

miki ∈ MK, где mi ∈ M , ki ∈ K, возьмём u =

=
n∏
i=1

(1 −mi) ∈ F . Тогда uk = 0.

Теперь докажем включение ⊇. Если uk = 0, u ∈ F , k ∈ K, то 1 − u ∈ M и
k = (1 − u)k ∈MK.

Докажем утверждение 2). Ядро эпиморфизма ϕ совпадает с MOgr по пунк-
ту 1).

Докажем утверждение 3). Ядро гомоморфизма ψ равно PQgr = MCeQ
gr =

= MQgr. Докажем сюръективность ψ. Пусть ab−1 ∈ Qgr
P , a ∈ Qgr, b ∈ Ce \ P .

Найдём, пользуясь регулярностью кольца Ce, такой элемент x ∈ Ce, что
b = bxb. Тогда (bx)2 = bx ∈ B, причём bx /∈ P , иначе b = bxb ∈ P . Значит,
bx(a− (ax)b) = 0, поэтому (ax, 1) ∼ (a, b) и ψ(ax) = ab−1.

Докажем утверждение 4). Пусть
n∑
i=1

miqi = x ∈ H, mi ∈M , qi ∈ Qgr. Идеал
n∑
i=1

miCe регулярного кольца Ce порождается идемпотентом, скажем, m ∈ B.

Тогда при всех i = 1, . . . , n имеем, что mi = mti для некоторых ti ∈ Ce,
mi = m2ti = mmi. Поэтому x = mx ∈ MH. Итак, MQgr ∩ H ⊆ MH. Об-
ратное включение очевидно с учётом включения MH ⊆ H (так как M ⊆ B ⊆
⊆ Ogr ⊆ H). Изоморфизм ψ(H) ∼= H/MH следует из доказанного равенства и
первой теоремы об изоморфизме (для колец).

Докажем утверждение 5). Первое равенство следует из пунктов 2)—4):

Kerϕ = MOgr = MQgr ∩Ogr = PQgr ∩Ogr = Kerψ ∩Ogr.

Докажем второе равенство. Сначала докажем включение ⊆. Если ϕ(a) = 0,
то ϕ(ag) = 0 для всех g ∈ G, так как гомоморфизм ϕ имеет степень e. Зна-
чит, для каждого g ∈ G найдётся такой элемент ug ∈ F , что uga = 0. Тогда
1 − ug ∈M , ag = (1 − ug)ag, следовательно, E[ag] = (1 − ug)E[ag] ∈M .
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Докажем включение ⊇. При каждом g ∈ G последовательно получаем: если
E[ag] ∈M , то ag = E[ag]ag ∈MOgr = Kerϕ, следовательно, ϕ(ag) = 0. Значит,
ϕ(a) = 0.

Докажем утверждение 6). Имеем цепочку равносильностей:

ϕ(a) ∈ ϕ(T ) ⇐⇒ ϕ(a) = ϕ(t) для некоторого t ∈ T ⇐⇒
⇐⇒ au = tu для некоторых t ∈ T , u ∈ F ⇐⇒
⇐⇒ au ∈ T для некоторого u ∈ F ,

так как по условию Tu ⊆ T , а если au = t ∈ T , то au = au2 = tu.
Докажем утверждение 7). Включение ⊆ очевидно. Докажем обратное вклю-

чение. Пусть ϕ(a)ϕ(k) = ϕ(t), где k ∈ K, t ∈ T . Тогда aku = tu для некоторого
u ∈ F . Так как ku ∈ K и tu ∈ T , то ku ∈ (T : a)K , поэтому ϕ(k) = ϕ(ku) ∈
∈ ϕ

(
(T : a)K

)
.

Свойства локализаций, которые требуют ортогональную полноту кольца Qgr,
вытекают из следующей леммы.

Лемма 4.5.4. Пусть R—gr-полупервичное кольцо, кольцо Qgr ортогонально
полно. Тогда верны следующие утверждения.

1. Если L—ортогонально полное подмножество несингулярного Ce-моду-
ля N , то AnnCe

(L) = AnnCe
(x) для некоторого x ∈ L.

2. Пусть M —максимальный идеал булева кольца B, T ⊆ MQgr —ортого-
нально полное подмножество. Тогда uT = 0 для некоторого u ∈ B \M .

Доказательство. Применяя [7, пункт 2 леммы 1], получим утверждение
пункта 1.

Покажем, как пункт 2 следует из пункта 1. Пусть AnnCe
(T ) = AnnCe

(x),
где x ∈ T . Тогда так как T ⊆ MQgr, то по пункту 1) предложения 4.5.3 ux = 0
для некоторого u ∈ B \M . Значит, uT = 0.

В доказательстве каждого пункта следующей теоремы пункт 2 леммы 4.5.4
используется без ссылок.

Теорема 4.5.5. Пусть R—gr-полупервичное кольцо, кольцо Qgr ортогональ-
но полно, H — градуированное подкольцо в Qgr, содержащее Ogr. Тогда в пред-
положениях и обозначениях предложения 4.5.3 верны следующие утверждения:

1) если L—gr-существенный ортогонально полный правый идеал коль-
ца Ogr, то ϕ(L) —gr-существенный правый идеал кольца ϕ(Ogr);

2) если L—gr-плотный ортогонально полный правый идеал кольца Ogr, то
ϕ(L)—gr-плотный правый идеал кольца ϕ(Ogr);

3) ψ(Qgr) — градуированное правое кольцо частных кольца ψ(H);
4) кольца ψ(Ogr), ψ(H), ψ(Qgr) gr-первичны.
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Доказательство. Докажем утверждение 1). Пусть ϕ(a)ϕ(Ogr) ∩ ϕ(L) = 0,
где a ∈ h(Ogr). Тогда ϕ(aOgr ∩ L) ⊆ ϕ(a)ϕ(Ogr) ∩ ϕ(L) = 0, поэтому aOgr ∩ L ⊆
⊆ MOgr и u(aOgr ∩ L) = 0 для некоторого u ∈ F (так как aOgr ∩ L—ортого-
нально полное подмножество Qgr). Поскольку uaOgr ⊆ Ogr, то (uaOgr) ∩ L =
= u(aOgr ∩L) = 0, и ua = 0, так как правый идеал L gr-существенный. Значит,
ϕ(a) = 0.

Докажем утверждение 2). Возьмём любые a, d ∈ h(Ogr), такие что
ϕ(d)

(
ϕ(L) : ϕ(a)

)
Ogr = 0, и докажем, что ϕ(d) = 0. Так как ϕ

(
(L : a)Ogr

) ⊆
⊆ (

ϕ(L) : ϕ(a)
)
Ogr , то ϕ

(
(L : a)Ogr

)
= 0, т. е. d(L : a)Ogr ⊆ MOgr, поэтому

ud(L : a) = 0 для некоторого u ∈ F . Тогда ud = 0 (ввиду gr-плотности правого
идеала L), откуда следует, что ϕ(d) = ϕ(ud) = 0.

Докажем утверждение 3). Достаточно доказать, что ψ(Qgr)— градуиро-
ванное правое кольцо частных кольца ψ(Ogr). Так как ψ—однородный
эпиморфизм, то надо доказать, что для любого такого q ∈ h(Qgr), что
ψ(q) �= 0, градуированный правый идеал

(
ψ(Ogr) : ψ(q)

)
ψ(Ogr)

является

gr-плотным и ψ(q)
(
ψ(Ogr) : ψ(q)

)
ψ(Ogr)

�= 0. Первое следует из того, что
(
ψ(Ogr) : ψ(q)

)
ψ(Ogr)

⊇ ψ
(
(Ogr : q)Ogr

)
— gr-плотный правый идеал кольца

ψ(Ogr). Второе следует из того, что ψ(q)ψ(L) �= 0, где L := (Ogr : q)Ogr (иначе
uqL = 0 для некоторого u ∈ F , uq = 0 и ψ(q) = ψ(uq) = 0—противоречие).

Докажем утверждение 4). Возьмём элементы a, b ∈ h(Ogr), такие что
aOgrFb = 0F , т. е. ϕ(aOgrb) = 0. Тогда uaOgrb = 0 для некоторого u ∈ F .
По лемме 4.1.6 E[ua]E[b] = 0, откуда следует, что ua ∈M или b ∈M . Соответ-
ственно ϕ(ua) = ϕ(a) = 0 или ϕ(b) = 0, т. е. aF = 0 или bF = 0. Значит, кольцо
ψ(Ogr) (изоморфное кольцу ϕ(Ogr) по пункту 4) предложения 4.5.3) gr-первич-
но. Теперь из включений ψ(Ogr) ⊆ ψ(H) ⊆ ψ(Qgr) с учётом пункта 3) следует
gr-первичность колец ψ(H) и ψ(Qgr).

4.6. Кольца с однородным дифференцированием

Дифференцированием на кольце A называется всякое отображение d : A→A,
которое удовлетворяет двум тождествам:

1) d(x+ y) = d(x) + d(y) (аддитивность);
2) d(xy) = d(x)y + xd(y) (тождество Лейбница).

Следующая теорема И. Херстейна о первичных кольцах с дифференцирова-
нием обобщена К. И. Бейдаром и А. В. Михалёвым на полупервичные кольца
с помощью метода ортогональной полноты.

Теорема 4.6.1 [24, теорема 3.2.19; 30]. Пусть A—первичное кольцо,
d : A → A— такое дифференцирование на A, что d(x)d(y) = d(y)d(x) для всех
x, y ∈ A. Тогда или кольцо A коммутативно, или d2 = 0 (т. е. есть d

(
d(x)

)
= 0

для всех x ∈ A).
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Предложение 4.6.2 [24, предложение 2.5.1; 39]. Любое дифференцирова-
ние кольца однозначно продолжается до дифференцирования его полного пра-
вого кольца частных.

В дальнейшем это единственное продолжение будем обозначать той же бук-
вой.

Теорема 4.6.3 [24, следствие 3.2.20]. Пусть A—полупервичное кольцо,
d : A → A—дифференцирование на A, удовлетворяющее тождеству d(x)d(y) =
= d(y)d(x) для всех x, y ∈ A. Тогда ортогональное пополнение кольца A рас-
кладывается в прямую сумму двух колец, одно из которых коммутативно, а на
втором d индуцирует дифференцирование с нулевым квадратом.

Мы докажем аналоги обеих теорем для градуированных колец. Полученные
теоремы могут быть применены для gr-первичных (gr-полупервичных) колец, не
являющихся первичными (полупервичными), при условии, что заданные на них
дифференцирования согласованы с градуировкой в смысле следующего опреде-
ления.

Определение. Пусть R— градуированное кольцо. Дифференцирование
d : R→ R назовём однородным, если d(r) ∈ h(R) для всех r ∈ h(R).

Лемма 4.6.4. Пусть R— градуированное кольцо с однородным дифференци-
рованием d. Обозначим

Gd := {g ∈ G | d(Rg) �= 0}.
Верны следующие утверждения.

1. Существует и единственна функция δ = δd,R : Gd → G, такая что
d(Rg) ⊆ Rδ(g) для всех g ∈ Gd.

2. Каждое из равенств

δ(gh) = δ(g)h, δ(gh) = gδ(h), δ(g)h = gδ(h)

выполняется, как только определены обе части равенства.
3. Пусть h ∈ Gd. Функция

δ̃(g) =

{
δ(g), если g ∈ Gd,

gδ(h)h−1, если g /∈ Gd,

продолжающая δ, не зависит от h ∈ Gd. Кроме того, δ̃(g) = δ(gh)h−1 для
всех таких g, h ∈ G, что gh ∈ Gd.

Доказательство. Докажем утверждение 1. Если g ∈ Gd, то d(x) �= 0 для
некоторого x ∈ Rg, причём если x1, x2 ∈ Rg, d(x1) �= 0 �= d(x2), то deg d(x1) =
= deg d(x2), поскольку d(x1) + d(x2) = d(x1 + x2) ∈ h(R) (x1 + x2 ∈ h(R) и
d однородно). Поэтому корректно (не зависит от x) определение δ(g):=deg d(x),
где x ∈ Rg и d(x) �= 0.

Утверждение 2 следует из тождества Лейбница, согласно которому для всех
x, y ∈ h(R) три элемента d(xy), d(x)y, xd(y) однородны и отличные от нуля из
них имеют одинаковую степень.
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Докажем утверждение 3. При всех h1, h2 ∈ Gd равенство gδ(h1)h−1
1 =

= gδ(h2)h−1
2 равносильно равенству δ(h1) = δ(h2)h−1

2 h1, справедливому по
пункту 2. Второе утверждение также следует из пункта 2.

Таким образом, с каждым однородным дифференцированием d на G-гра-
дуированном кольце R связывается функция δd,R, частично определённая на
группе G, переводящая степени однородных элементов в степени их производ-
ных.

Пример 4.6.5. Пусть k—поле, R = k[x]—кольцо многочленов со стандарт-
ной Z-градуировкой и обычным дифференцированием d = d/dx. Тогда функ-
ция δ определена на N и δ(n) = n− 1 для всех n ∈ N.

Докажем градуированный аналог теоремы Херстейна.

Теорема 4.6.6. Пусть R—gr-первичное кольцо с однородным дифференци-
рованием d, удовлетворяющим условию d(x)d(y) = d(y)d(x) для всех x, y ∈ R.
Тогда или кольцо R коммутативно, или d2 = 0.

Доказательство. Обозначим через Rd подкольцо в R, порождённое элемен-
тами d(r), r ∈ R. Предположим, что d2 �= 0. Тогда d2(a) �= 0 для некоторого
a ∈ h(R). Обозначим b = d(a).

Сначала докажем, что Rd ⊆ Z(R). Для этого достаточно показать, что
[d(x), y] = 0 для всех x, y ∈ R. Так как

td(b) = d(tb) − d(t)d(a) ∈ Rd,

то [d(x), td(b)] = 0 для всех t ∈ R. Поэтому для любого z ∈ R

[d(x), y]zd(b) = [d(x), yzd(b)] = 0,

т. е. [d(x), y]Rd(b) = 0. Так как кольцо R gr-первично и 0 �= d(b) ∈ h(R), то
все однородные компоненты элемента [d(x), y] равны 0, значит, [d(x), y] = 0 и
Rd ⊆ Z(R).

Теперь с помощью того же приёма докажем, что кольцо R коммутативно.
Для любых x, y, z ∈ R справедливы следующие импликации:

zd(b) ∈ Rd ⊆ Z(R) =⇒ xzd(b) = zd(b)x =⇒ [x, y]zd(b) = [x, yzd(b)] = 0,

следовательно, [x, y]Rd(b) = 0 и [x, y] = 0.

По предложению 4.6.2 всякое дифференцирование d кольца R однознач-
но продолжается до дифференцирования его полного правого кольца частных
Q(R). Покажем, что если кольцо R градуированное, а дифференцирование d
однородное, то это продолжение индуцирует однородное дифференцирование на
кольце Qgr(R).

Теорема 4.6.7. Пусть R— градуированное кольцо с однородным дифферен-
цированием d. Тогда продолжение d на Q(R) индуцирует однородное диффе-
ренцирование на Qgr(R). При этом если d(Rg) = 0, то либо d(Qgr

g ) = 0, либо
deg d(Qgr

g ) = δ̃(g) в обозначениях леммы 4.6.4.
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Доказательство. Для градуированного правого идеала K кольца R поло-
жим

Kd :=
∑

x∈h(K)

x
(
K : d(x)

)
.

Ясно, что Kd — градуированный правый идеал в R, Kd ⊆ K, а из тождества
Лейбница следует, что d(Kd) ⊆ K. Покажем, что из плотности K следует
плотность Kd. Пусть x, y ∈ h(R), x �= 0. Если K плотный, то xr �= 0 и yr ∈ K
для некоторого r ∈ h(R). Градуированный правый идеал (K : yr)R плотный
вместе с K, так что xrr′ �= 0 для некоторого r′ ∈ h

(
(K : yr)R

)
, т. е. такого r′,

что yrr′ ∈ K.
Пусть q ∈ h(Qgr), K — такой gr-плотный правый идеал в R, что qK ⊆ R, f —

такой гомоморфизм из HomR(K,R), что d(q) = [f ]θ. Покажем, что d(q) ∈ h(Qgr),
т. е. что f ∈ h

(
HOMR(K,R)

)
. По тождеству Лейбница

f(x) = d(q)x = d(qx) − qd(x) для всех x ∈ Kd. (6)

Пусть d(q) �= 0. Тогда f(x) �= 0 для некоторого x ∈ h(Kd). Пусть deg q = g,
deg x = h. Хотя бы одно из двух слагаемых в правой части (6), d(qx) или qd(x),
отлично от нуля, причём если отличны от нуля оба, то по лемме 4.6.4 имеют
одинаковую степень δ(gh) = gδ(h). Поэтому в любом случае f(x) ∈ h(R) \ 0.
Если δ(g) определено, то deg f(x) = δ(g)h и deg f = δ(g).

Рассмотрим случай, когда δ(g) не определено. Если и δ(h) не определено,
то d(Rg) = 0 = d(Rh), а тогда d(Rgh) ⊆ d(RgRh) = 0 и δ(gh) не определено.
Отсюда следует, что d(qx) = 0, qd(x) = 0 и f(x) = 0. Получили противоречие.

Значит, δ(h) определено, поэтому deg f(x) = gδ(h). Но по лемме 4.6.4
элемент δ̃(g) = gδ(h)h−1 зависит только от g, но не от h ∈ Gd. Значит,
deg f = δ̃(g).

Пример 4.6.8. Для кольца R из примера 4.6.5 Qgr = k[x, x−1], функция δd,R
продолжается до функции δ̃d,Qgr , определённой на Z \ 0 той же формулой:
δ̃(n) = n− 1 при n �= 0.

Теперь мы готовы обобщить теорему 4.6.6 на gr-полупервичные кольца ана-
логично неградуированному случаю [8, теорема 8.13; 24, следствие 3.2.20].

Теорема 4.6.9 [8, теорема 5.24]. Пусть A—ортогонально полная алгебра-
ическая система сигнатуры Ω над ортогонально полным булевым кольцом B,
¬Φ, Ψγ , γ ∈ Γ, — хорновские формулы сигнатуры Ω, Φ —наследственная фор-
мула в A. Предположим, что для каждого ультрафильтра F булева кольца B
найдётся такой индекс γ ∈ Γ, что

AF � (Φ ⇒ Ψγ).

Тогда существует такое конечное множество попарно ортогональных идемпотен-
тов uγ1 , . . . , uγk

∈ B, что uγ1 + . . .+ uγk
= 1 и

uγi
A � (Φ ⇒ Ψγi

), i = 1, . . . , k.
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Замечание 4.6.10. Если R—gr-полупервичное кольцо с однородным диф-
ференированием d и кольцо Qgr ортогонально полно, то операция d : Qgr → Qgr

B-допустима в смысле [8], d(Ogr) ⊆ Ogr, и поэтому (Ogr; +, 0, ·, d) —ортогональ-
но полная над B алгебраическая система.

Действительно, для всех u ∈ B имеем d(u) = d(u2) = 2ud(u), поэтому

0 = (2u− 1)d(u) = (2u− 1)2d(u) = (4u2 − 4u+ 1)d(u) = d(u).

Значит, d(ux) = ud(x) для всех x ∈ Qgr и u ∈ B, поэтому операция d является
B-допустимой. Значит,

d

( ∑⊥

γ

aγuγ

)
=
∑⊥

γ

d(aγ)uγ

для любой плотной ортогональной системы (uγ)γ в B и любой системы (aγ)γ
в R.

Теорема 4.6.11. Пусть R—gr-полупервичное кольцо с однородным диффе-
ренцированием d, таким что d(x)d(y) = d(y)d(x) для всех x, y ∈ R. Предпо-
ложим, что кольцо Qgr ортогонально полно. Тогда существует такой элемент
u ∈ B, что кольцо uOgr коммутативно и ограничение d на (1 − u)Ogr —диффе-
ренцирование с нулевым квадратом.

Доказательство. Рассмотрим формулы

Φ = (∀x)(∀ y) (d(x)d(y) = d(y)d(x)
)
,

Ψ1 = (∀x)(∀ y) (xy = yx),

Ψ2 = (∀x) (d2(x) = 0).

Ясно, что ¬Φ, Ψ1, Ψ2 —хорновские формулы сигнатуры (+, 0,−, ·, d), формула Φ
наследственная в Ogr. Из условия следует, что Ogr � Φ. Кроме того, для каждого
ультрафильтра F в B кольцо OgrF gr-первично по пункту 4) теоремы 4.5.5, а
тогда из теоремы 4.6.6 следует, что либо OgrF � Ψ1, либо OgrF � Ψ2. Теперь
по теореме 4.6.9 получаем, что существует такой элемент u ∈ B, что uOgr � Ψ1,
(1 − u)Ogr � Ψ2.
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