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Аннотация

Изучается поведение функции Шеннона глубины функций k-значной логики при
реализации схемами из функциональных элементов (или формулами) над произволь-
ным полным базисом. При всех k, k � 3, для произвольного базиса функций k-знач-
ной логики установлено существование асимптотики функции Шеннона глубины: для
конечных базисов асимптотика является линейной, для бесконечных— константной
или логарифмической. Тем самым получена полная картина асимптотического пове-
дения функции Шеннона глубины при всех k, k � 2.

Abstract

A. V. Kochergin, On the depth of k-valued logic functions over arbitrary bases,
Fundamentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 20 (2015), no. 6, pp. 155—158.

The behavior of the Shannon function of the depth of k-valued logic functions realized
by circuits over an arbitrary complete basis is examined. For all k, k � 3, for an arbitrary
basis of k-valued logic functions, the existence of the asymptotic behavior of the Shannon
function of the depth is established. The asymptotic behavior is linear for finite bases and
it is constant or logarithmic for infinite bases. Thus, the complete picture of asymptotic
behavior of the Shannon function of the depth is obtained for all k, k � 2.

Рассматривается реализация функций k-значной логики при k � 2 схема-
ми из функциональных элементов над произвольным базисом. Под базисом
понимается произвольное множество функций k-значной логики, такое что су-
перпозициями функций этого множества можно реализовать любую функцию
k-значной логики. Базис называется бесконечным, если для любого натураль-
ного числа m существует функция из этого базиса, существенно зависящая
более чем от m переменных. В противном случае базис называется конечным.
Вообще говоря, при этом формально число функций в конечном базисе может
быть бесконечным. Однако, по существу, конечный базис с точностью до вве-
дения и изъятия несущественных переменных содержит лишь конечное число
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различных функций. Будем считать, что конечный базис задаётся как конечное
множество функций k-значной логики.

Исследуется одна из наиболее важных мер сложности схем— её глубина.
Под глубиной схемы понимается максимальное число элементов в ориенти-
рованных цепях, ведущих от какого-либо входа схемы к её выходу. Глубина
схемы над базисом B обозначается через DB(S). Глубиной функции k-значной
логики f над базисом B называется минимальная глубина схем, реализующих
функцию f над базисом B. Отметим, что поскольку формулу можно трактовать
как схему из функциональных элементов без ветвления выходов элементов, то
глубина функции при реализации формулами совпадает с глубиной функции
при реализации схемами из функциональных элементов.

Для произвольного базиса B исследуется поведение функции Шеннона глу-
бины DB(n), характеризующей максимальную глубину функций от n перемен-
ных и определяемой равенством

DB(n) = max DB(f),

где максимум берётся по всем функциям k-значной логики f , зависящим от
n переменных. Подробнее эти и другие определения рассмотрены, например,
в [9—11].

В 1970 г. О. Б. Лупановым [9] было установлено, что в случае двузначной
логики (k = 2) для любого конечного базиса B выполняется соотношение

DB(n) ∼ βn,

где β = (log2 m)−1, m—максимальное число существенных переменных у функ-
ций из базиса B.

В случае классического базиса B0 двузначной логики, состоящего из конъ-
юнкции двух переменных, дизъюнкции двух переменных и отрицания, эта оцен-
ка для функции Шеннона глубины DB0(n) уточнялась в работах различных ав-
торов. Наиболее точные оценки были получены в [1, 7]. В [7] в 1983 г. была
установлена справедливость следующего равенства:

DB0(n) = �n − log2 log2 n + b(n)�,
где b(n) = o(1) при n → ∞.

В 1996 г. С. А. Ложкиным [8] было показано, что для произвольного конеч-
ного базиса B функций двузначной логики справедливо равенство

DB(n) = β(n − log2 log2 n) + c(n), где c(n) = O(1).

В 2007 г. О. М. Касим-Заде [2] доказал, что для любого бесконечного ба-
зиса B функций двузначной логики порядок роста функции Шеннона глубины
DB(n) при n → ∞ равен либо 1, либо log2 n. Позднее (2007 г., 2012 г.) О. М. Ка-
сим-Заде [3, 4] этот результат усилил, установив, что для любого бесконечного
базиса B функций двузначной логики либо существует константа a, 1 � a � 6,
такая что DB(n) = a при всех достаточно больших n, либо существует це-
лочисленная константа b � 2, такая что �logb n� � DB(n) � �logb n� + 5 при
всех n.
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Автором в случае k � 3 получены следующие результаты.

Теорема 1 [5]. При любом натуральном k, k � 3, для произвольного ко-
нечного базиса B функций k-значной логики существует такая положительная
константа αB , что при n → ∞ выполняется соотношение

DB(n) ∼ αBn.

Теорема 2 [5]. При любом натуральном k, k � 3, для произвольного ко-
нечного базиса B константа αB из соотношения DB(n) ∼ αBn имеет вид
αB = (logk τB)−1, где τB является алгебраическим числом.

Теорема 3 [5]. При любом натуральном k, k � 3, существует алгоритм
нахождения по произвольному конечному базису B функций k-значной логики
многочлена с целыми коэффициентами, максимальным действительным корнем
которого является число τB .

Теорема 4 [6]. При любом фиксированном k, k � 3, для любого бесконечно-
го базиса B функций k-значной логики либо существует константа γB � 1, та-
кая что DB(n) = γB при всех достаточно больших n, либо существует константа
βB > 0, такая что при n → ∞ имеет место соотношение DB(n) ∼ βB log2 n.

Таким образом, теоремы 1 и 4 вместе с результатами О. Б. Лупанова и
О. М. Касим-Заде дают полную качественную картину асимптотического пове-
дения функции Шеннона глубины над произвольным базисом функций k-знач-
ной логики при всех k, k � 2.

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных ис-
следований (проект № 14-01-00598) и программы фундаментальных исследо-
ваний ОМН РАН «Алгебраические и комбинаторные методы математической
кибернетики и информационные системы нового поколения» (проект «Задачи
оптимального синтеза управляющих систем»).
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