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Аннотация

Полугруппа (R, ·) называется UA-кольцом, если существует единственная бинар-
ная операция +, превращающая (R, ·, +) в кольцо. В работе исследуются конечно
представимые Ẑ-модули с UA-кольцом эндоморфизмов.

Abstract

D. S. Chistyakov, On homogeneous mappings of finitely presented modules over the
ring of polyadic numbers, Fundamentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 20 (2015),
no. 6, pp. 229—235.

A semigroup (R, ·) is said to be a UA-ring if there exists a unique binary operation +

making (R, ·, +) into a ring. We study finitely presented Ẑ-modules with UA-rings of
endomorphisms.

Пусть R—ассоциативное кольцо с единицей и A, B—унитарные левые
R-модули. Отображение f : A→ B, такое что f(ra) = rf(a), r ∈ R, a ∈ A, назы-
вается R-однородным. Через MR(A,B) обозначим множество всех R-однород-
ных отображений из A в B. В случае когда A = B, будем писать MR(A,A) =
= MR(A). Множество MR(A) является почтикольцом относительно опера-
ций сложения и композиции отображений. В общей ситуации HomR(A,B) ⊆
⊆ MR(A,B).

Определение 1 [3, 5, 9]. R-модуль A называется модулем с однозначным
сложением (UA-модулем), если каждая биекция f ∈ MR(A,B) является изо-
морфизмом для всех R-модулей B.

Если существует неаддитивное биективное отображение f ∈ MR(A,B) для
некоторого R-модуля B, то новое сложение � на A можно определить по пра-
вилу

a� a′ = f−1
(
f(a) + f(a′)

)

для всех a, a′ ∈ A. В связи с этим сформулируем эквивалентное определение.
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Определение 2 [3,5,9]. R-модуль A называется UA-модулем, если на адди-
тивной группе A нельзя задать новое сложение, не изменяя при этом действия
кольца R на A.

Понятие UA-модуля является обобщением понятия UA-кольца.
Определение 3 [1,2,4]. Кольцо R называется кольцом с однозначным сло-

жением (UA-кольцом), если любой мультипликативный изоморфизм α : R → S
является аддитивным для любого кольца S.

Если найдётся мультипликативный изоморфизм α, не сохраняющий сложе-
ние, то новое сложение на мультипликативной полугруппе (R, ·) можно задать
по правилу

r � r′ = α−1
(
α(r) + α(r′)

)

для всех r, r′ ∈ R.
Определение 4 [1,2,4]. Полугруппа (R, ·) называется UA-кольцом, если су-

ществует единственная бинарная операция +, превращающая (R, ·,+) в кольцо.
Пусть + и �—различные сложения на R и f ∈ M(R,·,+)

(
(R,+) ⊕ (R,+)

)

такое, что f(r, r′) = (r, r � r′). Поскольку f —биекция и

f /∈ Hom(R,·,+)

(
(R,+) ⊕ (R,+)

)
,

то (R,+) ⊕ (R,+) не является UA-модулем.
Определение 5. R-модуль A называется n-эндоморфным (эндоморфным),

если MR(An) = EndR(An) (равенство MR(An) = EndR(An) справедливо для
всех n ∈ N).

Легко проверить (например, как это было сделано выше), что эндоморфные
модули обладают свойством однозначности сложения.

1-эндоморфные модули изучались в [6—8]. Каждый циклический модуль яв-
ляется 1-эндоморфным. Действительно, если x, y ∈ Rz, то x = rz, y = sz для
некоторых r, s ∈ R и для любого f ∈ MR(Rz) справедливо равенство

f(x+ y) = f(rz + sz) = f
(
(r + s)z

)
= (r + s)f(z) = rf(z) + sf(z) = f(x) + f(y).

В данной статье мы исследуем эндоморфные модули над кольцом полиади-
ческих чисел

Ẑ =
∏

p

Ẑp.

Кроме того, мы опишем конечно представимые Ẑ-модули с UA-кольцом эндо-
морфизмов.

Заметим, что само кольцо Ẑ не является UA-кольцом. Это следует из того,
что кольцо Ẑp не обладает свойством однозначности сложения. Действитель-
но, каждое p-адическое число x представимо в виде x = pky ∈ Ẑp, где y—
обратимый элемент в кольце Ẑp. Отображение

α : Ẑp → Ẑp, x = pky �→ pk(1 + p)ky,

является мультипликативным, но не аддитивным автоморфизмом кольца Ẑp.
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Для последовательности χ = (mp) = (m2,m3, . . . ,mp, . . .) целых неотрица-
тельных чисел и символов ∞ полагаем Kp = Z(pmp), если mp <∞, и Kp = Ẑp,
если mp = ∞. Каждой последовательности χ поставим в соответствие кольцо

Z(χ) ∼=
∏

p

Kp.

Нетрудно проверить, что каждый конечно представимый Ẑ-модуль M имеет вид

M ∼=
l⊕

i=1

Z(χi).

Данное разложение не является единственным. Но дополнительное условие
χ1 � . . . � χl обеспечивает единственность такого разложения. Введём обо-
значение

Z(χi) =
∏

p

K(i)
p .

Теорема 6. Конечно представимый Ẑ-модуль

M =
l⊕

i=1

Z(χi)

является 1-эндоморфным тогда и только тогда, когда l = 1, т. е. Ẑ-модуль M
циклический.

Доказательство. Каждый циклический модуль 1-эндоморфен. Докажем об-
ратное утверждение. Пусть εp —идемпотент кольца Ẑ, такой что εpẐ = Ẑp

и

εpM =
l⊕

i=1

K(i)
p .

Для каждого f ∈ MẐ(M) имеем f(εpM) ⊆ εpf(M) ⊆ εpM .
Определим почтикольцевой гомоморфизм

Φp : MẐ(M) → MẐp
(εpM) ⊕M(1−εp)Ẑ

(
(1 − εp)M

)

по правилу Φp(f) = (f |εpM , f |(1−εp)M ). Если f ∈ ker Φp, то для каждого g ∈ M
получаем

f(g) = εpf(g) + (1 − εp)f(g) = f(εpg) + f
(
(1 − εp)g

)
= 0.

Отсюда следует, что f = 0, и следовательно, Φp —вложение.
Равенство f(x + y) = f(x) + f(y) справедливо для всех f ∈ MẐ(M) и

x ∈ εpM , y ∈ (1 − εp)M . Действительно,

εp

(
f(x+ y) − f(x) − f(y)

)
= f(εpx+ εpy) − f(εpx) − f(εpy) = f(x) − f(x) = 0

и (1 − εp)
(
f(x+ y) − f(x) − f(y)

)
= 0.



232 Д. С. Чистяков

Для каждой пары (g, h) ∈ MẐp
(εpM) ⊕ M(1−εp)Ẑ

(
(1 − εp)M

)
определим

Ẑ-однородное отображение f , такое что f |εpM = g и f |(1−εp)M = h. Таким
образом, Φp —биекция и Φp —изоморфизм почтиколец. Мы получили систему
почтикольцевых изоморфизмов Φp, p ∈ P, и прямых разложений

MẐ(M) ∼= MẐp
(εpM) ⊕M(1−εp)Ẑ

(
(1 − εp)M

)
.

Поэтому 1-эндоморфность Ẑ-модуля M влечёт 1-эндоморфность Ẑp-модуля εpM
для всех p. Известно, что модуль над областью главных идеалов является 1-эн-
доморфным тогда и только тогда, когда он локально циклический [8, предло-
жение 5.1]. Если l > 1, то для некоторого простого p модуль εpM не является
локально циклическим. Противоречие.

Следствие 7. Никакой конечно представимый Ẑ-модуль не является n-эндо-
морфным для всех n > 1.

Доказательство. Если M 	= 0—конечно представимый Ẑ-модуль, то мо-
дуль Mn не является 1-эндоморфным, как это следует из предыдущего утвер-
ждения.

Лемма 8. Пусть M —модуль над коммутативным кольцом R, такой что
M = M1 ⊕ . . . ⊕ Ml и слагаемые Mi —циклические R-модули, i = 1, . . . , l.
Тогда M — 1-эндоморфный модуль над своим кольцом эндоморфизмов.

Доказательство. Пусть e1, . . . , el — система идемпотентов, соответствую-
щая прямому разложению M = M1 ⊕ . . .⊕Ml. Если f : M →M —EndR(M)-од-
нородное отображение, то f(Mi) = f

(
ei(M)

)
= eif(M) ⊆ Mi для всех i =

= 1, . . . , l. Поскольку кольцо R коммутативно, то отображение левого умноже-
ния на элементы кольца является эндоморфизмом. Так как модули Mi цикли-
ческие, то ограничения f |Mi

сохраняют сложение, i = 1, . . . , l. Отсюда следует,
что модуль M 1-эндоморфный.

Предложение 9. Каждый конечно представимый Ẑ-модуль является 1-эндо-
морфным над своим кольцом эндоморфизмов.

Доказательство. Утверждение следует из леммы 8, поскольку каждый ко-
нечно представимый модуль над кольцом полиадических чисел является прямой
суммой циклических модулей.

Теорема 10. Пусть

M =
l⊕

i=1

Z(χi)

и m
(i)
2 	= 1, m(i)

3 	= 1 для каждой последовательности χi =
(
m

(i)
p

)
. Следующие

условия эквивалентны:

1) EndẐ(M)—UA-кольцо ;
2) l > 1 и χl−1 = χl;
3) M —эндоморфный модуль над кольцом EndẐ(M).
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Доказательство. Докажем импликацию 1) =⇒ 2). Сразу заметим, что l > 1,
поскольку

EndẐ

(
Z(χ)

) ∼= Z(χ)

и кольцо Z(χ) не является UA-кольцом. Предположим, что EndẐ(M)—
UA-кольцо и χl−1 < χl. В этом случае m

(l−1)
p < m

(l)
p для некоторого p, и

мы имеем прямое разложение

M ∼= N ⊕
l⊕

i=1

K(i)
p ,

где N — группа с условием pN = N . Тогда

EndẐ(M) ∼= End(1−εp)Ẑ(N) × EndẐp

( l⊕

i=1

K(i)
p

)
,

где εp = (0, . . . , 1p, 0, . . .)—идемпотент кольца Ẑ, соответствующий указанному
разложению. Справедлив изоморфизм

EndẐp

( l⊕

i=1

K(i)
p

)
∼= End

( l⊕

i=1

K(i)
p

)
.

Если m(l)
p <∞, то кольцо

End
( l⊕

i=1

K(i)
p

)

не является UA-кольцом [2, теорема 3].

Предположим, что 0 < m
(l−1)
p < m

(l)
p = ∞ и

l⊕

i=1

K(i)
p

∼= H ⊕ Ẑp,

где H —ограниченная группа, exp(H) = pk. В этой ситуации

End(H ⊕ Ẑp) ∼=
[
End(H) Hom(Ẑp,H)

0 End(Ẑp)

]
∼=

[
End(H) H

0 Ẑp

]
.

Пусть ϕ : Ẑp → Ẑp —мультипликативный автоморфизм кольца Ẑp, определён-
ный по правилу ϕ(x) = pm(1 + pk−1)my, где x = pmy, y—обратимый элемент.

Рассмотрим биекцию

ψ : End(H ⊕ Ẑp) → End(H ⊕ Ẑp),
[
α β
0 γ

]
→

[
α β
0 ϕ(γ)

]
.

Покажем, что данное отображение сохраняет умножение. Действительно,
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ψ

([
α1 β1

0 γ1

] [
α2 β2

0 γ2

])
− ψ

[
α1 β1

0 γ1

]
ψ

[
α2 β2

0 γ2

]
=

=
[
α1α2 α1β2 + β1γ2

0 ϕ(γ1γ2)

]
−

[
α1α2 α1β2 + β1ϕ(γ2)

0 ϕ(γ1)ϕ(γ2)

]
= 0,

поскольку γ − ϕ(γ) ≡ 0 (mod pk) и pkβ = 0 для всех γ ∈ Ẑp и β ∈ H. Однако
отображение ψ не аддитивно, поскольку ϕ не аддитивно.

Для доказательства импликации 2) =⇒ 1) мы используем следующую лем-
му [1].

Лемма 11. Предположим, что кольцо K обладает такой системой идемпо-
тентов F = {ei | i ∈ I}, что

1) для любого 0 	= k ∈ K найдётся идемпотент ei ∈ F , для которого kei 	= 0;
2) для всякого идемпотента ei ∈ F существует ортогональный ему идемпо-

тент ej ∈ F , такой что для x ∈ K из eixeiKej = 0 = ejKeixei следует, что
eixei = 0.

Тогда K —UA-кольцо.

Продолжим доказательство теоремы. Пусть F —множество всех примитив-
ных идемпотентов кольца EndẐ(M). Для любого 0 	= f ∈ EndẐ(M) выполнено
условие 1) леммы 11. Если e ∈ F , то e(M)—циклический Ẑp-модуль. Имеет-
ся прямое разложение M ∼= e(M) ⊕ M ′. Слагаемое M ′, в свою очередь, со-
держит циклический Zp-модуль e′(M) большего порядка. Отсюда следует, что
eEndẐ(M)e-модуль eEndẐ(M)e′ точный. Таким образом, условие 2) леммы 11
выполнено.

Докажем импликацию 2) =⇒ 3). В [7, теорема 27] доказано следующее
утверждение. Пусть A— p-локальная алгебраически компактная абелева груп-
па. Тогда группа A не является обобщённо эндопримальной (группа A не яв-
ляется эндоморфным модулем над своим кольцом эндоморфизмов, используя
терминологию данной статьи) в следующих случаях:

1) A = Ẑp;

2) A = Ẑp ⊕B, где B—конечная группа;
3) A = Z(pk) ⊕B, где k—положительное целое число или ∞ и ptB = 0 для

t < k.

Применительно к нашему случаю это означает, что модуль εpM является эндо-
морфным Ẑp-модулем для всех εp = (0, . . . , 1p, 0, . . .).

Если f ∈ MEndẐ(M)(Mn,M), то

εp

(
f(x1 + y1, . . . , xn + yn) − f(x1, . . . , xn) − f(y1, . . . , yn)

)
= 0

для всех p и xi, yi ∈M , i = 1, . . . , n. Таким образом, отображение f аддитивно.
Эндоморфность EndẐ(M)-модуля M следует из изоморфизма

MEndẐ(M)(Mn) →
n⊕

i=1

MEndẐ(M)(Mn,Mi),



Однородные отображения конечно представимых модулей 235

где f �→ (π1f, . . . , πnf) и πi : Mn →Mi, Mi
∼= M , — соответствующие проекции,

i = 1, . . . , n.
Если EndẐ(M)-модуль M эндоморфен, то EndẐp

(εpM)-модуль εpM также
эндоморфен для всех p. Таким образом, импликация 3) =⇒ 2) следует из [7,
теорема 27].

Работа выполнена при финансовой поддержке совместной программы «Миха-
ил Ломоносов. III» Министерства образования Российской Федерации и Немец-
кой службы академических обменов.
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