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Аннотация

Доказывается, что B + Ann M = Ann(M/MB) для каждого конечно порож-
дённого правого модуля M над строго регулярным кольцом A и каждого идеала B
кольца A.

Abstract

E. S. Golod, A. A. Tuganbaev, Annihilators and finitely generated modules, Funda-
mentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 21 (2016), no. 1, pp. 79—82.

We prove that B + Ann M = Ann(M/MB) for every finitely generated right mod-
ule M over a strongly regular ring A and every ideal B of the ring A.

Все кольца предполагаются ассоциативными и с ненулевой единицей, а моду-
ли предполагаются правыми и унитарными. Если X —правый модуль над коль-
цом A, то через AnnX обозначается его правый аннулятор {a ∈ A | Xa = 0}.
Ясно, что B + AnnM ⊆ Ann(M/MB) для любого правого модуля M над про-
извольным кольцом A и каждого идеала B кольца A.

В [1] доказано, что коммутативное кольцо A является арифметическим
в точности тогда, когда B + AnnM = Ann(M/MB) для каждого конечно по-
рождённого A-модуля M и каждого идеала B кольца A. (Кольцо A называется
арифметическим, если решётка его двусторонних идеалов дистрибутивна, т. е.
(B + C) ∩ (B + D) = B + C ∩ D для любых идеалов B, C, D кольца A.)

Основным результатом данной работы является теорема 1.
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Теорема 1. B + AnnM = Ann(M/MB) для каждого конечно порождённого
правого модуля M над строго регулярным кольцом A и каждого идеала B
кольца A.

Доказательство теоремы 1 разбито на несколько утверждений, некоторые из
которых представляют самостоятельный интерес.

Кольцо A называется строго регулярным, если a ∈ a2A для любого элемен-
та a ∈ A. Кольцо называется инвариантным справа (инвариантным слева),
если все его правые (соответственно левые) идеалы являются идеалами. Пра-
вый модуль M над кольцом A называется циклически представимым, если
M ∼= AA/aA для некоторого элемента a ∈ A.

Лемма 1. Пусть A—арифметическое кольцо и B,C1, . . . , Cn —идеалы коль-
ца A.

1. B + C1 ∩ . . . ∩ Cn = (B + C1) ∩ . . . ∩ (B + Cn).
2. Если A1, . . . , An —копии кольца A и M —правый A-модуль A1/C1 ⊕ . . . ⊕

⊕ An/Cn, то B + AnnM = Ann
(
M/(MB)

)
.

Доказательство. Докажем утверждение 1. Так как A—арифметическое
кольцо, то утверждение проверяется непосредственно, с помощью индукции
по n.

Докажем утверждение 2. В нашем случае B + AnnM = B + C1 ∩ . . . ∩ Cn и
Ann

(
M/(MB)

)
= (B+C1)∩. . .∩(B+Cn). Теперь применяем утверждение 1.

Лемма 2. Пусть A—кольцо и (B+AcA)∩(B+AdA) = B+(AcA)∩(AdA) для
каждого идеала B и любых элементов c, d кольца A. Тогда A—арифметическое
кольцо.

Доказательство. Пусть B, C, D —идеалы кольца A и b1 + c = b2 + d ∈
∈ (B + C) ∩ (B + D), где b1, b2 ∈ B, c ∈ C и d ∈ D. По условию b1 + c ∈
∈ B + (AcA) ∩ (AdA) ⊆ B + C ∩ D. Поэтому (B + C) ∩ (B + D) ⊆ B + C ∩ D.
Следовательно, A—арифметическое кольцо.

Лемма 3. Пусть A—инвариантное справа кольцо. Тогда равносильны сле-
дующие условия:

1) A—арифметическое кольцо ;
2) B +AnnM = Ann

(
M/(MB)

)
для любого правого A-модуля M , являюще-

гося прямой суммой конечного числа циклических модулей ;
3) B +AnnM = Ann

(
M/(MB)

)
для любого правого A-модуля M , являюще-

гося прямой суммой двух циклически представимых модулей.

Доказательство. Докажем импликацию 1) =⇒ 2). Так как A—инвариант-
ное справа кольцо, то каждый циклический правый A-модуль изоморфен моду-
лю AA/C для некоторого двустороннего идеала C кольца A. Поэтому утвер-
ждение вытекает из утверждения 2 леммы 1.

Импликация 2) =⇒ 3) проверяется непосредственно.
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Докажем импликацию 3) =⇒ 1). По лемме 2 достаточно доказать, что
(B + AcA) ∩ (B + AdA) = B + (AcA) ∩ (AdA) для каждого идеала B и лю-
бых элементов c, d кольца A. Обозначим через M модуль AA/cA ⊕ AA/dA,
являющийся прямой суммой двух циклически представимых модулей. Так как
A—инвариантное справа кольцо, то AcA = cA и AdA = A. Непосредственно
проверяется, что B + AnnM = B + (AcA) ∩ (AdA) и (B + AcA) ∩ (B + AdA) =
= Ann

(
M/(MB)

)
. Кроме того, B + AnnM = Ann

(
M/(MB)

)
по условию. По-

этому (B + AcA) ∩ (B + AdA) = B + (AcA) ∩ (AdA).

Если A—кольцо, то любая прямая сумма изоморфных копий модуля AA на-
зывается свободным (правым) A-модулем. Модуль X называется конечно пред-
ставимым, если X ∼= F/N , где F —конечно порождённый свободный модуль и
N —конечно порождённый подмодуль в F .

Лемма 4. Пусть A—кольцо. Если B + AnnX = Ann(X/XB) для каждого
конечно представимого правого A-модуля X и каждого идеала B кольца A,
то B + AnnM = Ann

(
M/(MB)

)
для каждого конечно порождённого правого

A-модуля M и каждого идеала B кольца A.

Доказательство. Пусть M —конечно порождённый правый A-модуль. Тогда
M ∼= F/N , где F —конечно порождённый свободный A-модуль и N —некото-
рый подмодуль в F . Пусть {Ni}—множество всех конечно порождённых подмо-
дулей в N . Тогда N =

⋃

i

Ni и M/MB ∼= F/(N+FB) = F/
⋃

i

(Ni+FB). Для каж-

дого i ∈ I обозначим через Xi конечно представимый модуль F/Ni. По условию
B + AnnXi = Ann

(
Xi/(XiB)

)
для каждого конечно представимого модуля Xi.

Кроме того, непосредственно проверяется, что Ann(F/N) =
⋃

i

Ann(F/Ni). По-

этому

Ann(M/MB) = Ann
(
F/(N + FB)

)
=

=
⋃

i

Ann
(
F/(Ni + FB)

)
=

⋃

i

(
B + Ann(F/Ni)

)
=

= B +
⋃

i

Ann(F/Ni) = B + Ann(F/N) = B + AnnM.

Нам потребуется несколько хорошо известных утверждений, собранных вме-
сте в следующих леммах 5—8. Кольцо A называется регулярным по фон Ней-
ману, если a ∈ aAa для любого элемента a ∈ A.

Лемма 5 [2, теоремы 3.2, 3.4, 3.5]. Каждое строго регулярное кольцо
является регулярным по фон Нейману инвариантным справа и слева арифмети-
ческим кольцом.

Лемма 6 [2, утверждение 2.6]. Каждый конечно порождённый проектив-
ный правый или левый модуль над регулярным по фон Нейману кольцом явля-
ется прямой суммой конечного числа циклических модулей.
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Лемма 7 [3, 37.6]. Каждый конечно представимый правый или левый мо-
дуль над регулярным по фон Нейману кольцом является проективным модулем.

Лемма 8. Каждый конечно представимый правый или левый модуль над
регулярным по фон Нейману кольцом является прямой суммой конечного числа
циклических модулей.

Лемма 8 вытекает из лемм 6 и 7.

Окончание доказательства теоремы 1. Пусть A — строго регулярное
кольцо. Надо доказать, что B + AnnM = Ann(M/MB) для каждого конеч-
но порождённого правого A-модуля M и каждого идеала B кольца A. По
лемме 4 достаточно доказать, что B + AnnX = Ann(X/XB) для каждого
конечно представимого правого A-модуля X и каждого идеала B кольца A.
По лемме 5 A является регулярным по фон Нейману инвариантным справа и
слева арифметическим кольцом. По лемме 8 конечно представимый модуль X
является прямой суммой конечного числа циклических модулей. По лемме 3
B + AnnX = Ann

(
X/(XB)

)
.
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