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Аннотация

Описаны проективные и инъективные полигоны над вполне простыми полугруппа-
ми. Построено проективное накрытие и инъективная оболочка полигонов над этими
полугруппами.

Abstract

I. B. Kozhukhov, A. O. Petrikov, Projective and injective acts over completely
simple semigroups, Fundamentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 21 (2016), no. 1,
pp. 123—133.

We describe projective and injective acts over completely simple semigroups. Projec-
tive covers and injective hulls of acts over such semigroups are constructed.

Инъективные и проективные универсальные алгебры могут быть опреде-
лены в любой категории универсальных алгебр. Инъективные и проективные
модули над кольцом занимают центральное место в гомологической теории ко-
лец. В [7] приведены многие результаты теории инъективности и проективности
унитарных полигонов над моноидами. Аналогично тому, как это делается для
модулей над кольцом, могут быть определены инъективная оболочка полиго-
на— наименьший инъективный полигон, содержащий данный, и проективное
накрытие полигона— наименьший проективный полигон, имеющий сюръектив-
ный гомоморфизм на данный. Как и в случае колец и модулей, инъективная
оболочка существует у всякого полигона, а проективное накрытие не у вся-
кого. Существование инъективной оболочки любого полигона было доказано
в [5], а моноиды, над которыми любой полигон имеет проективное накрытие,
охарактеризованы в [7, гл. 3, § 17].

В [6, 8] были описаны инъективные полигоны над полугруппой левых ну-
лей в предположении сепарабельности полигона (полигон A над полугруппой S
называется сепарабельным, если для любых элементов a �= b из A существу-
ет такой s ∈ S \ {1}, что as �= bs). Как было отмечено в [2], предположение
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о сепарабельности полигона является излишним, однако корректного доказа-
тельства представлено не было. Мы исправляем этот недостаток. Кроме того,
в [2] были охарактеризованы проективные полигоны над полугруппой левых ну-
лей, а также инъективные и проективные полигоны над полугруппами правых
нулей. Цель данной работы— получить необходимые и достаточные условия
инъективности и проективности полигона над вполне простой полугруппой и
построить инъективные оболочки и проективные накрытия полигонов над этой
полугруппой. Тем самым упомянутые результаты работ [2,6,8] будут существен-
но обобщены.

Полигоном над полугруппой S (или S-полигоном) называется множество X,
на котором действует полугруппа S, т. е. определено отображение X × S → X,
(x, s) �→ xs, такое что x(st) = (xs)t при всех x ∈ X, s, t ∈ S. Полигон являет-
ся унарной алгеброй: элементы полугруппы S задают унарные операции на X.
Кроме того, полигон является алгебраической моделью автомата (см. [3]). Поли-
гон X называется проективным, если для любого сюръективного гомоморфизма
α : A → B полигонов и любого гомоморфизма ϕ : X → B существует гомомор-
физм ψ : X → A, такой что ψα = ϕ (здесь и далее произведение отображений
мы осуществляем слева направо). Полигон X называется инъективным, если
для любого инъективного гомоморфизма α : A → B полигонов и любого гомо-
морфизма ϕ : A → X существует гомоморфизм ψ : B → X, такой что αψ = ϕ.
Если полигон X является объединением попарно не пересекающихся подпо-
лигонов Xi (i ∈ I), то X называется копроизведением и обозначается

∐

i∈I
Xi.

Полигон X над полугруппой S называется унитарным, если в полугруппе S
есть единица e и xe = x для всех x ∈ X. Элемент z полигона X над полугруп-
пой S называется нулём, если zs = z для всех s ∈ S.

Пусть G— группа, H — её подгруппа (не обязательно нормальная), и пусть
G/H —множество правых смежных классов Hg. Тогда G/H —полигон над G
относительно умножения Hg · g′ = Hgg′. Нетрудно убедиться, что G/H —это
общий вид любого унитарного циклического полигона над группой G.

Вполне простой полугруппой называется полугруппа, не имеющая нетри-
виальных идеалов и содержащая примитивный идемпотент (т. е. идемпотент,
минимальный относительно естественного порядка e � f ⇔ ef = fe = f).
Согласно теореме Сушкевича—Риса [1, § 3.2] вполне простые полугруппы—
это в точности рисовские матричные полугруппы M(G, I,Λ, P ) (обозначения
см. в [1]). Полигоны над такими полугруппами были описаны в [4]. А имен-
но, пусть X —множество, G— группа, Q =

∐

γ∈Γ

G/Hγ —полигон, πi : X → Q

(i ∈ I), κλ : Q → X (λ ∈ Λ) — отображения и qκλπi = q · pλi для всех q ∈ Q,
i ∈ I, λ ∈ Λ. Тогда X с умножением x · (g)iλ = (xπi · g)κλ—полигон над по-
лугруппой S = M(G, I,Λ, P ) и все S-полигоны имеют такой вид. Нетрудно
убедиться, что отображения πi сюръективны, а κλ инъективны.

Подполигон G/Hγ полигона Q обозначим через Qγ . Для всех q ∈ Q положим

Xq = {qκλ | λ ∈ Λ}.
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Для γ ∈ Γ положим
X(γ) =

⋃
{Xq | q ∈ Qγ}.

Лемма 1. X(γ) —подполигон полигона X.

Доказательство. Пусть x ∈ X(γ), s = (g)iλ ∈ S. Так как x ∈ X(γ), то
x = qκμ при некоторых q ∈ Qγ , μ ∈ Λ. Имеем

xs = qκμ · (g)iλ = (qκμπi · g)κλ = (q · pμi · g)κλ ∈ Qγκλ ⊆ X(γ).

Лемма 2. X(α) ∩X(β) = ∅ при α �= β.

Доказательство. Пусть x ∈ X(α) ∩ X(β). Тогда x = q1κμ = q2κν для неко-
торых q1 ∈ Qα, q2 ∈ Qβ . Умножив на πi, получим q1κμπi = q2κνπi. Отсюда
следует, что q1 · pμi = q2 · pνi. Следовательно, q1G = q2G, а значит, α = β.

Положим Y = XS.

Лемма 3. XS =
⋃

γ∈Γ

X(γ).

Доказательство. Если x ∈ XS, то

x = x′ · (g)iλ = (x′πi · g)κλ ∈ Qκλ ⊆ X(γ)

(если x′πi ∈ Qγ). Наоборот, пусть x ∈ X(γ). Тогда x = qκλ при некоторых
q ∈ Qα и λ ∈ Λ. Имеем

x · (p−1
λi )iλ = (xπi · p−1

λi )κλ = (qκλπi · p−1
λi )κλ = qκλ = x.

Следовательно, x ∈ XS.

Следствие. XS =
∐

γ∈Γ

X(γ).

Пусть x ∈ X. Определим отображение ωx : I → Q формулой iωx = xπi.

Лемма 4. Полугруппа S действует на множестве X(γ) транзитивно, т. е. для
любых x1, x2 ∈ X(γ) существует такой s ∈ S, что x1s = x2.

Доказательство. Имеем, что x1 = q1κλ, x2 = q2κμ, где q1, q2 ∈ Qγ . Так как
на множестве Qγ группа G действует транзитивно, то q1g = q2 при некотором
g ∈ G. Возьмём любое i ∈ I. Тогда

x1 · (p−1
λi g)iμ = (x1πi · p−1

λi g)κμ = (q1κλπi · p−1
λi g)κμ = (q1g)κμ = q2κμ = x2.

Лемма 5. Нули полигона X —это в точности такие элементы z, что X(γ) =
= {z} при некотором γ ∈ Γ. При этом также |Qγ | = 1.

Доказательство. Если X(γ) = {z}, то z—нуль, так как X(γ) —подполигон.
Пусть z—нуль. Так как zs = z при всех s ∈ S, то z ∈ XS, поэтому z ∈ X(γ)

при некотором γ ∈ Γ. Так как S действует на X(γ) транзитивно, то z ∈ X(γ)

будет нулём лишь в случае, когда X(γ) = {z}. Так как X(γ) =
⋃

λ

Qγκλ и κλ
инъективно, то |Qγ | = 1.
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Следующая теорема даёт характеризацию инъективных полигонов над
вполне простой полугруппой.

Теорема 6. Полигон X над вполне простой полугруппой S = M(G, I,Λ, P )
инъективен в том и только том случае, если выполняются следующие условия:

1) X содержит нуль ;
2) для любого отображения ω : I → Q существует такое x ∈ X, что iω = xπi
при всех i ∈ I.

Доказательство. Необходимость. Пусть полигон X инъективен. Известно,
что в этом случае X содержит нуль [7, лемма III.1.7]. Пусть ω : I → Q—
произвольное отображение. Присоединим к полигону X элемент b и положим
b · (g)iλ = (iω · g)κλ при g ∈ G, i ∈ I, λ ∈ Λ. Проверим, что X ∪ {b} является
S-полигоном. Действительно,

(b · (g)iλ) · (h)jμ = (iω · g)κλ · (h)jμ =
(
(iω · g)κλπj · h

)
κμ =

= (iω · g · pλj · h)κμ = (iω · gpλjh)κμ = b · (gpλjh)iμ = b · ((g)iλ · (h)jμ
)
.

Так как полигон X инъективен, то тождественное отображение X → X про-
должается до гомоморфизма β : X ∪ {b} → X. Пусть x = bβ. Тогда x ∈ X и
x · (g)iλ = (b · (g)iλ)β = b · (g)iλ = (iω · g)κλ и x · (g)iλ = (xπi · g)κλ. Так как κλ
инъективно и (iω · g)κλ = (xπi · g)κλ, то iω = xπi.

Достаточность. Инъективность полигона X равносильна следующему утвер-
ждению: для любого S-полигона T ′ и его подполигона T ⊆ T ′ всякий гомомор-
физм ϕ : T → X продолжается до гомоморфизма ϕ′ : T ′ → X.

Полигон X представим в виде X = A∪ ∐

γ∈Γ

X(γ), где A = X\XS. Кроме того,
имеется унитарный G-полигон Q =

∐

γ∈Γ

Qγ и отображения πi : X → Q (i ∈ I),

κλ : Q→ X (λ ∈ Λ), такие что qκλπi = q · pλi для всех q ∈ Q. Полигоны T и T ′

имеют вид T = B∪ ∐

β∈Δ

U (β), где B = T \TS, T ′ = B′∪ ∐

β′∈Δ′
U ′(β′), B′ = T ′\T ′S.

Очевидно, TS ⊆ T ′S. По лемме 4 полугруппа S действует транзитивно на
каждом U (β), U ′(β′), поэтому каждое U (β) совпадает с каким-либо из U ′(β′),
т. е. мы можем считать, что Δ ⊆ Δ′ и T ′S = TS ∪ ∐

γ∈Δ′\Δ
U ′(γ). Полигон U ′(γ)

будем записывать просто как U (γ). Теперь ясно, что B ⊆ B′.
Итак, B′—расширение B, а T ′S—расширение TS. По условию X имеет

нуль z0, а по лемме 4 X(α0) = {z0} при некотором α0 ∈ Γ и Qα0 = {q0}. Кроме
того,

T ′S = T ′ \B′ =
∐

γ∈Δ′
U (γ), TS = T \B =

∐

γ∈Δ

U (γ).

Построим отображение ϕ′ : T ′ → X. Если t ∈ T , то полагаем tϕ′ = tϕ. Если
t ∈ T ′S \ TS =

∐

γ∈Δ′\Δ
U (γ), то полагаем tϕ′ = z0. Осталось определить bϕ′ для

b ∈ B′ \B.
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Построим по элементу b ∈ B′\B отображение ω : I → Q следующим образом.
Пусть i ∈ I. Если b·(p−1

λi )iλ ∈ T ′S\TS для какого-то λ ∈ Λ, то полагаем iω = q0.
Заметим, что в этом случае b·(p−1

λi )iλ ∈ T ′S\TS для всех λ ∈ Λ. Действительно,
если b · (p−1

λi )iμ ∈ TS, то b · (p−1
λi )iλ = b · (p−1

μi )iμ · (p−1
λi )iλ ∈ TS. В случае когда

b · (p−1
λi )iλ ∈ TS, полагаем iω = (b · (p−1

λi )iλ)ϕπi. Докажем, что это выражение не
зависит от λ. Действительно,

(b · (p−1
μi )iμ)ϕπi = (b · (p−1

λi )iλ · (p−1
μi )iμ)ϕπi =

(
(b · (p−1

λi )iλ)ϕ · (p−1
μi )iμ

)
πi =

=
(
(b · (p−1

λi )iλ)ϕπi · p−1
μi

)
κμπi = (b · (p−1

λi )iλ)ϕπi · p−1
μi · pμi = (b · (p−1

λi )iλ)ϕπi.

Итак, мы построили по элементу b ∈ B′\B отображение ω : I → Q. Согласно
условию 2) существует элемент x ∈ X, такой что iω = xπi при всех i ∈ I.
Положим bϕ′ = x. Таким образом, отображение ϕ′ : T ′ → X, продолжающее
гомоморфизм ϕ : T → X, построено.

Докажем, что ϕ′— гомоморфизм. Пусть s ∈ S. Если t ∈ T , то ts ∈ T , поэтому

(ts)ϕ′ = (ts)ϕ = tϕ · s = tϕ′ · s.
Если t ∈ T ′S \ TS, то также ts ∈ T ′S \ TS, поэтому tϕ′ = (ts)ϕ′ = z0, а значит,
(ts)ϕ′ = tϕ′ · s. Осталось разобрать случай, когда t = b ∈ B′ \ B. Запишем s
в виде s = (g)iλ.

Пусть ω : I → Q—отображение, построенное по элементу b, и x ∈ X — такой
элемент, что iω = xπi при всех i ∈ I. Напомним, что bϕ′ = x.

Если b · (g)iλ ∈ TS, то

(b · (g)iλ)ϕ′ = (b · (g)iλ)ϕ = (b · (p−1
λi )iλ · (g)iλ)ϕ =

= (b · (p−1
λi )iλ)ϕ · (g)iλ =

(
(b · (p−1

λi )iλ)ϕπi · g
)
κλ =

= (iω · g)κλ = (xπi · g)κλ = x · (g)iλ = bϕ′ · (g)iλ.
Если b · (g)iλ ∈ T ′S \ TS, то также b · (p−1

λi )iλ ∈ T ′S \ TS, поэтому iω = q0.
Имеем, что (b · (g)iλ)ϕ′ = z0 и

bϕ′ · (g)iλ = x · (g)iλ = (xπi · g)κλ = (iω · g)κλ = (q0 · g)κλ = q0κλ = z0.

Таким образом, ϕ′— гомоморфизм. Следовательно, полигон X инъективен.

На основании этой теоремы можно получить описание инъективных поли-
гонов над прямоугольной связкой. Напомним, что прямоугольной связкой на-
зывается полугруппа, изоморфная прямому произведению полугруппы левых и
полугруппы правых нулей. Прямоугольная связка может быть задана также со-
вокупностью тождеств x2 = x, xyz = xz, одним тождеством xyx = x или
квазитождеством xy = yx → x = y. Кроме того, прямоугольная связка явля-
ется вполне простой полугруппой: она представима в виде M(G, I,Λ, P ), где
G— тривиальная группа (G = {e}) и pλi = e при всех λ ∈ Λ, i ∈ I. Вместо
(e)iλ будем писать (i, λ). Таким образом, умножение в S = M({e}, I,Λ, P ) бу-
дет следующим: (i, λ) · (j, μ) = (i, μ). Это значит, что S ∼= I × Λ, где на I и Λ
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введены умножения, превращающие их соответственно в полугруппу левых и
полугруппу правых нулей.

Полигон X над прямоугольной связкой S = I × Λ выглядит следующим
образом. Пусть Q—множество, πi : X → Q (i ∈ I) и κλ : Q → X (λ ∈ Λ) —
такие отображения, что κλπi = 1Q при всех i ∈ I, λ ∈ Λ. Положим x · (i, λ) =
= xπiκλ для x ∈ X. Тогда X будет являться S-полигоном, и всякий S-полигон
может быть получен таким образом.

Следствие (из теоремы 6). Пусть S = I × Λ—прямоугольная связка. По-
лигон X над полугруппой S инъективен в том и только том случае, если для
любого отображения ω : I → Q существует элемент x ∈ X, такой что xπi = iω
при всех i ∈ I. В случае когда |Λ| = 1, мы получаем, что S = I × Λ—полу-
группа левых нулей. Таким образом, характеризация инъективных полигонов
над полугруппами левых нулей выглядит одинаково в случае сепарабельных и
в случае несепарабельных полигонов.

Построим теперь инъективную оболочку полигона над вполне простой полу-
группой.

Теорема 7. Пусть S = M(G, I,Λ, P )—вполне простая полугруппа, X —по-
лигон над S. Если в X нет нуля, присоединим к X нуль z0; если в X есть нули,
зафиксируем какой-нибудь из них и обозначим его через z0. При присоединении
нуля z0 внешним образом множество Q пополнится элементом q0. Для каждого
отображения ω : I → Q (или ω : I → Q ∪ {q0} в случае присоединения нуля),
для которого не существует элемента x ∈ X, такого что xπi = iω при всех
i ∈ I, присоединим к X элемент bω и определим действие на нём элементов
полугруппы S следующим образом: bω · (g)iλ = (iω · g)κλ. Тогда полученный
после присоединения элементов полигон X̃ является инъективной оболочкой
полигона X.

Доказательство. Тот факт, что полигон X̃ инъективен, следует из преды-
дущей теоремы. Та же теорема показывает, что подполигон Y полигона X̃,
удовлетворяющий условию X ⊆ Y ⊂ X̃, не является инъективным.

Лемма 8. Пусть X —полигон над вполне простой полугруппой S =
= M(G, I,Λ, P ), A = X \ XS, Z = XS \ AS. Тогда Z —подполигон, при-
чём множество Γ можно разбить на два подмножества : Γ = Γ1 ∪ Γ2, причём
AS =

∐

γ∈Γ1

X(γ), Z =
∐

γ∈Γ2

X(γ).

Доказательство. Пусть x ∈ AS. Имеем, что x ∈ X(γ) при некото-
ром γ ∈ Γ. По лемме 4 xS = X(γ). Следовательно, X(γ) ⊆ AS. Пусть
Γ1 = {γ ∈ Γ | X(γ) ⊆ AS}. Отсюда получаем, что XS \ AS =

∐

γ∈Γ\Γ1

X(γ),

т. е. можно положить Γ2 = Γ \ Γ1. Из этого следует, что XS \ AS —подполи-
гон.

Замечание. Одно из множеств Γ1, Γ2 может быть пустым.
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В полугруппе S = M(G, I,Λ, P ) для i ∈ I положим

Ri = {(g)iλ | g ∈ G, λ ∈ Λ}.
Очевидно, Ri—правый идеал полугруппы S. Он является также R-классом
Грина этой полугруппы и rS = Ri для любого r ∈ Ri (имеет место даже более
сильное утверждение: rRi = Ri при всех r ∈ Ri). Также ясно, что Ri являются
подполигонами полигона S и S =

∐

i∈I
Ri.

Для каждого λ ∈ Λ положим eλ = (p−1
λi )iλ (при фиксированном i ∈ I). Легко

проверить, что eλ—идемпотенты и eλeμ = eμ при всех λ, μ ∈ Λ.

Лемма 9. Ri является проективным S-полигоном для каждого i ∈ I.

Доказательство. Пусть M , N —произвольные S-полигоны, α : M → N —
сюръективный гомоморфизм и ϕ : Ri → N —произвольный гомоморфизм. Тре-
буется доказать существование гомоморфизма ψ : Ri →M , такого что ψα = φ:

M N

Ri

�α

�
��
ϕ

�

�

�

��
ψ

.

Зафиксируем любое λ ∈ Λ. Пусть eλϕ = n ∈ N . Так как α сюръективно, то
mα = n при некотором m ∈M . Положим (eλs)ψ = meλs для всех s ∈ S. Так как
Ri—циклический S-полигон с образующим элементом eλ (на самом деле любой
элемент из Ri является образующим), то eλS = Ri, поэтому отображение ψ
определено на всём множестве Ri. Проверим, что ψ— гомоморфизм.

Имеем

(eλs · t)ψ = (eλst)ψ = meλst = meλs · t = (eλs)ψ · t.
Проверим, что ψα = ϕ. Имеем

(eλs)ψα = (meλs)α = mα · eλs = n · eλs = eλϕ · eλs = (eλ · eλs)ϕ = (eλs)ϕ.

Это завершает доказательство леммы.

Лемма 10 [7, предложение 17.1]. Копроизведение Y =
∐

i∈I
Yi полигонов

является проективным полигоном в том и только том случае, если Yi—проек-
тивные полигоны.

Лемма 11. Пусть Z —полигон над полугруппой S = M(G, I,Λ, P ) и для
всех z ∈ Z выполнены следующие условия:

1) zS = Z;
2) для любых j ∈ I, λ, μ ∈ Λ и g, h ∈ G из равенства z · (g)jλ = z · (h)jμ
следует, что λ = μ и g = h.

Тогда Z ∼= Ri (где i—любой элемент из I).
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Доказательство. Пусть i ∈ I, λ ∈ Λ, z ∈ Z. Тогда ввиду условия 1)
z · (e)iλ · s = z при некотором s ∈ S. Пусть s = (g)jμ. Тогда z · (pλjg)iμ = z.
Отсюда следует, что

z · (pλjg)iμ · (pλjg)iμ = z · (pλj · g)iμ · (p−1
μi )iμ.

Взяв в условии 2) z ·(pλj ·g)iμ вместо z, получим, что pλjg = p−1
μi . Следовательно,

z · (p−1
μi )iμ = z. Построим отображение Z

β−→ Ri, полагая (zs)β = (p−1
μi )iμs при

всех s ∈ S. Проверим корректность этого отображения. Пусть zs = zt. Тогда

z · (p−1
μi )iμ · s = z · (p−1

μi )iμ · t.
Из условия 2) получаем, что (p−1

μi )iμs = (p−1
μi )iμt. Отображение β взаимно-одно-

значно, так как если (p−1
μi )iμs = (p−1

μi )iμt, то, умножая слева на z, получаем, что
zs = zt. Осталось доказать, что β— гомоморфизм. Действительно, при любом
t ∈ S

(zs · t)β =
(
z(st)

)
β = (p−1

μi )iμ(st) = (p−1
μi )iμs · t = (zs)β · t.

Таким образом, Z ∼= Ri.

Следствие. Полигоны Ri и Rj изоморфны при всех i, j ∈ I.

Замечание. Ri ∼= Rj при любых i, j не только как S-полигоны, но и как
полугруппы. Хотя это утверждение в дальнейшем нам не понадобится, докажем
его, так как оно представляет самостоятельный интерес.

Предложение 12. Введём на множестве Λ умножение λ · μ = μ, превра-
щающее Λ в полугруппу правых нулей. Если S = M(G, I,Λ, P ), i ∈ I и
Ri = {(g)iλ | g ∈ G, λ ∈ Λ}, то Ri ∼= G× Λ (как полугруппы).

Доказательство. Тот факт, что Ri изоморфно прямому произведению груп-
пы и полугруппы правых нулей, следует из следствия 2.52 b в [1]. Действи-
тельно, Ri—простая справа полугруппа, содержащая идемпотент, т. е. правая
группа. В нашем случае это может быть установлено и непосредственно. За-
фиксируем i ∈ I. Тогда отображение (g)iλ �→ (gpλi, λ) будет изоморфизмом
полугрупп Ri и G× Λ.

В следующей теореме мы характеризуем проективные полигоны над вполне
простой полугруппой.

Теорема 13. Пусть X —полигон над вполне простой полугруппой S =
= M(G, I,Λ, P ), XS —подполигон, A = X \ XS, Z = XS \ AS. Полигон X
проективен в том и только том случае, когда выполнены следующие условия:

1) из того, что as = bt, следует, что (a = b) ∧ (s = t) при a, b ∈ A, s, t ∈ S;
2) из того, что z · (g)iλ = z · (h)iμ, следует, что (g = h) ∧ (λ = μ) при z ∈ Z,

i ∈ I, λ, μ ∈ Λ, g, h ∈ G.

Доказательство. Необходимость. Пусть X —проективный S-полигон. По
следствию из леммы 3 XS =

∐

γ∈Γ

X(γ), а по лемме 8 AS =
∐

γ∈Γ1

X(γ),
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Z =
∐

γ∈Γ2

X(γ), причём Γ1 ∪ Γ2 = Γ и Γ1 ∩ Γ2 = ∅. Выберем в каждом X(γ)

при γ ∈ Γ2 по элементу zγ .
Рассмотрим множество переменных

U = {ua | a ∈ A} ∪ {uγ | γ ∈ Γ2},
и пусть F (U)— свободный S-полигон с множеством свободных образующих U .
Пусть ϕ : F (U) → X — гомоморфизм, такой что uaϕ = a при a ∈ A и uγϕ = zγ .
Очевидно, что A∪{zγ | γ ∈ Γ2}—множество образующих полигона X, следова-
тельно, ϕ— сюръективный гомоморфизм. Так как X проективен, то существует
гомоморфизм ψ, такой что ψϕ = 1X :

F (U) X

X

�ϕ

�
���
1X

�

�

�

�

�

�

�
ψ

.

Докажем, что aψ = ua при a ∈ A. Так как (aψ)ϕ = a /∈ XS, то aψ /∈ F (U)S,
следовательно, aψ ∈ U . Предположим, что aψ = uγ при некотором γ ∈ Γ2. Тогда
zγ = uγϕ = aψϕ = a, что невозможно. Следовательно, aψ = ub при некотором
b ∈ A. Тогда b = ubϕ = aψϕ = a. Таким образом, aψ = ua.

Проверим, что zγψ ∈ uγS. Так как F (U) = US1, то zγψ ∈ uS1 при некотором
u ∈ U . Равенство zγψ = uas (a ∈ A, s ∈ S1) невозможно, так как оно влечёт

zγ = zγψϕ = (uas)ϕ = (uaϕ)s = as ∈ AS.

Следовательно, zγψ = uδs при некоторых δ ∈ Γ2 и s ∈ S1. Имеем

zγ = zγψϕ = (uδs)ϕ = (uδϕ)s = zδs ∈ X(δ),

откуда следует, что δ = γ. Таким образом, zγψ ∈ uγS
1. Но zγ ∈ zγS, поэтому

zγψ ∈ uγS.
Докажем свойство 1). Пусть a, b ∈ A, s, t ∈ S и as = bt. Тогда (as)ψ = (bt)ψ,

откуда следует, что aψ·s = bψ·t, а значит, uas = ubt. Так как ua, ub— свободные
образующие, то a = b и s = t.

Теперь докажем свойство 2). Пусть z ∈ Z и z · (g)iλ = z · (h)iμ. Ясно,
что z ∈ X(γ) при некотором γ ∈ Γ2. По лемме 4 zγS = X(γ). Следовательно,
z = zγs при некотором s ∈ S. Тогда zγs(g)iλ = zγs(h)iμ. Имеем, что zγs(g)iλψ =
= zγs(h)iμψ. Ранее было доказано, что zγψ = uγt при некотором t ∈ S. Отсюда
следует, что uγts(g)iλ = uγts(h)iμ. Так как uγ — свободный образующий, то
ts(g)iλ = ts(h)iμ. Пусть ts = (b)kν . Тогда (bpνig)kλ = (bpkνh)kμ. Отсюда следует,
что g = h и λ = μ.

Достаточность. Пусть для полигона X выполнены условия 1), 2). Ранее было
доказано, что X = (A ∪ AS) 
 ∐

γ∈Γ2

X(γ). Условие 1) показывает, что A ∪ AS—
свободный S-полигон c множеством свободных образующих A. Следовательно,
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A∪AS—проективный S-полигон. Ввиду леммы 10 остаётся доказать проектив-
ность полигона X(γ) при γ ∈ Γ2.

Пусть γ ∈ Γ2. Положим Y = X(γ). По лемме 4 yS = Y при всех y ∈ Y ,
т. е. для полигона Y выполнено условие 1) леммы 11. Условие 2) нашей теоре-
мы влечёт выполнение условия 2) леммы 11 для полигона Y . Таким образом,
полигон Y удовлетворяет условиям леммы 11, а значит, Y ∼= Ri (напомним, что
Ri = {(g)iλ | g ∈ G, λ ∈ Λ}). По лемме 9 полигон Ri проективен. Следователь-
но, Y —проективный полигон. Теорема доказана.

Следующая теорема даёт ещё одну характеризацию проективных полигонов
над вполне простой полугруппой.

Теорема 14. Пусть S = M(G, I,Λ, P )—вполне простая полугруппа. Для
i ∈ I пусть Ri = {(g)iλ | g ∈ G, λ ∈ Λ}. Полигон X над полугруппой S
проективен в том и только том случае, если

X ∼=
∐

δ∈Δ

Yδ 

∐

ε∈E

Zε,

где Yδ ∼= S1, Zε ∼= Ri для любых δ ∈ Δ, ε ∈ E (при этом возможно, что Δ = ∅

или E = ∅).

Доказательство. Пусть A = X \XS, Z = XS \AS. Условие 1) теоремы 13
означает, что A∪AS— свободный S-полигон с множеством свободных образую-
щих A, поэтому A∪AS—копроизведение совокупности полигонов, изоморфных
полигону S1. Мы знаем, что Z =

∐

γ∈Γ2

zγS (см. лемму 9). При доказательстве

теоремы 13 было показано, что zγS ∼= Ri. Остаётся воспользоваться равенством
X = (A ∪AS)

∐
Z.

Только что доказанные теоремы можно применить к прямоугольным связкам.

Следствие (из теорем 13, 14). Пусть S = I × Λ—прямоугольная связка.
Полигон X над полугруппой S проективен в том и только том случае, если
выполнены следующие условия:

1) из того, что as = bt, следует, что a = b, s = t для всех a, b ∈ X \ XS,
s, t ∈ S;

2) из того, что x · (i, λ) = x · (i, μ), следует, что λ = μ для всех x ∈
∈ XS \ (X \XS)S.

Другая характеризация: X проективен в том и только том случае, если

X ∼=
∐

δ∈Δ

Yδ 

∐

ε∈E

Zε,

где Yδ ∼= S1, Zε ∼= Λ, Λ рассматривается как S-полигон относительно умножения
λ · (i, μ) = μ (i ∈ I, λ, μ ∈ Λ).

Построим теперь проективное накрытие полигона над вполне простой полу-
группой.
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Теорема 15. Пусть X —полигон над вполне простой полугруппой S =
= M(G, I,Λ, P ). Представим X в виде X = (A ∪ AS) 
 ∐

γ∈Γ2

zγS. Пусть

F (A)— свободный S-полигон с множеством свободных образующих A, Ri =
= {(g)iλ | g ∈ G, λ ∈ Λ}—правый S-полигон (i ∈ I фиксировано). Положим
P (X) = F (A)
 ∐

γ∈Γ2

R(γ), где R(γ) ∼= Ri, и определим отображение β : P (X) → X

по правилу (as)β = as (для a ∈ A, s ∈ S1), (g)iλβ = zγ(g)iλ (если (g)iλ рас-
сматривается как элемент из R(γ)). Тогда β— сюръективный гомоморфизм, а
P (X)—проективное накрытие полигона X.

Доказательство. Тот факт, что β— сюръективный гомоморфизм, проверяет-
ся непосредственно. Также очевидно, что для любого собственного подполигона
P1 ⊂ P (X) мы будем иметь P1β �= X.
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