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Аннотация

R-модуль A называется UA-модулем, если невозможно изменить сложение на мно-
жестве A без изменения действия кольца R на A. Полугруппа (R, ·) называется
UA-кольцом, если существует единственная бинарная операция +, превращающая
(R, ·, +) в кольцо. В данной статье изучаются UA-свойства sp-групп и их колец эн-
доморфизмов.

Abstract

D. S. Chistyakov, On the UA-properties of Abelian sp-groups and their endo-
morphism rings, Fundamentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 21 (2016), no. 1,
pp. 217—224.

An R-module A is said to be a UA-module if it is not possible to change the addition
of A without changing the action of R on A. A semigroup (R, ·) is said to be a UA-ring
if there exists a unique binary operation + making (R, ·, +) into a ring. In this paper,
the UA-properties of sp-groups and their endomorphism rings are studied.

Пусть R—ассоциативное кольцо с единицей, A, B—левые унитарные R-мо-
дули. Отображение f : A → B, такое что f(ra) = rf(a), r ∈ R, a ∈ A, назы-
вается R-однородным. Множество всех R-однородных отображений из A в B
обозначим через MR(A,B). Понятно, что HomR(A,B) ⊆ MR(A,B). Кроме
того, полагаем MR(A,A) = MR(A). Заметим, что множество MR(A) являет-
ся почти кольцом относительно операций поточечного сложения и композиции
отображений.
Определение 1 [4, 6, 10]. R-модуль A называется модулем с однозначным

сложением (UA-модулем), если каждая биекция f ∈ MR(A,B) является изо-
морфизмом для всех R-модулей B.
Определение 2 [4,6,10]. R-модуль A называется UA-модулем, если на ад-

дитивной группе A нельзя задать новое сложение, не изменяя при этом действия
кольца R на A.
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Эти определения эквивалентны. Пусть f ∈ MR(A,B)—биекция, не являю-
щаяся аддитивной. Новое сложение � на A можно определить по следующему
правилу:

a � a′ = f−1
(
f(a) + f(a′)

)

для всех a, a′ ∈ A. Предположим, что �— сложение на A. Биекция
f : (A,+) → (A,�), определённая по правилу a �→ a, не является аддитив-
ной.
Определение 3 [2,3,5]. Кольцо R называется кольцом с однозначным сло-

жением (UA-кольцом), если любой мультипликативный изоморфизм α : R → S
является аддитивным для любого кольца S.
Определение 4 [2,3,5]. Полугруппа (R, ·) называется UA-кольцом, если су-

ществует единственная бинарная операция +, превращающая (R, ·,+) в кольцо.
Пусть α : (R, ·) → (S, ·)—изоморфизм. Сложение � на R можно задать по

следующему правилу:
r � r′ = α−1

(
α(r) + α(r′)

)

для всех r, r′ ∈ R. Предположим, что �— сложение на R. Рассмотрим отобра-
жение α : (R, ·,+) → (R, ·,�), такое что r �→ r. Тогда, вообще говоря,

α(r + r′) = r + r′ �= r � r′ = α(r) � α(r′).

Таким образом, определения 3 и 4 эквивалентны.
Определение 5. R-модуль A называется n-эндоморфным (эндоморфным),

если MR(An) = EndR(An) (равенство MR(An) = EndR(An) справедливо для
всех n ∈ N).
Более подробную информацию об эндоморфных модулях можно найти

в [7—9].
В этой статье будут показаны связи между UA-свойствами абелевых групп,

их колец эндоморфизмов и однородных отображений. Мы исследуем эндоморф-
ные модули в классе sp-групп. Этот класс смешанных групп имеет много хоро-
ших свойств, которые зависят от свойств p-компонент. Данный класс групп был
изучен в [1]. Первоначально sp-группы появились при исследовании абелевых
групп с регулярными кольцами эндоморфизмов.
Определение 6. sp-группа— это редуцированная смешанная абелева груп-

па A с бесконечным числом ненулевых p-компонент, такая что естественное
вложение ⊕

p

tp(A) → A

продолжается до сервантного вложения

A →
∏

p

tp(A).

Данное определение позволяет считать, что
⊕

p

tp(A) ⊂ A ⊆
∏

p

tp(A),
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причём группа A сервантна в
∏

p
tp(A). Всюду мы предполагаем, что p пробегает

некоторое бесконечное множество простых чисел.
sp-кольцо определяется схожим образом. Если R— sp-кольцо, то справедли-

вы сервантные вложения колец
⊕

p

Rp ⊂ R ⊆
∏

p

Rp,

где Rp— p-адическая алгебра для каждого p, относящегося к R. Кольцо эн-
доморфизмов sp-группы и его центр являются sp-кольцами. Более подробную
информацию об sp-группах можно найти в [1].
Таким образом, мы опишем sp-группы, которые являются UA-модулями над

своим кольцом эндоморфизмов, а также sp-группы, которые имеют UA-кольцо
эндоморфизмов. Кроме того, будет решён ряд близких вопросов.

Теорема 7. Для sp-группы A, такой что t2(A) � Z(2), t3(A) � Z(3), следу-
ющие условия эквивалентны:
1) A— эндоморфный модуль над кольцом End(A);
2) End(A)—UA-кольцо ;
3) tp(A)—эндоморфный модуль над кольцом End

(
tp(A)

)
для всех p;

4) End
(
tp(A)

)
—UA-кольцо для всех p;

5) tp(A) ∼= Z(pk) ⊕ Z(pk) ⊕ B(p), pk = exp tp(A), или tp(A) имеет неограни-
ченную базисную подгруппу.

Доказательство. Докажем импликацию 1) =⇒ 3). Так как A ∼= tp(A) ⊕ Bp

для всех простых p, где pBp = Bp, End(A) ∼= End
(
tp(A)

) × End(Bp), мы полу-
чаем, что

MEnd(A)(An) ∼= MEnd(tp(A))(tp(A)n) ×MEnd(Bp)(Bn
p )

для любого n ∈ N.
Если End(A)—UA-кольцо, то End

(
tp(A)

)
и End(Bp)—UA-кольца, т. е.

справедлива импликация 2) =⇒ 4).
Эквивалентность 3) ⇐⇒ 5) доказана в [8]. Эквивалентность 4) ⇐⇒ 5) дока-

зана в [3].
Докажем импликацию 3) =⇒ 1). Пусть x, y ∈ An, f ∈ MEnd(A)(An). Рас-

смотрим элемент
z = f(x + y) − f(x) − f(y).

Для каждой проекции ep : A → tp(A) на основании [8, доказательство теоре-
мы 40] имеем epz = 0, поэтому z = 0.
Для доказательства импликации 5) =⇒ 2) мы используем следующую лем-

му.

Лемма 8 [2]. Предположим, что кольцо K обладает такой системой идем-
потентов F = {ei | i ∈ I}, что
1) для любого 0 �= k ∈ K найдётся идемпотент ei ∈ F , для которого kei �= 0;
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2) для всякого идемпотента ei ∈ F существует ортогональный ему идемпо-
тент ej ∈ F , такой что для x ∈ K из eixeiKej = 0 = ejKeixei следует, что
eixei = 0.

Тогда K —UA-кольцо.

Продолжим доказательство теоремы 7. Пусть каждая ненулевая p-компонен-
та группы A имеет вид tp(A) = Z(pk) ⊕ Z(pk) ⊕ B(p) для некоторой p-группы
B(p), не содержащей элементы, порядок которых превосходит pk, или группа
tp(A) имеет неограниченную базисную подгруппу. Пусть F —множество всех
примитивных идемпотентов кольца End(A). Для любого 0 �= f ∈ End(A)
выполнено условие 1) леммы 8. Если эндоморфизм f аннулирует периодиче-
скую часть t(A) группы A, то найдётся ненулевой гомоморфизм из A/t(A) в A.
Однако группа A редуцированная, а группа A/t(A) делимая. Для любого идем-
потента e ∈ F группа e(A) является циклической, и её порядок равен pt для
некоторых p и t. Имеем прямое разложение A ∼= e(A) ⊕ A′. Согласно условию
группа A′ содержит циклическое прямое слагаемое e′(A) порядка pl � pt. От-
сюда следует, что левый End

(
e(A)

)
-модуль Hom

(
e′(A), e(A)

)
точен. Замечая,

что eEnd(A)e′ ∼= Hom
(
e′(A), e(A)

)
и eEnd(A)e ∼= End

(
e(A)

)
, получаем, что

условие 2) леммы 8 выполнено. Таким образом, End(A)—UA-кольцо.

Пусть A—левый 2-эндоморфный модуль над кольцом R. Предположим, что
+ и �—два различных сложения на A. Определим отображение f : A2 → A2

по правилу f(x, y) = (x, x � y). Легко убедиться, что f не является аддитивной
биекцией. По определению UA-модуля заключаем, что A—UA-модуль. Более
того, каждый эндоморфный модуль является UA-модулем.

Теорема 9. Пусть A— sp-группа. Тогда группа A является UA-модулем над
кольцом End(A).

Доказательство. Пусть B—End(A)-модуль, f : A → B—End(A)-однород-
ная биекция, x, y ∈ A. Тогда z = f−1

(
f(x + y) − f(x) − f(y)

)
для некоторого

z ∈ A. Для каждой проекции εp : A → tp(A) имеем

εpz = εpf
−1

(
f(x + y) − f(x) − f(y)

)
= f−1

(
f(εpx + εpy) − f(εpx) − f(εpy)

)
.

Известно, что каждая периодическая группа является дистрибутивным модулем
над своим кольцом эндоморфизмов. Поэтому для εpx, εpy ∈ tp(A) найдутся эн-
доморфизмы a, b, c, d ∈ End

(
tp(A)

)
, такие что 1 = a+b, aεpx = cεpy, bεpy = dεpx.

Тогда

aεpz = f−1
(
f(aεpx + aεpy) − f(aεpx) − f(aεpy)

)
=

= f−1
(
f(cεpy + aεpy) − f(cεpy) − f(aεpy)

)
=

= f−1
(
(c + a)f(εpy) − cf(εpy) − af(εpy)

)
= 0.

Те же рассуждения дают равенство bεpz = 0. Следовательно,

aεpz + bεpz = (a + b)εpz = εpz = 0.

Поскольку εpz = 0 для всех p, то z = 0.
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Пусть χ = (kp)—последовательность неотрицательных целых чисел и сим-
волов ∞, пронумерованных простыми числами. Считаем, что kp �= 0 для бес-
конечного множества простых чисел p. Каждому kp поставим в соответствие
кольцо Rp по следующему правилу:

1) Rp = 0, если kp = 0;
2) Rp = Z/pk

Z, если 0 < kp < ∞;
3) Rp = Ẑp, если kp = ∞.

Кольцо K(χ)—это подкольцо в
∏

p
Rp, содержащее

⊕

p
Rp и

∏

p
Rp/

⊕

p
Rp

∼= Q.

Пусть K(χ)  e—нетривиальный идемпотент. Тогда либо e, либо 1 − e яв-
ляется суммой единичных элементов каких-то колец Rp. Если 0 �= r ∈ K(χ), то
r = u+ v, где u = (n/m)e для некоторого идемпотента e ∈ K(χ) и 0 �= n,m ∈ Z,
v ∈ ⊕

p
Rp. Отметим, что каждый конечно порождённый идеал кольца K(χ)

является главным.
Пусть A— sp-группа. Составим χ = (kp) следующим образом:
1) kp = 0, если tp(A) = 0;
2) kp = ∞, если tp(A)—неограниченная группа;
3) kp = pkp , если exp tp(A) = pkp .

Зададим на группе A структуру K(χ)-модуля. Заметим, что произведение∏

p
tp(A) является модулем как над кольцом

∏

p
Rp, так и над кольцом K(χ).

На самом деле группа A является подмодулем K(χ)-модуля
∏

p
tp(A). Запишем

K(χ) = U × V , где V —конечное произведение каких-то колец Rp, r = u + v,
u = (n/m)e для некоторого идемпотента e ∈ K(χ). Рассмотрим разложение
A = AU ⊕AV , где mAU = AU и AV —прямая сумма p-компонент для всех p, от-
носящихся к V . Если a = aU +aV , то ra = uaU +vaV , где uaU = (n/m)aU ∈ AU ,
vaV ∈ AV . В этой ситуации группа A является точным модулем над кольцом
K(χ).
Напомним, что модуль M над коммутативным кольцом K называется

E(K)-модулем, если
HomK(K,M) = HomZ(K,M).

Если K —E(K)-модуль, то кольцо K называется E-кольцом. Кольцо K(χ) яв-
ляется E-кольцом; sp-группа, являющаяся K(χ)-модулем, будет E

(
K(χ)

)
-моду-

лем. Отметим полезное свойство E(K)-модулей: если A и B—K-модули, B—
E(K)-модуль, то

HomK(A,B) = HomZ(A,B).

Теорема 10. Для sp-группы A следующие условия эквивалентны:

1) группа A является UA-модулем как модуль над кольцом K(χ);
2) группы tp(A) являются UA-модулями как модули над Rp для всех p;
3) tp(A)—циклическая группа для всех p или t2(A) = Z(2)⊕Z(2) и каждая
группа tp(A), p �= 2, циклическая.
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Доказательство. Докажем импликацию 1) =⇒ 2). Предположим, что tp(A)
не является UA-модулем над кольцом Rp для некоторого p. Тогда найдётся не
являющаяся аддитивной Rp-однородная биекция fp : tp(A) → Bp для некоторого
Rp-модуля Bp. Запишем K(χ) = U × Rp, A = AU ⊕ tp(A). Отображение

f : AU ⊕ tp(A) → AU ⊕ Bp, (aU , ap) �→
(
aU , fp(ap)

)
—

K(χ)-однородная биекция, которая, очевидно, не является аддитивной.
Докажем импликацию 2) =⇒ 3). Предположим, что группа tp(A) не являет-

ся циклической. Существует разложение tp(A) ∼= B ⊕ C, где B—циклическая
группа, изоморфная некоторой подгруппе C∗ группы C. Рассмотрим разложения
(конечные или бесконечные)

tp(A) = 〈a1〉 ⊕ . . . ⊕ 〈ak〉 ⊕ Ak (k = 1, 2, . . .),

такие что Ak = 〈ak+1〉 ⊕ Ak+1 и o(ak) = pnk , где 1 � n1 < . . . < nk < . . . .
В качестве B мы берём циклическое прямое слагаемое наименьшего порядка.
Пусть B � Z(2). Рассмотрим множество

D = {(b, c) | b ∈ B, c ∈ C, o(b) = o(c)}.
Так как B ∼= C∗, то b пробегает все элементы из группы B.
Заметим, что кольца Z(pk) и Ẑp являются сильно однородными. Предполо-

жим, что r(a, b) ∈ D для некоторого элемента (a, b) ∈ tp(A), r = pne, где e—
обратимый элемент кольца Rp. Если o(a) = ps и o(b) = pt, то o(ra) = ps−n и
o(rb) = pt−n. Тогда ps−n = pt−n и s = t. Следовательно, (a, b) ∈ D. Ясно, что из
(b, c) ∈ D следует r(b, c) ∈ D.
Определим биекцию f : tp(A) → tp(A) по следующему правилу:

f(b, c) =

{
f∗(b, c), (b, c) ∈ D,

(b, c), (b, c) /∈ D,

где f∗ : D → D, f∗(b, c) = (ϕ(b), c), id �= ϕ ∈ AutC.
Если (b, c) ∈ D, то

f
(
r(b, c)

)
= f(rb, rc) = (ϕ(rb), rc) = (rϕ(b), rc) = r(ϕ(b), c) = rf(b, c).

Если (b, c) /∈ D, то

f
(
r(b, c)

)
= f(rb, rc) = (rb, rc) = r(b, c) = rf(b, c).

Таким образом, f ∈ MRp

(
tp(A)

)
.

Найдётся элемент (x, y) ∈ tp(A), такой что ϕ(x) �= x и o(x) = o(y). Тогда

f
(
(x, 0) + (0, y)

)
= f(x, y) = f∗(x, y) = (ϕ(x), y) �= (x, y) = f(x, 0) + f(0, y).

Следовательно, tp(A) не является UA-модулем.
Пусть B ∼= Z(2) и t2(A) ∼= Z(2) ⊕ Ā2, Ā2 � Z(2). Зафиксируем элемент

x ∈ Ā2, o(x) = 2, и рассмотрим подгруппу H = {(0, 0), (0, x), (1, x), (1, 0)}.
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Определим однородную биекцию f : t2(A) → t2(A), по следующему правилу:

f(b, c) =

{
ϕ(b, c), (b, c) ∈ H,

(b, c), (b, c) /∈ H,

где ϕ ∈ AutH, ϕ(0, 0) = (0, 0), ϕ(0, x) = (0, x), ϕ(1, x) = (1, 0), ϕ(1, 0) = (1, x).
Для 0 �= c ∈ Ā2 и c �= x получаем

f
(
(1, 0) + (0, c)

)
= (1, c) �= (1, c + x) = f(1, 0) + f(0, c).

Следовательно, Ā2 = 0 или Ā2
∼= Z(2).

Докажем справедливость импликации 3) =⇒ 1). Пусть B—K(χ)-модуль и
MK(χ)(A,B)  f —биекция. Рассмотрим элемент

z = f−1
(
f(x + y) − f(x) − f(y)

)
,

где x, y ∈ A. Для всех εp = (0, 1p), где 1p— единица кольца Rp, имеем

f
(
tp(A)

)
= f

(
εptp(A)

) ⊆ εpf
(
tp(A)

) ⊆ f
(
tp(A)

)
.

Ясно, что каждое однородное отображение циклического модуля аддитивно. По-
этому если все Rp-модули tp(A) циклические, то εpz = 0 для всех p. Следова-
тельно, z = 0.
Пусть t2(A) = Z(2) ⊕ Z(2) и все Rp-модули tp(A), p �= 2, циклические.

Каждая K(χ)-однородная биекция сохраняет порядки элементов. Это даёт раз-
ложение B ∼= Z(2) ⊕ Z(2) ⊕ B∗. Векторное пространство Z(2) ⊕ Z(2) является
UA-модулем. Теорема доказана.

Работа выполнена при финансовой поддержке совместной программы «Ми-
хаил Ломоносов, III» Министерства образования Российской Федерации и Гер-
манской службы академических обменов.
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