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Аннотация

Многообразие линейных алгебр называется шрайеровым, если любая подалгебра
свободной алгебры этого многообразия является свободной. Система элементов сво-
бодной алгебры называется примитивной, если её можно дополнить до множества
свободных образующих этой алгебры. Элемент свободной алгебры шрайерова много-
образия алгебр называется почти примитивным, если он не является примитивным
во всей свободной алгебре, но примитивен в любой собственной подалгебре, его со-
держащей. Обзорная статья посвящена изучению примитивных и почти примитивных
элементов свободных алгебр шрайеровых многообразий.

Abstract

V. A. Artamonov, A. V. Klimakov, A. A. Mikhalev, A. V. Mikhalev, Primitive and
almost primitive elements of Schreier varieties, Fundamentalnaya i prikladnaya matema-
tika, vol. 21 (2016), no. 2, pp. 3—35.

A variety of linear algebras is said to be Schreier if any subalgebra of a free algebra
of this variety is free. A system of elements of a free algebra is primitive if there is
a complement of this system with respect to a free generating set of the free algebra. An
element of a free algebra of a Schreier variety is said to be almost primitive if it is not
primitive in the free algebra, but it is a primitive element of any subalgebra that contains
it. This survey article is devoted to the study of primitive and almost primitive elements
of Schreier varieties.
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1. Основные типы
шрайеровых многообразий алгебр

Многообразие M алгебр над полем F определяется как класс алгебр, за-
мкнутых относительно взятия подалгебр, гомоморфных образов и прямых про-
изведений. Пусть X —непустое множество. Алгебра FM(X) многообразия M
называется свободной алгеброй многообразия M с множеством X свободных
образующих, если алгебра FM(X) порождена множеством X и если f —про-
извольное отображение множества X в алгебру A многообразия M, то отоб-
ражение f может быть расширено до гомоморфизма FM(X) → A (ясно, что
такое расширение единственно). Алгебра FM(X) однозначно определяется мно-
жеством X и многообразием M (с точностью до изоморфизма). Для любого
нетривиального многообразия M и множества X существует свободная алгебра
FM(X). Если A ∈ M, то существует такое множество X, что алгебра A является
гомоморфным образом свободной алгебры FM(X), например, можно положить
X = A. Мощность множества X называется рангом свободной алгебры FM(X).

Пусть X = {x1, . . . , xn}. Пара (u, v) элементов алгебры FM(X) называется
тождеством алгебры A многообразия M, если u(a1, . . . , an) = v(a1, . . . , an) для
всех элементов a1, . . . , an ∈ A. Следующий результат принадлежит Г. Биркгофу.
Пусть M—многообразие всех алгебр. Подкласс N класса M является многооб-
разием алгебр в том и только в том случае, когда существует такое множество
тождеств (ui, vi), i ∈ I, что класс N состоит из всех алгебр многообразия M,
удовлетворяющих этим тождествам (здесь ui, vi (i ∈ I) — элементы алгебры
FM(X) со счётным множеством X свободных образующих). Многообразие ал-
гебр называется однородным, если оно определено с помощью однородных (по
X-степени) тождеств. Дополнительную информацию о многообразиях алгебр
можно найти в [30,78,113,125].

Многообразие алгебр называется шрайеровым, если любая подалгебра сво-
бодной алгебры этого многообразия является свободной (в том же многообразии
алгебр). Понятие шрайерова многообразия возникло в теории групп: в 1920-х
годах Я. Нильсен [162] и О. Шрайер [179] доказали, что любая подгруппа сво-
бодной группы свободна. А. Г. Курош [34] доказал, что подалгебры свободных
неассоциативных алгебр свободны. А. И. Ширшов [71] показал, что много-
образие всех алгебр Ли является шрайеровым (этот результат был получен и
Э. Виттом в [196], где также было доказано, что многообразие всех p-алгебр Ли
является шрайеровым). А. Г. Курош обобщил этот результат для многообразий
Ω-алгебр (Ω-алгебра— это линейное пространство с семейством Ω полилиней-
ных умножений арности не менее 2) в [36]; в этой статье были классифицирова-
ны подалгебры свободных произведений Ω-алгебр (ранее для многообразий всех
неассоциативных алгебр такое описание было получено в [35], а для многооб-
разий всех коммутативных алгебр и всех антикоммутативных алгебр— в [16]).
Ю. А. Бахтурин [10, 11] и М. В. Зайцев [21] доказали, что шрайеровыми мно-
гообразиями алгебр Ли являются только многообразие всех алгебр Ли и много-
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образие всех абелевых алгебр Ли. А. И. Ширшов доказал в [72], что подалгеб-
ры свободных неассоциативных коммутативных и свободных неассоциативных
антикоммутативных алгебр свободны (см. также [16]). Таким образом, много-
образие всех коммутативных алгебр (всех антикоммутативных алгебр) является
шрайеровым. А. А. Михалёв [40] и А. С. Штерн [76] показали, что многооб-
разие супералгебр Ли является шрайеровым. А. А. Михалёв [42] получил этот
результат для цветных p-супералгебр Ли. А. И. Корепанов [32] доказал, что
подалгебры свободных суперкоммутативных неассоциативных алгебр свободны.
В. К. Харченко [123, 124] получил обобщение теоремы Ширшова—Витта для
алгебр Хопфа над полем нулевой характеристики.

Алгебра A над полем F с билинейной антикоммутативной операцией [x, y]
(коммутатор) и трилинейной операцией A(x, y, z) (ассоциатор), удовлетворяю-
щими тождеству

[
[x, y], z

]
+

[
[y, z], x

]
+

[
[z, x], y

]
=

= A(x, y, z) + A(y, z, x) + A(z, x, y) −A(y, x, z) −A(x, z, y) −A(z, y, x),

называется алгеброй Акивиса. У. У. Умирбаев и И. П. Шестаков [180] доказали,
что подалгебры свободных алгебр Акивиса свободны.

Естественно рассмотреть следующую проблему.

Проблема 1.1. Классифицировать все шрайеровы многообразия алгебр.

У. У. Умирбаев в [62,191] получил необходимые и достаточные условия для
того, чтобы многообразие алгебр было шрайеровым, и построил новые примеры
шрайеровых многообразий. Подалгебры свободных алгебр многообразий линей-
ных Ω-алгебр рассматривались в [9, 14, 15], шрайеровы многообразия n-лиевых
алгебр описаны в [67].

Пусть A = F (X)— свободная неассоциативная алгебра над полем F с мно-
жеством X свободных образующих. Для элемента u ∈ A через �(u) = �X(u) мы
обозначим степень (длину) элемента u. Рассмотрим произвольное отображение
μ : X → N (обобщённая функция степени). Пусть Γ(X)— свободный группоид
неассоциативных одночленов в алфавите X, S(X)— свободная полугруппа ас-
социативных слов на множестве X, ∼ : Γ(X) → S(X)— гомоморфизм забывания
скобок. Положим

μ(y1 . . . ym) =
m∑

i=1

μ(yi)

для всех yi ∈ X. Если μ(x) = 1 для всех x ∈ X, то μ—обычная степень, μ = �.
Если a ∈ A,

a =
∑

αiai,

0 �= αi ∈ F , ai —базисные одночлены, aj �= as при j �= s, то положим

μ(a) = max
i

{μ(ãi)}.
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Через a◦ обозначим старшую часть элемента a:

a◦ =
∑

j, μ(aj)=μ(a)

αjaj .

Подмножество M алгебры A называется независимым, если M —множество
свободных образующих подалгебры алгебры A, порождённой множеством M .
Подмножество M = {ai | i ∈ I} ненулевых элементов алгебры A называется
приведённым, если для любого i старшая часть a◦

i элемента ai не принадлежит
подалгебре алгебры A, порождённой множеством {a◦

j | j �= i}.
Пусть S = {sα | α ∈ I}—подмножество алгебры A. Отображение

ω : S → S′ ⊆ A называется элементарным преобразованием множества S, ес-
ли либо ω —невырожденное линейное преобразование множества S, либо для
фиксированного β ∈ I имеем ω(sα) = sα для всех α ∈ I, α �= β, и ω(sβ) =
= sβ + f({sα | α �= β}), где f — элемент свободной алгебры многообразия M.
Ясно, что элементарные преобразования свободных порождающих множеств ин-
дуцируют автоморфизмы алгебры A; такие автоморфизмы называются элемен-
тарными.

Пусть теперь A— свободная алгебра однородного (заданного однородными
тождествами) шрайерова многообразия алгебр. Любое конечное подмножество
элементов алгебры A может быть приведено к приведённому подмножеству с по-
мощью конечного числа элементарных преобразований и удаления нулевых эле-
ментов, при этом любое приведённое подмножество элементов алгебры A явля-
ется независимым подмножеством (это свойство называется свойством Нильсе-
на). Более того, используя метод А. Г. Куроша, можно построить приведённое
множество порождающих для любой подалгебры алгебры A. Действительно,
пусть B —подалгебра алгебры A. Будем строить множество M порождающих
алгебры B следующим образом:

M =
∞⋃

j=0

Mj ,

где Mj состоит из элементов степени j или пусто, M0 = ∅. По индукции,
предполагая, что подмножества M0, . . . ,Mi уже построены, рассматриваем по-

далгебру Bi алгебры B, порождённую подмножеством
i⋃

j=0

Mj . Пусть Si =

= {b ∈ Bi | �(b) � i + 1}. Рассмотрим подмножества множества {b ∈ B |
�(b) = i + 1}, линейно независимые по модулю подпространства Si, и пусть
Mi —максимальное такое подмножество. Ясно, что множество M порождает
алгебру A. Более того, M —приведённое подмножество.

Следовательно, любая подалгебра алгебры A свободна в том же многооб-
разии алгебр (это свойство называется свойством Шрайера). Ж. Левин [132]
доказал, что свойства Нильсена и Шрайера эквивалентны для однородных
многообразий алгебр. Используя эту эквивалентность, нетрудно заметить, что
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группы автоморфизмов конечного ранга соответствующих свободных алгебр по-
рождены элементарными автоморфизмами (для алгебр Ли этот результат был
получен П. Коном [102], а для свободных алгебр конечного ранга любых одно-
родных шрайеровых многообразий—Ж. Левином [132]). Аналогичный резуль-
тат для однородных шрайеровых многообразий Ω-алгебр доказан в [15]. В [102]
П. Кон поставил проблему: будет ли группа автоморфизмов свободной ассо-
циативной алгебры конечного ранга n над полем порождаться элементарными
автоморфизмами. Для n = 2 положительное решение этой проблемы было по-
лучено Л. Макар-Лимановым [39] и А. Чернякевич [105]. У. У. Умирбаев [193]
доказал, что при n = 3 элементарные автоморфизмы не порождают группу
автоморфизмов свободной ассоциативной алгебры.

Теорема 1.2 [34, 40—42, 71, 72, 76, 102, 132, 196]. Пусть F —поле,
char F �= 2, X = {x1, . . . , xn}, A = F (X)— свободная алгебра без единицы
с множеством X свободных образующих одного из следующих многообразий
алгебр над полем F : многообразие всех алгебр ; многообразие всех коммутатив-
ных алгебр ; многообразие всех антикоммутативных алгебр ; многообразие всех
алгебр Ли; многообразие всех цветных супералгебр Ли; многообразие p-алгебр
Ли; многообразие (цветных) p-супералгебр Ли. Тогда

1) любое конечное подмножество алгебры A с помощью элементарных преоб-
разований (с удалением нулевых элементов) может быть приведено к при-
ведённому подмножеству ;

2) любое приведённое подмножество элементов алгебры A является незави-
симым подмножеством;

3) старшая часть многочлена от элементов приведённого множества является
многочленом от старших частей элементов этого множества ;

4) любая подалгебра алгебры A свободна ;
5) подмножество M алгебры A независимо тогда и только тогда, когда эле-

менты множества M линейно независимы по модулю квадрата подалгебры
алгебры A, порождённой подмножеством M (для свободных (цветных)
p-(супер)алгебр Ли необходимо добавить к квадрату идеала все p-степени
элементов множества M);

6) группа автоморфизмов алгебры A порождена элементарными автоморфиз-
мами;

7) алгебра A хопфова (если элементы u1, . . . , un порождают алгебру A
(n = |X|), то {u1, . . . , un}— свободное порождающее подмножество сво-
бодной алгебры A).

Пусть M — шрайерово многообразие алгебр над полем F , A =
= FM(x1, . . . , xn) — свободная алгебра многообразия M с множеством X =
= {x1, . . . , xn} свободных образующих, ϕ = (ϕ1, . . . , ϕn) — автоморфизм алгеб-
ры A, заданный условием ϕ(xi) = ϕi. Элементарные автоморфизмы алгебры A
имеют вид

σ(i, α, f) = (x1, . . . , xi−1, αxi + f, xi+1, . . . , xn), (1.1)
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где 0 �= α ∈ F , f ∈ FM(X \ {xi}). Ясно, что σ(i, 1, 0)— тождественный автомор-
физм для всех i, 1 � i � n.

Отметим следующие легко проверяемые соотношения, выполненные для эле-
ментарных автоморфизмов:

σ(i, α, f)σ(i, β, g) = σ(i, αβ, βf + g). (1.2)

Если i �= j, f ∈ FM(X \ {xi, xj}), то
σ(i, α, f)−1σ(i, β, g)σ(i, α, f) = σ

(
i, β, σ(i, α, f)−1(g)

)
. (1.3)

Пусть 1 � k, s � n, k �= s, (ks)—автоморфизм алгебры A, переставляющий
переменные xk и xs. Тогда

(ks) = σ(s,−1, xk)σ(k, 1,−xs)σ(s, 1, xk).

Непосредственно проверяется, что

σ(i, α, f)(ks) = σ
(
j, α, (ks)(f)

)
, (1.4)

где xj = (ks)(xi).
У. У. Умирбаев получил описание группы автоморфизмов свободной алгеб-

ры конечного ранга шрайерова многообразия алгебр в терминах образующих и
определяющих соотношений.

Теорема 1.3 [192]. Пусть M—однородное шрайерово многообразие алгебр
над полем, A = FM(x1, . . . , xn)— свободная алгебра многообразия M. Тогда
группа Aut(A) может быть задана образующими (1.1) и определяющими соот-
ношениями (1.2)—(1.4).

В [54] показано, что группы автоморфизмов свободной неассоциативной ал-
гебры и свободной алгебры Ли ранга не менее 4 над полем нулевой характери-
стики не допускают точного представления матрицами (над любым полем). Это
свойство может не выполняться при меньшем числе образующих. Например,
если L— свободная алгебра Ли ранга 2 над полем F , то Aut(L) ∼= GL2(F ).

Свободные алгебры шрайеровых многообразий алгебр изучаются в [12, 81,
87,148,158,173].

2. Свободное дифференциальное исчисление
и шрайеровы многообразия алгебр

Пусть M—однородное многообразие алгебр над полем F , C ∈ M, 〈y〉— сво-
бодная алгебра ранга 1 многообразия M. Рассмотрим свободное произведение
B = 〈y〉 ∗ C ∈ M. Через B1 обозначим подпространство элементов алгебры B
степени 1 относительно переменной y. Тогда B1 — свободный однопорождённый
C-бимодуль. Рассмотрим пространство C ⊕ B1 с умножением

(a1 + m1)(a2 + m2) = a1a2 + a1m2 + m1a2,
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где a1, a2 ∈ C, m1,m2 ∈ B1. Тогда алгебра C ⊕ B1 принадлежит многообра-
зию M. Для элемента a алгебры C через la и ra обозначим операторы соответ-
ственно левого и правого умножений:

b · la = ab, b · ra = ba, b ∈ B1.

Пусть U(C) = UM(C)—подалгебра алгебры End(B1) эндоморфизмов моду-
ля B1, порождённая множеством {1, la, ra | a ∈ C}. Если алгебра C обладает
единичным элементом, то полагаем r1 = l1 = 1 в U(C). Алгебра U(C) является
универсальной мультипликативной обёртывающей алгеброй алгебры C. Поня-
тие C-бимодуля в многообразии M эквивалентно понятию правого U(C)-модуля
(см. [19, 121]). Если C — (супер)алгебра Ли, то U(C)—универсальная обёрты-
вающая алгебра (супер)алгебры Ли C (см. [81,148,158]).

Аналогом свободного дифференциального исчисления Фокса в групповых
кольцах свободных групп [111] для многообразий алгебр служит следующая
конструкция.

Пусть A = FM(X)— свободная алгебра многообразия M с множеством
X = {x1, . . . , xn} свободных образующих, IA — свободный правый U(A)-модуль
с базисом y1, . . . , yn,

IA = y1U(A) ⊕ . . . ⊕ ynU(A).

Линейное отображение D : A → IA, заданное условиями

D(xi) = yi, 1 � i � n,

D(ab) = D(a) · rb + D(b) · la,

где a, b ∈ A, называется универсальным дифференцированием алгебры A в мно-
гообразии M. Частные производные ∂f/∂xi элемента f алгебры A однозначно
определяются равенством

D(f) =
n∑

i=1

yi
∂f

∂xi
.

Положим

∂(f) =
(

∂f

∂x1
, . . . ,

∂f

∂xn

)T

,

где T—оператор транспонирования. Из определения следует, что

∂

∂xi
(xj) = δij

(символ Кронекера),

∂

∂xi
(uv) =

∂u

∂xi
ru +

∂v

∂xi
lv, u, v ∈ A.

Для подалгебры H алгебры A через JH обозначим U(A)-подмодуль моду-
ля IA, порождённый элементами D(h), h ∈ H. Говорят, что многообразие M
обладает свойством дифференциальной отделимости подалгебр, если для любой
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подалгебры H алгебры A и элемента a ∈ A D(a) ∈ JH в том и только в том
случае, когда a ∈ H.

Следующие многообразия алгебр обладают свойством дифференциальной
отделимости подалгебр: многообразие всех алгебр; многообразие всех комму-
тативных алгебр (char F �= 2); многообразие всех антикоммутативных алгебр;
многообразия всех (супер)алгебр Ли и p-(супер)алгебр Ли.

Впервые свойство дифференциальной отделимости подалгебр алгебр Ли бы-
ло упомянуто в [60] (см. также [172,181] для алгебр Ли и [44] для супералгебр
Ли), это свойство следует из теорем Пуанкаре—Биркгофа—Витта (см. [81,158]).
В общей форме для указанных многообразий алгебр свойство дифференциаль-
ной отделимости подалгебр было установлено У. У. Умирбаевым [62].

Следующий результат У. У. Умирбаева даёт необходимые условия для того,
чтобы многообразие являлось шрайеровым.

Теорема 2.1 [62]. Если M—однородное шрайерово многообразие алгебр,
то

1) для любой свободной алгебры A многообразия M универсальная муль-
типликативная обёртывающая алгебра U(A)— свободная ассоциативная
алгебра ;

2) для любой однородной подалгебры H свободной алгебры A многообра-
зия M алгебра U(A) является свободным правым U(H)-модулем.

Если char F = 0, то многообразие M, удовлетворяющее условиям 1) и 2), явля-
ется шрайеровым.

Отметим, что утверждение 1) теоремы 2.1 для свободных неассоциативных
алгебр и для свободных (анти)коммутативных неассоциативных алгебр было
доказано А. Т. Гайновым [18].

Один из методов определения шрайеровости многообразия даёт следующий
результат.

Теорема 2.2 [62]. Пусть M— такое однородное многообразие алгебр, что

1) для любой свободной алгебры A многообразия M универсальная муль-
типликативная обёртывающая алгебра U(A)— свободная ассоциативная
алгебра ;

2) многообразие M обладает свойством дифференциальной отделимости по-
далгебр.

Тогда M—шрайерово многообразие алгебр.

Из теоремы 2.2 следует, что многообразие алгебр, заданное тождеством
x · x2 = 0, является шрайеровым [62].

Отметим, что если A = FM(X)— свободная алгебра шрайерова многообра-
зия алгебр над полем F с множеством X свободных образующих, то универ-
сальная мультипликативная обёртывающая алгебра U(A)— свободная ассоци-
ативная алгебра над полем F . Однако не обязательно множество X являет-
ся множеством свободных образующих свободной алгебры A. Например, если
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A = F (X)— свободная неассоциативная алгебра, то алгебра U(A)— свободная
ассоциативная F -алгебра со следующим множеством свободных образующих:

{rw, lw | w пробегает все неассоциативные одночлены от X}
(более подробную информацию можно найти в [18,62,72,148]).

Если же L(X)— свободная (супер)алгебра Ли, то U
(
L(X)

)
— свободная

ассоциативная алгебра с тем же множеством свободных образующих; если
char F = p > 2, Lp(X)— свободная p-(супер)алгебра Ли, то ограниченная
универсальная обёртывающая алгебра u

(
Lp(X)

)
— свободная ассоциативная ал-

гебра с множеством X свободных образующих (см. [81,82,148,158]).
Более подробная информация о шрайеровых многообразиях алгебр изложена

в [62,132,144,191] (о многообразиях линейных Ω-алгебр см. [9,14,15,36]), см.
также [67,68].

Свободное дифференциальное исчисление может быть применено к изу-
чению свободных абелевых расширений многообразия V. Пусть A—алгебра
многообразия V с множеством образующих X. Скажем, что алгебра B много-
образия V— свободное абелево расширение алгебры A в V, если

1) алгебра B порождена тем же множеством X;
2) существует такой сюръективный гомоморфизм γ : B → A, что γ — тожде-

ственное отображение на X;
3) если C ∈ V, алгебра C порождена множеством X, η : C → A— такой

сюръективный гомоморфизм, что η — тождественное отображение на X,
то существует такой гомоморфизм ξ : B → C, что ηξ = γ.

Пусть теперь D — свободная алгебра многообразия V с множеством X сво-
бодных образующих. Так как алгебра A порождена множеством X, то су-
ществует сюръективный гомоморфизм алгебр ρ : D → A, тождественный на
множестве X. Пусть I = Ker ρ. Несложно показать, что свободное абеле-
во расширение B алгебры A—это в точности алгебра F/I2, где I2 —идеал
алгебры D, порождённый всеми произведениями ab, a, b ∈ I. Следовательно,
свободные абелевы расширения являются аналогом сплетений в теории групп.
Свободные абелевы расширения для конгруэнц-модулярных многообразий уни-
версальных алгебр изучаются в [6], там же развивается обобщённое свободное
дифференциальное исчисление.

Другие приложения свободного дифференциального исчисления можно най-
ти в [90,91,124].

3. Автоморфные орбиты элементов
и примитивные системы элементов

3.1. Теоремы о ранге

Пусть A— свободная алгебра над полем F с множеством X = {x1, . . . , xn}
свободных образующих одного из следующих многообразий алгебр:
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многообразие всех алгебр;

многообразие всех коммутативных алгебр, char F �= 2;
многообразие всех антикоммутативных алгебр;

многообразие всех (цветных) (супер)алгебр Ли, char F = 0;
многообразие всех (цветных) p-(супер)алгебр Ли, char F = p > 2.

(3.1)

Следуя [182,183], определим ранг rank(a) элемента a ∈ A как минимальное
число элементов множества X, от которых может зависеть элемент ϕ(a), где
ϕ ∈ Aut(A). Ранг системы элементов a1, . . . , ak ∈ A определяется аналогично
(обозначение: rank(a1, . . . , ak)).

Для элемента a алгебры A через Ma обозначим левый U(A)-подмодуль
в U(A), порождённый элементами ∂a/∂x1, . . . , ∂a/∂xn. Алгебра U(A)— свобод-
ная ассоциативная алгебра.

Свободная ассоциативная алгебра F 〈Y 〉 над полем F является кольцом сво-
бодных идеалов, т. е. левые (правые) идеалы алгебры F 〈Y 〉 являются свобод-
ными левыми (соответственно правыми) модулями единственного ранга. Сле-
довательно, любой подмодуль свободного левого (правого) F 〈Y 〉-модуля свобо-
ден [31,100—102,133]. Это свойство, в совокупности с обобщённым алгоритмом
Евклида, даёт возможность производить эффективные вычисления в левых (пра-
вых) идеалах алгебры F 〈Y 〉, применяя технику стандартных базисов идеалов
свободных алгебр.

Для элемента a ∈ A через rank(Ma) обозначим ранг левого U(A)-модуля Ma.

Теорема 3.1 [23,149,156]. Пусть a ∈ A. Тогда rank(a) совпадает с рангом
rank(Ma) левого идеала Ma алгебры U(A), порождённого элементами

∂a

∂xi
, 1 � i � n.

Пусть ei (i = 1, . . . , r) — строка длины r, i-я координата которой равна 1, а
остальные координаты равны 0.

Теорема 3.2 [23, 149, 156]. Ранг системы элементов a1, . . . , ar алгебры A
равен рангу левого U(A)-подмодуля M = M(a1,...,ar) модуля U(A)r, порождён-
ного элементами

r∑

i=1

∂ai

∂xj
ei, 1 � j � n.

Аналог теорем 3.1 и 3.2 для свободных групп доказан в [64].
Теоремы 3.1 и 3.2 дают эффективный алгоритм вычисления ранга систем

элементов свободной алгебры A, основанный на построении стандартного ба-
зиса левого идеала свободной ассоциативной алгебры; этот алгоритм исполь-
зует слабый алгоритм левого деления в свободной ассоциативной алгебре (см.
[25, 148, 149, 155, 156, 158, 159]). Для однородного элемента свободной алгебры
Ли алгоритм вычисления ранга был построен В. Шпильрайном [183]. Более то-
го, в [25, 47, 70, 148, 156, 158] получены алгоритмы реализации ранга системы



Примитивные и почти примитивные элементы свободных алгебр шрайеровых многообразий 13

элементов свободной алгебры A, т. е. алгоритмы построения таких конкретных
автоморфизмов алгебры A, что образы элементов данного множества зависят от
минимально возможного числа свободных образующих.

3.2. Примитивные системы элементов

Система элементов свободной алгебры A называется примитивной, если она
является подмножеством некоторого множества свободных образующих алгеб-
ры A.

Пусть X = {x1, . . . , xn}, M—одно из многообразий (3.1), A = FM(X)—
свободная алгебра многообразия M.

Теорема 3.3 [23,149,156]. Система a1, . . . , ar элементов алгебры A являет-
ся примитивной тогда и только тогда, когда матрица

(
∂(a1), . . . , ∂(ar)

)
обратима

слева над U(A). В частности, элемент a алгебры A примитивен в том и только
в том случае, когда существуют такие элементы m1, . . . ,mn ∈ U(A), что

n∑

i=1

mi
∂a

∂xi
= 1

(т. е. градиент ∂(a) элемента a унимодулярен).

Теорема 3.3 даёт алгоритм распознавания примитивности систем элемен-
тов свободных алгебр основных типов шрайеровых многообразий алгебр (см.
[24, 25, 46, 47, 70, 148, 149, 155, 156, 158, 159], в этих работах также построены
алгоритмы дополнения примитивных систем элементов до свободных порожда-
ющих множеств).

При r = n теорема 3.3 даёт положительное решение гипотезы о якобиане
для основных типов шрайеровых многообразий алгебр.

В связи с этим отметим, что квадратная матрица над свободной ассоциатив-
ной алгеброй над полем обратима слева тогда и только тогда, когда она обратима
справа (это свойство следует из того, что свободная ассоциативная алгебра вло-
жима в тело, см. [31,103,178]). Гипотеза о якобиане для алгебр Ли была дока-
зана У. У. Умирбаевым [60,61], К. Ройтенауером [172] и В. Шпильрайном [181],
для (p-)супералгебр Ли—А. А. Михалёвым [44]. Гипотеза о якобиане для сво-
бодных неассоциативных алгебр и для свободных (анти)коммутативных неассо-
циативных алгебр была доказана А. В. Ягжевым [77] и для остальных типов
свободных алгебр шрайеровых многообразий алгебр—У. У. Умирбаевым [62].
Гипотеза о якобиане для алгебр Ли над кольцами доказана А. А. Золотых и
А. А. Михалёвым [157]. Гипотеза о якобиане для свободных групп была дока-
зана Дж. Бирман [86]. Аналог теоремы 3.3 для свободных групп был доказан
У. У. Умирбаевым [63], для одного элемента свободной группы этот результат
был получен У. Диксом и М. Данвуди [106, следствие IV.5.3]. Алгоритм ре-
шения проблемы автоморфной сопряжённости элементов свободной группы был
построен Дж. Уайтхедом [194] (см. также [112,117,122,138,140,161,171,195]).
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В частности, это даёт алгоритм распознавания примитивных элементов свобод-
ной группы (для решения этой задачи можно также использовать результаты
работ [63,106,168,195]).

Отметим следующие интересные работы [48, 83, 88, 89, 94, 97—99, 107, 116,
118,161,164,165,167,168,170,174,185,195] о свойствах примитивных элементов
свободных групп, а также работы В. А. Романькова о примитивных элементах
относительно свободных групп [51—53].

В [187] показано, что задача о том, содержит ли данная конечно порождён-
ная подгруппа группы F2 какой-либо примитивный элемент группы F2, алго-
ритмически разрешима в свободной группе F2 ранга 2. Алгоритм решения этой
задачи в свободной группе Fn для любого n построен в [97].

Д. Пудер и О. Парзанчевски показали в [169], что в свободной группе конеч-
ного ранга слова, обладающие свойством «сохранения меры», — это в точности
примитивные элементы этой свободной группы. (для случая свободных разре-
шимых групп см. работу Е. И. Тимошенко [58]). Было бы интересно установить,
справедливы ли возможные аналоги результатов перечисленных работ для при-
митивных элементов свободных алгебр шрайеровых многообразий.

Проблема автоморфной сопряжённости двух элементов свободной алгебры
шрайерова многообразия является открытой.

Проблема 3.4. Пусть a, b ∈ A. Необходимо построить алгоритм, распознаю-
щий, существует ли такой автоморфизм ϕ ∈ Aut(A), что ϕ(a) = b.

Утверждение теоремы 3.3 не имеет места для алгебр Ли над полем поло-
жительной характеристики. А. А. Золотых, А. А. Михалёв и У. У. Умирбаев
построили серии соответствующих контрпримеров в [26, 151]. Например, пусть
char F = p > 2, X = {x, y, z}, L(X)— свободная алгебра Ли, h = x + [y, z] +
+ (ad x)p(z) ∈ L(X), здесь (ad x)(a) = [x, a] для всех элементов a ∈ L(X).
Тогда h не является примитивным элементом алгебры L(X), но ранг лево-
го идеала свободной ассоциативной алгебры F 〈X〉, порождённого элементами
∂h/∂x, ∂h/∂y, ∂h/∂z, равен 1 (h—примитивный элемент свободной p-алгебры
Ли Lp(X), но не свободной алгебры Ли L(X)). Пусть I —идеал алгебры Ли
L(X), порождённый элементом h, L = L(X)/I. Так как элемент h не являет-
ся примитивным элементом свободной алгебры Ли L(X), то алгебра Ли L не
является свободной алгеброй Ли [33]. При этом универсальная обёртывающая
алгебра U(L)— свободная ассоциативная алгебра ранга 2. В частности, когомо-
логическая размерность алгебры Ли L равна 1 (см. [26,151,158]). Следователь-
но, аналог теоремы Столлингса—Суона (о том, что группы когомологической
размерности 1 свободны [188, 189]) не имеет места для алгебр Ли над полем
положительной характеристики.

Проблема 3.5. Пусть char F = 0, L—алгебра Ли над полем F . Верно ли,
что алгебра Ли L свободна тогда и только тогда, когда универсальная обёрты-
вающая алгебра U(L)— свободная ассоциативная F -алгебра.
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Проблема 3.6. Пусть char F = 0, L—алгебра Ли над полем F . Верно ли,
что алгебра Ли L свободна в том и только в том случае, когда её когомологи-
ческая размерность равна 1.

Проблема 3.6 решена положительно для двупорождённых алгебр Ли [65].
Некоторые необходимые и достаточные условия для того, чтобы алгебра Ли
с одним определяющим соотношением имела когомологическую размерность 1,
получены в [55].

В. Магнус [134] доказал в 1930 г. знаменитую теорему о свободе для сво-
бодных групп, играющую важную роль в комбинаторной теории групп (см.,
например, [38,95,108]). Теорема о свободе для свободных разрешимых и ниль-
потентных групп была доказана Н. С. Романовским [49]. Обобщённые теоре-
мы о свободе (условие Линдона) для многообразий всех групп (алгебр Ли)
и разрешимых групп (алгебр Ли) были доказаны Н. С. Романовским [50] и
О. Г. Харлампович [66] соответственно. Для свободных неассоциативных ал-
гебр теорема о свободе была доказана А. И. Жуковым [20], для свободных
(анти)коммутативных неассоциативных алгебр и для свободных алгебр Ли—
А. И. Ширшовым [73, 74]. Для этих многообразий алгебр теорема о свободе
имеет следующий вид.

Теорема 3.7 (Freiheitssatz [20,73,74]). Пусть F —поле, M—одно из сле-
дующих многообразий над полем F : многообразие всех алгебр ; многообразие
всех коммутативных алгебр (char F �= 2); многообразие всех антикоммутатив-
ных алгебр ; многообразие всех алгебр Ли. Пусть A = FM(X)— свободная
алгебра многообразия M с множеством X свободных образующих, a ∈ A,
a �= 0, (a)—идеал алгебры A, порождённый элементом a. Пусть элемент a
зависит от элемента x множества свободных образующих X (это означает, что
a /∈ FM(X \ x)). Тогда

FM(X \ x) ∩ (a) = 0.

Проблема 3.8. Верна ли теорема о свободе для p-алгебр Ли и для суперал-
гебр Ли над полем положительной характеристики?

Некоторые примеры положительного решения проблемы 3.8 в частных слу-
чаях приведены в [43,45,81,141,158] (для Ω-алгебр см. [13]). Для разрешимых
и полинильпотентных алгебр Ли теорема о свободе была доказана В. В. Талапо-
вым [56,57]. Для ассоциативных алгебр над полем нулевой характеристики тео-
рема о свободе доказана Л. Макар-Лимановым [135] и над полем положитель-
ной характеристики для однородного элемента a—М. Хеджесом [115]. Теорема
о свободе для алгебр Пуассона над полем нулевой характеристики доказана
Л. Макар-Лимановым и У. Умирбаевым [137], для свободных алгебр в многооб-
разии общих алгебр Пуассона—П. С. Колесниковым, Л. Г. Макар-Лимановым
и И. П. Шестаковым [127], для право-симметричных алгебр—Д. Козыбаевым,
Л. Макар-Лимановым и У. Умирбаевым [129], для алгебр Новикова над по-
лем нулевой характеристики—Л. Макар-Лимановым и У. Умирбаевым [136].
В то же время теорема о свободе не имеет места для любого собственного
промежуточного многообразия между многообразиями всех ассоциативных и
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всех коммутативных алгебр, для многообразий альтернативных, йордановых,
бинарно-лиевых алгебр, для многообразий алгебр Мальцева, алгебр Лейбница,
(−1, 1)-алгебр (подробнее см. [144]). Более подробные сведения о применениях
теорем о свободе изложены в [108,125].

С помощью теоремы о свободе несложно доказывается следующий (неалго-
ритмический) критерий примитивности элемента.

Теорема 3.9 [33, 149]. Пусть F —поле, M—одно из следующих многооб-
разий над полем F : многообразие всех коммутативных алгебр (char F �= 2);
многообразие всех антикоммутативных алгебр ; многообразие всех алгебр Ли.
Пусть A = FM(X)— свободная алгебра многообразия M с множеством X сво-
бодных образующих, a ∈ A, a �= 0, (a)—идеал алгебры A, порождённый эле-
ментом a. Тогда a—примитивный элемент свободной алгебры A тогда и только
тогда, когда фактор-алгебра A/(a)— свободная алгебра многообразия M.

Теорема 3.9 для свободных групп была доказана Дж. Уайтхедом [194], для
свободных алгебр Ли – Г. П. Кукиным [33]. Утверждение теоремы 3.9 не имеет
места для свободных ассоциативных алгебр [186]. Для свободной алгебры F (X)
шрайерова многообразия всех алгебр над бесконечным полем F К. Ауст [80]
получила следующий критерий: для ненулевого элемента a алгебры F (X) фак-
тор-алгебра F (X)/(a) является свободной неассоциативной алгеброй в том и
только в том случае, когда идеал (a) порождается некоторым примитивным
элементом алгебры F (X).

Проблема 3.10. Справедливо ли утверждение теоремы 3.9 для свободных
p-алгебр Ли и для свободных p-супералгебр Ли?

Теорема 3.9 показывает, в частности, что если u, v — такие ненулевые эле-
менты свободной алгебры Ли L(X), что фактор-алгебры L/(u) и L/(v)— сво-
бодные алгебры Ли (при этом L/(u) ∼= L/(v)), то u, v —примитивные эле-
менты свободной алгебры Ли, следовательно, существует такой автоморфизм
ϕ ∈ Aut

(
L(X)

)
, что ϕ(u) = v. В общем случае (для непримитивных элементов

u и v) это утверждение неверно, как показывают следующие результаты.

Теорема 3.11 [145]. Пусть F —поле, L = L(x, y, z)— свободная F -алгебра
Ли с множеством {x, y, z} свободных образующих,

u = x − [
[x, y], [y, z]

]
, v = x +

[[
[y, z], x

]
, y

]
,

(u) и (v)—идеалы алгебры L, порождённые соответственно элементами u и v.
Тогда L/(u) ∼= L/(v), но не существует такого автоморфизма ϕ алгебры L, что
ϕ(u) = v.

Теорема 3.12 [145]. Пусть F —поле, L = L(x, y)— свободная F -алгебра
Ли с множеством {x, y} свободных образующих,

u = x −
[[

[x, y], y
]
, [x, y]

]
, v = x −

[[
[x, y], x

]
, y

]
,
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(u) и (v)—идеалы алгебры Ли L, порождённые элементами u и v соответствен-
но. Тогда L/(u) ∼= L/(v), но не существует такого автоморфизма ϕ алгебры
Ли L, что ϕ(u) = v.

Для свободных групп примеры такого рода были построены Дж. Мак-Кулом
и А. Пиетровским [139] и А. М. Бруннером [92].

Рассмотрим теперь действие эндоморфизмов свободных алгебр на автоморф-
ных орбитах элементов.

Теорема 3.13 [22,149,152,160]. Пусть F —поле, M—одно из следующих
многообразий алгебр над полем F : многообразие всех алгебр ; многообразие
всех коммутативных алгебр (char F �= 2); многообразие всех антикоммутатив-
ных алгебр ; многообразие всех алгебр Ли (char F = 0); многообразие всех
p-алгебр Ли (char F = p > 2). A = FM(X)— свободная алгебра многооб-
разия M, ϕ— такой эндоморфизм алгебры A, что для любого примитивного
элемента a ∈ A элемент ϕ(a)—примитивный элемент свободной алгебры A.
Тогда ϕ—автоморфизм алгебры A.

Пусть u—ненулевой элемент алгебры A, Orb(a)—автоморфная орбита эле-
мента a, ϕ— такой эндоморфизм алгебры A, что ϕ

(
Orb(u)

) ⊆ Orb(u). Тогда ϕ—
автоморфизм алгебры A.

Для свободных алгебр Ли новое доказательство теоремы 3.13 предложе-
но в [163]. Для свободных групп ранга 2 аналог утверждения теоремы 3.13
был доказан В. Шпильрайном [184] и С. Ивановым [120], в общем случае
этот результат доказан Д. Ли [130, 131]. И. В. Чирков и М. А. Шевелин по-
казали в [69], что эндоморфизм свободной метабелевой алгебры Ли ранга 2
над бесконечным полем, сохраняющий автоморфную орбиту ненулевого элемен-
та, является автоморфизмом (над конечными полями построены контрпримеры).
Для свободной метабелевой группы ранга 2 см. [114]. Е. И. Тимошенко доказал
в [59], что эндоморфизм свободной метабелевой группы любого конечного ран-
га, сохраняющий примитивность систем элементов, является автоморфизмом.

Проблема 3.14. Пусть ϕ— такой эндоморфизм свободной алгебры Ли L(X)
над полем положительной характеристики, что для любого примитивного эле-
мента h алгебры L(X) элемент ϕ(h) также примитивный элемент свободной
алгебры Ли L(X). Верно ли, что ϕ—автоморфизм алгебры L(X)?

Следующий результат описывает прообразы примитивных систем элементов
относительно действия эндоморфизмов.

Теорема 3.15 [146]. Пусть u1, . . . , uk —элементы свободной алгебры A ран-
га n, k � n, {z1, . . . , zk}—примитивная система алгебры A, ϕ— такой инъек-
тивный эндоморфизм алгебры A, что ϕ(ui) = zi, 1 � i � k. Тогда {u1, . . . , uk}—
примитивная система алгебры A. Более того, если k = n, то ϕ—автоморфизм
алгебры A.

Подалгебра H алгебры A называется ретрактом алгебры A, если существует
такой идеал I алгебры A, что A = H ⊕ I (это условие эквивалентно тому, что
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существует такой гомоморфизм ϕ : A → H (ретракция), что ϕ— тождественное
отображение на H).

Теорема 3.16 [146]. Пусть A— свободная алгебра ранга n, l � n,
{z1, . . . , zl}—примитивная система элементов алгебры A, u1, . . . , ul ∈ A, H —
подалгебра алгебры A, порождённая элементами u1, . . . , ul, ϕ— такой эндомор-
физм алгебры A, что ϕ(ui) = zi, 1 � i � l. Тогда H —ретракт алгебры A. Если
l = n, то ϕ—автоморфизм алгебры A, {u1, . . . , ul}—множество свободных об-
разующих свободной алгебры A.

Комбинаторное описание ретрактов свободных алгебр основных типов шрай-
еровых многообразий алгебр даёт следующая теорема.

Теорема 3.17 [87, 152]. Пусть X = {x1, . . . , xn}, A— свободная алгебра
с множеством X свободных образующих. Тогда подалгебра H является соб-
ственным ретрактом алгебры A в том и только в том случае, когда существуют
такие множество свободных образующих Y = {y1, . . . , yn}, натуральное число r,
1 � r � n, и множество U = {u1, . . . , ur} свободных образующих подалгебры H,
что

ui = yi + u∗
i , 1 � i � r,

где элементы u∗
i принадлежат идеалу алгебры A, порождённому элементами

yr+1, . . . , yn.

Проблема 3.18. Верно ли, что пересечение двух ретрактов свободной ал-
гебры A является ретрактом этой алгебры?

Для свободных групп проблема 3.18 была положительно решена Дж. Берг-
маном [85].

Изучение ретрактов свободных алгебр многообразий алгебр эквивалентно
изучению проективных объектов многообразий. Напомним, что алгебра P мно-
гообразия V является проективным объектом, если для любого сюръективного
гомоморфизма V-алгебр λ : A → B и гомоморфизма β : P → B существует
такой гомоморфизм α : P → A, что λα = β. Поскольку любая свободная ал-
гебра является проективным объектом, естественно рассмотреть следующую
проблему.

Проблема 3.19. Пусть P —проективный объект в многообразии V (не)ас-
социативных алгебр. Верно ли, что P — свободная алгебра многообразия V?

В [2] В. А. Артамонов показал, что проективные объекты нильпотентного
многообразия— свободные алгебры. С использованием свободного дифферен-
циального исчисления Фокса и решения гипотезы Серра в [3] доказано, что
любая конечно порождённая проективная метабелева алгебра Ли свободна и
любая конечно порождённая проективная метабелева группа свободна. Анало-
гичный результат для метабелевых ограниченных p-алгебр Ли, метабелевых
супералгебр Ли, метабелевых D-групп доказан в [5]. Похоже, что эти резуль-
таты не могут быть обобщены на разрешимые алгебры Ли и группы степени 3
по причинам, рассмотренным в [7].
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4. ПБВ-пары многообразий линейных алгебр

Пусть V и W —многообразия алгебр над полем F . Допустим, что суще-
ствует функтор K : V → W, ставящий в соответствие каждой алгебре A ∈ V
алгебру K(A) ∈ W с помощью изменения умножения в алгебре A: как ли-
нейные пространства K(A) и A совпадают; существуют такие неассоциативные
многочлены f1, . . . , fn, что полилинейные операции умножения в алгебре K(A)
задаются многочленами f1, . . . , fn, вычисленными в A. Функтор K будем назы-
вать функтором замены умножений.

Например, V = As—многообразие всех ассоциативных алгебр, W = Lie—
многообразие всех алгебр Ли, K(A) = A(−) —алгебра с новой операцией, за-
данной коммутатором [x, y] = xy − yx.

Рассмотрим также V = As, W = Jord—многообразие всех йордановых ал-
гебр, заданное тождествами

xy = yx, (x2y)x = x2(xy),

K(A) = A(+) —алгебра, заданная на том же линейном пространстве с помощью
йорданова умножения x ◦ y = 1/2(xy + yx) [19,121].

Если V = Alg —многообразие всех алгебр, W = Com—многообразие всех
коммутативных алгебр, то рассмотрим K(A) = A(+).

Если V = Alg, W = ACom—многообразие всех антикоммутативных алгебр,
то положим K(A) = A(−).

Для V = Alg и W = Ak (многообразия всех алгебр Акивиса) рассмотрим
операции [x, y] (коммутатор) и (x, y, z) = (xy)z − x(yz) (ассоциатор) и соответ-
ствующий функтор K(A) = Ak A [1,119].

Предложение 4.1. Пусть K : V → W —функтор замены умножений. Тогда
для K существует такой левый сопряжённый функтор U : W → V, что

HomW
(
A,K(B)

)
= HomV(U(A), B)

для всех A ∈ W и B ∈ V. Более того, существует канонический W-гомомор-
физм i : A → K(U(A)

)
, такой что для любых алгебры B ∈ V и W-гомоморфизма

ϕ : A → K(B) существует единственный V-гомоморфизм ϕ̃ : U(A) → B, удовле-
творяющий условию ϕ̃ ◦ i = ϕ.

Алгебра U(A) называется V-универсальной обёртывающей алгеброй W-ал-
гебры A. Отметим, что канонический гомоморфизм i : A → K(U(A)) не всегда
инъективен. Например, существуют йордановы алгебры, не вложимые в алгеб-
ру A(+) ни для какой ассоциативной алгебры A (см. [19, 121]). Ряд примеров
универсальных обёртывающих алгебр собран в обзорной статье [190].

Пара многообразий (V,W) с функтором замены умножений K : V → W на-
зывается ПБВ-парой [144], если выполнены следующие условия:

(i) каноническое отображение i : A → U(A) инъективно для всех алгебр
A ∈ W;
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(ii) если алгебра A ∈ W обладает линейным базисом {ei, i ∈ I}, то алгебра
U(A) обладает линейным базисом, состоящим из одночленов от ei специ-
ального вида (нормальные одночлены), при этом определение нормальных
одночленов зависит от пары (V,W) и не зависит от конкретной алгебры A.

Например, (As,Lie), (Alg,Com), (Alg,Algn), (Alg,ACom), (Alg,Ak)—
ПБВ-пары многообразий (здесь Algn —многообразие всех линейных n-арных
систем). Пара многообразий (Alg,Sab), где Sab—многообразие всех алгебр Са-
бинина, также является ПБВ-парой многообразий (см. [144,180]).

Предложение 4.2 [144]. Пусть (V,W)—ПБВ-пара многообразий, V[X] и
W[X]— свободные алгебры с множеством X свободных образующих многооб-
разий V и W соответственно. Тогда U(W[X]) ∼= V[X].

Теорема 4.3 [144]. Пусть (V,W)—ПБВ-пара многообразий. Если V —од-
нородное шрайерово многообразие, то W также однородное шрайерово много-
образие.

Так как многообразие всех алгебр Alg является однородным шрайеровым
многообразием (см. [34]), то следующие многообразия алгебр являются шрайе-
ровыми.

Следствие 4.4 [72,96,166,180]. Многообразия Com, ACom, Ak, Sab явля-
ются шрайеровыми многообразиями алгебр.

Отметим, что если (V,W)—ПБВ-пара многообразий, W —шрайерово мно-
гообразие, то многообразие V может не быть шрайеровым. Например, в ПБВ-па-
ре (As,Lie) многообразие Lie шрайерово, но многообразие As не является шрай-
еровым.

Теорема 4.5 [144]. Пусть (V,W)—ПБВ-пара многообразий алгебр. Тогда
если теорема о свободе верна в многообразии V, то она верна и в многообра-
зии W.

Поскольку теорема о свободе верна для свободной неассоциативной алгеб-
ры [20] (см. также [148]), имеем следующее следствие.

Следствие 4.6. Теорема о свободе справедлива в многообразиях Com,
ACom, Ak, Sab, Algn.

Предложение 4.7 [144]. Пусть (V,W)—ПБВ-пара многообразий, V[X] и
W[X]— свободные алгебры с множеством X = {x1, . . . , xn} свободных обра-
зующих многообразий V и W соответственно, f —эндоморфизм алгебры W[X],
f̃ —эндоморфизм алгебры V[X], заданный условиями f̃(xi) = f(xi), i = 1, . . . , n.
Тогда f является автоморфизмом алгебры W[X] в том и только в том случае,
когда f̃ —автоморфизм алгебры V[X].

В том случае, когда (V,W)—ПБВ-пара, V = Alg (многообразие всех ал-
гебр), V[X] является свободной неассоциативной алгеброй, для распознавания



Примитивные и почти примитивные элементы свободных алгебр шрайеровых многообразий 21

автоморфизмов алгебры W[X] мы можем использовать хорошо известные алго-
ритмы распознавания автоморфизмов свободной неассоциативной алгебры, бази-
рующиеся на преобразованиях Нильсена (приведение конечного подмножества
элементов к редуцированному множеству) или на свободном дифференциальном
исчислении (рассмотрение обратимости матрицы Якоби) (см. соответствующие
алгоритмы с компьютерной реализацией в [47,70,77,148,149]).

Теорема 4.8 [144]. Пусть теорема о свободе верна в однородном шрайеро-
вом многообразии линейных алгебр W, u ∈ W[X], u �= 0. Тогда u является
примитивным элементом алгебры W[X] в том и только в том случае, когда
фактор-алгебра W[X]/idW[X](u)— свободная алгебра многообразия W.

Для основных типов шрайеровых многообразий с одной бинарной операцией
см. теорему 3.9 настоящего обзора.

5. Почти примитивные элементы

Ненулевой элемент u свободной алгебры F (X) называется почти примитив-
ным элементом, если u не является примитивным элементом алгебры F (X), но
является примитивным элементом любой собственной подалгебры H алгебры
F (X), содержащей элемент u (u ∈ H, H ⊆ F , 0 �= H �= F ). Почти примитив-
ные элементы в свободных группах изучались в [93,104,109,110,128,175—177].
Алгоритм распознавания почти примитивных элементов свободных групп был
построен Л. Комерфордом в [104].

Изучение почти примитивных элементов свободных неассоциативных алгебр
было начато в работах [150, 154] и в монографии [148]. В частности, было
показано, что элемент xx является почти примитивным элементом свободной
неассоциативной алгебры F (x), элементы xy, xy + x являются почти прими-
тивными элементами свободной неассоциативной алгебры F (x, y), элемент [x, y]
является почти примитивным элементом свободной алгебры Ли L(x, y), элемент
[x, y]+

[
[x, z], z

]
является почти примитивным элементом свободной алгебры Ли

L(x, y, z). Также было доказано, что если элемент является почти примитивным,
то его ранг максимален. Кроме того, было доказано следующее утверждение,
позволяющее строить серии почти примитивных элементов в свободных алгеб-
рах любого ранга.

Теорема 5.1 [154, предложение 3.9]. Пусть алгебра F (X) является сво-
бодным произведением своих собственных подалгебр A и B, F (X) = A ∗ B,
a—однородный почти примитивный элемент алгебры A, b—однородный почти
примитивный элемент алгебры B относительно функций веса μ1 и μ2 алгебры
A и B соответственно. Тогда a+b—почти примитивный элемент алгебры F (X).

Следовательно, перечисленные ниже элементы являются почти примитивны-
ми в свободных алгебрах ранга n:

— при n = 2m элемент x1x2 + x3x4 + . . . + x2m−1x2m в F (X);
— при n = 2m+1 элемент x1x2+x3x4+. . .+x2m−1x2m+x2m+1x2m+1 в F (X);
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— при n = 2m элемент [x1, x2] + [x3, x4] + . . . + [x2m−1, x2m] в L(X);
— при n = 2m + 1 элемент

[
[x2, x1], x1

]
+ [x2, x3] + . . . + [x2m, x2m+1] в L(X).

В последующих работах [27—29] основное внимание было уделено однород-
ным почти примитивным элементам: были построены новые примеры и доказан
критерий почти примитивности однородного элемента в свободных неассоци-
ативных алгебрах, свободных (анти)коммутативных алгебрах и алгебрах Ли
малых рангов. В дальнейшем под свободной алгеброй F (X) будем понимать
одну из перечисленных выше (в этом разделе) алгебр.
Определение 5.2 [27—29]. Пусть W — специальный базис алгебры F (X)

с весовой функцией длины d(u).
— В случае когда F (X)— свободная неассоциативная алгебра с множе-

ством X свободных образующих, положим, что W = Γ(X)— свободный
группоид неассоциативных одночленов без единичного элемента в алфа-
вите X, X ⊆ Γ(X); если u, v ∈ Γ(X), то uv ∈ Γ(X), где uv является
формальным произведением неассоциативных одночленов.

— В случае когда F (X) = A±(X) является свободной (анти)коммутативной
алгеброй, имеем следующее: если d(u) > d(v), то u > v, где d(u)—длина
элемента u ∈ A±(X); X ⊂ W±; w ∈ W±, если w = uv, u, v ∈ W± и u � v
для A−(X) и u > v для A+(X).

— В случае когда F (X) = L(X) является свободной алгеброй Ли, имеем
следующее: X ⊂ W ; w ∈ W , если w = [u, v], u, v ∈ W и u > v; если
u = [u1, u2], то u2 � v. В этом случае W является базисом Холла алгебры
L(X).

Для базиса W введём следующие обозначения:

Wm = {w ∈ W | d(w) = m},
WX = {w ∈ W | w = Ax или w = Bx для F (X), w = Ax для A±(X),

w = [A, x] для L(X); A,B ∈ W d(w)−1, x ∈ X},
Wm

X = WX ∩ Wm.

Отметим простейшие свойства примитивных и почти примитивных элемен-
тов свободных алгебр.

Предложение 5.3 [27—29]. Пусть F (X)— свободная алгебра с конечным
множеством X свободных образующих, {h1, . . . , hk}—редуцированное множе-
ство свободных образующих собственной подалгебры H алгебры F (X). Если
элемент является примитивным в подалгебре H, то существует свободная обра-
зующая hi подалгебры H, входящая линейно в его представление (см. [148]).
Если существует свободная образующая hi подалгебры H, входящая только ли-
нейно в представление элемента, то этот элемент является примитивным в по-
далгебре H. Если существует свободная образующая hi подалгебры H такого
же веса, что и сам элемент, входящая линейно в представление элемента, то
этот элемент является примитивным в подалгебре H. Если существует сво-
бодная образующая hi подалгебры H, старшая часть которой входит только
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линейно в представление старшей части элемента, то этот элемент является
примитивным в подалгебре H.

Ясно, что любой однородный элемент степени больше 1 не является прими-
тивным по предложению 5.3, тем самым остаётся вопрос о его примитивности
в собственных подалгебрах. В [27, 29] был доказан следующий критерий по-
чти примитивности однородного элемента в свободных алгебрах F (x), A−(x)
ранга 1.

Теорема 5.4 [27, 29]. Однородный элемент u ∈ F (X) веса d(u) = m � 2
является почти примитивным элементом тогда и только тогда, когда в канони-
ческое разложение u = u(x) входит какой-нибудь одночлен w ∈ Wm

X .

В алгебрах A+(x) и L(x) однородных почти примитивных элементов нет, так
как отсутствуют элементы веса больше 1.

При рассмотрении свободных алгебр ранга 2 проявляются существенные
различия между алгебрами Ли и остальными рассматриваемыми свободными
алгебрами. Так, для однородных элементов свободной неассоциативной, свобод-
ной (анти)коммутативной алгебра верны следующие теоремы.

Теорема 5.5 [29]. Однородный элемент u ∈ F (x, y) веса d(u) = m � 3 яв-
ляется почти примитивным тогда и только тогда, когда не существует решения
уравнения

u|〈W{x,y}〉 = ũ = γ(x,λ)Λxx + γ(y,λ)Λyy + γ(η,x)xNx + γ(η,y)yNy = f1l + lf2 (5.1)

относительно однородных переменных f1, f2, l ∈ F (x, y) веса d(f1) = d(f2) =
= m−1, d(l) = 1, где a|〈W{x,y}〉 —проекция элемента a на линейное пространство
с базисом W{x,y}.

Теорема 5.6 [27]. Однородный элемент u ∈ A±(x, y) веса d(u) = m � 3 яв-
ляется почти примитивным тогда и только тогда, когда не существует решения
уравнения

u|〈W{x,y}〉 = ũ = γ(x,λ)Λxx + γ(y,λ)Λyy = fl (5.2)

относительно однородных переменных f, l ∈ A±(x, y) веса d(f) = m−1, d(l) = 1.

Ясно, что в случае разрешимости уравнений (5.1) и (5.2) элемент u не бу-
дет примитивным в собственной подалгебре H = alg{f1, f2, l} (H = alg{f, l})
по предложению 5.3. Если приглядеться к уравнениям, то можно заключить,
что однородный элемент u является почти примитивным в свободной алгебре
F (x, y) тогда и только тогда, когда не существует такого коэффициента про-

порциональности θ ∈ F , что Λx
θ∼ Λy, Nx

θ∼ Ny (Λx = θΛy, Nx = θNy или
θΛx = Λy, θNx = Ny), а в случае свободной алгебры A±(x, y) тогда и только
тогда, когда элементы Λx, Λy не пропорциональны.

Теорема 5.7 [28]. Однородный элемент u ∈ L(x, y) веса d(u) = m � 3 яв-
ляется почти примитивным тогда и только тогда, когда не существует решения
уравнения

u|〈W{x,y}〉 = ũ = γx[Λx, x] + γy[Λy, y] = [f, l]|〈W{x,y}〉 (5.3)
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относительно однородных переменных f, l ∈ L(x, y) веса d(f) = m − 1, d(l) = 1
соответственно, где a|〈W{x,y}〉 —проекция элемента a на линейное пространство
с базисом W{x,y}, т. е. линейная комбинация регулярных одночленов из W{x,y},
входящих в регулярное представление элемента a.

Кроме того в лиевом случае [f, l]|〈W{x,y}〉 не обязательно совпадает с [f, l],
поэтому область значений параметров, при которых разрешимо уравнение (5.3),
значительно шире. Продемонстрируем различия, которые возникают из-за этого,
на примере элементов uk,l(x, y) = (adx)k(y) + (x)(Ad y)l с k, l � 2, где для
u, v ∈ F положим (ad u)(v) = uv, (v)(Ad u) = vu. В [150] было доказано, что
элемент uk,l(x, y) является почти примитивным в алгебре L(x, y) при k, l � 2,
k �= l. В [29] аналогичным способом было доказано, что uk,l(x, y) является
почти примитивным в алгебре F (x, y) при k, l � 2, k �= l, и, c использованием
теоремы 5.5, при k = l � 2.

Предложение 5.8 [28, предложения 4, 5]. При k = l = 2 и k = l = 4
элемент uk,l(x, y) не является почти примитивным в L(x, y). При k = l = 3
элемент uk,l(x, y) является почти примитивным в L(x, y) тогда и только тогда,
когда в поле F , над которым рассматривается данная алгебра, не имеет решений
уравнение α2 + 1 = 0.

Напротив, элементы ut(x, y, z) = xy + (x)(Ad z)t ∈ F (x, y, z) в свободной
неассоциативной алгебре и ut(x, y, z) = [x, y]+(x)(Ad z)t ∈ L(x, y, z) в свободной
алгебре Ли являются почти примитивными при t � 2 (см. [29,150]).

Теорема 5.9 [27—29]. Пусть F (X)— свободная неассоциативная алгебра,
или свободная (анти)коммутативная алгебра, или свободная алгебра Ли.

а) Если элемент u ∈ F (X) не является примитивным элементом в F (X), но
старшая часть u◦ является примитивным элементом в любой собственной
подалгебре u◦ ∈ H◦

� F (X), порождённой однородными образующими, то
элемент u является почти примитивным элементом в F (X).

б) В обратную сторону утверждение а) верно для однородных элементов.
в) Для элементов (xx)y + x ∈ F (x, y), (xx)y + x ∈ A−(x, y) утвержде-

ние а) в обратную сторону неверно. Для элементов x(xy) + y ∈ A+(x, y),[
[x, y], y

]
+x ∈ L(x, y) свободных алгебр над полем F , в котором уравнение

α2 + 1 = 0 не имеет решения, утверждение а) в обратную сторону также
неверно.

6. Ранг примитивности

Пусть F —поле, char F �= 2, X = {x1, . . . , xn}, F(X)— свободная шрайеро-
ва алгебра. Д. Пудером [168] было дано определение ранга примитивности для
элементов и конечно порождённых подгрупп свободной группы Fk ранга k. Ана-
логичное определение ранга примитивности для элементов свободной алгебры
шрайерова многообразия F(X) было дано А. Климаковым [126].
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Определение 6.1 [126]. Рангом примитивности элемента w ∈ F(X) назы-
вается

π(w) = min{rank(H) | w ∈ H ⊂ F(X) и w не является примитивным в H}.
Если не существует ни одной такой подалгебры H, то π(w) = ∞ (считаем даль-
ше, что ∞+k = ∞+∞ = k+∞ = ∞ и k < ∞ для любого k ∈ N). Подалгебру H,
на которой достигается минимум, будем называть w-критической.

Предложение 6.2 (свойства ранга примитивности π(w) [126]).

— π(w) = 0 тогда и только тогда, когда w = 0.
— π(w) = 1 тогда и только тогда, когда w ∈ alg{v} для некоторого v ∈ F(X)

и d{v}(w) > 1.
— π(w) = ∞ тогда и только тогда, когда w является примитивным элементом

в F(X).
— Если w не является примитивным в F(X), то π(w) � rank(w) � |X|.
— Если w является почти примитивным элементом в F(X), то π(w) = |X|;

обратное в общем случае неверно.
— π(w) ∈ {0, . . . , |X|,∞} и все значения достигаются.
— Если подалгебры A1, A2 ⊂ F(X) такие, что w ∈ A1 ⊂ A2, то πA1(w) �

� πA2(w). Более того, если подалгебра A1 является w-критической
в F(X), то πA1(w) = πA2(w) = πF(X)(w).

— Если w ∈ F0 = F(x1, . . . , xn) ⊂ F1 = F(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym), то
πF1(w) = πF0(w).

В [168] было доказано, что если w1, w2 принадлежат Fk и не имеют общих
букв относительно заданного базиса, то π(w1w2) = π(w1) + π(w2). С использо-
ванием техники работы со свободным произведением свободных алгебр шрай-
еровых многообразий в [126] было доказано, что ранг примитивности суммы
элементов равен сумме рангов примитивности.

Теорема 6.3 [126, теорема 2.1]. Пусть F(X)— свободное произведение
двух собственных подалгебр A и B, F(X) = A ∗ B, a ∈ A, b ∈ B. Тогда
πF(X)(a + b) = πA(a) + πB(b).

С использованием техники работы с рангом примитивности в [126] была
доказана теорема о почти примитивности суммы почти примитивных элементов
свободного произведения свободных алгебр шрайеровых многообразий.

Теорема 6.4 [126, теорема 2.2]. Пусть F(X)— свободное произведение
двух собственных подалгебр A и B, F(X) = A ∗ B. Пусть также элементы
a и b являются почти примитивными элементами в A и B соответственно.
Тогда элемент a + b является почти примитивным элементом алгебры F(X).

Нетрудно заметить, что данная теорема является усилением теоремы 5.1 и
аналогом классической теоремы для свободных групп (см. [93,109,110]).
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