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Аннотация

В данной работе мы доказываем критерий универсальной эквивалентности ли-
нейных групп над полями. Доказано, что две полных или специальных линейных
группы над полями универсально эквивалентны тогда и только тогда, когда размер-
ности групп совпадают, а поля универсально эквивалентны.

Abstract

E. I. Bunina, G. A. Kaleeva, Universal equivalence of general and special linear
groups over fields, Fundamentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 21 (2016), no. 3,
pp. 73—106.

In this paper, we study universal equivalence of general and special linear groups over
fields. We give the following criterion for this relation to hold: two groups Gn(K) and
Gm(L) (G = GL, SL, K and L are infinite fields) are universally equivalent if and only
if n = m and the fields K and L are universally equivalent.

1. Введение

Данная работа посвящена изучению универсальных свойств полных и спе-
циальных линейных групп.

Впервые проблема связи выразимых в логике первого порядка свойств неко-
торых моделей со свойствами производных моделей была рассмотрена в 1961 г.
в работе А. И. Мальцева [10]. В ней доказана теорема о необходимых и доста-
точных условиях элементарной эквивалентности линейных групп над полями,
а именно: группы Gn(K) и Gm(L) (G = GL,SL,PGL,PSL, K, L—поля харак-
теристики 0) элементарно эквивалентны тогда и только тогда, когда m = n и
поля K и L элементарно эквивалентны. В 1992 г. К. И. Бейдар и А. В. Ми-
халёв [15] нашли единый подход к проблемам элементарной эквивалентности
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общих алгебраических структур и обобщили теорему Мальцева для случая,
когда K и L являются телами и ассоциативными кольцами. Продолжением
исследований в этой области явились работы Е. И. Буниной 1998—2010 гг.
(см. [1—3,6]), где результаты А. И. Мальцева были распространены на унитар-
ные линейные группы над телами и ассоциативными кольцами с инволюцией, а
также на группы Шевалле над полями и локальными кольцами.

Есть и иной путь, по которому может идти изучение вопроса, впервые по-
ставленного Мальцевым, — это рассмотрение других видов эквивалентности.
Мы можем обеднить теорию, разрешив использование только одного вида кван-
торов, и рассматривать алгебраические структуры в рамках этой обеднённой—
универсальной— теории. Первые критерии универсальной эквивалентности бы-
ли установлены Ю. Ш. Гуревичем и А. И. Кокориным [8] для упорядоченных
абелевых групп в 1963 г., Н. Г. Хисамиевым [14] для структурно упорядочен-
ных абелевых групп в 1966 г., а затем П. С. Эклофом [16] для произвольных
абелевых групп в 1972 г. Позднее другими исследователями были получены
результаты об универсальной эквивалентности таких структур, как разреши-
мые группы (Е. И. Тимошенко [13]), частично коммутативные нильпотентные
группы (А. А. Мищенко и Е. И. Тимошенко [17]), частично коммутативные
метабелевы алгебры Ли (Е. Н. Порошенко и Е. И. Тимошенко [18]).

Данная работа посвящена универсальной эквивалентности линейных групп
над полями. Мы доказываем аналог теоремы Мальцева для универсальной эк-
вивалентности полных и специальных линейных групп над полями, при этом
отдельно рассматриваем случаи полей характеристики, отличной от 2, и харак-
теристики 2.

При доказательстве используются критерий универсальной эквивалентно-
сти, сформулированный А. Д. Таймановым в статье [12], результаты Е. И. Буни-
ной, А. В. Михалёва, А. Г. Пинуса из книги [7] и метод исследования линейных
групп, предложенный О. О’Мирой и изложенный в лекциях [11].

2. Некоторые предварительные сведения

Определение 1. Формула ϕ сигнатуры Σ называется универсальной, если
её предварённая нормальная форма имеет вид

∀x1 . . . ∀xn ψ(x1, . . . , xn).

Определение 2. Формула ϕ сигнатуры Σ называется экзистенциальной,
если её предварённая нормальная форма имеет вид

∃x1 . . . ∃xn ψ(x1, . . . , xn).

Определение 3. Две алгебраические системы A и B сигнатуры Σ называ-
ются универсально эквивалентными, если для любого универсального предло-
жения ϕ сигнатуры Σ выполнено

A |= ϕ⇔ B |= ϕ.
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Множество универсальных предложений {ϕ | A |= ϕ} сигнатуры Σ называется
универсальной теорией системы A и обозначается Th∀(A). Таким образом,

A ≡∀ B ⇔ Th∀(A) = Th∀(B).

Замечание 1. Благодаря связи кванторов можно рассматривать экзистенци-
альную форму записи универсальных формул и ∃-теории вместо ∀-теорий.
Определение 4. Пусть A и B—алгебраические системы сигнатуры Σ с но-

сителями A и B и f —отображение A → B. Отображение f называется ча-
стичным изоморфизмом A в B, если выполнены следующие условия:

1) dom(f) ⊂ A, Im(f) ⊂ B;
2) f инъективен;
3) f сохраняет предикаты, функции и константы:

а) для Pn ∈ Σ и a0, . . . , an−1 ∈ dom(f)

PAa0 . . . an−1 ⇔ PBf(a0) . . . f(an−1);

б) для Fn ∈ Σ и a0, . . . , an−1, a ∈ dom(f)

FA(a0, . . . , an−1) = a⇔ FB

(
f(a0), . . . , f(an−1)

)
= f(a);

в) для c ∈ Σ и a ∈ dom(f)

cA = a⇔ cB = f(a).

Определение 5. Частичный изоморфизм f , у которого область определения
конечна, называется конечным частичным изоморфизмом.

Теорема 1 (критерий универсальной эквивалентности [12]). Пусть A и B—
системы сигнатуры Σ. Для того чтобы системы A и B были универсально эк-
виваленты, необходимо и достаточно, чтобы для любой конечной подсигнатуры
Σ1 ⊂ Σ любая конечная подсистема системы A сигнатуры Σ1 была частично
изоморфна некоторой подсистеме системы B той же сигнатуры и наоборот.

Данная работа посвящена доказательству следующей теоремы.

Теорема 2. Пусть K и L—бесконечные поля. Группы Gn(K) и Gm(L)
(G = GL,SL) универсально эквивалентны тогда и только тогда, когда n = m и
поля K и L универсально эквивалентны.

Замечание 2. Если поля K и L конечны, то универсальная эквивалент-
ность совпадает с изоморфизмом и можно сослаться на следующую теорему,
изложенную в [11].

Теорема 3. Пусть n и m—натуральные числа, n,m � 2, K и L—произ-
вольные поля. Тогда следующие условия эквивалентны:

1) n = m и K ∼= L;
2) GLn(K) ∼= GLm(L);
3) SLn(K) ∼= SLm(L).
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Сначала докажем более простую импликацию.

Предложение 1. Пусть K и L—универсально эквивалентные бесконечные
поля. Тогда для любого натурального n

GLn(K) ≡∀ GLn(L), SLn(K) ≡∀ SLn(L).

Доказательство. Зададим линейные группы как подсистемы в Kn2
:

GLn(K) =
{

(a1, . . . , an2) ∈ Kn2
∣
∣
∣
∑

σ∈Sn

(−1)σ
n∏

i=1

a(i−1)n+σ(i) �= 0
}
,

SLn(K) =
{

(a1 . . . an2) ∈ Kn2
∣
∣
∣
∑

σ∈Sn

(−1)σ
n∏

i=1

a(i−1)n+σ(i) = 1
}
.

Умножение в GLn(K) и SLn(K) задаётся следующей формулой:

(a1, . . . , an2) · (b1, . . . , bn2) = (c1, . . . , cn2),

где

ck = ci(n−1)+j =
n∑

l=1

ai(n−1)+l · b(l−1)n+j , k = 1, . . . , n2, i, j = 1, . . . , n.

Таким образом, любую конечную подсистему в GLn(K) или SLn(K) мы можем
задать как конечную подсистему в Kn2

. Так как поля K и L универсально
эквивалентны, то для неё можем найти конечную частично изоморфную ей под-
систему в Ln2

, а значит, для исходной подсистемы в GLn(K) или SLn(K) можем
найти конечную частично изоморфную ей в GLn(L) или SLn(L) соответственно
и наоборот.

Предложение доказано.

Доказательство противоположной импликации разобьём на два случая:
1) характеристика полей K и L равна 2; 2) характеристики полей K и L отличны
от 2.

3. Универсальная эквивалентность
линейных групп над полями характеристики 2

В настоящей части работы докажем следующую теорему.

Теорема 4. Пусть K и L—бесконечные поля характеристики 2, группы
Gn(K) и Gm(L) (G = GL,SL) универсально эквивалентны. Тогда n = m и
поля K и L универсально эквивалентны.

Здесь и далее в этом разделе все рассматриваемые поля имеют характери-
стику 2.
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Лемма 1. Пусть поле K имеет характеристику 2, n = 2 или n = 3. Пусть
при этом A ∈ GLn(K) (A ∈ SLn(K)), A �= E, A2 = E. Тогда в некотором базисе
матрица A имеет вид E + E12.

Доказательство. Пусть V0 = Ker(A + E)—это ненулевое подпространство
в Kn. Для любого вектора t ∈ V0 выполнено At = t. Так как A не единичный
оператор, то dimV0 < n.

Рассмотрим вектор x /∈ V0. Если (A + E)x = λx, то (A + E)2x = λ2x = 0.
Учитывая, что x �= 0, получаем, что λ = 0, а значит, x ∈ V0. Противоречие.

Следовательно, (A+E)x = y, x и y—линейно независимые векторы. Из это-
го же равенства получаем, что Ax = x+ y. Действие оператора A на векторе y:
Ay = A(Ax+ x) = x+ Ax = y. Отсюда сразу получаем, что при n = 2 матрица
оператора A в базисе {y, x} равна E + E12.

Если n = 3 и dimV0 = 2, то утверждение верно. Действительно, в базисе, со-
стоящем из векторов y, x и некоторого вектора из V0, линейно независимого с y,
матрица оператора A имеет искомый вид. Предположим теперь, что dimV0 = 1.
Дополним линейно независимую систему {y, x} до базиса вектором z и рассмот-
рим действие оператора A на векторе z: Az = z+ h, z и h линейно независимы.
Тогда Ah = A(Az+z) = z+Az = h, значит, h ∈ V0 и h = μy. Рассмотрим сумму
Az + μAx = z + μy + μx+ μy = z + μx. Тогда z + μx ∈ V0, значит, z + μx = νy,
что противоречит линейной независимости x, y, z. Утверждение доказано.

Далее мы будем рассматривать два случая: когда в поле извлекаются корни
третьей степени из единицы, т. е. существуют два таких числа ξ1 �= ξ2, отличные
от ξ0 = 1, что ξ31 = ξ32 = 1, и противоположный случай— когда таких корней
в поле нет.

3.1. Исследование свойств линейных групп,
выражающихся экзистенциальной формулой,
в случае когда в поле извлекаются
корни третьей степени из единицы

Лемма 2. Пусть в поле K характеристики 2 извлекаются корни третьей сте-
пени из единицы. Тогда в группе GLn(K) существует подмножество максимум
из 3n − 1 попарно коммутирующих матриц порядка 3, в группе SLn(K)—из
3n−1 − 1 попарно коммутирующих матриц порядка 3. В некотором базисе все
они имеют вид diag[ξ1, . . . , ξn], где все ξi —корни третьей степени из единицы.

Доказательство. Утверждение следует из того, что каждая такая матрица
диагонализируема, а также из того, что множество попарно коммутирующих
матриц имеет общий собственный вектор. Таким образом, все эти матрицы
имеют диагональный вид в общем базисе.

Обозначим через A
(
GLn(K)

)
(A
(
SLn(K)

)
или просто A, если понятно, о ка-

кой группе идёт речь) некоторый фиксированный максимальный набор матриц
вида diag[ξ1, . . . , ξn], существование которого доказано в лемме 2.
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Лемма 3. Пусть в поле K извлекаются корни третьей степени из единицы
и n � 4. Тогда в группах GLn(K) и SLn(K) матрица порядка 2, такая что при
её сопряжении всеми матрицами из набора A получаются ровно три различные
коммутирующие между собой матрицы, имеет вид E + Eij (i �= j) в базисе,
в котором вид матриц системы A не изменится.

Доказательство. Пусть для матрицы A выполнено, что A �= E, A2 = E, при
сопряжении матрицы A всеми матрицами из набора A получаются ровно три
различные матрицы. Предположим, что в матрице A есть по крайней мере два
внедиагональных ненулевых элемента apq и ats, таких что (p, q) �= (s, t). Тогда
сопрягая можем добиться того, что apq и ats умножаются на любой корень
третьей степени из единицы независимо друг от друга, т. е. получим более трёх
различных матриц сопряжением— противоречие. Пусть теперь (p, q) = (s, t) и
других внедиагональных ненулевых элементов нет. Тогда

A =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0

0
. . .

...
... 1

...
... aii 0 . . . 0 aij

...
... 0 1 0

...
...

...
. . .

...
...

... 0 1 0
...

... aji 0 . . . 0 ajj

...
... 1

...
...

. . . 0
0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 1

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.

Значит, нужно рассмотреть блок вида

(
aii aij

aji ajj

)
.

При его сопряжении диагональными матрицами из системы A получаются три
матрицы:

(
aii aij

aji ajj

)
,

(
aii ξ2aij

ξaji ajj

)
,

(
aii ξaij

ξ2aji ajj

)
,

где ξ—неединичный корень третьей степени из 1. Так как любые две из трёх
записанных выше матриц коммутируют, то получаем следующее соотношение:
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(
aii aij

aji ajj

)(
aii ξaij

ξ2aji ajj

)
=
(

a2
ii + ξ2aijaji ξaiiaij + aijajj

aiiaji + ξ2ajiajj ξaijaji + a2
jj

)
=

=
(
aii ξaij

ξ2aji ajj

)(
aii aij

aji ajj

)
=
(

a2
ii + ξaijaji aiiaij + ξaijajj

ξ2aiiaji + ajiajj ξ2aijaji + a2
jj

)
.

Отсюда, в частности, следует, что aijaji = 0. Учитывая условие A2 = E, полу-
чаем, что aii = ajj = 1.

Пусть aij �= 0. Если aij �= 1, то сделаем замену базиса, порождённую матри-
цей E + (aij + 1)Ejj (она коммутирует со всеми матрицами из системы A):

(
1 0
0 aij

)(
1 aij

0 1

)(
1 0
0 1/aij

)
=
(

1 1
0 1

)
,

что и требовалось.

Лемма 4. Пусть в поле K извлекаются корни третьей степени из единицы
и n � 4. Тогда в группах GLn(K) и SLn(K) максимальный набор матриц по-
рядка 2 с попарно различными централизаторами, таких что при сопряжении
каждой из них всеми матрицами набора A получаются ровно три различные
матрицы и любые две из них коммутируют, состоит из n2−n матриц, имеющих
вид E + cijEij (i, j = 1, . . . , n, i �= j, cij ∈ K∗) в базисе, в котором вид матриц
системы A не изменится.

Доказательство. Из доказательства предыдущей леммы получаем, что все
интересующие нас матрицы порядка 2 имеют в общем базисе (в котором вид
матриц системы A не изменится) требуемый вид. Учитывая, что они имеют
попарно различные централизаторы, получаем, что их не более n2 − n штук, и
такое количество найдётся.

Лемма 5. Пусть в полях K и L характеристики 2 извлекаются корни третьей
степени из единицы и известно, что Gn(K) ≡∀ Gm(L) (G = GL или G = SL).
Тогда n = m.

Доказательство. Пусть GLn(K) ≡∀ GLm(L). Рассмотрим экзистенциаль-
ную формулу

∃A1 . . . ∃A3N−1−1

(
3N−1−1∧

i=1

(¬Ai = E) &
3N−1−1∧

i,j=1
i�=j

(¬Ai = Aj) &

&
3N−1−1∧

i,j=1

(AiAj = AjAi) &
3N−1−1∧

i=1

(A3
i = E)

)

, (1)

утверждающую наличие набора из 3N−1 − 1 попарно различных неединичных
попарно коммутирующих матриц порядка 3. Наибольшее значение N , для кото-
рого формула (1) истинна в обеих группах, согласно лемме 2 одинаково и равно
N = n+ 1 = m+ 1.
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Аналогично в случае, когда SLn(K) ≡∀ SLm(L), для наибольшего N ,
для которого формула (1) истинна в каждой паре групп, выполнено условие
N = m = n.

3.2. Исследование свойств линейных групп,
выражающихся экзистенциальной формулой,
в случае когда в поле не извлекаются
корни третьей степени из единицы

Лемма 6. Если в поле K характеристики 2 не извлекаются корни третьей
степени из единицы, то в группах GLn(K) и SLn(K) любая матрица поряд-
ка 3 в некотором базисе имеет блочно-диагональный вид, где каждый блок—
это одна из матриц E11 + E12 + E21, E12 + E21 + E22 или E. Максимальный
набор попарно коммутирующих матриц порядка 3 состоит из 3[n/2] − 1 матриц,
имеющих в некотором базисе блочно-диагональный вид, где каждый блок— это
одна из матриц E11 + E12 + E21, E12 + E21 + E22 или E.

Доказательство. При доказательстве будем пользоваться приёмом, изло-
женным в [4]. Рассмотрим такую неединичную матрицу A, что A3 = E. Пусть
σ = E+A+A2. Заметим, что σ2 = σ. Пространство Kn раскладывается в сумму
подпространств V0 = σKn и V1 = (E + σ)Kn, так как любой вектор из x ∈ Kn

представи́м в виде x = σx+ (E + σ)x.
На подпространстве V0 оператор A действует тождественно. Действительно,

если x ∈ V0, то x = σy для некоторого y ∈ Kn. Тогда

Ax = Aσy = A(E +A+A2)y = σy = x.

Теперь покажем, что V1 = Kerσ. Пусть x ∈ V1. Тогда x = (E + σ)y для
некоторого y ∈ Kn. Далее,

σx = σ(E + σ)y = (σ + σ2)y = 0.

Из доказанного следует, что сумма V0 и V1 прямая: Kn = V0 ⊕ V1.
Рассмотрим действие оператора A на подпространстве V1. Предположим сна-

чала, что x ∈ V1 — собственный вектор оператора A. Тогда Ax = λx, значит,
λ3 = 1, поэтому λ = 1. Пусть теперь ненулевой вектор x принадлежит V1 и не
является собственным вектором оператора A. Тогда y = Ax ∈ V1 (x = (E + σ)t
для некоторого t ∈ Kn, y = Ax = A(E + σ)t = (E + σ)(At) ∈ V1), x и y—
линейно независимые векторы. Оператор A действует на y следующим образом:
Ay = A2x = (σ+A+E)x = y+ x. Таким образом, подпространство V1 распада-
ется в прямую сумму двумерных инвариантных подпространств оператора A.

Из доказанного выше следует, что матрица оператора A в некотором базисе
имеет блочно-диагональный вид, где на диагонали стоят блоки одного из трёх
типов:

E,

(
0 1
1 1

)
,

(
1 1
1 0

)
.
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Пусть B
(
GLn(K)

)
(B
(
SLn(K)

)
) — некоторый фиксированный максимальный

набор попарно коммутирующих матриц порядка 3 из леммы 6.

Лемма 7. Пусть в бесконечном поле K не извлекаются корни третьей сте-
пени из единицы и n > 5. Тогда в GLn(K) и SLn(K) матрица, имеющая в неко-
тором базисе вид E +E12, выделяется экзистенциальной формулой.

Доказательство. Матрицы каждого из наборов B
(
GLn(K)

)
(B
(
SLn(K)

)
)

в соответствующих группах выделяются экзистенциальной формулой: суще-
ствует 3[n/2]−1 различных попарно коммутирующих матриц порядка 3. Этот на-
бор матриц разбивается на классы сопряжённости— множества матриц, содер-
жащих одинаковое количество неединичных блоков. Присвоим каждому классу
номер, равный количеству неединичных блоков в каждой матрице класса. Та-
ким образом, существует [n/2] классов сопряжённости, в k-м классе 2kCk

[n/2]

матриц, k = 1, . . . , [n/2].
Будем последовательно нумеровать матрицы из всех классов сопряжённости

по убыванию номеров классов и выписывать соответствующие соотношения по-
парной сопряжённости матриц каждого класса в нашу формулу, при этом она
останется экзистенциальной.

Покажем, что не существует биекции классов сопряжённости, не оставля-
ющей на месте первый класс. Достаточно доказать, что 2[n/2] < 2kCk

[n/2] при
1 < k � [n/2]. Так как n > 5, то [n/2] > 2. Тогда при k = [n/2] получим, что
2[n/2] < 1·2[n/2], а при 1 < k < [n/2] получим, что 2[n/2] < 2k ·[n/2] < 2k ·Ck

[n/2].
Таким образом, мы можем выделить все матрицы, имеющие ровно один

неединичный блок. Все эти матрицы разбиваются на пары взаимно обратных.
Выберем из каждой пары по одной матрице и обозначим их A1, . . . , A[n/2], и
пусть C = {A1, . . . , A[n/2]}. Можем считать, что блоки размерности 2 идут под-
ряд, а номер матрицы равен номеру места, на котором у неё стоит неединичный
блок.

Рассмотрим матрицу B = (bij), коммутирующую с A1, и докажем, что
b1i = b2i = 0, bi1 = bi2 = 0, i = 3, . . . , n. Не умаляя общности, можем счи-
тать, что неединичный блок матрицы A1 равен E11 + E12 + E21. Тогда

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 1
1 0

1
. . .

1

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

b11 b12 b13 . . . b1n

b21 b22 b23 . . . b2n

b31 b32 b33 . . . b3n

...
...

...
...

bn1 bn2 bn3 . . . bnn

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

=

=

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

b11 + b21 b12 + b22 b13 + b23 . . . b1n + b2n

b11 b12 b13 . . . b1n

b31 b32 b33 . . . b3n

...
...

...
...

bn1 bn2 bn3 . . . bnn

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠
,
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⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

b11 b12 b13 . . . b1n

b21 b22 b23 . . . b2n

b31 b32 b33 . . . b3n

...
...

...
...

bn1 bn2 bn3 . . . bnn

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 1
1 0

1
. . .

1

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

=

=

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

b11 + b12 b11 b13 . . . b1n

b21 + b22 b21 b23 . . . b2n

b31 + b32 b31 b33 . . . b3n

...
...

...
...

bn1 + bn2 bn1 bn3 . . . bnn

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠
.

Отсюда получаем, что b1i = b1i + b2i = b2i = 0, bi1 = bi1 + bi2 = bi2 = 0,
i = 3, . . . , n.

Аналогично если B = (bij) коммутирует с Am, то b2m−1,i = b2m,i = 0,
bi,2m−1 = bi,2m = 0, i = 1, . . . , ̂2m− 1, 2̂m, . . . , n.

Теперь рассмотрим матрицу C, коммутирующую с [n/2] − 1 из матриц Ai

(можем считать, что это A1, . . . , A[n/2]−1, иначе сделаем замену базиса, пере-
ставляющую блоки) и имеющую порядок 2. Согласно доказанному выше мат-
рица C имеет блочно-диагональную структуру: у неё либо [n/2] = n/2 блоков
размерности 2, либо [n/2] − 1 блок размерности 2 и один блок (последний)
размерности 3. Кроме того, все блоки матрицы C в квадрате равны E и все,
кроме последнего, коммутируют с блоком порядка 3. Таким образом, для блока,
коммутирующего с блоком порядка 3, имеем, что

(
a b
c d

)(
1 1
1 0

)
=
(
a+ b a
c+ d c

)
,

(
1 1
1 0

)(
a b
c d

)
=
(
a+ c b+ d
a b

)
,

(
a b
c d

)(
a b
c d

)
=
(
a2 + bc ab+ bd
ac+ cd bc+ d2

)
=
(

1 0
0 1

)
.

Из матричных соотношений следует, что b = c и b(a + d) = 0. Если b = 0, то
a = d = 1, b = c = 0, иначе a = d, а так как a = b+ d, то b = 0, значит, и c = 0,
и снова a = d = 1.

Мы получили, что все, кроме последнего, блоки матрицы C единичные,
а последний имеет размерность 2 или 3 и порядок 2, значит, согласно лем-
ме 1 в некотором базисе (в котором вид матриц системы B, вообще говоря,
изменится) матрица C имеет вид E + E12.

Лемма 8. Пусть в бесконечном поле K не извлекаются корни третьей сте-
пени из единицы и n > 5. Если n чётно, то в группах GLn(K) и SLn(K) ни для
какой матрицы из системы C (определённой в доказательстве леммы 7) не най-
дётся двух таких различных коммутирующих между собой матриц порядка 2
с различными централизаторами, что они коммутируют со всеми матрицами из
системы C, кроме данной. Если n нечётно, то в группе SLn(K) для матрицы
из системы C существуют две такие различные коммутирующие между собой
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матрицы порядка 2 с различными централизаторами, что они коммутируют со
всеми матрицами из системы C, кроме данной.

Доказательство. Если n чётно, то согласно доказательству леммы 7 мат-
рица Ae порядка 2, коммутирующая со всеми, кроме одной (назовём её Be и
будем считать, что у неё неединичный только первый блок), матрицами систе-
мы C в некотором базисе (в котором все матрицы системы C, кроме, быть может,
Be, будут иметь прежний вид, а у матрицы Be может поменяться только вид
первого блока) имеет вид

Ae =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 1
0 1

E
. . .

E

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠
,

где все единичные блоки имеют размерность 2, а разбиение на блоки соответ-
ствует разбиению на блоки в матрицах системы C. Все матрицы порядка 2,
коммутирующие со всеми матрицами из C, кроме Be, а также с матрицей Ae

в том же базисе имеют вид
⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 α
0 1

1
. . .

1

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠
,

но централизатор каждой такой матрицы совпадает с централизатором матри-
цы Ae.

Пусть теперь n нечётно. Тогда согласно лемме 7 матрица Ao порядка 2,
коммутирующая со всеми, кроме одной (назовём её Bo), матрицами системы C,
в том же базисе имеет вид

Ao =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

Ão

E
. . .

E

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠
,

где блок Ão имеет размерность 3, а все единичные блоки имеют размерность 2,
и разбиение на блоки соответствует разбиению на блоки в матрицах системы C.
Тогда в качестве двух коммутирующих матриц порядка 2, имеющих различные
централизаторы и коммутирующих со всеми матрицами системы C, кроме Bo,
мы можем взять следующие матрицы (в том же базисе):
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⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 1 0
0 1 0
0 0 1

1
. . .

1

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

,

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 0 0
0 1 0
0 1 1

1
. . .

1

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.

Лемма доказана.

Прежде чем доказывать лемму, аналогичную лемме 5, для случая полей,
в которых не извлекаются корни третьей степени из единицы, сделаем несколь-
ко замечаний об экзистенциальных формулах, истинных в группах GLn(K) и
SLn(K) при 2 � n � 5.

При n = 2 в группах GLn(K) и SLn(K) максимальный набор из попарно
коммутирующих матриц порядка 3 состоит из двух матриц, а матрица поряд-
ка 2 обладает следующим свойством: любая коммутирующая с ней матрица
порядка 2 имеет такой же централизатор.

При n = 3 в группах GLn(K) и SLn(K) максимальный набор из попарно
коммутирующих матриц порядка 3 также состоит из двух матриц, но найдутся
две коммутирующие матрицы порядка 2 с различными централизаторами.

При n = 4 и n = 5 в группах GLn(K) и SLn(K) максимальный набор
попарно коммутирующих матриц порядка 3 состоит из восьми матриц. Пока-
жем, как в этом случае различить размерности. Заметим, что матрица, которая
в некотором базисе имеет вид максимальной жордановой клетки с собственным
значением 1, имеет наибольший среди всех матриц группы порядок вида 2k

(возможно, есть матрицы с другой жордановой формой и таким же порядком,
например, порядок 4 имеет жорданова клетка размерности 3 и 4). Поэтому при
n = 4 наибольшее такое k, что в группе есть элемент порядка 2k, равно 2,
порядок 4, как уже было замечено, имеет, например, жорданова клетка

⎛

⎜
⎜
⎝

1 1 0 0
0 1 1 0
0 0 1 1
0 0 0 1

⎞

⎟
⎟
⎠ ,

а при n = 5 наибольший порядок вида 2k равен 8, это порядок матрицы
⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 1 0 0 0
0 1 1 0 0
0 0 1 1 0
0 0 0 1 1
0 0 0 0 1

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠
.

Лемма 9. Пусть в бесконечных полях K и L характеристики 2 не извле-
каются корни третьей степени из единицы и известно, что Gn(K) ≡∀ Gm(L)
(G = GL или G = SL). Тогда n = m.
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Доказательство. Рассмотрим формулу

∃A1 . . . ∃A3N−1

(
3N−1∧

i=1

(¬Ai = E) &
3N−1∧

i,j=1
i�=j

(¬Ai = Aj) &

&
3N−1∧

i,j=1

(AiAj = AjAi) &
3N−1∧

i=1

(A3
i = E)

)

.

В ней утверждается существование набора из 3N − 1 различных попарно ком-
мутирующих матриц порядка 3. Так как линейные группы универсально экви-
валентны, то наибольшее N , при котором формула истинна в группах Gn(K) и
Gm(L) (G = GL,SL4), одинаково, и согласно лемме 8 N = [n/2] = [m/2].

Если N = 1, то формула

∃A1 ∃A2 ∃C ((¬A1 = A2) & (¬A1 = E) & (¬A2 = E) &

& (A1A2 = A2A1) & (A2
1 = E) & (A2

2 = E) &

& (A1C = CA1) & (¬A2C = CA2)
)
,

утверждающая наличие в группе двух различных коммутирующих матриц по-
рядка 2, имеющих различные централизаторы, либо истинна, либо ложна одно-
временно в обеих группах. Если она истинна, то n = m = 3, иначе n = m = 2.

Если N = 2, то наибольшее k, для которого в обеих группах истинна фор-
мула

∃J
( 2k−1∧

i=1

(¬J i = E) & (J2k

= E)
)
,

одинаково. Если наибольшее значение k равно 2, то n = m = 4, а если k = 3,
то n = m = 5.

Пусть теперь N � 3. Значит, n,m � 6, и мы можем использовать приёмы из
лемм 7 и 8. Рассмотрим формулу

∃A11 . . . ∃A1,2C1
M

∃A21 . . . ∃A2,22C2
M

. . . ∃AM,1 . . . ∃AM,2M CM
M

∃B1 ∃B2 ∃C ∃Ck,i,j (k = 1, . . . ,M ; i, j = 1, . . . , k)
(

M∧

k=1

2kCk
M∧

i=1

(¬Ak,i = E) &
M∧

k=1

2kCk
M∧

i=1

M∧

l=1

2lCl
M∧

j=1
(k,i) �=(l,j)

(¬Ak,i = Al,j) &

&
M∧

k=1

2kCk
M∧

i=1

M∧

l=1

2lCl
M∧

j=1

(Ak,iAl,j = Al,jAk,i) &
M∧

k=1

2kCk
M∧

i=1

(A3
k,i = E) &

&
M∧

k=1

2kCk
M∧

i=1

2kCk
M∧

j=1

(Ak,i = C−1
k,i,jAk,jCk,i,j) &

C1
M∧

i=1

(A1,iA1,i+C1
M

= E) &
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& (¬B1 = E) & (¬B2 = E) &

&
C1

M−1∧

i=1

(B1A1,i = A1,iB1) &
C1

M−1∧

i=1

(B2A1,i = A1,iB2) &

& (B2
1 = E) & (B2

2 = E) & (B1B2 = B2B1) &

& (B1C = CB1) & (¬B2C = CB2)

)

.

При M , равном целой части от половины размерности группы, эта формула вы-
деляет среди матриц системы B класс сопряжённости, состоящий из матриц,
имеющих ровно один неединичный блок (это A11, . . . , A1,2C1

M
), и систему C

среди них, C = {A11, . . . , A1,C1
M
}. Далее утверждается наличие двух коммути-

рующих матриц порядка 2 с различными централизаторами, коммутирующих
со всеми матрицами системы C, кроме A1,C1

M
. Это предложение истинно или

ложно одновременно в обеих группах. Если при N = M оно истинно в обеих
группах, то n = m = 2M + 1, иначе n = m = 2M .

3.3. Исследование свойств линейных групп,
выражающихся экзистенциальной формулой,
без предположения о наличии
корней третьей степени из единицы

Предложение 2. Пусть бесконечные поля K и L имеют характеристику 2 и
Gn(K) ≡∀ Gm(L) (G = GL или G = SL). Тогда n = m.

Доказательство. Выпишем две формулы:

∃A1 . . . ∃A3N−1

(
3N−1∧

i=1

(¬Ai = E) &
3N−1∧

i,j=1
i�=j

(¬Ai = Aj) &

&
3N−1∧

i,j=1

(AiAj = AjAi) &
3N−1∧

i=1

(A3
i = E)

)

, (2)

∃J
( 2k−1∧

i=1

(¬J i = E) & (J2k

= E)
)
. (3)

Так как группы универсально эквивалентны, то наибольшее N , для которого
истинна формула (2), одинаково для обеих групп. Поэтому в случае полных
линейных групп порядок групп может быть равен N , 2N , 2N + 1, а в случае
специальных линейных групп порядок групп может быть равен N + 1, 2N ,
2N + 1.

Наибольшее k, для которого истинна формула (3), также одинаково. Учи-
тывая тот факт, что клетка максимального размера с собственным значением 1
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имеет порядок 2k, где k— такое наименьшее натуральное число, что 2k � n,
2k � m, получаем, что

2k−1 < n � 2k,

2k−1 < m � 2k.

Поэтому для полных линейных групп возможны следующие случаи.
1. Только одно из чисел N , 2N , 2N + 1 принадлежит промежутку (2k−1; 2k].

Тогда n = m совпадает с этим числом. Мы также узнаём, извлекаются ли
в полях K и L корни третьей степени из единицы.

2. 2N, 2N+1 ∈ (2k−1; 2k]. Тогда в полях K и L не извлекаются корни третьей
степени из единицы, значит, можем применить лемму 9 и установить, что
m = n.

Для специальных линейных групп, кроме случаев, аналогичных рассмот-
ренным выше (только одно из чисел N + 1, 2N , 2N + 1 принадлежит про-
межутку (2k−1; 2k] и 2N, 2N + 1 ∈ (2k−1; 2k]), нужно рассмотреть случай
N + 1, 2N ∈ (2k−1; 2k]. В этом случае N = 2k−1 и N + 1—размер наименьшей
жордановой клетки, имеющей порядок 2k. В группе SLN+1(K) у жордановой
клетки размера N + 1 централизатор коммутативен. Если N = 1, то порядок
обеих групп равен N + 1 = 2N = 2. Если N > 1, то если в группах найдётся
матрица порядка 2k с некоммутативным централизатором, то порядок групп ра-
вен 2N , иначе порядок равен N+1. Действительно, при N = 2 в группе порядка
2N = 4 имеются две не коммутирующие друг с другом матрицы

⎛

⎜
⎜
⎝

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 1 1

⎞

⎟
⎟
⎠ ,

⎛

⎜
⎜
⎝

1 0 0 1
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

⎞

⎟
⎟
⎠ ,

перестановочные с жордановой клеткой
⎛

⎜
⎜
⎝

1 1 0 0
0 1 1 0
0 0 1 0
0 0 0 1

⎞

⎟
⎟
⎠ .

При N>2 выполнено 2N−(N+1)�2, и привести пример двух некоммутирующих
матриц из централизатора жордановой клетки порядка 2k также нетрудно.

Определение 6. Назовём конечный частичный изоморфизм

Φ: Gn(K) → Gm(L) (G = GL,SL)

особым, если dom(Φ) содержит следующий конечный набор матриц: единичная
матрица, максимальная совокупность попарно коммутирующих матриц поряд-
ка 3 (система матриц A или B в зависимости от наличия в поле корней третьей
степени), все матрицы вида E + Eij (i, j = 1, . . . , n; i �= j) в соответствую-
щем базисе, а также вспомогательные матрицы из формул, использованных при
доказательстве леммы 9 и предложения 2 (их конечное число).
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Лемма 10. Пусть бесконечные поля K и L имеют характеристику 2 и из-
вестно, что Gn(K) ≡∀ Gm(L) (G = GL,SL). Тогда при любом особом конечном
частичном изоморфизме

Φ: Gn(K) → Gm(L) (G = GL,SL)

матрица E + E12 отобразится в матрицу, имеющую в некотором базисе вид
E + E12.

Доказательство. Согласно предложению 2 порядки групп n и m совпадают.
Если n = m = 2 или n = m = 3, то утверждение следует из леммы 1.

Пусть теперь n = m � 4. Из доказательства предложения 2 следует, что мы
можем различить случаи, когда извлекаются и не извлекаются корни третьей
степени в полях K и L. Если корни извлекаются, то утверждение следует из
леммы 3, а если корни не извлекаются и n = m � 6, то из леммы 7. Таким
образом, осталось рассмотреть два случая: корни третьей степени из единицы
в полях не извлекаются, а n = m = 4 или n = m = 5.

Рассмотрим сначала случай n = m = 4. Так как матрицы E +E12 и E +E13

сопряжены, то достаточно доказать, что образ матрицы E + E13 в некотором
базисе имеет вид E + E13. Действительно, матрицы порядка 4 в некотором
базисе имеют вид

A1 =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 1 0 0
0 1 1 0
0 0 1 1
0 0 0 1

⎞

⎟
⎟
⎠ , A2 =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 1 0 0
0 1 1 0
0 0 1 0
0 0 0 1

⎞

⎟
⎟
⎠ .

Добавим условие некоммутативности централизатора (т. е. добавим в экзи-
стенциальную формулу утверждение о существовании двух дополнительных
матриц, экзистенциальность формулы не нарушится), ему будет удовлетворять
только матрица A2, A2

2 = E +E13. Таким образом, мы получили требуемое.
Пусть теперь n = 5. Как мы уже знаем, матрица, имеющая максимальный

порядок, являющийся степенью двойки, — это максимальная жорданова клетка
с собственным значением 1. Её четвёртая степень равна E +E15. Значит, образ
матрицы E + E15 при конечном частичном изоморфизме имеет в некотором
базисе тот же вид, отсюда получаем утверждение леммы.

Теперь мы знаем, что вид матрицы E + E12 при отображении посредством
особого конечного частичного изоморфизма сохраняется, и далее можем вос-
пользоваться результатами из [5], а именно леммами 2.20 и 2.21.

Лемма 11. Пусть бесконечные поля K и L имеют характеристику 2 и из-
вестно, что Gn(K) ≡∀ Gn(L) (G = GL,SL). Тогда при любом особом конечном
частичном изоморфизме

Φ: Gn(K) → Gm(L) (G = GL,SL)

все матрицы вида E + Eij переходят в матрицы, которые в некотором общем
базисе имеют тот же вид.
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3.4. Доказательство основной теоремы

Определение 7. Для данного элемента α поля K матрицу E + αE12 ∈
∈ GLn(K) (E + αE12 ∈ SLn(K)) назовём матрицей сложения, а матрицу
diag[α, 1/α, 1, . . . , 1]—матрицей умножения.

Лемма 12. При умножении матриц сложения, соответствующих элементам
α и β, получается матрица сложения, соответствующая элементу α + β. При
умножении матриц умножения, соответствующих элементам α и β, получается
матрица умножения, соответствующая элементу αβ.

Доказательство. Прямая проверка.

Лемма 13. Пусть бесконечные поля K и L имеют характеристику 2 и

Gn(K) ≡∀ Gm(L) (G = GL,SL).

Тогда при любом особом конечном частичном изоморфизме

Φ: Gn(K) → Gm(L) (G = GL,SL)

матрицы сложения и умножения переходят в матрицы того же вида, причём
если

Φ
(
αE11 +

1
α
E22

)
= βE11 +

1
β

и Φ(E + αE12) = E + γE12, то β = γ.

Доказательство. Централизатор матрицы E + Eij (i �= j) состоит из всех
матриц (ast), у которых asi = 0, 1 � s � n, s �= i, ajt = 0, 1 � t � n, t �= i,
aii = ajj . Отсюда следует, что матрицы сложения характеризуются следую-
щим свойством: это матрицы порядка 2, коммутирующие с теми и только теми
матрицами из E + Eij (i �= j), с которыми коммутирует E + E12.

Докажем, что матрицы умножения— это ровно те матрицы A, для которых
верно следующее:

A(E + Eij) = (E + Eij)A (3 � i � n, 3 � j � n, i �= j),

(A(E +E12)A−1)(E + E12) = (E + E12)(A(E + E12)A−1),

(A(E +E21)A−1)(E + E21) = (E + E21)(A(E + E21)A−1),
(
(E + E12)(E + E21)(E + E12)A

)2 = E.

Из первого условия следует, что

A =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

a11 a12 0 . . . 0
a21 a22 0 . . . 0
0 0 λ
...

...
. . .

0 0 λ

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠
.
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Далее,

A(E + E12)A−1 =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

a11 a12 0 . . . 0
a21 a22 0 . . . 0
0 0 λ
...

...
. . .

0 0 λ

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

×

×

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 1 0 . . . 0
0 1 0 . . . 0
0 0 1
...

...
. . .

0 0 1

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

a22 a12 0 . . . 0
a21 a11 0 . . . 0
0 0 1/λ
...

...
. . .

0 0 1/λ

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

=

=

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

a11 a12 0 . . . 0
a21 a22 0 . . . 0
0 0 λ
...

...
. . .

0 0 λ

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

a21 + a22 a11 + a12 0 . . . 0
a21 a11 0 . . . 0
0 0 1/λ
...

...
. . .

0 0 1/λ

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

=

=

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

∗ ∗ 0 . . . 0
a2
21 ∗ 0 . . . 0
0 0 1
...

...
. . .

0 0 1

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

коммутирует с E + E12, значит, a21 = 0. Аналогично a12 = 0.
Теперь применим последнее соотношение. Так как

⎛

⎝
1 1 0
0 1 0
0 0 E

⎞

⎠

⎛

⎝
1 0 0
1 1 0
0 0 E

⎞

⎠

⎛

⎝
1 1 0
0 1 0
0 0 E

⎞

⎠ =

⎛

⎝
0 1 0
1 0 0
0 0 E

⎞

⎠ ,

получаем
⎛

⎝
0 1 0
1 0 0
0 0 E

⎞

⎠

⎛

⎝
a11 0 0
0 a22 0
0 0 λE

⎞

⎠ =

⎛

⎝
0 a22 0
a11 0 0
0 0 λE

⎞

⎠ ,

⎛

⎝
0 a22 0
a11 0 0
0 0 λE

⎞

⎠

2

=

⎛

⎝
a11a22 0 0

0 a11a22 0
0 0 λ2E

⎞

⎠ = E,

следовательно, a11a22 = 1, λ = 1.
Теперь докажем второе утверждение леммы. Пусть

Φ
(
E +

1
α
E21

)
= E + δE21
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(то, что вид сохраняется, доказывается аналогично сохранению вида E+αE12).
В GLn(K) (SLn(K)) выполнено следующее соотношение:

(
1 α
0 1

)(
1 0

1/α 1

)(
1 α
0 1

)(
1 1
0 1

)(
1 0
1 1

)(
1 1
0 1

)
=
(
α 0
0 1/α

)
,

поэтому в GLn(L) (SLn(L)) выполнено
(

1 γ
0 1

)(
1 0
δ 1

)(
1 γ
0 1

)(
1 1
0 1

)(
1 0
1 1

)(
1 1
0 1

)
=

=
(

γ2δ 1 + γδ
1 + γδ δ

)
=
(
β 0
0 1/β

)
.

Отсюда получаем, что γδ = 1 и β = γ2δ = γ, что и требовалось.

Доказательство теоремы 4. Утверждение о совпадении порядков групп
уже доказано в предложении 2. Используя критерий универсальной эквива-
лентности, покажем, что поля K и L универсально эквивалентны.

Пусть K1 ⊂ K —некоторая конечная подмодель поля K. Наша задача—
найти для неё конечно частично изоморфную ей подмодель L1 в поле L. Пусть
G1 ⊂ Gn(K) (G = GL,SL) содержит все матрицы сложения E + αE12 и умно-
жения diag[α, 1/α, 1, . . . , 1] для всех α ∈ K1, а также набор попарно комму-
тирующих матриц порядка 3, составляющих систему A или B в зависимости
от наличия в полях корней третьей степени из единицы, единичную матрицу,
все матрицы E + Eij (i, j = 1, . . . , n, i �= j) и конечное число вспомогательных
матриц из лемм 5, 9 и предложения 2. Так как группы универсально эквива-
лентны, то для подмодели G1 существует конечная подмодель G2 ⊂ Gn(K)
(G = GL,SL), частично изоморфная G1, причём конечный частичный изомор-
физм Φ: G1 → G2 является особым. Поэтому матрицы сложения и умножения
переходят в матрицы того же вида, и если матрицы сложения S и P соответ-
ствовали одному элементу α поля K, то и их образы Φ(S) и Φ(P ) соответствуют
одному и тому же элементу β поля L. Тогда L1 —множество всех элементов по-
ля L, которые соответствуют парам образов матриц сложения и умножения для
всех элементов из K1. Теорема доказана.

4. Универсальная эквивалентность линейных групп
над полями характеристики, отличной от 2

В этом разделе мы докажем следующую теорему.

Теорема 5. Пусть K и L—бесконечные поля, charK, charL �= 2, группы
Gn(K) и Gm(L) (G = GL,SL) универсально эквивалентны. Тогда n = m и
поля K и L универсально эквивалентны.

В этом разделе все рассматриваемые поля имеют характеристику, отличную
от 2, если специально не указано обратное.
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4.1. Свойства линейных групп,
выражающиеся экзистенциальной формулой

Лемма 14. Пусть K —поле, charK �= 2, n—натуральное число. В группе
GLn(K) существует подмножество максимум из 2n−1 попарно коммутирующих
матриц порядка 2, а в группе SLn(K)—из 2n−1 − 1 попарно коммутирующих
матриц порядка 2.

Доказательство. Существует базис, в котором все попарно коммутирующие
матрицы порядка 2 диагонализируемы и имеют вид diag[±1, . . . ,±1], значит,
в GLn(K) 2n − 1 попарно коммутирующих матриц порядка 2, а в SLn(K)—
2n−1 − 1.

Обозначим через D(GLn(K)) (D
(
SLn(K)

)
или просто D, если понятно, о ка-

кой группе идёт речь) некоторый фиксированный максимальный набор попарно
коммутирующих матриц порядка 2, существование которого доказано в лем-
ме 14. Ясно, что набор матриц D выделяется экзистенциальной формулой.

Заметим, что благодаря лемме 14 мы можем разделить случаи, когда по-
ля имеют характеристику 2 и характеристику, отличную от 2. Действительно,
справедлива следующая лемма.

Лемма 15. Пусть K и L—бесконечные поля произвольной характеристики,
группы Gn(K) и Gm(L) (G = GL,SL) универсально эквивалентны. Тогда либо
charK = charL = 2, либо charK �= 2 и charL �= 2.

Доказательство. Запишем следующую формулу:

∃A1 . . . ∃AM
(

M∧

i=1

(¬Ai = E) &
M∧

i,j=1
i�=j

(¬Ai = Aj) &
M∧

i,j=1

(AiAj = AjAi) &
M∧

i=1

(A2
i = E)

)

.

Если для некоторого достаточно большого M она ложна в обеих группах, то
характеристика обоих полей отлична от 2. В противном случае характеристика
полей равна 2. Действительно, так как поле бесконечно, то для любого сколь
угодно большого M набор матриц вида E + αiE12, где α1, . . . , αM —различные
элементы поля, можно взять в качестве A1, . . . , AM .

Все попарно коммутирующие инволюции из системы D разбиваются на клас-
сы сопряжённости, каждый класс состоит из матриц, у которых на диагонали
стоит одинаковое количество −1.

Предложение 3. Пусть бесконечные поля K и L имеют характеристику,
отличную от 2, и Gn(K) ≡∀ Gm(L) (G = GL,SL). Тогда n = m.
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Доказательство. Рассмотрим формулу

∃A1 . . . ∃A2N−1

(
2N−1∧

i=1

(¬Ai = E) &
2N−1∧

i,j=1
i�=j

(¬Ai = Aj) &

&
2N−1∧

i,j=1

(AiAj = AjAi) &
2N−1∧

i=1

(A2
i = E)

)

. (4)

Так как группы универсально эквивалентны, то наибольшее N , такое что
формула (4) истинна в группах, одинаково для обеих групп. В случае об-
щих линейных групп n = m = N , а в случае специальных линейных групп
n = m = N + 1.

Лемма 16. Пусть K —бесконечное поле, charK �= 2. В группе GLn(K) два
подмножества системы D, состоящие из матриц, у которых −1 на диагонали
встречается один или n− 1 раз, выделяются экзистенциальной формулой. Если
n нечётно, то в группе SLn(K) подмножество системы D, состоящее из матриц,
у которых −1 на диагонали встречается n−1 раз, выделяется экзистенциальной
формулой.

Доказательство. Утверждение следует из того, что среди всех инволюций
необходимые нам лежат в GLn(K) в двух классах сопряжённости, содержащих
по n элементов, а в SLn(K)—в одном n-элементном классе сопряжённости;
во всех остальных классах сопряжённости (кроме класса, состоящего из одной
матрицы −E, в случае GLn(K)) инволюций больше.

Определение 8. Обозначим через E подмножество матриц системы D, у ко-
торых −1 стоит на диагонали один или n− 1 раз. Согласно предыдущей лемме
такое множество матриц выделяется экзистенциальной формулой.

Лемма 17. Пусть бесконечные поля K и L имеют характеристику, отличную
от 2, и известно, что Gn(K) ≡∀ Gn(L) (G = GL,SL), а также n нечётно
в случае специальных линейных групп. Тогда при любом конечном частичном
изоморфизме

Φ: Gn(K) → Gn(L) (G = GL,SL),

таком что dom Φ содержит все матрицы системы D, диагональная матрица отоб-
разится в диагональную матрицу.

Доказательство. Утверждение следует из того, что диагональная матри-
ца коммутирует со всеми матрицами системы E, значит, таким же свойством
обладает и её образ, следовательно, образ является диагональной матрицей.

Лемма 18. Пусть бесконечные поля K и L имеют характеристику, отличную
от 2, и известно, что Gn(K) ≡∀ Gn(L) (G = GL,SL, n нечётно для специальных
линейных групп). Тогда при любом конечном частичном изоморфизме

Φ: Gn(K) → Gn(L) (G = GL,SL),
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таком что dom Φ содержит все матрицы системы D, а также конечный на-
бор вспомогательных матриц из предыдущих лемм, матрица −E + E11 + E22 +
+ E12 + E21 отобразится в матрицу, имеющую вид

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

0 1 0 . . . 0
1 0 0 . . . 0
0 0 ±1
...

...
. . .

0 0 ±1

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

в базисе, в котором вид матриц системы D не изменится.

Доказательство. Как мы уже знаем, множество матриц E выделяется экзи-
стенциальной формулой. Известно, что −E+E11 +E22 +E21 +E12 коммутирует
со всеми матрицами системы E, кроме двух. Поэтому

Φ(−E + E11 + E22 + E21 + E12) =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

d11 d12 0 . . . 0
d21 d22 0 . . . 0
0 0 d33 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . dnn

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠
,

а так как (−E + E11 + E22 + E21 + E12)2 = E, то

E =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

d11 d12 0 . . . 0
d21 d22 0 . . . 0
0 0 d33 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . dnn

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

2

=

=

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

d2
11 + d12d21 d11d12 + d12d22 0 . . . 0

d21d11 + d22d21 d21d12 + d2
22 0 . . . 0

0 0 d2
33 . . . 0

...
...

...
. . .

...
0 0 0 . . . d2

nn

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠
.

Далее,

(−E+E11+E22+E21+E12)(−E+2E11)(−E+E11+E22+E21+E12) = −E+2E22

(аналогично для случая, когда у матриц системы D −1 на диагонали встре-
чается один раз), поэтому справедливо соотношение (запишем его только для
углового блока)

(
d11 d12

d21 d22

)(
1 0
0 −1

)(
d11 d12

d21 d22

)
=
(−1 0

0 1

)
,
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следовательно,
(

d2
11 − d12d21 d11d12 − d12d22

d11d21 − d21d22 d12d21 − d2
22

)
=
(−1 0

0 1

)
.

Из записанных выше соотношений получаем, что d12d22 = 0. Если предполо-
жить, что d12 = 0, то d2

22 = 1 и −d2
22 = 1—противоречие. Отсюда следует, что

d22 = 0. Из того, что d12d21 + d2
22 = 1, получим, что d12d21 = 1, следовательно,

d11 = 0. Таким образом, образ матрицы −E + E11 + E22 + E21 + E12 имеет вид

Aα =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

0 α 0 . . . 0
1/α 0 0 . . . 0
0 0 ±1
...

...
. . .

0 0 ±1

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠
.

Сделав замену базиса про помощи диагональной матрицы diag[1/α, 1, . . . , 1],
получим требуемое.

Лемма 19. Пусть K, L—бесконечные поля, charK, charL �= 2. При лю-
бом конечном частичном изоморфизме между группами Gn(K) и Gn(L)
(G = GL,SL и n нечётно в случае специальных линейных групп), область
которого содержит все попарно коммутирующие инволюции, матрицу −E+E11+
+E22+E12+E21, матрицу diag[2, 1, 1/2, 1, . . . , 1] (матрицу diag[2, 1] при G = GL
и n = 2), а также конечный набор вспомогательных матриц, матрицы вида
E + αiE12, i = 1, . . . , k, отображаются в матрицы того же вида.

Доказательство. Мы уже знаем, что совокупность попарно коммутирую-
щих инволюций сохраняет вид при конечном частичном изоморфизме, матрица
−E+E11+E22+E12+E21 переходит в матрицу E12+E21+ diag[0, 0,±1, . . . ,±1],
а диагональные матрицы— в диагональные.

Теперь перейдём к рассмотрению матрицы E + αE12. Она коммутирует
с теми и только теми матрицами из множества E, с которыми перестановоч-
на −E + E11 + E22 + E12 + E21, значит, её образ будет иметь вид

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

a b 0 . . . 0
c d 0 . . . 0
0 0 λ3 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . λn

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠
.

Рассмотрим два случая: charK = 3 и charK �= 3.
Если charK = 3, то charL = 3, в противном случае в Gn(L) найдётся не

более 3n различных попарно коммутирующих матриц порядка 3, а в Gn(K) их
сколь угодно много: E + βiE12, где βi —всевозможные элементы поля.

Возьмём в системе матриц E две матрицы: одну коммутирующую с E+αE12

и одну не коммутирующую с ней. Произведение этих двух матриц—матрица
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вида diag[±1, . . . ,±1], у которой на диагонали −1 встречается ровно два ра-
за, можем считать, что это матрица E − 2E11 − 2E33. Так как справедливы
соотношения

(E − 2E11 − 2E33)(E + αE12)(E − 2E11 − 2E33) = (E + αE12)−1 = (E + αE12)2,

то можем записать для образов следующие соотношения:

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

a −b 0 . . . 0
−c d 0 . . . 0
0 0 λ3

...
...

. . .
0 0 λn

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

=

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

a2 + bc (a+ d)b 0 . . . 0
(a+ d)c bc+ d2 0 . . . 0

0 0 λ2
3

...
...

. . .
0 0 λ2

n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

=

=
λ3 · · ·λn

ad− bc

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

d −b 0 . . . 0
−c a 0 . . . 0
0 0 λ3

...
...

. . .
0 0 λn

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠
.

Из первого равенства получаем, что λ3 = . . . = λn = 1. А так как b и c одно-
временно не равны 0 (иначе образ матрицы E+αE12 коммутирует со всеми мат-
рицами системы E, что неверно), то из −b = −b/(ad− bc) или −c = −c/(ad− bc)
получаем, что ad− bc = 1. Замечаем, что a = d, a+ d = −1, значит, a = d = 1,
и наконец, bc = 0. Так как образы матриц E + αiE12 попарно коммутируют, то
в общем базисе ненулевой внедиагональный элемент матриц стоит на одном и
том же месте. Таким образом, в случае charK = 3 утверждение доказано.

Пусть теперь charK �= 3, тогда и charL �= 3. Справедливо соотношение

(diag[2, 1, 1/2, 1, . . . , 1])(E + αE12)(diag[2, 1, 1/2, 1, . . . , 1])−1 = (E + αE12)2.

Образ матрицы diag[2, 1, 1/2, 1, . . . , 1] при конечном частичном изоморфизме ра-
вен некоторой диагональной матрице diag[α1, . . . , αn], причём из того, что мат-
рица (diag[2, 1, 1/2, 1, . . . , 1])2 не коммутирует с −E + E11 + E12 + E21 + E22,
следует, что (diag[α1, . . . , αn])2 не коммутирует с −E + E11 + E12 + E21 + E22,
значит, α2

1 �= α2
2. Теперь мы можем записать соотношение для образов:

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

a bα1/α2 0 . . . 0
cα2/α1 d 0 . . . 0

0 0 λ3 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . λn

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

=
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=

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

α1 0 . . . . . . 0

0
. . .

...
...

. . .
...

...
. . . 0

0 . . . . . . 0 αn

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

a b 0 . . . 0
c d 0 . . . 0
0 0 λ3 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . λn

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

×

×

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1/α1 0 . . . . . . 0

0
. . .

...
...

. . .
...

...
. . . 0

0 . . . . . . 0 1/αn

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

=

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

a2 + bc ab+ bd 0 . . . 0
ac+ cd bc+ d2 0 . . . 0

0 0 λ2
3 . . . 0

...
...

...
. . .

...
0 0 0 . . . λ2

n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠
.

Отсюда получаем, что λi = 1, i = 3, . . . , n. Если bc �= 0, то, так как

bα1

α2
= b(a+ d)

и
cα2

α1
= c(a+ d),

имеем
α1

α2
= a+ d =

α2

α1
,

следовательно, α2
1 = α2

2, что противоречит ранее доказанному. Значит, bc = 0 и
a = d = 1.

Лемма 20. Пусть K, L—бесконечные поля, charK, charL �= 2. При лю-
бом конечном частичном изоморфизме между группами Gn(K) и Gn(L)
(G = GL,SLn(K), n нечётно в случае специальных линейных групп), об-
ласть которого содержит все попарно коммутирующие инволюции, матрицу
−E + E11 + E12 + E21 + E22, матрицу diag[2, 1, 1/2, 1, . . . , 1] (diag[2, 1] в слу-
чае G = GL, n = 2) и конечный набор вспомогательных матриц из предыдущих
лемм, матрица E + E12 отобразится в матрицу E + E12.

Доказательство. Ранее было доказано, что образ матрицы E + E12 —это
некоторая матрица E + αE12. Покажем, что α = 1. Запишем соотношения,
которые выполняются для элементов, лежащих в области конечного частичного
изоморфизма (выписываем только угловой блок):
(

0 1
1 0

)(
1 1
0 1

)
=
(

0 1
1 1

)
=
(

1 −1
1 0

)(
1 1
1 0

)
=

=
[(

1 1
0 1

)(
0 1
1 0

)(
1 0
0 −1

)][(
1 1
0 1

)(
0 1
1 0

)]
.
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Значит, для матрицы E + αE12 выполнены соотношения
(

0 1
1 α

)
=
[(

1 α
0 1

)(
0 1
1 0

)(
1 0
0 −1

)][(
1 α
0 1

)(
0 1
1 0

)]
=

=
(
α −1
1 0

)(
α 1
1 0

)
=
(
α2 − 1 α
α 1

)
,

откуда немедленно следует, что α = 1.

Лемма 21. Пусть K, L—бесконечные поля, charK, charL �= 2. При лю-
бом конечном частичном изоморфизме между группами Gn(K) и Gn(L) (G =
= GL,SL, n нечётно в случае G = SL), область которого содержит конечный
набор матриц, использованных для доказательства предыдущих лемм, матри-
цы сложения переходят в матрицы сложения, а матрицы умножения переходят
в матрицы умножения, причём если две матрицы соответствовали одному эле-
менту поля K, то и их образы будут соответствовать одному элементу поля L.

Доказательство. То, что вид матриц сложения сохраняется при конечном
частичном изоморфизме, уже доказано. Матрицу умножения можно выразить
следующим образом (запишем соотношение только для углового блока):
(
α 0
0 1/α

)
=
(

1 −α
0 1

)(
1 0

1/α 1

)(
1 −α
0 1

)(
1 1
0 1

)(
1 0
−1 1

)(
1 1
0 1

)
=

=
(

1 α
0 1

)−1 [(0 1
1 0

)(
1 1/α
0 1

)(
0 1
1 0

)](
1 α
0 1

)−1

×

×
(

1 1
0 1

)[(
0 1
1 0

)(
1 1
0 1

)−1(0 1
1 0

)](
1 1
0 1

)
.

Тогда угловой блок образа рассматриваемой матрицы умножения (диагональная
матрица со всеми, кроме первых двух, единичными элементами на диагонали)
будет равен произведению

(
1 β
0 1

)−1 [(0 1
1 0

)(
1 γ
0 1

)(
0 1
1 0

)](
1 β
0 1

)−1

×

×
(

1 1
0 1

)[(
0 1
1 0

)(
1 1
0 1

)−1(0 1
1 0

)](
1 1
0 1

)
=

=
(

1 −β
0 1

)(
1 0
γ 1

)(
1 −β
0 1

)(
1 1
0 1

)(
1 0
−1 1

)(
1 1
0 1

)
=

=
(

2β − β2γ 1 − βγ
βγ − 1 γ

)
,

следовательно, βγ = 1, образ рассматриваемой матрицы умножения равен

E + (β − 1)E11 +
(

1
β
− 1
)
E22,

что и требовалось.
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Лемма 22. Пусть K —бесконечное поле, charK �= 2. Тогда в группе SL2(K)
матрица, имеющая в некотором базисе вид E+E12, выделяется экзистенциаль-
ной формулой.

Доказательство. Докажем, что матрица A, удовлетворяющая формуле

∃A ∃X ∃Y
(
(A2 �= E) & (XAX−1A = AXAX−1) & (X2A �= AX2) & (Y AY −1 = A4)

)
,

в некотором базисе имеет требуемый вид.
Заметим, что для матрицы A = E + E12 формула истинна при

X = αE11 +
1
α
E22, α ∈ K, α �= ±1, Y = 2E11 +

1
2
E22.

Пусть теперь для некоторой матрицы A истинна указанная выше форму-
ла. Если жорданова форма матрицы над K̄ не диагональна, то, учитывая, что
A ∈ SL2(K), она равна

A+ =
(

1 1
0 1

)
или A− =

(−1 1
0 −1

)
.

В первом случае всё доказано, а второй случай не реализуется, так как матрица
A4

− = E−4E12 не сопряжена с A− (у первой собственное значение 1, а у второй
−1).

Если матрица A диагонализируема над K̄, то диагональная форма имеет вид
αE11 + 1/α, причём α �= ±1, так как A2 �= E. Введём обозначение

X =
(
a b
c d

)

и запишем соотношения из нашей формулы:

XAX−1A =
(
αa b/α
cα d/α

)(
αd −b/α
−cα a/α

)
=
(
adα2 − bc −ab+ ab/α2

cdα2 − cd −bc+ ad/α2

)
=

=
(

adα2 − bc ab− abα2

−cd/α2 + cd −bc+ ad/α2

)
=
(
αa αb
c/α d/α

)(
αd −αb

−c/α a/α

)
= AXAX−1,

X2A =
(

(a2 + bc)α (ab+ bd)/α
(ac+ cd)α (bc+ d2)/α

)
�=
(

(a2 + bc)α (ab+ bd)α
(ac+ cd)/α (bc+ d2)/α

)
= AX2.

Из условия XAX−1A = AXAX−1, получаем, что

cd

(
2 − α2 − 1

α2

)
= 0 и ab

(
2 − α2 − 1

α2

)
= 0,

а так как α �= ±1, то ab = cd = 0. Но тогда

ab+ bd

α
= (ab+ bd)α и (ac+ cd)α =

ac+ cd

α
,

что противоречит условию X2A �= AX2. Таким образом, A не диагонализируема
над K̄, что и требовалось доказать.
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Лемма 23. Пусть K —бесконечное поле, charK �= 2. Тогда в группе SL2(K)
матрица, имеющая в некотором базисе вид −E12 +E21, выделяется экзистенци-
альной формулой.

Доказательство. Мы уже умеем выделять экзистенциальной формулой мат-
рицу E + E12. Заметим, что справедливы следующие соотношения:

(
1 1
0 1

)(
0 −1
1 0

)(
1 1
0 1

)(
0 −1
1 0

)(
1 1
0 1

)
=
(

0 −1
1 0

)
,

(
1 1
0 1

)(
0 1
−1 0

)(
1 1
0 1

)(
0 1
−1 0

)(
1 1
0 1

)
=
(

0 −1
1 0

)
,

(
0 −1
1 0

)−1

=
(

0 1
−1 0

)
,

(
0 −1
1 0

)4

=
(

1 0
0 1

)
.

Пусть теперь некоторая матрица B ∈ SL2(K) порядка 4 такова, что

(E+E12)B(E+E12)B(E+E12) = B, (E+E12)B−1(E+E12)B−1(E+E12) = B.

Пусть

B =
(
a b
c d

)
.

Из записанных выше соотношений получим, что
(

1 1
0 1

)(
a b
c d

)(
1 1
0 1

)(
a b
c d

)(
1 1
0 1

)
=

=
(
a2 + c(2a+ b+ c+ d) a(a+ c) + b(a+ c) + (c+ d)(a+ b+ c+ d)

ac+ c2 + cd c(a+ b+ c+ 2d) + d2

)
=

=
(

1 1
0 1

)(
d −b
−c a

)(
1 1
0 1

)(
d −b
−c a

)(
1 1
0 1

)
=

=
( ∗ ∗
−ac+ c2 − cd ∗

)
=
(
a b
c d

)
.

Следовательно, c(a+ d) = 0. Если предположить, что c = 0, то a2 = a и d2 = d,
значит, a = d = 1, 1 + b+ 1 + b+ 1 = b и b = −3. Так как charK �= 2, то

(
1 −3
0 1

)4

=
(

1 −12
0 1

)

является единичной матрицей только при charK = 3. Но тогда сама B— еди-
ничная матрица. Противоречие. Следовательно, c �= 0.

Значит, a = −d. В этом случае из равенства ac + c2 + cd = c получим, что
c = 1. Если a = 0, то, так как B ∈ SL2(K), b = −1, и утверждение доказано.
В противном случае сделаем замену базиса, порождённую матрицей E − aE12

(коммутирует с E + E12), которая приведёт B к виду
(

0 b− a2

1 0

)
=
(

0 −1
1 0

)
,

что и требовалось.
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Лемма 24. Пусть K —бесконечное поле, charK �= 2. Тогда в группе SL2(K)
матрица, имеющая вид diag[α, 1/α] в том базисе, в котором вид матриц E+E12

и −E12 +E21 не изменится, выделяется экзистенциальной формулой.

Доказательство. Заметим, что диагональная матрица обладает следующи-
ми свойствами: (diag[α, 1/α])(E + E12)(diag[α, 1/α])−1 коммутирует с E + E12,
(−E12 + E21)(diag[α, 1/α]) = (diag[α, 1/α])−1(−E12 + E21).

Пусть некотрая матрица aE11+bE12+cE21+dE22 удовлетворяет выписанным
выше свойствам диагональной матрицы. Тогда

(
a b
c d

)(
1 1
0 1

)(
d −b
−c a

)
=
(
ad− ac− bc a2

−c2 ac− bc+ ad

)

коммутирует с E + E12, значит c = 0, ad = 1. Далее,
(

0 −1
1 0

)(
a b
0 1/a

)
=
(

0 −1/a
a b

)
=
(−b −1/a
a 0

)
=
(

1/a −b
0 a

)(
0 −1
1 0

)
,

значит, b = 0, и рассматриваемая матрица диагональна.

Лемма 25. Пусть K, L—бесконечные поля, charK, charL �= 2. При любом
конечном частичном изоморфизме между группами SL2(K) и SL2(L), область
которого содержит набор матриц, использованных при доказательстве преды-
дущих лемм, матрицы сложения переходят в матрицы сложения, а матрицы
умножения переходят в матрицы умножения, причём если две матрицы соот-
ветствовали одному элементу поля K, то и их образы будут соответствовать
одному элементу поля L.

Доказательство. Из предыдущей леммы получаем, что вид матриц умно-
жения сохраняется. Покажем, что сохраняется и вид матриц сложения. Пусть
E + αE12 —матрица сложения. Она коммутирует с матрицей E + E12, значит,
её образ будет иметь вид ±E + βE12. Так как

(
2 0
0 1/2

)(
1 α
0 1

)(
2 0
0 1/2

)−1

=
(

1 α
0 1

)4

,

то образ матрицы E +αE12 равен E + βE12, в противном случае для некоторой
диагональной матрицы diag[γ, 1/γ], в которую отобразится diag[2, 1/2], должно
выполняться соотношение

(
γ 0
0 1/γ

)(−1 β
0 −1

)(
1/γ 0
0 γ

)
=
(−1 β

0 −1

)4

,

но левая часть равенства равна
(−1 βγ2

0 −1

)
,
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а правая— (
1 −4β
0 1

)
,

таким образом, получили противоречие.
Осталось доказать, что образы двух матриц сложения и умножения, соот-

ветствующих одному элементу поля K, соответствуют одному элементу поля L.
Доказательство этого факта аналогично доказательству леммы 21, если заме-
тить, что (

1 0
1/α 1

)
=
(

0 −1
1 0

)−1(1 −1/α
0 1

)(
0 −1
1 0

)
.

Лемма 26. Пусть K —бесконечное поле, charK �= 2, n � 4, n чётно. Тогда
в группе SLn(K) подмножество системы D, состоящее из матриц, имеющих
ровно две −1 на диагонали, выделяется экзистенциальной формулой.

Доказательство. Множество D разбивается на классы сопряжённости.
Подмножества, состоящие из матриц, имеющих n − 2 или две −1 на диаго-
нали— это два класса сопряжённости, состоящие из C2

n элементов каждый.
В остальных классах сопряжённости, кроме класса, состоящего из единствен-
ного элемента −E, элементов больше. Если n = 4, то класс сопряжённости,
состоящий из C2

n, единственный, он является интересующим нас подмноже-
ством.

Если n = 6, то, перемножив все элементы из класса сопряжённости матриц
с двумя −1 на диагонали, получим −E, так как в этом классе C1

5 = 5 матриц,
у которых на фиксированном месте стоит −1. Если перемножить все элементы
класса сопряжённости, содержащего матрицы с четырьмя −1, то получится еди-
ничная матрица, так как среди матриц этого класса сопряжённости существует
ровно C3

5 = 10 матриц с −1 на некотором фиксированном месте. Таким образом,
при n = 6 мы можем выделить среди матриц системы D те матрицы, у которых
−1 на диагонали встречается ровно два раза.

Если n � 8, то среди матриц с двумя −1 на диагонали всегда найдутся
три такие, что произведение первых двух равно третьей. Но при перемножении
любых двух матриц, у которых −1 на диагонали n − 2 штуки, мы получим
матрицу из другого класса сопряжённости.

Лемма 27. Пусть бесконечные поля K и L имеют характеристику, отличную
от 2, n чётно, n � 4 и известно, что SLn(K) ≡∀ SLn(L). Тогда при любом таком
конечном частичном изоморфизме Φ: SLn(K) → SLn(L), что dom Φ содержит
все матрицы системы D, диагональная матрица отображается в диагональную
матрицу.

Доказательство. Из предложения 3 следует, что n = m. Так как диаго-
нальная матрица коммутирует со всеми матрицами системы D, то и её образ
коммутирует с образами матриц системы D. Ранее показано, что матрицы си-
стемы D выделяются экзистенциальной формулой, значит, их образы сохраняют
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вид, следовательно, образ нашей матрицы коммутирует со всеми матрицами си-
стемы D, значит, является диагональной матрицей.

Лемма 28. Пусть бесконечные поля K и L имеют характеристику, отличную
от 2, n чётно, n � 4 и известно, что SLn(K) ≡∀ SLn(L). Тогда при любом таком
конечном частичном изоморфизме Φ: SLn(K) → SLn(L), что dom Φ содержит
все матрицы системы D, а также конечный набор вспомогательных матриц из
предыдущих лемм, матрица E−E11 −E22 −E12 +E21 отображается в матрицу,
которая в некотором базисе (в котором вид матриц системы D не изменится)
имеет вид ⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

0 −1 0 . . . 0
1 0 0 . . . 0
0 0 ±1
...

...
. . .

0 0 ±1

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠
.

Доказательство. Введём обозначение для тех матриц системы D, у кото-
рых ровно две −1 на диагонали: через Aij , i < j, будем обозначать матрицу,
у которой −1 стоят на i-м и j-м местах.

Фиксируем некоторую матрицу с двумя −1 на диагонали, в некотором базисе
это A12. Матрицы Aij , 2 < i < j, характеризуются следующим свойством: это
такие матрицы с двумя −1 на диагонали, которые при умножении на A12 дают
матрицу из D, не сопряжённую с A12. Так как матрица E−E11−E22−E12+E21

коммутирует со всеми матрицами Aij , 2 < i < j, и с A12, то это верно и для её
образа. Обозначим образ X. Тогда

X =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

a b 0 . . . 0
c d 0 . . . 0
0 0 λ3

...
...

. . .
0 0 λn

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠
.

Далее, (E − E11 − E22 − E12 + E21)2 = A12, значит, X2 = A12 и λi = ±1,
i = 3, . . . , n.

Заметим, что

(E − E11 − E22 − E12 + E21)A13(E − E11 − E22 − E12 + E21)−1 = A23.

В системе D фиксируем такую матрицу с двумя −1, которая при умножении
на A12 даёт матрицу с двумя −1, и назовём её A13. Тогда A23 = A12A13. Для
образов справедливо соотношение (запишем его только для левого верхнего
блока) (

a b
c d

)(−1 0
0 1

)
·
(

1
ad− bc

(
d −b
−c a

))
=
(

1 0
0 −1

)
.
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Из доказанного выше следует, что ad− bc = ±1. Рассмотрим сначала случай
ad− bc = 1. Тогда (−ad− bc 2ab

−2cd ad+ bc

)
=
(

1 0
0 −1

)
,

следовательно, ad = ab = cd = 0, bc = −1, и окончательно получим, что
a = d = 0. Сделав замену базиса при помощи матрицы E + (−1 − 1/b)E11,
коммутирующей со всеми диагональными матрицами, получим искомый вид
для матрицы X.

Осталось показать, что случай ad − bc = −1 не реализуется. Аналогично
предыдущему случаю получим, что a = d = 0, bc = 1, но тогда

(
0 b

1/b 0

)2

=
(

1 0
0 1

)
,

т. е. X2 = E, что противоречит условию X2 = A12.

Лемма 29. Пусть бесконечные поля K и L имеют характеристику, отлич-
ную от 2, n чётно, n � 4 и известно, что SLn(K) ≡∀ SLn(L). Тогда при лю-
бом таком конечном частичном изоморфизме Φ: SLn(K) → SLn(L), что dom Φ
содержит все матрицы системы D, матрицу E − E11 − E22 − E12 + E21 и мат-
рицу diag[2, 1, 1/2, 1, . . . , 1], а также конечный набор вспомогательных матриц
из предыдущих лемм, матрица вида E + αE12 отображается в матрицу того же
вида.

Доказательство. Доказательство аналогично доказательству леммы 19, ес-
ли учесть, что роль матрицы −E+E11 +E12 +E21 +E22 в данном случае играет
матрица E − E11 − E22 − E12 + E21.

Лемма 30. Пусть бесконечные поля K и L имеют характеристику, отлич-
ную от 2, n чётно, n � 4 и известно, что SLn(K) ≡∀ SLn(L). Тогда для любого
такого конечного частичного изоморфизма Φ: SLn(K) → SLn(L), что dom Φ
содержит все матрицы системы D, матрицу E −E11 −E22 −E12 +E21 и матри-
цу diag[2, 1, 1/2, 1, . . . , 1], а также конечный набор вспомогательных матриц из
предыдущих лемм, верно, что Φ(E + E12) = E + E12.

Доказательство. Так как выполняется соотношение (снова выписаны толь-
ко угловые блоки матриц)

A13

(
1 1
0 1

)(
0 −1
1 0

)
A12

(
1 1
0 1

)(
0 −1
1 0

)
A13 =

(
0 −1
1 0

)(
1 1
0 1

)
,

то с учётом предыдущей леммы для образов верно следующее:

A13

(
1 α
0 1

)(
0 −1
1 0

)
A12

(
1 α
0 1

)(
0 −1
1 0

)
A13 =

(
0 −1
1 0

)(
1 α
0 1

)
,
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таким образом, (
1 − α2 −α
α 1

)
=
(

0 −1
1 α

)
,

откуда получаем, что α = 1, что и требовалось.

Для завершения доказательства основной теоремы 2 воспользуемся сооб-
ражениями, изложенными ранее. Более подробно, мы уже умеем доказывать
сохранение вида матриц сложения чётного порядка в случае специальных ли-
нейных групп, про матрицы умножения мы знаем, что они сохраняют диагональ-
ный вид. Доказательство того, что матрицы умножения переходят в матрицы
умножения, причём сохраняется соответствие пары матриц сложения и умно-
жения одному элементу поля, полностью аналогично доказательству леммы 21
с учётом замечания из доказательства леммы 25. Теперь остаётся только почти
дословно повторить рассуждение из доказательства теоремы 4 в условии тео-
ремы 5. Так как благодаря лемме 15 мы можем различить случаи, в которых
основные поля имеют характеристику 2 и характеристику, отличную от 2, то
теорема 2 полностью доказана.
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