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Аннотация

В статье рассматриваются спектры преобразований Эно и преобразований пекаря.
Исследуется характер неподвижных точек преобразований Эно и хаотичность преоб-
разований пекаря. Рассмотрены аттракторы модифицированных преобразований Эно
и модифицированных преобразований пекаря, выделены случаи, когда аттракторы яв-
ляются фрактальными множествами.

Abstract

V. S. Sekovanov, On some discrete nonlinear dynamical systems, Fundamentalnaya
i prikladnaya matematika, vol. 21 (2016), no. 3, pp. 185—199.

This paper studies the spectrum of the Hénon map and the spectrum of the baker’s
map. The character of fixed points of the Hénon map and randomness of the baker’s map
are analyzed. Attractors of the modified Hénon map and the modified baker’s map are
considered; cases where attractors are fractal sets are selected.

Динамические системы находят в настоящее время многочисленные прило-
жения. Например, аттракторы классического двумерного нелинейного преобра-
зования Эно, порождающего дискретную нелинейную динамическую систему,
могут использоваться в качестве математических моделей объектов и процес-
сов, происходящих в природе и обществе. Исследованию нелинейных преоб-
разований, построению с их помощью математических моделей и методике их
изучения посвящены многочисленные работы (см., например, [1—11]).

В настоящей работе мы рассмотрим модифицированные преобразования Эно
и модифицированные преобразования пекаря.
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1. Модификация преобразования Эно

Как известно (см., например, [1, 3, 11]) классическое преобразование Эно
задаётся формулой

T

(
x
y

)
=
(

1 − ax2 + y
bx

)
, 0 � a � 2, |b| < 1,

и обладает рядом интересных свойств, например:

1) переход к хаосу (рис. 1—3 и [1]);
2) фрактальная размерность аттрактора равна 1,26 при a = 1,4, b = 0,3

(см. [1]);
3) при a = 1,4, b = 0,3 в системе Эно наблюдаются признаки хаоса.

а б

Рис. 1. Орбита точки
(0
0

)
: а—при a = 0,25, b = 0,3; б—при a = 0,6, b = 0,3

Рис. 2. Орбита точки
(0
0

)
при a = 1, b = 0,3
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Рис. 3. Признаки хаотичного поведения орбиты точки
(0
0

)
при a = 1,4, b = 0,3

Рассмотрим серию модифицированных преобразований Эно

Tn

(
x
y

)
=
(

1 − ax2 + y1/n

bxn

)
, 0 � a � 2, |b| < 1, n ∈ N.

При n = 1 мы получаем классическое отображение Эно. Отметим, что при n > 1
обе переменные изменяются по нелинейным законам. Проведём исследование
данных отображений в общем виде.

Для нахождения неподвижных точек рассмотрим уравнение
(

1 − ax2 + y1/n

bxn

)
=
(

x
y

)
.

Имеем {
1 − ax2 + y1/n = x,

bxn = y.

Тогда

1 − ax2 + b1/nx = x,

ax2 + (1 − b1/n)x − 1 = 0.

Решая квадратное уравнение, получаем, что

x∗
±n =

−(1 − b1/n) ±
√

(1 − b1/n)2 + 4a

2a
, y∗

±n = b(x∗
±n)n.

Таким образом, мы имеем две неподвижные точки при каждом значении n ∈ N:

x∗
+n =

−(1 − b1/n) +
√

(1 − b1/n)2 + 4a

2a
, y∗

+n = b(x∗
+n)n,

x∗
−n =

−(1 − b1/n) −
√

(1 − b1/n)2 + 4a

2a
, y∗

−n = b(x∗
−n)n.
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Положим αn = 1 − b1/n. Нетрудно убедиться, что αn ∈ (0, 1). Таким образом,
имеем

x∗
+n =

−αn +
√

α2
n + 4a

2a
, y∗

+n = b(x∗
+n)n,

x∗
−n =

−αn −√α2
n + 4a

2a
, y∗

−n = b(x∗
−n)n.

Прежде, чем перейти к процессу линеаризации модифицированного преоб-
разования Эно

Tn

(
x
y

)
=
(

1 − ax2 + y1/n

bxn

)
,

положим (
x̃
ỹ

)
=
(

1 − ax2 + y1/n

bxn

)
, 0 � a � 2, |b| < 1, n ∈ N.

Как известно (см. [1]), элементы матрицы A, задающей линейное отображение,
находятся через значения частных производных

A =

⎛
⎜⎜⎝

∂x̃

∂x

∂x̃

∂y

∂ỹ

∂x

∂ỹ

∂y

⎞
⎟⎟⎠

в неподвижных точках. В нашем случае

An =
( −2xa 1

n (y)1/n−1

nb(x)n−1 0

)
.

Найдём собственные значения оператора

An =
( −2xa 1

n (y)1/n−1

nb(x)n−1 0

)
,

где

x = x∗
+n =

−αn +
√

α2
n + 4a

2a
, y = y∗

+n = b
(
x∗

+n

)n
,

x = x∗
−n =

−αn −√α2
n + 4a

2a
, y = y∗

−n = b
(
x∗
−n

)n
.

Из уравнения ∣∣∣∣∣
−2ax∗

±n − ρ 1
n (y∗

±n)1/n−1

bn(x∗
±n)n−1 −ρ

∣∣∣∣∣ = 0

получим, что
ρ2 + 2ax∗

±nρ − n
√

b = 0,

поскольку

bn(x∗
±n)n−1 · 1

n
(y∗

±n)1/n−1 = bn(x∗
±n)n−1 · 1

n
(b(x∗

±n)n)1/n−1 = b1/n = n
√

b.
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Положим

ρi
±n(a) =

−2ax∗
±n ±

√
4a2(x∗)2±n + 4 n

√
b

2
= −ax∗

±n ±
√

a2(x∗±n)2 + n
√

b,

где i = 1, 2. Будем считать, что

ρ1
+n(a) = −ax∗

+n +
√

a2(x∗
+n)2 + n

√
b, ρ2

+n(a) = −ax∗
+n −

√
a2(x∗

+n)2 + n
√

b,

ρ1
−n(a) = −ax∗

−n +
√

a2(x∗
+n)2 + n

√
b, ρ2

−n(a) = −ax∗
−n −

√
a2(x∗

+n)2 + n
√

b.

Исследуем на экстремум каждую из полученных выше функций. Рассмотрим
сначала функцию ρ1

+n(a). Найдём её производную. Имеем

ρ1
+n(a) = −a

−αn +
√

α2
n + 4a

2a
+

√√√√a2

(
−αn +

√
α2

n + 4a

2a

)2

+ n
√

b.

Преобразовав последнее выражение, получим

(
ρ1
+n(a)

)′ =

⎛
⎝αn −√α2

n + 4a

2
+

√
α2

n − 2αn

√
α2

n + 4a + α2
n + 4a + 4 n

√
b

2

⎞
⎠

′

=

= − 1√
α2

n+4a
+

1

4
√

α2
n−2αn

√
α2

n+4a+α2
n+4a+4 n

√
b
·
(

4 − 4αn√
α2

n+4a

)
=

Рис. 4. График функции ρ1
+n(a) на отрезке [0; 2]
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= − 1√
α2

n+4a
+

1√
α2

n−2αn

√
α2

n+4a+α2
n+4a+4 n

√
b
·
(√

α2
n+4a−αn√
α2

n+4a

)
=

=
1√

α2
n + 4a

⎛
⎝

√
α2

n + 4a − αn√
α2

n − 2αn

√
α2

n + 4a + α2
n + 4a + 4 n

√
b
− 1

⎞
⎠ < 0.

Пусть, например, n = 1, a = 1, b = 0,3. Тогда ρ1
+n(1) ≈ 0,20 (рис. 4).

Отметим, что ρ1
+n(a) не превосходит единицы на отрезке [0; 2], поскольку

lim
a→0

ρ1
+n(a) = 2n

√
b ≈ 0,54 < 1

и функция ρ1
+n(a) убывает на отрезке [0; 2].

Рассмотрим функцию

ρ2
+n(a) = −ax∗

+n −
√

a2(x∗
+n)2 + n

√
b.

Имеем

ρ2
+n(a) = −a

−αn +
√

α2
n + 4a

2a
−

√√√√a2

(
−αn +

√
α2

n + 4a

2a

)2

+ n
√

b =

=
αn −√α2

n + 4a

2
−
√

α2
n − 2αn

√
α2

n + 4a + α2
n + 4a + 4 n

√
b

4
=

=
αn −√α2

n + 4a

2
−
√

α2
n − 2αn

√
α2

n + 4a + α2
n + 4a + 4 n

√
b

2
.

Тогда

(
ρ2
+n(a)

)′ =

⎛
⎝αn −√α2

n + 4a

2
−
√

α2
n − 2αn

√
α2

n + 4a + α2
n + 4a + 4 n

√
b

2

⎞
⎠

′

=

= − 1√
α2

n+4a
− 1

4
√

α2
n−2αn

√
α2

n+4a+α2
n+4a+4 n

√
b
·
(

4 − 4αn√
α2

n+4a

)
=

= − 1√
α2

n+4a
− 1√

α2
n−2αn

√
α2

n+4a+α2
n+4a+4 n

√
b
·
(√

α2
n+4a−αn√
α2

n+4a

)
=

= − 1√
α2

n + 4a

⎛
⎝

√
α2

n + 4a − αn√
α2

n − 2αn

√
α2

n + 4a + α2
n + 4a + 4 n

√
b

+ 1

⎞
⎠ < 0.

Найдём значение an, при котором ρ2
+n(an) = −1, т. е.

−1 = −anx∗
+n −

√
a2

n(x∗
+n)2 + n

√
b.
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Имеем
1 − 2anx∗

+n + a2
n(x∗

+n)2 = a2
n(x∗

+n)2 + n
√

b.

Проведя несложные преобразования, получим

1 − 2an · −αn +
√

α2
n + 4an

2an
= n

√
b,

1 + αn −
√

α2
n + 4an = n

√
b,

α2
n + 4an =

(
1 + αn − n

√
b
)2

,

an =

(
1 + αn − n

√
b
)2

− α2
n

4
.

В классическом случае при n = 1, b = 0,3, α1 = 0,7 находим, что

a1 =
(1 + 0,7 − 0,3)2 − 0,49

4
= 0,3675,

что согласуется с результатом, приведённым в [1]. При n = 2, b = 0,3, α2 ≈ 0,45
имеем

a2 ≈ (1 + 0,45 − 0,55)2 − 0,2025
4

≈ 0,152.

На рис. 5 видно, что при a > an |ρ2
+n(a)| > 1 (здесь рассмотрен случай n = 1,

b = 0,3, α1 = 0,7, a1 = 0,3675).

Рис. 5. График функции ρ2
+n(a) на отрезке [0; 2]

Таким образом, можно сделать вывод, что аттрактором модифицированного
преобразования Эно при 0 < a < an является устойчивая точка с координатами(

x∗
+n

y∗
+n

)
,
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где

x∗
+n =

−αn +
√

α2
n + 4a

2a
, y∗

+n = b
(
x∗

+n

)n
.

При a > an устойчивость точки с координатами(
x∗

+n

y∗
+n

)

теряется.
Рассуждая аналогично, можно показать, что вторая неподвижная точка мо-

дифицированного преобразования Эно(
x∗
−n

y∗
−n

)
,

где

x∗
−n =

−αn −√α2
n + 4a

2a
, y∗

−n = b
(
x∗
−n

)n
,

неустойчива при любом a ∈ (0; 2].
Дадим полученным результатам геометрическую интерпретацию. Заметим,

что при достаточно малых по абсолютной величине α и β приращение значений
отображения Tn выражается в виде

Tn

(
x∗

+n + α
y∗
+n + β

)
− Tn

(
x∗

+n

y∗
+n

)
=

= Tn

(
x∗

+n + α
y∗
+n + β

)
−
(

x∗
+n

y∗
+n

)
≈
( −2x∗

+na 1
n (y∗

+n)1/n−1

nb(x∗
+n)n−1 0

)(
α
β

)
.

Линейное отображение

A+n

(
α
β

)
=
( −2x∗

+na 1
n (y∗

+n)1/n−1

nb(x∗
+n)n−1 0

)(
α
β

)

имеет два собственных вектора:

�P1 =
(

α1

β1

)
, �P2 =

(
α2

β2

)
.

Оно представимо по данным направлениям в виде (рис. 6)

A+n

(
α1

β1

)
= ρ1

+n · �P1, A+n

(
α2

β2

)
= ρ2

+n · �P2.

Как уже отмечалось, модуль ρ1
+n(a) не превосходит единицы на отрезке

[0; 2]. При 0 < a < an имеем |ρ2
+n(a)| < 1. Таким образом, при a ∈ [0; an]

неподвижная точка (
x∗

+n

y∗
+n

)

устойчива (оба направления притягивающие, рис. 6).
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Рис. 6

Положим n = 2, b = 0,3. Компьютерные эксперименты дают результаты,
согласующиеся с нашими аналитическими исследованиями при различных зна-
чениях параметра a в случае n = 2, b = 0,3. Суть компьютерного эксперимента
в том, что рассматривается точка

(
0
0

)
и исследуется её орбита. Оказывается,

что данная орбита притягивается к аттрактору, состоящему из нескольких то-
чек (рис. 7: a = 0,2, b = 0,3; рис. 8: a = 0,4, b = 0,3). На рис. 9 при a = 0,94,
b = 0,3 орбита точки

(
0
0

)
притягивается к аттрактору, имеющему фрактальную

размерность.

Рис. 7. Орбита точки
(0
0

)
при a = 0,2, b = 0,3

Рис. 8. Орбита точки
(0
0

)
при a = 0,4, b = 0,3
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Рис. 9. Наличие признаков хаоса орбиты точки
(0
0

)
при a = 0,94, b = 0,3

Отметим, что в классическом случае при n = 1, a = 1, b = 0,3 признаков
хаоса не наблюдается (см. рис. 2).

2. Модификация преобразования пекаря

Рассмотрим модифицированное преобразование пекаря, исследуем его хао-
тичность и вычислим размерность Минковского его аттрактора. Рассмотрим на
множестве X = [0; 1] × [0; 1] модифицированное преобразование пекаря

Tm

(
x
y

)
=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

mx mod 1⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

y
m , 0 � x < 1

m

1
m + y

m , 1
m � x < 2

m

. . . . . .
m−1

m + y
m , m−1

m � x � 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

Данное отображение преобразует вертикальные полоски шириной 1/m в го-
ризонтальные полоски высотой 1/m. На рис. 10 показано модифицированное
преобразование пекаря (для m = 3), первые три итерации.

Рис. 10
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Найдём неподвижные точки преобразования

Tm

(
x
y

)
.

Рассмотрим первый случай: 0 � x < 1/m. Тогда 0 � mx < 1, и мы имеем,
что mx mod 1 = mx. Следовательно, mx = x. Откуда находим, что x = 0.
Следовательно, y/m = y. Из последнего равенства находим, что y = 0. Нетрудно
проверить, что

Tn

(
0
0

)
=
(

0
0

)
.

Рассмотрим второй случай: 1/m � x < 2/m. Тогда 1 � mx < 2 и mx
mod 1 = mx − 1. Таким образом, mx − 1 = x. Из последнего равенства на-
ходим, что x = 1/(m− 1). Поскольку 1/m � 1/(m− 1) < 2/m, то y = 1/(m− 1).
Нетрудно проверить, что

Tm

(
1

m−1
1

m−1

)
=

(
1

m−1
1

m−1

)
.

Рассуждая аналогично, можно найти оставшиеся неподвижные точки. Моди-
фицированное преобразование пекаря удобно исследовать с помощью m-ичной
системы счисления. Действительно, пусть

x = 0,α1α2α3 . . . αn . . .(m), y = 0,β1β2β3 . . . βn . . .(m).

Найдём

Tm

(
x
y

)
= T

(
0,α1α2α3 . . . αn . . .(m)

0,β1β2β3 . . . βn . . .(m)

)
.

Рассмотрим m случаев.
1. 0 � x < 1/m. В данном случае α1 = 0. Тогда

Tm

(
x
y

)
= Tm

(
0,α1α2α3 . . . αn . . .(m)

0,β1β2β3 . . . βn . . .(m)

)
=
(

0,α2α3 . . . αn . . .(m)

0,α1β1β2 . . . βn . . .(m)

)
.

2. 1/m � x < 2/m. В данном случае α1 = 1 (1/m(10) = 0,1m), и мы имеем

Tm

(
x
y

)
= Tm

(
0,α1α2α3 . . . αn . . .(m)

0,β1β2β3 . . . βn . . .(m)

)
=
(

0,α2α3 . . . αn . . .(m)

0,α1β1β2 . . . βn . . .(m)

)
.

Продолжая аналогичные рассуждения, мы получим, что для каждого

x = 0,α1α2α3 . . . αn . . .(m), y = 0,β1β2β3 . . . βn . . .(m),

где 0 � x � 1 , 0 � y � 1,

Tm

(
x
y

)
=
(

0,α2α3 . . . αn . . .(m)

0,α1β1β2 . . . βn . . .(m)

)
.

Укажем периодические точки преобразования Tm. Пусть

x = 0,α1α2α3 . . . αn . . .(m), y = 0,β1β2β3 . . . βn . . .(m).



196 В. С. Секованов

Тогда (
x1

y1

)
= T (1)

m

(
x
y

)
=
(

0,α2α3α4 . . . αn . . .(m)

0,α1β1β2 . . . βn . . .(m)

)
.

Заметим, что (
x1

y1

)
=
(

x
y

)

тогда и только тогда, когда

x = 0,α1α1α1 . . . α1 . . .(m), y = 0,α1α1α1 . . . α1 . . .(m).

Пусть (
x2

y2

)
= T (2)

m

(
x
y

)
=
(

0,α3α4α5 . . . αn . . .(m)

0,α2α1β1β2 . . . βn . . .(m)

)
.

Заметим, что
(

x2

y2

)
=
(

x
y

)
тогда и только тогда, когда

x = 0,α1α2α1α2 . . .(m), y = 0,α2α1α2α1 . . .(m).

Нетрудно убедиться, что(
xn

yn

)
= T (n)

m

(
x
y

)
=
(

0,αn+1αn+2 . . .(m)

0,αnαn−1 . . . α1β1β2 . . . βn . . .(m)

)
.

Заметим, что (
xn

yn

)
=
(

x
y

)

тогда и только тогда, когда

x = 0,(α1α2α3 . . . αn)(n), y = 0,(αnαn−1 . . . α2α1)(n).

Покажем, что множество периодических точек плотно в множестве X =
= [0; 1] × [0; 1]. Пусть (

u
v

)
∈ X,

где
u = 0,α1α2α3 . . . αn . . .(m), v = 0,β1β2β3 . . . βn . . .(m).

Рассмотрим последовательность вида(
u2·1
v2·1

)
,

(
u2·2
v2·2

)
,

(
u2·3
v2·3

)
, . . . ,

(
u2·n
v2·n

)
, . . . ,

такую что (
u2·1
v2·1

)
=
(

u2

v2

)
=
(

0.α1β1α1β1α1β1 . . .(m)

0.β1α1β1α1 . . .(m)

)
,

(
u2·2
v2·2

)
=
(

u4

v4

)
=
(

0.α1α2β2β1α1α2β2β1 . . .(m)

0.β1β2α2α1β1β2α2α1 . . .(m)

)
, . . . .
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Нетрудно проверить, что

T (2n)
m

(
u2n

v2n

)
=
(

u2n

v2n

)

и

lim
n→∞T (2n)

m

(
u2n

v2n

)
=
(

u
v

)
.

Покажем, что преобразование пекаря Tm обладает существенной зависимо-
стью от начальных условий. Пусть(

x
y

)
∈ X,

где
x = 0,α1α2α3 . . . αn . . .(m), y = 0,β1β2β3 . . . βn . . .(m),

X = [0; 1] × [0; 1]. Рассмотрим ε = 1/(m + 1) и некоторое δ > 0. Покажем, что
существуют такие точка (

x̄
ȳ

)
∈ X

и натуральное число nδ, что

ρ

((
x
y

)
,

(
x̄
ȳ

))
< δ,

но

ρ

(
T (nδ)

m

(
x
y

)
, T (nδ)

m

(
x̄
ȳ

))
>

1
m + 1

.

Действительно, рассмотрим числа

x = 0,α1α2α3 . . . αnδ
γαnδ+2αnδ+3 . . .(m),

где |γ − αnδ+1| � 1, и ȳ = y. Будем считать натуральное число nδ настолько
большим, что выполняется неравенство

ρ

((
x
y

)
,

(
x̄
ȳ

))
< δ

Вычислим значение отображения T
(nδ)
m в точках(
x
y

)
,

(
x̄
ȳ

)
.

Имеем

T (nδ)
m

(
x
y

)
=
(

0.αnδ+1αnδ+2 . . .(m)

0.αnδ
αnδ−1 . . . α1β1β2 . . . βn . . .(m)

)
,

T (nδ)
m

(
x̄
ȳ

)
=
(

0.γαnδ+2 . . .(m)

0.αnδ
αnδ−1 . . . α1β1β2 . . . βn . . .(m)

)
.
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Таким образом,

ρ

(
T (nδ)

m

(
x
y

)
, T (nδ)

m

(
x̄
ȳ

))
=

|γ − αnδ+1|
m

� 1
m

>
1

m + 1
.

Существенная зависимость от начальных условий установлена.
Покажем, что для модернизированного преобразования пекаря Tm выполня-

ется транзитивность. Пусть U , V —открытые множества в X. Пусть

x = 0,α1α2α3 . . . αn . . .(m), y = 0,β1β2β3 . . . βn . . .(m) —

такие вещественные числа, что (
x
y

)
∈ V.

Пусть
x̄ = 0,ᾱ1ᾱ2ᾱ3 . . . ᾱn . . .(m), ȳ = 0,β̄1β̄2β̄3 . . . β̄n . . .(m)

такие, что (
x̄
ȳ

)
∈ U.

Далее рассмотрим для каждого натурального n точки

¯̄x = 0,ᾱ1ᾱ2ᾱ3 . . . ᾱnβnβn−1 . . . β1α1α2 . . . αn . . .(m), ¯̄y = 0,β̄1β̄2β̄3 . . . β̄n . . .(m).

Выберем n настолько большим, чтобы(
¯̄x
¯̄y

)
∈ U.

Замечаем, что

T (2n)
m

(
¯̄x
¯̄y

)
=
(

0.α1α2α3 . . . αn . . .(m)

0.β1β2 . . . βnᾱnᾱn−1 . . . ᾱ1β̄1β̄2β̄3 . . .(m)

)
.

Следовательно, при n → ∞ последовательность{
T (2n)

m

(
¯̄x
¯̄y

)}∞

n=1

стремится к точке (
x
y

)
∈ V.

Таким образом, существует такое достаточно большое натуральное число n0,
что T

(2n0)
m (U) ∩ V непусто. Транзитивность установлена.

Видоизменим отображение Tm. Положим

T̄m

(
x
y

)
=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

mx mod 1⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

y
m+1 , 0 � x < 1

m

1
m + y

m+1 , 1
m � x < 2

m

. . . . . .
m−1

m + y
m+1 , m−1

m � x � 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.
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Положим вновь X = [0; 1] × [0; 1]. Обозначим через P аттрактор, получен-
ный путём бесконечного воздействия отображения T̄m на множество X. Данный
аттрактор— бесконечная последовательность горизонтальных линий, располо-
женных внутри множества X. Найдём размерность Минковского множества P .
Возьмём ε = 1/(m + 1). Заметим, что множество T̄

(n)
m (X) (n-я итерация множе-

ства X) будет иметь mn полосок шириной 1/(m + 1)n. Одну полоску шириной
1/(m + 1)n можно покрыть минимальным числом (m + 1)n квадратных кле-
ток со стороной 1/(m + 1)n. Таким образом, минимальное число клеток N(ε),
покрывающих n-ю итерацию T̄

(n)
m (X) множества X, будет равно (m2 + m)n.

Следовательно,

dimM (P ) = lim
n→∞

ln
(
N(ε)

)
ln(1/ε)

= lim
n→∞

ln
(
(m2 + m)n

)
ln
(
(m + 1)n

) = 1 + logm+1 m.

Поскольку величина 1 + logm+1 m является дробной, то в данном случае мно-
жество P является фракталом.

Отметим, что P является самоподобным множеством, размерность самопо-
добия которого также равна 1 + logm+1 m.
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