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Аннотация

Рассматриваются частично упорядоченные алгебры над частично упорядоченными
полями. Описываются идеалы K-упорядоченных алгебр над направленными полями.
Исследуются свойства выпуклых направленных идеалов интерполяционных K-упоря-
доченных алгебр над частично упорядоченными полями. Получены некоторые резуль-
таты об идеалах линейно K-упорядоченных алгебр над направленными полями.

Abstract

E. E. Shirshova, On partially ordered algebras over fields, Fundamentalnaya i pri-
kladnaya matematika, vol. 21 (2016), no. 4, pp. 249—263.

Characteristics of partially ordered algebras over partially ordered fields are consid-
ered. Characteristics of ideals of K-ordered algebras over directed fields are described.
Properties of convex directed ideals in interpolation K-ordered algebras over partially or-
dered fields are investigated. Some theorems are proved for ideals of linearly K-ordered
algebras over directed fields.

1. Введение

Пусть F = 〈F,+, ·〉—поле. Напомним, что F называется частично упоря-
доченным полем (см. [2, 13]), если 〈F,+,�〉—частично упорядоченная группа,
удовлетворяющая условию: если a � b и c > 0 в 〈F,+,�〉, то ac � bc и ca � cb.
Если группа 〈F,+,�〉 является направленной (см. лемму 9), то F называется

направленным полем.
Так как в случае нетривиального порядка единицу частично упорядоченно-

го кольца можно всегда сделать положительной (см. [13, с. 166]), то примем
следующее соглашение.

Замечание A. Будем считать до конца статьи, что F —частично упорядо-
ченное поле нулевой характеристики с положительной единицей.
В. М. Копытовым в 1972 году было введено определение частичного порядка

для алгебр Ли (см. [3,4]).
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Пусть F —частично упорядоченное поле, L = 〈L,+, α, [, ],�〉—алгебра Ли
над полем F .

Определение 1 [4]. Алгебра L называется частично упорядоченной ал-
геброй Ли, если 〈L,+,�〉—частично упорядоченная группа, удовлетворяющая
условиям:

из того, что a � b, следует, что αa � αb для всех a, b ∈ L и α > 0 из
поля F ;
из того, что a � b, следует, что a + [a, c] � b + [b, c] для всех a, b, c ∈ L.

Свойства частично упорядоченных алгебр Ли над частично упорядоченны-
ми полями исследовались также в работах Ю. В. Кочетовой [5—8] и работе
Ю. В. Кочетовой и Е. Е. Ширшовой [10].
Позднее было определено понятие произвольной частично упорядоченной

алгебры над частично упорядоченным полем. Свойства таких алгебр над ча-
стично упорядоченными полями исследовались в работах Ю. В. Кочетовой и
Е. Е. Ширшовой [11,12] и в работе Ю. В. Кочетовой [9].

Определение 2 [11]. Алгебра A = 〈A,+, α, ·,�〉 над частично упорядочен-
ным полем F называется частично упорядоченной «по Копытову» (K-упорядо-
ченной) алгеброй, если 〈A,+,�〉—частично упорядоченная группа, удовлетво-
ряющая условиям:

из того, что a � b, следует, что αa � αb для всех a, b ∈ A и α > 0 из
поля F ;
из того, что 0 � a ∈ A, следует, что ab � a и ba � a для всех b ∈ A.

В данной статье продолжается исследование свойств K-упорядоченных ал-
гебр над частично упорядоченными полями.
В статье используются терминология и обозначения, общепринятые в теории

частично упорядоченных групп и колец (см. [2,4,13]).
Во втором разделе рассматриваются свойства (двусторонних) идеалов K-упо-

рядоченных алгебр над направленными полями.
Напомним, что подгруппа M частично упорядоченной группы G называется

выпуклой, если из неравенств a � g � b следует, что g ∈ M для всех a, b ∈ M
и g ∈ G.

Определение 3. Идеал (подпространство) I из K-упорядоченной алгебры A
над частично упорядоченным полем F называется выпуклым (направленным)
идеалом (подпространством), если группа 〈I,+,�〉 является выпуклой (направ-
ленной) подгруппой группы 〈A,+,�〉.
Используя теорему 12 и лемму 13, мы можем доказать следующее утвер-

ждение.

Теорема 1. Пусть A—K-упорядоченная алгебра над направленным полем F
и 0 < a ∈ A. Тогда в алгебре A существует выпуклый направленный идеал Ia

алгебры, положительный конус которого состоит из элементов x ∈ A, удовле-
творяющих неравенствам 0 � x � αa для некоторых α > 0 из поля F .
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Теперь нам понадобится следующее определение.

Определение 4 [12]. Пусть 0 < a и 0 < b—элементы в K-упорядочен-
ной алгебре A над частично упорядоченным полем F . Говорят, что элемент a
бесконечно мал по сравнению с элементом b (a � b), если αa � b для всех
α ∈ F .

Для K-упорядоченной алгебры над направленным полем справедливо следу-
ющее утверждение.

Теорема 2. Пусть A—K-упорядоченная алгебра над направленным по-
лем F , 0 < a ∈ A и a � b для b ∈ A. Тогда существует направленный идеал I
алгебры A, удовлетворяющий следующим условиям:

1) I —наименьший выпуклый идеал алгебры, содержащий элемент a;
2) b /∈ I;
3) x � b для всех элементов x ∈ I.

В. Н. Бибаевой и Е. Е. Ширшовой [1] определено понятие K-упорядоченного
кольца.

Определение 5 [1]. Кольцо R называется частично K-упорядоченным коль-
цом, если 〈R,+,�〉—частично упорядоченная группа, удовлетворяющая следу-
ющему условию: если 0 � a в 〈R,+,�〉, то ab � a и ba � a для всех b ∈ R.

В K-упорядоченном кольце существует идеал со свойствами, похожими на
свойства идеала из теоремы 2 (см. лемму 14). Поскольку любая K-упорядо-
ченная алгебра является K-упорядоченным кольцом, между данными идеалами
существует зависимость.

Теорема 3. Пусть A—K-упорядоченная алгебра над направленным по-
лем F , 0 < a ∈ A и a � b для b ∈ A. Если I —идеал алгебры A, определённый
в теореме 2, а J —идеал K-упорядоченного кольца 〈A,+, ·,�〉, определённый
в лемме 14, то J ⊆ I.

Во втором разделе рассматриваются также алгебры над архимедовыми поля-
ми.

Определение 6 [2, 13]. Частично упорядоченное поле F называется архи-
медовым, если для любых a, b ∈ F из соотношений 0 < a и 0 < b следует, что
na > b для некоторого целого числа n > 0.

Теорема 4. Если в условиях теоремы 3 поле F является архимедовым, то
I = J .

Теорема 4 является прямым следствием теоремы 3 и следующей леммы.

Лемма 5. Если A—K-упорядоченная алгебра над архимедовым направлен-
ным полем, то любая выпуклая направленная подгруппа частично упорядочен-
ной группы 〈A,+,�〉 является идеалом алгебры A.

Напомним определение.
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Определение 7 [2, 12]. Векторное пространство V над частично упорядо-
ченным полем F называется частично упорядоченным векторным простран-
ством, если 〈V,+,�〉—частично упорядоченная группа, удовлетворяющая усло-
вию: из того, что 0 � v, следует, что 0 � αv для всех v ∈ V и α > 0 из
поля F .

Чтобы доказать лемму 5, нам следует убедиться в справедливости следую-
щего утверждения о свойствах частично упорядоченных векторных пространств.

Теорема 6. Пусть V —векторное пространство над архимедовым направлен-
ным полем F . Тогда любая выпуклая направленная подгруппа частично упоря-
доченной группы 〈V,+,�〉 является подпространством пространства V .

Напомним, что частично упорядоченная группа G называется интерпо-
ляционной группой (см., например, [14, 16, 17]), если для любых элементов
a1, a2, b1, b2 ∈ G из неравенств a1, a2 � b1, b2 следует существование элемента
c ∈ G, для которого верны неравенства a1, a2 � c � b1, b2.

Определение 8. K-упорядоченную алгебру A над частично упорядоченным
полем F будем называть интерполяционной алгеброй (IK-упорядоченной алгеб-
рой), если группа 〈A,+,�〉 является интерполяционной группой.
Свойства множества всех выпуклых направленных идеалов IK-упорядо-

ченных алгебр над частично упорядоченными полями исследуются в третьем
разделе. Здесь будет доказано следующее утверждение об идеалах IK-упорядо-
ченных алгебр.

Теорема 7. Множество L всех выпуклых направленных идеалов IK-упоря-
доченной алгебры A над частично упорядоченным полем F образует подрешётку
в решётке всех идеалов алгебры A. Кроме того, L является полной решёткой
сверху.

В четвёртом разделе приводятся некоторые утверждения об идеалах линейно
K-упорядоченных алгебр над направленными полями.
Начнём с определений.

Определение 9 [11]. K-упорядоченную алгебру A над частично упорядо-
ченным полем F называют линейно K-упорядоченной алгеброй, если группа
〈A,+,�〉 является линейно упорядоченной группой.
Пусть U — система идеалов (подпространств) алгебры A, содержащая {0}

и A. Система U называется полной, если для любой её подсистемы V идеа-
лов (подпространств) выполняется следующее условие: теоретико-множествен-
ные объединение и пересечение идеалов (подпространств), составляющих под-
систему V, принадлежат системе U . Включение идеалов (подпространств) I ⊂ J
называется скачком, если из включений I ⊆ K ⊆ J следует, что I = K или
K = J для каждого идеала (подпространства) K алгебры A.

Следующая теорема является основным результатом четвёртого раздела.
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Теорема 8. Пусть A—линейно K-упорядоченная алгебра над направленным
полем F . Тогда в ней существует полная система идеалов алгебры, в которой
каждый скачок идеалов I ⊂ J удовлетворяет следующим условиям:

1) JA ⊆ I и AJ ⊆ I;
2) I —выпуклый идеал в J ;
3) если a ∈ I, то a � b для любого элемента b ∈ J \ I, где b > 0.

Множество всех положительных элементов частично упорядоченной алгеб-
ры A (положительный конус частично упорядоченной группы G) будем обозна-
чать через A+ (G+).

2. Идеалы K-упорядоченных алгебр

Нам понадобятся некоторые свойства частично упорядоченных групп.

Лемма 9. Если G—частично упорядоченная группа, то следующие условия
равносильны:

1) G является направленной группой ;
2) для единицы группы G и каждого элемента a ∈ G существует верхняя
грань ;

3) каждый элемент g ∈ G представим в виде g = ab−1, где a, b ∈ G+.

Доказательство. Доказательство данного утверждения можно найти в [13,
предложение 1, с. 23].

Пусть A—K-упорядоченная алгебра над направленным полем F , 0 < a ∈ A
и

S = {x ∈ A | 0 � x � αa для некоторых α > 0 из поля F}.
Лемма 10. Множество S—выпуклая подполугруппа в группе 〈A,+,�〉.
Доказательство. Пусть x, y ∈ S. Тогда 0 � x � αa и 0 � y � βa для

некоторых элементов α > 0 и β > 0 из поля F .
В алгебре A справедливы неравенства 0 � x + y � (α + β)a для положитель-

ного элемента α + β из поля F . Значит, 〈S,+〉—полугруппа с нулём.
Если x � u � y для u ∈ A, то 0 � u � βa для 0 < β из поля F . Это означает,

что u ∈ S.

Пусть G—частично упорядоченная аддитивная абелева группа.
Доказательство следующего утверждения можно найти, например, в [4,13].

Лемма 11. Пусть M —подмножество группы G. Тогда M = G+ относитель-
но некоторого частичного порядка � в том и только в том случае, если M
удовлетворяет следующим условиям:

а) M + M ⊆ M ;
б) M ∩ −M = {0}, где −M = {g ∈ G | −g ∈ M}.
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Рассмотрим множество

H = {h ∈ A | h = x − y для некоторых x, y ∈ S}.
Теорема 12. H —выпуклое направленное подпространство векторного про-

странства A, и S—положительный конус частично упорядоченной группы
〈H,+,�〉.

Доказательство. Пусть h1, h2 ∈ H, где h1 = x1 − y1 и h2 = x2 − y2 для
некоторых элементов x1, x2, y1, y2 ∈ S.
В алгебре A h1+h2 = (x1+x2)−(y1+y2), где по лемме 10 x1+x2, y1+y2 ∈ S,

т. е. h1 + h2 ∈ H.
Если h ∈ H, где h = x − y для некоторых элементов x, y ∈ S, то элемент

−h = y − x лежит в алгебре A, т. е. −h ∈ H.
Так как 0 ∈ H, то H —подгруппа группы 〈A,+〉.
Из леммы 10 следует, что множество S удовлетворяет условию а) леммы 11.
Пусть x ∈ S ∩ −S. Тогда из определения множества S следует справед-

ливость неравенств 0 � x и x � 0. Из последних неравенств следует, что
x = 0. Таким образом, множество S удовлетворяет условию б) леммы 11. Сле-
довательно, S = H+. Значит, по условию 3) леммы 9, подгруппа H является
направленной.
Допустим, что u � x � v, где u = a − b, v ∈ H для a, b ∈ H+ и x ∈ A.

В группе H справедливы неравенства

0 � a � x + b � v + b.

Так как по лемме 10 H+—выпуклое подмножество в алгебре A, то x+ b ∈ H+.
Следовательно, x ∈ H, т. е. H —выпуклая подгруппа группы 〈A,+,�〉.
Пусть γ ∈ F и h ∈ H, где h = x− y для некоторых элементов x, y ∈ S. Тогда

0 � x � αa и 0 � y � βa для 0 < α, 0 < β ∈ F .
Если 0 < γ, то в алгебре A справедливы следующие соотношения:

0 � γx � γ(αa) = (γα)a, 0 � γy � γ(βa) = (γβ)a
для 0 < γα и 0 < γβ из поля F .

Согласно лемме 10 элементы γx и γy принадлежат множеству S. Так как в ал-
гебре A γh = γx − γy, то γh ∈ H.
Если γ < 0, то −γ > 0. В этом случае в алгебре A справедливы равенства

γh = (−γ)(−h) = (−γ)y − (−γ)x,

где по доказанному ранее (−γ)y, (−γ)x ∈ H. Значит, γh ∈ H.
Если γ ‖ 0, то в направленном поле F по условию 3) леммы 9 γ = δ − τ для

некоторых элементов δ > 0 и τ > 0 из поля F .
В алгебре A имеет место равенство γh = δh− τh, где по доказанному ранее

элементы δh и τh принадлежат подгруппе H. Таким образом, FH ⊆ H. Следова-
тельно, H —подпространство векторного пространства A. Остаётся вспомнить
определение 3.
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Для описания свойств идеалов K-упорядоченных алгебр полезна следующая
лемма.

Лемма 13. Если I —выпуклое направленное подпространство в K-упорядо-
ченной алгебре A над частично упорядоченным полем F , то I —идеал алгеб-
ры A.

Доказательство. Доказательство данного утверждения можно найти в [11,
предложение 1] или в [12, предложение 2.2.3].

Доказательство теоремы 2. Из теоремы 1 следует существование выпук-
лого направленного идеала I = Ia алгебры A.
Рассмотрим условие 1). Пусть J —произвольный выпуклый идеал алгеб-

ры A, для которого a ∈ J . Тогда αa ∈ J для всех α ∈ F .
Если x ∈ I+, то по теореме 12 справедливы неравенства 0 � x � αa для

некоторого α > 0 из поля F . Так как по определению 3 〈J,+〉—выпуклая
подгруппа аддитивной группы алгебры A и αa ∈ J , то x ∈ J . Следовательно,
I+ ⊆ J .
Из условия 3) леммы 9 следует, что I ⊆ J , так как по определению 3 〈I,+〉—

направленная группа.
Рассмотрим условие 2). Пусть, от противного, b ∈ I. Тогда по теореме 12

найдётся α > 0 в поле F , для которого справедливо неравенство b � αa. Отсюда
следует, что в алгебре A b+ b � (α+α)a. Так как 0 < b, то по условию теоремы
и определению 2 справедливо неравенство (α + α)a � b для α + α ∈ F . Значит,
b � 0, что противоречит выбору элемента b.
Рассмотрим условие 3). Рассмотрим элементы x ∈ I и γ ∈ F . Пусть 0 � x.

Тогда по теореме 12 x � αa для некоторого элемента α > 0 из F .
Если 0 < γ, то в алгебре A верны соотношения

γx � γ(αa) = (γα)a

для элемента γα из поля F . Но по условию теоремы и определению 2 (γα)a � b.
Отсюда по свойству транзитивности следует, что γx � b.
Если γ < 0, то −γ > 0. Так как −x � 0 � a, то в алгебре A имеют место

соотношения
γx = (−γ)(−x) � (−γ)a.

Так как по условию теоремы и определению 2 (−γ)a � b, то γx � b.
Пусть γ ‖ 0. Тогда в направленном поле F по условию 3) леммы 9 γ = δ − τ

для некоторых элементов δ > 0 и τ > 0 из поля F . В этом случае в алгебре A
верны соотношения

δx � δ(αa) = (δα)a, −τx = (−τ)x = τ(−x) < τa.

Учитывая условие теоремы и определение 2, заключаем, что в алгебре A спра-
ведливы соотношения

γx = δx + (−τx) < (δα)a + τa = (δα + τ)a � b.

Следовательно, если 0 � x, то γx � b для всех γ ∈ F .
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Если x < 0, то −x > 0. В алгебре A по доказанному ранее верны соотноше-
ния

γx = (−γ)(−x) � b

для всех γ ∈ F .
Пусть x ‖ 0. Так как I —направленный идеал алгебры A, то по определе-

нию 3 и условию 3) леммы 9 x = u − v для некоторых элементов u > 0 и v > 0
из идеала I.
Если γ > 0, то γv > 0 и −γv < 0. Поэтому имеют место следующие соотно-

шения в алгебре A:
γx = γu − γv < γu,

где по ранее доказанному γu � b.
Если γ < 0, то −γ > 0. Тогда (−γ)u > 0, откуда с учётом ранее доказанного

получаем, что в алгебре A

γx = (−γ)(−x) = (−γ)v − (−γ)u < (−γ)v � b.

Пусть γ ‖ 0. Тогда в направленном поле F по условию 3) леммы 9 γ = δ − τ
для некоторых элементов δ > 0 и τ > 0 из поля F . В этом случае в алгебре A
справедливы соотношения

γx = γu − γv = (δ − τ)u − (δ − τ)v = (δu + τv) − (τu + δv) < δu + τv,

так как τu + δv > 0.
В подгруппе 〈I,+,�〉 существует элемент w = u + v, для которого u, v < w.

Поэтому верны соотношения

δu + τv � δw + τw = (δ + τ)w,

где δ + τ ∈ F . Так как 0 < w, то по определению 2 (δ + τ)w � b. Из последнего
неравенства по свойству транзитивности получаем, что γx < b. Таким образом,
γx � b для всех γ ∈ F .
Теорема доказана полностью.

Далее нам понадобится следующее утверждение.

Лемма 14 [1, теорема 8]. Пусть R—частично K-упорядоченное кольцо,
a и b принадлежат множеству R+ \ {0} и неравенство na � b справедливо
для всех целых чисел n. Тогда существует направленный идеал J кольца R,
положительный конус которого состоит из x ∈ R, удовлетворяющих неравен-
ствам 0 � x � na для некоторых целых чисел n > 0. Кроме того, идеал J
удовлетворяет следующим условиям:
1) J —наименьший выпуклый идеал, содержащий элемент a;
2) b /∈ J ;
3) если x ∈ J , то nx � b для всех целых чисел n.

Здесь и далее если n > 0, то

nx = x + x + . . . + x
︸ ︷︷ ︸

n

.
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Доказательство теоремы 3. Пусть 0 � x ∈ J . По определению идеала J
в лемме 14 справедливо неравенство x � na для некоторого целого числа n > 0.
Для единицы 1 поля F в алгебре A имеют место следующие равенства:

na = a + a + . . . + a
︸ ︷︷ ︸

n

= (1 + 1 + . . . + 1
︸ ︷︷ ︸

n

) · a = αa.

Из замечания A следует, что верны соотношения

0 < α = 1 + 1 + . . . + 1
︸ ︷︷ ︸

n

∈ F.

Таким образом, справедливо неравенство x � αa, где α ∈ F и 0 < α.
Согласно определению идеала I в теореме 2 имеет место включение J+ ⊆ I.

Следовательно, по условию 3) леммы 9 J ⊆ I, так как по условию теоремы и
определению 3 〈J,+〉 является направленной группой.
Теорема доказана полностью.

Доказательство теоремы 6. Пусть H —выпуклая направленная подгруппа
группы 〈V,+,�〉. Рассмотрим элементы 0 < a ∈ H и α ∈ F . Положим α > 0.
Тогда по определению 7 αa > 0.
Согласно замечанию A для единицы 1 поля F имеет место неравенство 1 > 0.

Так как поле F является архимедовым, то по определению 6 существует целое
число n > 0, для которого справедливо неравенство n · 1 > α, т. е. n · 1− α > 0.
Тогда по определению 7 получаем, что (n · 1 − α)a > 0.
В пространстве V имеют место следующие соотношения:

na = a + a + . . . + a
︸ ︷︷ ︸

n

= (1 + 1 + . . . + 1
︸ ︷︷ ︸

n

) · a = (n · 1)a > αa.

Таким образом, 0 < αa < na, где na ∈ H. Значит, αa ∈ H, так как H —
выпуклая подгруппа группы 〈V,+,�〉.
Если α < 0, то −α > 0. Тогда в пространстве V по доказанному −αa =

= (−α)a ∈ H. Отсюда следует, что αa ∈ H, так как H —подгруппа.
Пусть α ‖ 0. Тогда по условию 3) леммы 9 α = β−γ для некоторых элементов

β > 0, γ > 0 ∈ F , так как F —направленное поле. По доказанному ранее
βa, γa ∈ H. Так как αa = βa−γa в пространстве V , то αa ∈ H. Таким образом,
если 0 < a в H, то αa ∈ H для любого α ∈ F .
Если a < 0, то −a > 0. Тогда в пространстве V по доказанному −αa =

= α(−a) ∈ H. Значит, αa ∈ H, так как H —подгруппа.
Если a ‖ 0, то по условию 3) леммы 9 a = u − v для некоторых элементов

u > 0, v > 0 ∈ H, так как H —направленная группа. Тогда в пространстве V
αa = αu − αv, где по доказанному αu, αv ∈ H. Следовательно, FH ⊆ H.
Теорема доказана полностью.

3. Интерполяционные алгебры

Нам понадобится следующее свойство частично упорядоченных групп.
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Лемма 15. Для частично упорядоченной группы G = 〈G, ·〉 равносильны
следующие условия :

1) G является интерполяционной группой ;
2) если x � ab для x, a, b ∈ G+, то x = a1b1 для некоторых a1, b1 ∈ G+,
удовлетворяющих неравенствам a1 � a и b1 � b.

Доказательство. Доказательство данного утверждения можно найти в [16,
лемма 4], в [14, теорема 1] или в [15, предложение 13].

Теорема 16. Пусть I и J —выпуклые направленные идеалы IK-упорядочен-
ной алгебры A над частично упорядоченным полем F . Тогда и сумма идеалов
I + J —выпуклый направленный идеал алгебры A.

Доказательство. Так как I и J —подпространства векторного простран-
ства A над полем F , то сумма подпространств I + J —подпространство про-
странства A.
Пусть x ∈ I + J . Тогда x = u + v для некоторых элементов u ∈ I и v ∈ J . По

определению 3 〈I,+〉 и 〈J,+〉—направленные подгруппы в группе 〈A,+,�〉. По
условию 2) леммы 9 существуют элементы a ∈ I+ и b ∈ J+, для которых верны
неравенства u � a и v � b. Таким образом, в группе 〈A,+,�〉 справедливы
неравенства 0, x � a + b для элемента a + b ∈ I + J . Значит, по условию 2)
леммы 9 〈I + J,+〉—направленная группа.
Пусть w ∈ A и 0 � w � r ∈ I + J , где r = u + v для u ∈ I и v ∈ J . По

лемме 15 найдутся элементы s ∈ I и t ∈ J , для которых верны соотношения

0 � s � u, 0 � t � v, w = s + t.

Таким образом, w ∈ I+J , т. е. 〈I+J,+〉—выпуклая подгруппа группы 〈A,+,�〉.
Следовательно, по определению 3 I + J —выпуклое направленное подпростран-
ство пространства A.
По лемме 13 множество I + J является идеалом алгебры A.

Для множества всех выпуклых направленных подгрупп интерполяционной
группы справедливо следующее утверждение.

Лемма 17. Пусть G—интерполяционная группа и {Hi | i ∈ I}— семей-
ство выпуклых направленных подгрупп группы G. Если H —подгруппа, порож-
дённая теоретико-множественным объединением подгрупп Hi, то H является
выпуклой направленной подгруппой группы G.

Доказательство. Доказательство данного утверждения можно найти в [16,
лемма 9] или в [14, теорема 2].

Теорема 18. Пусть {Mi | i ∈ J}— семейство выпуклых направленных иде-
алов IK-упорядоченной алгебры A над частично упорядоченным полем F . Ес-
ли M —подгруппа, порождённая теоретико-множественным объединением под-
групп 〈Mi,+〉 в группе 〈A,+〉, то M является выпуклым направленным идеалом
алгебры A.
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Доказательство. По определению 3 семейство {〈Mi,+〉 | i ∈ J} является
семейством выпуклых направленных подгрупп в группе 〈A,+,�〉. По лемме 17
подгруппа M является выпуклой направленной подгруппой в группе 〈A,+,�〉.
Пусть m ∈ M , тогда m = mk1 + mk2 + . . . + mks

для некоторых mkj
∈ Mkj

.
Если γ ∈ F , то в алгебре A справедливо равенство

γm = γmk1 + γmk2 + . . . + γmks

для γmkj
∈ Mkj

, так как Mkj
является подпространством пространства A для

любого индекса kj . Следовательно, γm ∈ M . Поэтому по определению 3 группа
M —выпуклое направленное подпространство алгебры A.
По лемме 13 подгруппа M является идеалом алгебры A.

Следствие 19. Пусть M1,M2, . . . ,Ms—выпуклые направленные идеалы
IK-упорядоченной алгебры A над частично упорядоченным полем F . Ес-
ли M —подгруппа, порождённая теоретико-множественным объединением под-
групп 〈Mi,+〉 в группе 〈A,+〉, то выпуклый направленный идеал M алгебры A
равен сумме идеалов M1 + M2 + . . . + Ms.

Напомним свойство подгрупп интерполяционных групп.

Лемма 20. Если A и B—выпуклые направленные подгруппы абелевой ин-
терполяционной группы G, то A ∩B—выпуклая направленная подгруппа груп-
пы G.

Доказательство. Доказательство данного утверждения можно найти, на-
пример, в [16, следствие 1].

Лемма 21. Пусть I и J —выпуклые направленные идеалы IK-упорядочен-
ной алгебры A над частично упорядоченным полем F . Тогда I∩J также является
выпуклым направленным идеалом алгебры A.

Доказательство. Согласно условию леммы и определению 3 группы 〈I,+〉
и 〈J,+〉 являются выпуклыми направленными подгруппами абелевой интерпо-
ляционной группы 〈A,+,�〉. Согласно лемме 20 〈I ∩ J,+〉—выпуклая направ-
ленная подгруппа группы 〈A,+,�〉.
Пусть γ ∈ F и x ∈ I ∩ J . Так как I и J —подпространства в векторном

пространстве A над полем F , то γx ∈ I ∩ J . Значит, I ∩ J —выпуклое направ-
ленное подпространство алгебры A. Из леммы 13 следует, что I ∩ J —идеал
алгебры A.

Доказательство теоремы 7. Пусть S—множество всех идеалов алгебры A
над полем F . Известно, что S образует решётку относительно теоретико-мно-
жественных включений, т. е. для идеалов I и J алгебры A считают, что

I ∨ J = I + J, I ∧ J = I ∩ J.

Из теоремы 16 и леммы 21 следует, что множество L является подрешёткой
решётки S.
Второе утверждение теоремы является следствием теоремы 18.
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4. Линейно K-упорядоченные алгебры
над направленными полями

Сначала отметим, что свойства идеалов линейно K-упорядоченных алгебр
над линейно упорядоченными полями рассматривались Ю. В. Кочетовой и
Е. Е. Ширшовой [11,12].
Пусть A—линейно K-упорядоченная алгебра над частично упорядоченным

полем F и 0 < a ∈ A. Рассмотрим множество

Ma = {u ∈ A | u � a}.
Лемма 22. Если A—линейно K-упорядоченная алгебра над частично упо-

рядоченным полем F , то множество Ma является подпространством векторного
пространства A над полем F .

Доказательство. Доказательство данного утверждения можно найти в [11,
теорема 4] или в [12, теорема 2.2.1].

Из леммы 22 вытекает следующее утверждение.

Лемма 23. Если A—линейно K-упорядоченная алгебра над направленным
полем F , то множество Ma является выпуклым подпространством алгебры A.

Доказательство. Пусть u � x � v, где u, v ∈ Ma и x ∈ A. Рассмотрим
элемент γ ∈ F .
Если γ > 0, то в алгебре A верно неравенство γx � γv, в котором по

лемме 22 γv ∈ Ma. Из определения множества Ma следует, что γv � a. Из по-
следнего неравенства по свойству транзитивности выводим неравенство γx � a.
Если γ < 0, то −γ > 0. Так как −x � −u, то в алгебре A справедливы

соотношения
γx = (−γ)(−x) � (−γ)(−u) = γu,

где по лемме 22 γu ∈ Ma. Из определения множества Ma следует, что γu � a,
и по свойству транзитивности γx � a.
Пусть γ ‖ 0. Тогда в направленном поле F по условию 3) леммы 9 γ = δ − τ

для некоторых элементов δ > 0 и τ > 0 из поля F . В этом случае в алгебре A
имеет место равенство γx = δx − τx. Из доказанного следует, что δx, τx ∈ Ma.
Если x > 0, то в алгебре A справедливы неравенства τx > 0 и −τx < 0.

Поэтому в алгебре A справедливы соотношения

γx = δx − τx < δx � a.

Если x < 0, то −x > 0. В этом случае в алгебре A справедливы соотношения

γx = (−γ)(−x) = (τ − δ)(−x) = τ(−x) − δ(−x).

Так как δx > 0, то −δx < 0. Из последнего неравенства следуют соотношения

τ(−x) − δ(−x) < τ(−x) = (−τ)x,
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где по лемме 22 (−τ)x = − τx ∈ Ma. Таким образом, (−τ)x � a, и по свойству
транзитивности γx � a. Значит, γx � a для любого элемента γ ∈ F . Это
означает, что x � a. Следовательно, x ∈ Ma.

Замечание B. Известно, что выпуклые подгруппы линейно упорядоченной
группы образуют цепь.

Прежде чем доказать основной результат данного раздела, докажем два
утверждения.

Лемма 24. Пусть A—линейно K-упорядоченная алгебра над направленным
полем F и K ⊂ L— скачок выпуклых подпространств алгебры A. Тогда K = Mb

для любого элемента b ∈ L+ \ K.

Доказательство. Рассмотрим элементы b ∈ L+ \ K и x ∈ M+
b \ {0}. В ал-

гебре A имеют место соотношения x = 1 · x � b. Значит, x ∈ L, так как по
определению 3 〈L,+〉 является выпуклой подгруппой группы 〈A,+,�〉. Таким
образом, M+

b ⊆ L.
Из условия 3) леммы 9 и леммы 23 следует, что Mb ⊆ L. Если b ∈ Mb, то

в алгебре A имеют место соотношения b + b = (1 + 1)b � b, т. е. b � 0. Но это
противоречит выбору элемента b. Значит, Mb ⊂ L.
По лемме 23 множество Mb является выпуклым подпространством алгеб-

ры A. Так как по условию леммы подпространства K и L образуют скачок, то,
учитывая замечание B и определение 9, заключаем, что Mb ⊆ K.
Допустим, что существует элемент a ∈ K+ \ Mb. Так как a /∈ Mb, то най-

дётся элемент α ∈ F , для которого верны соотношения 0 < b < αa. При этом
αa ∈ K, так как K —подпространство алгебры A. Значит, b ∈ K, так как по
определению 3 〈K,+〉 является выпуклой подгруппой группы 〈A,+,�〉. Но это
противоречит выбору элемента b. Следовательно, K = Mb.

Лемма 25. Пусть A—линейно K-упорядоченная алгебра над направленным
полем F и I ⊂ J — скачок выпуклых идеалов алгебры A. Тогда AJ ⊂ I и
JA ⊂ I.

Доказательство. Если элемент u ∈ I, то au, ua ∈ I для любого элемента
a ∈ A, так как I —идеал алгебры A. Допустим, что u ∈ J \ I.
Если u > 0, то по определению 2 в алгебре A выполняются соотношения

α(au) = (αa)u � u, α(ua) = u(αa) � u

для любых элементов a ∈ A и α ∈ F . По определению 4 это означает, что
au � u и ua � u. Следовательно, au, ua ∈ Mu. Так как выпуклый идеал I
алгебры A является выпуклым подпространством, то из леммы 24 следует, что
au, ua ∈ I.
Если u < 0, то −u > 0. Тогда в алгебре A по определению 2 выполняются

соотношения

α(au) = (−αa)(−u) � (−u), α(ua) = (−u)(−αa) � (−u)
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для любых элементов a ∈ A и α ∈ F . По определению 4 это означает, что
au � −u и ua � −u. Значит, au, ua ∈ M−u. Следовательно, по лемме 24
au, ua ∈ I.

Доказательство теоремы 8. Рассмотрим множество U всех выпуклых иде-
алов алгебры A. Оно содержит идеалы {0} и A. Если I является произвольным
выпуклым идеалом алгебры A, то по определению 3 группа 〈I,+,�〉—выпук-
лая подгруппа группы 〈A,+,�〉. По условию теоремы и определению 9 группа
〈A,+,�〉 является линейно упорядоченной. По замечанию B можно заключить,
что множество U является линейно упорядоченным.
Рассмотрим цепь идеалов

I1 ⊂ I2 ⊂ I3 ⊂ . . . ⊂ Is,

где Ij ∈ U для каждого индекса j = 1, 2, 3, . . . , s. Если

K =
⋃

j

Ij , L =
⋂

j

Ij ,

то легко убедиться, что K,L ∈ U . Значит, U —полная система выпуклых иде-
алов алгебры A. Если I ⊂ J — скачок идеалов в системе U , то из леммы 25
следует справедливость утверждения 1).
Утверждение 2) очевидно.
Так как любой идеал алгебры является её подпространством, то I ⊂ J —

скачок выпуклых подпространств алгебры A. Если b ∈ J+ \ I, то по лемме 24
I = Mb. Из определения множества Mb следует справедливость утверждения 3).

Литература

[1] Бибаева В. Н., Ширшова Е. Е. О линейно K-упорядоченных кольцах // Фундамент.
и прикл. матем. — 2011/2012. — Т. 17, вып. 4. — C. 13—23.

[2] Биркгоф Г. Теория решёток. —М.: Наука, 1984.

[3] Копытов В. М. Упорядочение алгебр Ли // Алгебра и логика. — 1972. — Т. 11,
№ 3. — C. 295—325.

[4] Копытов В. М. Решёточно упорядоченные группы. —М.: Наука, 1984.

[5] Кочетова Ю. В. О некоторых свойствах идеалов решёточно упорядоченных алгебр
Ли // Вестн. СамГУ. Естественнонауч. сер. Математика. — 2007. — Т. 57, № 7. —
С. 73—83.

[6] Кочетова Ю. В. Первичный радикал решёточно упорядоченных алгебр Ли //
УМН.— 2008. — Т. 63, № 5. — С. 191—192.

[7] Кочетова Ю. В. О нижнем слабо разрешимом l-радикале решёточно упорядоченных
алгебр Ли // Фундамент. и прикл. матем. — 2008. — Т. 14, вып. 8. — С. 137—149.

[8] Кочетова Ю. В. Первичные и полупервичные решёточно упорядоченные алгебры
Ли // Фундамент. и прикл. матем. — 2008. — Т. 14, вып. 7. — С. 137—143.



О частично упорядоченных алгебрах над полями 263

[9] Кочетова Ю. В. Радикальность решёточно K-упорядоченных алгебр // Фундамент.
и прикл. матем. — 2015. — Т. 20, вып. 5. — С. 89—93.

[10] Кочетова Ю. В., Ширшова Е. Е. О гомоморфизмах частично упорядоченных алгебр
Ли // Избранные вопросы алгебры: Сб. статей, посвящённый памяти Н. Я. Медве-
дева. — Барнаул: Изд-во Алт. ун-та, 2007. — С. 131—142.

[11] Кочетова Ю. В., Ширшова Е. Е. О линейно упорядоченных линейных алгебрах //
Фундамент. и прикл. матем. — 2009. — Т. 15, вып. 1. — С. 53—63.

[12] Кочетова Ю. В., Ширшова Е. Е. Первичный радикал решёточно K-упорядоченных
алгебр // Фундамент. и прикл. матем. — 2013. — Т. 18, вып. 1. — С. 85—158.

[13] Фукс Л. Частично упорядоченные алгебраические системы. —М.: Мир, 1965.

[14] Ширшова Е. Е. О выпуклых подгруппах групп с интерполяционным условием //
Фундамент. и прикл. матем. — 2011/2012. — Т. 17, вып. 7. — С. 187—199.

[15] Ширшова Е. Е. О значениях элементов частично упорядоченных групп // Фунда-
мент. и прикл. матем. — 2013. — Т. 18, вып. 3. — С. 199—212.

[16] Ширшова Е. Е. О свойствах интерполяционных групп // Матем. заметки. — 2013. —
Т. 93, № 2. — С. 295—304.

[17] Glass A. M. W. Polars and their application in directed interpolation groups // Trans.
Amer. Math. Soc. — 1972. —Vol. 166. — P. 1—25.





<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Gray Gamma 2.2)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Off
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages false
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Perceptual
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams true
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts false
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Remove
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 290
  /ColorImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 600
  /ColorImageDepth 8
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.01667
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 290
  /GrayImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 600
  /GrayImageDepth 8
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 2.03333
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 800
  /MonoImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 2400
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000500044004600206587686353ef901a8fc7684c976262535370673a548c002000700072006f006f00660065007200208fdb884c9ad88d2891cf62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef653ef5728684c9762537088686a5f548c002000700072006f006f00660065007200204e0a73725f979ad854c18cea7684521753706548679c300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /DAN <>
    /ESP <>
    /FRA <>
    /ITA <>
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020b370c2a4d06cd0d10020d504b9b0d1300020bc0f0020ad50c815ae30c5d0c11c0020ace0d488c9c8b85c0020c778c1c4d560002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken voor kwaliteitsafdrukken op desktopprinters en proofers. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /PTB <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /DEU <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents for quality printing on desktop printers and proofers.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure true
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles true
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [594.000 792.000]
>> setpagedevice


