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Аннотация

Цель настоящей (в большей степени обзорной) статьи— показать связь между
условиями конечности, возникающими в крученой K-теории. В двух основных под-
ходах к проблеме вычисления индекса соответствующего семейства эллиптических
операторов (подхода Нистора—Троицкого и подхода Матаи—Мельроуза—Зингера)
естественным образом возникают некоторые условия конечности, формулируемые, на
первый взгляд, в совершенно несопоставимых терминах. Однако понятно, что эти
условия должны быть связаны. В работе выявлена эта связь и доказано соответству-
ющее формальное утверждение. Тем самым показано, что при правильном понимании
соответствия условия переходят друг в друга, что открывает возможность синтеза
двух подходов. Показано, что условие конечности, возникающее в работе В. Нистора
и Е. Троицкого, является частным случаем условия конечности, которое возникает
в работе Х. Эмерсона и Р. Майера при обобщении теоремы Нистора—Троицкого со
случая расслоения групп Ли на случай произвольного группоида.

Abstract

M. A. Gerasimova, On finiteness conditions in twisted K-theory, Fundamentalnaya
i prikladnaya matematika, vol. 21 (2016), no. 5, pp. 61—77.

The aim of this (mostly expository) article is to show a connection between the finite-
ness conditions arising in twisted K-theory. There are two different conditions arising
naturally in two main approaches to the problem of computing the index of the appro-
priate family of elliptic operators (the approach of Nistor and Troitsky and the approach
of Mathai, Melrose, and Singer). These conditions are formulated absolutely differently,
but in some sense they should be close to each other. In this paper, we find this con-
nection and prove the corresponding formal statement. Thereby it is shown that these
conditions map to each other. This opens a possibility to synthesize these approaches. It
is also shown that the finiteness condition arising in the paper of Nistor and Troitsky is
a special case of the finiteness condition that appears in the paper of Emerson and Meyer,
where the theorem of Nistor and Troitsky is proved not only for the case of a bundle of
Lie groups, but also for the case of a general groupoid.
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1. Введение

Как известно, в последние 20 лет K-теория в целом и крученая K-теория
в особенности оказались тесно связаны с теорией струн, точнее с D-брана-
ми — «граничными условиями» на струны. Одной из разновидностей крученой
K-теории является калибровочно-инвариантная K-теория. Различными группа-
ми специалистов было развито несколько подходов с целью получения аналога
теоремы Атья—Зингера об индексе для семейств операторов в этом контексте.
В [9] В. Матаи, Р. Мельроуз и И. Зингер разработали теорию индекса для

проективных семейств псевдодифференциальных операторов. Иначе говоря, та-
кое семейство {Db, b ∈ X} на слоях расслоения φ : M → X с базой X и
типичным слоем F —это набор локально эллиптических семейств для открыто-
го покрытия базы X, действующих на конечномерных векторных расслоениях
фиксированного ранга. Проективные векторные расслоения определяют цело-
численный класс, класс Диксмье—Дуади, Θ ∈ H3(X,Z). Тогда при предположе-
нии, что Θ ∈ TorH3(X,Z), можно определить аналитический и топологический
индексы Db как элементы крученой K-теории со скручивающим элементом Θ,
и они равны.
Вторый подход принадлежит В. Нистору и Е. Троицкому, он был разработан

в [11,12,14].
Калибровочно-инвариантная K-теория— это K-теория семейств, инвариант-

ных относительно расслоения (компактных) групп Ли. Такого рода объекты,
с одной стороны, являются одной из реализаций крученой K-теории, а с дру-
гой— естественной областью значений индекса инвариантных семейств эллип-
тических операторов. В свою очередь, мотивацией для изучения семейств ка-
либровочно-инвариантных эллиптических операторов и их индекса является их
связь с граничными задачами на некомпактных многообразиях, а также со спек-
тральной теорией. Кроме того, эти семейства возникают в теории в струн, на-
пример при изучении полей Рамона—Рамона.
Семейства групп Ли p : G → B— это хорошо известный объект калибровоч-

ной теории. Их появление в физике объясняется тем, что взаимодействия (и
симметрии) не затухают мгновенно. Заметим также, что семейства групп Ли
являются частным случаем группоидов, у которых совпадают исток и устье, и
наиболее важным примером при изучении свойств действий группоидов. Семей-
ства разрешимых групп Ли были изучены В. Нистором в [10], где использо-
вались для изучения S1-инвариантного оператора Дирака. Случай расслоения
компактных групп Ли был изучен В. Нистором и Е. Троицким в [11, 12, 14].
Несмотря на то что и те и другие семейства являются частным случаем груп-
поида, оказывается, что их геометрические и топологические свойства сильно
отличаются. В [11] доказано, что семейство компактных групп Ли всегда яв-
ляется локально-тривиальным расслоением с типичным слоем G и структурной
группой Aut(G), для семейств разрешимых групп Ли это неверно.
Для определения калибровочно-инвариантного индекса необходимо опреде-

лить и изучить свойства групп калибровочно-эквивариантной K-теории Ki
G(Y )
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для любого расслоения Y → B. Эти группы обладают обычными свойствами
групп эквивариантной K-теории, но появляются некоторые новые особенности,
возникающие из-за того, что расслоение G → B нетривиально. Однако если
наложить на расслоение групп G → B некоторые условия конечности, а именно
условия конечной голономии, то оказывается, что группы калибровочно-инва-
риантной K-теории устроены хорошо, т. е. Ki

G(B) ∼= Ki
(
C∗(G)

)
, где C∗(G)—

обёртывающая C∗-алгебра расслоения групп G → B, изоморфная прямой сумме
полей конечномерных матричных алгебр над накрытием над B.
Мы доказываем, что условия конечности для расслоения групп Ли G → B

могут быть выражены в терминах принадлежности соответствующего клас-
са Диксмье—Дуади подгруппе элементов конечного порядка в H3(Bσ,Z), где
Bσ → B—накрывающее пространство. Тем самым мы устанавливаем связь
теории индекса калибровочно-инвариантных операторов с теорией индекса для
проективных семейств псевдодифференциальных операторов.
Поскольку расслоение групп Ли является частным случаем группоида, то

интересно изучить, можно ли обобщить существующую теорию на семейства,
инвариантные относительно действия произвольного группоида. Теорема, ана-
логичная теореме Нистора—Троицкого, но для семейств, инвариантных относи-
тельно действия произвольного группоида, доказана Р. Майером и Х. Эмерсо-
ном в [7]. Мы показываем, что условие конечности, которое накладывается на
группоид, естественно обобщает условие конечной голономии для расслоения
групп Ли.
Работа построена следующим образом. В разделе 2 мы приводим основные

определения, связанные с группоидами и их частным случаем— расслоениями
групп Ли. В разделе 3 мы подробно рассматриваем условие конечной голономии,
возникающее в работах В. Нистора и Е. Троицкого. В разделе 4 мы приводим
необходимые сведения о C∗-алгебре группоида. В разделе 5 мы доказываем
эквивалентность условия конечной голономии и условия конечного порядка,
возникающего в работе В. Матаи, Р. Мельроуза и И. Зингера. В разделе 6 мы
показываем, что условие конечности для семейств, инвариантных относитель-
но действия группоида, является естественным обобщением условия конечной
голономии.
Автор выражает глубокую благодарность Е. В. Троицкому за постановку

задачи, а также за постоянное внимание к работе и полезные обсуждения.
Предварительные результаты были представлены на Международной науч-

ной конференции студентов, аспирантов и молодых учёных «Ломоносов-2014».

2. Группоиды и связанные с ними определения

2.1. Основные определения

Определение 1. Группоид—это малая категория, в которой каждый мор-
физм обратим.
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Переформулируем это определение. Множество объектов группоида G бу-
дем обозначать G0. Множество морфизмов, или стрелок, будем обозначать G1.
У каждой стрелки есть ассоциированные исток и устье, т. е. имеются два
отображения:

s, t : G1 → G0.

Оператор умножения
μ : (g, h) �→ μ(g, h) = gh

определён как отображение

μ : G2 := G1 ×X G1 := {(g, h) | s(g) = t(h)} → G1.

Оператор взятия обратного— это биекция i : g ∈ G1 �→ g−1 ∈ G1. Обозначив
через u(x) тождественный морфизм объекта x ∈ G0, получим включение G0

в G1. Таким образом, группоид G полностью определяется пространствами G0 и
G1 и отображениями s, t, μ, i, u. Они удовлетворяют следующим условиям:

1) t(gh) = t(g), s(gh) = s(h) для любой пары (g, h) ∈ G2 и частично опреде-
лённое умножение μ ассоциативно;

2) s
(
u(x)

)
= t

(
u(x)

)
для всякого x ∈ G0, u

(
t(g)

)
g = g, g

(
u
(
s(g)

))
= g для

всякого g ∈ G1;
3) t(g−1) = s(g), s(g−1) = t(g), gg−1 = u

(
t(g)

)
и g−1g = u

(
s(g)

)
.

Определение 2. Пусть G — группоид с пространством объектов G0. Группой
изотропии называется группа

Gg0
g0

= s−1(g0) ∩ t−1(g0).

2.2. Топология группоидов

Определение 3. Топологический группоид— это группоид, у которого G0

и G1 являются топологическими пространствами с топологией, согласованной
со структурой группоида, т. е.

1) отображение G1 � g �→ g−1 ∈ G1 непрерывно;
2) отображение

μ : G2 := G1 ×X G1 := {(g, h) | s(g) = t(h)} → G1,

где топология на G2 индуцирована топологией на G1, непрерывно;
3) отображения s : G1 → G0 и t : G1 → G0 непрерывны;
4) постановка в соответствие x �→ u(x) тождественного морфизма объекта

x ∈ G0 является непрерывным отображением G0 → G1.

Определение 4. Топологический группоид называется локально-компакт-
ным, если топологические пространства G0 и G1 локально-компактны.
В дальнейшем мы будем рассматривать только локально-компактные груп-

поиды.



Об условиях конечности в крученой K-теории 65

2.3. Расслоение групп Ли

Рассмотрим такой локально-компактный топологический группоид G, что
s = t : G1 → G0 и G0 = B— гладкое связное компактное многообразие. Если
s = t, то s−1(b) = t−1(b) =: Gb— группа.

Определение 5. Семейством топологических групп называется топологи-
ческий группоид, у которого s = t : G → B.

Определение 6. Группоидом Ли называется топологический группоид, у ко-
торого G0 и G1— гладкие многообразия, s, t : G1 → G0— гладкие отображения,
являющиеся субмерсиями, u : G0 → G1— гладкое вложение, отображения i, t, μ
являются гладкими.

Определение 7. Семейством групп Ли называется такой группоид Ли, у ко-
торого s = t : G → B.

Дальше будем предполагать, что слои Gb компактны. Известен следующий
результат.

Теорема 1 [11]. Предположим, что G → B— такое семейство групп Ли, что
B связно и все группы Gb := s−1(b) компактны и связны. Тогда G → B является
локально-тривиальным расслоением со структурной группой Aut(G).

Определение 8. Расслоением групп Ли называется локально-тривиальное
расслоение с типичным слоем, являющимся группой Ли, G и структурной груп-
пой Aut(G).

3. Условия конечной голономии
для расслоения групп Ли

В этом разделе мы определим понятие голономии для расслоения компакт-
ных групп Ли, следуя [11].
Так как G → B—локально-тривиальное расслоение со структурной группой

Aut(G), то
G ∼= P ×Aut(G) G := (P ×G)/Aut(G),

где P → B— главное Aut(G)-расслоение, которое можно считать фиксирован-
ным.
Построим накрытие представлений. Пусть Ĝ—множество классов эквива-

лентности неприводимых представлений группы G, на котором задано есте-
ственное действие Aut(G). Рассмотрим несвязное объединение Ĝ множеств Ĝb.
Тогда можно отождествить Ĝ c P ×Aut(G) Ĝ как расслоения над B. Так как
группа G компактна, то множество Ĝ дискретно. А значит, связная компонента
единицы Aut0(G) в группе Aut(G) действует на Ĝ тривиально.
Положим

HR := Aut(G)/Aut0(G), P0 := P/Aut0(G).
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Тогда можно отождествить Ĝ с расслоённым произведением P0×HR
Ĝ. Заметим,

что Ĝ определено корректно, так как P0 является главным HR-расслоением.
Определение 9. Пространство Ĝ называется пространством представле-

ний G, а накрытие Ĝ → B называется накрытием представлений, связанным
с G.

Определение 10. Будем говорить, что G имеет конечную голономию
в смысле теории представлений, если каждое σ ∈ Ĝ содержится в компакт-
но-открытом подмножестве Ĝ.
Всюду далее, если не оговорено специально, будем считать, что B—линей-

но связное односвязное пространство с отмеченной точкой b0. Пусть π1(B, b0)—
фундаментальная группа. Заметим, что условие конечной голономии в смысле
теории представлений означает, что π1(B, b0)σ ∈ Ĝ является конечным множе-
ством для любого неприводимого представления σ группы G. Действительно,
компактно-открытые подмножества G сами являются конечными накрытиями
над B. Рассмотрим компоненту Bσ, которая содержит представление σ ∈ Ĝ.
Тогда cлой накрытия Bσ → B изоморфен π1(B, b0)σ.

Определение 11. Непрерывное отображение

ρ : π1(B, b0) → HR := Aut(G)/Aut0(G),

классифицирующее главное HR-расслоение P0, называется голономией накры-
тия представлений, связанного с G. Группа HR называется группой голоно-
мии.

Определение 12. Будем говорить, что G имеет конечную голономию, если
образ группы π1(B, b0) в группе HR конечен.
Можно показать, что условия конечной голономии и конечной голономии

в смысле теории представлений связаны следующим образом.

Лемма 1 [11]. Пусть G → B—расслоение компактных групп Ли над глад-
ким связным многообразием B. Если G обладает конечной голономией, то G
имеет конечную голономию в смысле теории представлений. Верно и обратное,
если слои G → B связны.

4. C∗-алгебра группоида

Для построения теории индекса необходимо определить алгебру C∗(G) для
группоида G. В этом разделе мы определим меру Хаара и построим C∗(G) для
произвольного локально-компактного группоида G, следуя [4], а потом, сле-
дуя [11], опишем её свойства для случая, когда G → B является расслоением
групп Ли.

Определение 13. Левой мерой Хаара на локально-компактном группои-
де G называется такое семейство регулярных борелевских мер ν = {νx, x ∈ G0},
что
1) supp νx = Gx = t−1(x) для всякого x ∈ G0;
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2) отображение

x ∈ G0 �→
∫
f(y) dνx(y) ∈ C

непрерывно для всякой f ∈ Cc(G);
3) для всякой f ∈ Cc(G) и всякого x ∈ G

∫
f(y) dνs(x)(y) =

∫
f(xy) dνt(x)(y).

Для левой меры Хаара {νx, x ∈ G0} на группоиде G обозначим через νx

образ νx при обратном отображении x �→ x−1, так что
∫
f(x) dνx(y) =

∫
f(y−1) dνx(y) для всякой f ∈ Cc(G).

Тогда {νu, u ∈ G0}—правая мера Хаара на группоиде G, т. е.
1) supp νx = Gx = s−1(x) для всякого x ∈ G0;
2) отображение

x ∈ G0 →
∫
f(y) dνx(y) ∈ C

непрерывно для всякой f ∈ Cc(G);
3) для всякой f ∈ Cc(G) и всякого x ∈ G

∫
f(y) dνs(x)(y) =

∫
f(xy) dνt(x)(y).

Замечание 1. Заметим, что, в отличие от локально-компактных групп, ме-
ра Хаара на локально-компактном группоиде может не существовать, а если
существует, то может не быть единственной.
Пусть G —произвольный локально-компактный группоид, на котором суще-

ствует мера Хаара. Тогда на Cc(G) определены операции

f ∗ g(x) =
∫
f(t)g(t−1x) dνt(x)(t),

f∗(x) = f(x−1),

которые вместе со сложением и умножением на скаляры задают структуру ал-
гебры. Определим C∗-норму на Cc(G) следующим образом. Для любого x ∈ G0

представление πx алгебры Cc(G) в гильбертовом пространстве L2(G, νx) зададим
формулой

πx(f)(ξ) = f ∗ ξ ∈ Cc(G) ⊂ L2(G, νx),

где f ∈ Cc(G), ξ ∈ Cc(G) ⊂ L2(G, νx). Тогда определим норму

‖f‖red := sup
x∈G0

‖πx(f)‖.

Обозначим через C∗
red(G) пополнение Cc(G) по этой норме.
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4.1. C∗-алгебра расслоения групп Ли

Опишем подробно C∗(G) в случае, когда p : G → B—расслоение групп Ли.
Очевидно, что ввиду локальной тривиальности p : G → B на G существует

мера Хаара. Определим C∗(G). Покажем, следуя [11], что в этом случае C∗(G)
является C∗-алгеброй с непрерывным следом.
Пусть (Ĝ)n ⊂ Ĝ —подмножество неприводимых представлений размерно-

сти n групп Gb. Ввиду локальной тривиальности p : G → B (Ĝ)n открыты и
замкнуты в Ĝ и являются накрывающими пространствами для B. Для каж-
дой непрерывной функции f на G определим функцию fTR на (Ĝ)n следующим
образом:

(Ĝ)n � σ → fTR := Tr
(
σ(f)

) ∈ C.

Заметим, что ввиду локальной тривиальности G → B fTR является непрерывной
функцией на (Ĝ)n. Более того,

|Tr
(
σ(f − g)

) ∣
∣� (dimσ)‖f − g‖,

поэтому если fn ∈ C(G) сходятся в C∗(G), то функции (fn)TR сходятся рав-
номерно на каждом из множеств (Ĝn), значит, определение fTR может быть
расширено на функции f ∈ C∗(G) по непрерывности, а результат будет непре-
рывен на Ĝ.
Напомним определение расслоения Азумая.

Определение 14. Расслоением Азумая A → X называется локально-три-
виальное расслоение со слоем, изоморфным Mat(n,C), и структурной группой
PGL(n,C) = GL(n,C)/Z

(
GL(n,C)

)
.

Пример 1. Рассмотрим векторное расслоение E → X. Тогда End(E) → X
является расслоением Азумая.

Определение 15. Расслоения Азумая E → X и F → X называются эквива-
лентными, если существуют такие векторные расслоения E → X и F → X,
что End(E) ⊗ E ∼= End(F ) ⊗ F.

Определим для расслоений Азумая операцию умножения и операцию взятия
обратного. А именно, для заданных расслоений Азумая E и F определим их про-
изведение как E ⊗ F, а обратным для E будет являться расслоение Eopp, слоем
над точкой x которого является противоположная к алгебре Ex алгебра Eopp

x .
Заметим, что эти операции корректно определены для классов эквивалентно-
сти расслоений Азумая. Таким образом, множество классов эквивалентности
образует группу.

Определение 16. Группа классов эквивалентности расслоений Азумая
над X называется группой Брауэра и обозначается Br(X).
Заметим, что если A → X —расслоение Азумая, то на каждом слое

Ax
∼= Mat(n,C) существует единственная C∗-норма, которую мы обозначим

‖ ‖x для всякого x ∈ X. Пусть Γ0(A)—пространство таких непрерывных сече-
ний ξ расслоения A, что для любого ε > 0 множество {x, ‖ξ‖x � ε} является
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компактным подмножеством Ĝ. Тогда Γ0(A) полна по норме ‖ξ‖ = supx ‖ξ(σ)‖x

и является C∗-алгеброй.

Теорема 2 [11]. Пусть G → B—расслоение компактных групп Ли. Тогда на
каждом (Ĝ)n существует локально-тривиальное расслоение алгебр An со слоем
Mat(n,C) и структурной группой PGL(n,C) = GL(n,C)/Z

(
GL(n,C)

)
, такое что

C∗(G) ∼=
⊕

Γ0(An).

В частности, спектр C∗(G) гомеоморфен Ĝ.
Доказательство. Первая часть утверждения следует из того, что функция

f → fTR, определённая выше, непрерывна для всех f ∈ C∗(G).
Вторая часть утверждения— это общее свойство C∗-алгебр с непрерывным

следом.

5. Условия конечности

Рассмотрим более подробно структуру алгебр An := Γ0(An). Напомним, что
ввиду локальной тривиальности расслоения p : G → B пространство (Ĝ)n яв-
ляется накрывающим пространством для B. Над каждым (Ĝ)n существует ло-
кально-тривиальное расслоение An со слоем Mat(n,C) и структурной группой
PGL(n,C) = GL(n,C)/Z

(
GL(n,C)

)
.

Зафиксируем σ ∈ Ĝ. Пусть Bσ — связная компонента Ĝ, содержащая σ. Про-
странство Bσ содержится в (Ĝ)n, где n = dimσ. Далее будем рассматривать
расслоение конечномерных алгебр Aσ, полученное ограничением An на Bσ. Из
теоремы 2 вытекает следствие.

Следствие 1 [11]. Пусть G → B—расслоение компактных групп Ли над ли-
нейно связным пространством B. Тогда имеет место канонических изоморфизм

C∗(G) ∼=
⊕

σ

Γ0(Aσ),

где σ пробегает множество орбит представлений π1(B, b0) на Ĝ.

Расслоение Aσ → Bσ — это расслоение со структурной группой

PGL(n,C) := GL(n,C)/Z
(
GL(n,C)

)
= GL(n,C)/C∗,

где C
∗ := C/{0}.

Замечание 2. Заметим, что

PGL(n,C) = PSL(n,C) := SL(n,C)/Cn,

где Cn = Z
(
SL(n,C)

)
—циклическая группа порядка n. Действительно,

Z
(
SL(n,C)

)
= Z

(
GL(n,C)

) ∩ SL(n,C),
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поэтому PSL(n,C) ⊂ PGL(n,C). Обратно, пусть A ∈ GL(n,C), а [A]—
образ A при отображении GL(n,C) → PGL(n,C). Покажем, что суще-
ствует B ∈ SL(n,C), такой что образ [B] элемента B при отображении
SL(n,C) → PSL(n,C) совпадает с [A], т. е. [A] = [B]. Поскольку в C чис-
ло (detA)−1/n определено для всякой A ∈ GL(n,C), то определена матрица
B = (detA)−1/nA. Тогда [B] = [A] и PGL(n,C) = PSL(n,C).
Напомним, что если G— топологическая группа, то расслоения над X со

структурной группой G классифицируются с точностью до изоморфизма груп-
пой H1(X,G ), где G—пучок ростков непрерывных функций f : X → G. Опи-
шем это более подробно. Пусть задано открытое покрытие U = {Ui} базы X
и задан коцикл g = {gij}. Тогда можно построить расслоение Eg над X со
структурной группой G и слоем F . Для этого нужно взять дизъюнктное объ-
единение множеств Ui ×F и для каждой точки u ∈ Ui ∩Uj отождествить точку
(u, f) ∈ Ui×F с точкой (u, gij(u)f) ∈ Uj ×F . Корректность такого отождествле-
ния обеспечивается условием коцикличности. Для полученного пространства Eg

проекция pg : Eg → X индуцирована естественной проекцией Ui × F → Ui. Ес-
ли заданы два коцикла g и g′, то расслоения pg : Eg → X и pg′ : Eg′ → X
изоморфны (как расслоения со структурной группой G) тогда и только тогда,
когда коциклам g и g′ соответствует один и тот же элемент группы H1(X,G ).
Ясно также, что любое расслоение над X со структурной группой G и слоем F
можно получить как расслоение Eg для некоторого коцикла g.
Поэтому расслоение матриц над Bσ классифицируется классом ξ в груп-

пе H1
(
Bσ,PGL(n,C)

)
. Пусть O×

Bσ
—пучок комплекснозначных функций, не

обращающихся в ноль. Рассмотрим точную последовательность пучков групп

1 −→ O×
Bσ

−→ GL(n,C) −→ PGL(n,C) −→ 1,

индуцированную последовательностью групп

1 −→ C
∗ −→ GL(n,C) −→ PGL(n,C) −→ 1.

Отсюда получаем точную последовательность в когомологиях

0 → H1(Bσ,O×
Bσ

) −→ H1
(
Bσ,GL(n,C)

)
−→

−→ H1
(
Bσ,PGL(n,C)

)
δ−→ H2(Bσ,O×

Bσ
).

Тогда для элемента ξ ∈ H1
(
Bσ,PGL(n,C)

)
элемент δξ ∈ H2(Bσ,O×

Bσ
) являет-

ся препятствием к поднятию ξ до элемента H1
(
Bσ,GL(n,C)

)
.

Определение 17. Элемент δξ = δ(Aσ) называется инвариантом Дикс-
мье—Дуади.
Рассмотрим свойства этого инварианта для полей матричных алгебр

Aσ → Bσ.
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Утверждение 1 [8]. Отображение δ : Br
(
Bσ) → H2(Bσ, Cn

)
является инъ-

ективным гомоморфизмом.

Утверждение 2. Пусть Aσ → Bσ —расслоение матриц со слоем Mat(n,C), а
δξ— соответствующий класс Диксмье—Дуади. Тогда nδξ = 0, т. е. δξ является
элементом порядка n.

Доказательство. Рассмотрим точную последовательность групп

1 −→ Cn −→ SL(n,C) −→ PGL(n,C) −→ 1,

где Cn— группа корней степени n из 1, а SL(n,C)— специальная линейная
группа, причём Z

(
SL(n,C)

)
= Cn. Тогда получим отображение

δ′ : H1
(
Bσ,PGL(n,C)

)
→ H2(Bσ, Cn).

Рассмотрим коммутативную диаграмму последовательностей

1 −−−−→ Cn −−−−→ SL(n,C) −−−−→ PGL(n,C) −−−−→ 1
⏐
⏐



⏐
⏐



⏐
⏐



⏐
⏐



⏐
⏐



1 −−−−→ O×
Bσ

−−−−→ GL(n,C) −−−−→ PGL(n,C) −−−−→ 1

и соответствующую диаграмму точных последовательностей в когомологиях

H1
(
Bσ,SL(n,C)

)
−−−−→ H1

(
Bσ,PGL(n,C)

)
δ′

−−−−→ H2
(
Bσ, Cn

)

⏐
⏐

 id

⏐
⏐



⏐
⏐



H1
(
Bσ,GL(n,C)

)
−−−−→ H1

(
Bσ,PGL(n,C)

)
−−−−→ H2(Bσ,O×

Bσ
)

.

В этой диаграмме средняя стрелка является изоморфизмом. Поэтому гомомор-
физм

δ : H1
(
Bσ,PGL(n,C)

)
→ H2(Bσ,O×

Bσ
)

можно представить как композицию

H1
(
Bσ,PGL(n,C)

)
→ H2(Bσ, Cn) → H2(Bσ,O×

Bσ
).

Но тогда nδ′ξ = 0, а значит и nδξ = 0.

Лемма 2. Пусть G → B—расслоение групп Ли, где B—компактное мно-
гообразие. Если G → B удовлетворяет условиям конечной голономии, то для
всякого σ ∈ Ĝ связная компонента Bσ в Ĝ является конечным CW -комплексом.

Доказательство. Действительно, если G имеет конечную голономию, то Bσ

компактно. Тогда Bσ → B—регулярное накрытие. Введём клеточную структуру
на B и поднимем её на накрытие Bσ. Ввиду компактности Bσ мы получим
конечный CW -комплекс.
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Лемма 3. Пусть G → Bσ обладает конечной голономией, тогда

H2(Bσ,O×
Bσ

) ∼= H3(Bσ,Z).

Доказательство. Если G → Bσ обладает конечной голономией, то Bσ ком-
пактно. Рассмотрим точную последовательность групп

0 −−−−→ Z −−−−→ C
x→exp(2πix)−−−−−−−−→ C

∗ −−−−→ 1,
индуцирующую последовательность пучков

0 −→ ZBσ
−→ OBσ

−→ O×
Bσ
.

Поскольку Bσ компактно, то из существования разбиения единицы следует,
что Hp(Bσ,OBσ

) = 0 для любого p > 0, т. е. пучок OBσ
ацикличен. Значит,

в когомологиях имеем

0 −→ H2(Bσ,O×
Bσ

) −→ H3(Bσ,Z) −→ 0.

Поэтому H2(Bσ,O×
Bσ

) ∼= H3(Bσ,Z).

Таким образом, если G → B обладает конечной голономией, то класс Дикс-
мье—Дуади δξ расслоения Aσ → Bσ является элементом конечного порядка
в H3(Bσ,Z), т. е. δξ ∈ TorH3(Bσ,Z).

Теорема 3. Пусть G → B—расслоение компактных связных групп Ли над
связным гладким компактным многообразием B и G обладает конечной голоно-
мией. Тогда каждый элемент TorH3(Bσ,Z) соответствует расслоению матриц
Aσ → Bσ.

Для доказательства нам понадобится следующий результат, доказанный
Серром в [8].

Теорема 4. BPGL∞(C) гомотопически эквивалентно

K(Q/Z) ×K(Q, 4) ×K(Q, 6) × . . . .

Замечание 3. Рассмотрим естественное отображение

PGL(n,C) → PGL(nk,C)

для k � 1, которое переводит матрицу A ∈ PGL(n,C) в блочную матрицу, на
диагонали которой стоят k матриц A. Тогда PGL∞(C) определяется как прямой
предел PGL∞ = lim−→PGL(n).

Доказательство теоремы 3. Пусть x ∈ TorH3(Bσ,Z). Из точной последо-
вательности групп

0 −→ Z −→ Q −→ Q/Z −→ 0

следует длинная точная последовательность в когомологиях

H2(Bσ,Q) −−−−→ H2(Bσ,Q/Z) d−−−−→ H3(Bσ,Z) d′
−−−−→ H3(Bσ,Q).

Поскольку TorH2(Bσ,Z) = 0, то образ x нулевой, то есть d′x = 0. Поэтому
x = dy, где y ∈ H2(Bσ,Q/Z). Значит, элемент конечного порядка в H3(Bσ,Z)



Об условиях конечности в крученой K-теории 73

приходит из отображения Bσ → K(Q/Z, 2). Поскольку K(Q/Z, 2) является мно-
жителем в разложении

BPGL∞(C) � K(Q/Z) ×K(Q, 4) ×K(Q, 6) × . . . ,

то определено отображение Bσ → BPGL∞(C), которое соответствует главному
PGL(n,C)-расслоению над Bσ для некоторого n. Таким образом, мы построили
главное PGL(n,C)-расслоение P для заданного элемента x ∈ TorH3(Bσ,Z). То-
гда расслоение алгебр с соответствующим классом Диксмье—Дуади получается
как Aσ = P ×PGL(n,C) Mat(n,C).

Таким образом, мы доказали следующую теорему.

Теорема 5. Пусть G → B обладает конечной голономией в смысле теории
представлений. Тогда для любого σ ∈ Ĝ существует взаимно-однозначное со-
ответствие между расслоениями матриц над Bσ, где Bσ — связная компонента,
содержащая σ, и элементами TorH3(Bσ,Z).

Тем самым показано, что при правильном понимании соответствия условия
конечности из работы В. Нистора и Е. Троицкого [11] переходят в условия
конечности, возникающие в работе [9], а именно в условия принадлежности
соответствующего класса Диксмье—Дуади подгруппе элементов конечного по-
рядка TorH3(B,Z). Это открывает возможность синтеза двух подходов.

6. Достаточное количество
G-векторных расслоений

Теорема, аналогичная теореме Нистора—Троицкого, но для семейств, инва-
риантных относительно действия произвольного группоида, доказана Р. Мей-
ером и Х. Эмерсоном в [7]. При этом на группоид G накладываются опреде-
лённые условия. Мы рассмотрим эти условия и покажем, что в случае, когда
группоид G является семейством компактных групп Ли, эти условия эквива-
лентны условия конечной голономии в смысле теории представлений.
Пусть G —произвольный группоид с множеством объектов B.
Определение 18. G-пространство—это топологическое пространство X,

на котором задано непрерывное действие G, т. е. существует непрерывное отоб-
ражение ρ : X → B и гомеоморфизм

G ×s,ρ X ∼= G ×t,ρ X, (g, x) �→ (g, gx).

Определение 19. G-векторное расслоение над G-пространством X —это
векторное расслоение πE : E → X, на котором задано действие G, такое что
проекция πE , сложение и умножение на скаляры G-эквивариантны.

Определение 20. Будем говорить, что на X существует достаточное количе-
ство G-векторных расслоений, если для любого x ∈ X и любого конечномерного
представления группы изотропии Gx

x существует G-векторное расслоение на X
такое, что слой над точкой x ∈ X содержит данное представление Gx

x .



74 М. А. Герасимова

Посмотрим, что означает это условие в случае, когда группоид G является
расслоением групп Ли.

Утверждение 3. Пусть p : G → B обладает конечной голономией в смысле
теории представлений. Тогда на B существует достаточное количество G-век-
торных расслоений.

Доказательство. Рассмотрим произвольное представление σ ∈ Ĝ и содер-
жащую это представление связную компоненту Bσ.
По расслоению компактных групп Ли p : G → B построим расслоение

p1 : L2(G) → B гильбертовых пространств, такое что p−1
1 (b) ∼= L2(Gb) ∼= L2(G).

В качестве тривиализующих окрестностей возьмём тривиализующие окрестно-
сти {Ui} расслоения G → B, а склеивающие коциклы построим по склеивающим
коциклам φij(b) расслоения групп. А именно, положим Aij(b) := A

(
φij(b)

)
, где

A(φ)(f)(x) = f
(
φ(x)

)
для f ∈ L2(G), φ ∈ Aut(G). Таким образом, мы получим

расслоение, на котором задано действие G → B. А именно, Gb действует на
L2(Gb) левыми сдвигами. Очевидно, что это действие непрерывно. Кроме того,
отображение G ×B L2(G) = {(g, f) ∈ G × L2(G) | p(g) = p1(f)} → gf ∈ L2(G)
непрерывно. Действительно, оно непрерывно над тривиализующими окрестно-
стями, а значит и непрерывно на всём расслоении.
Действие Gb левыми сдвигами задаёт на L2(Gb) структуру представления, и,

как следует из теоремы Петера—Вейля, L2(Gb) =
⊕̂
V dim σi

i , где Vi—простран-
ство представления σi.
На L2(G) задано действие Aut(G), т. е. (φf)(g) �→ f

(
φ(g)

)
. Это действие

согласовано с действием Aut(G) на G, т. е. φ(g)φ(f) = φ(gf). Действительно,
вычислим значение левой части в точке x ∈ G:

φ(g)
(
φ(f)

)
(x) = φ(g)f

(
φ(x)

)
=

= f
(
φ(g)φ(x)

)
= f

(
φ(gx)

)
= φ(f)(gx) = φ(g)(f)(x) = φ(gf)(x).

Посмотрим, как действие Aut(G) выглядит на правой части
⊕̂
V dim σi

i . Для на-
чала заметим следующее: пусть на пространстве V задано представление груп-
пы G, т. е. задано действие G× V → V . Тогда на нём же можно задать другую
структуру представления G, подкрученного на автоморфизм φ ∈ Aut(G), т. е.
φ(G) × V → V , обозначим это представление через Vφ. Если на V задано дей-
ствие Aut(G), согласованное с действием Aut(G) на G, то V ∼= Vφ, причём этот
изоморфизм представлений осуществляется действием φ. Значит, образ σ1 при
действии φ ∈ Aut(G) является представлением σ1, подкрученным на автомор-
физм φ. Таким образом, действие Aut(G) на L2(G) соответствует перестановке
слагаемых в

⊕̂
V dim σi

i .
Рассмотрим подпространство

V =
⊕

σdim σi
i ⊂ L2(Gb),
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где σ1, . . . , σk —все представления из связной компоненты Bσ, содержащей
представление σ. Для каждого i построим Vi так, чтобы Ui × Vi образовыва-
ли атлас некоторого расслоения. Построение проведём индуктивно.
База индукции: если b ∈ Ui, то Vi := V в тривиализации Ui × Gb.
Шаг индукции: если Ui пересекается с Uj в точке bij , то положим

Vj = φjib(Vi). Проверим корректность такого определения. Во-первых, заметим,
что определение не зависит от выбора точки. Действительно, φjib1 и φjib2 отли-
чаются на элемент ψ группы Aut0(G), действующей на представлениях триви-
ально. Поэтому ψ переводит представление σ в изоморфное представление. Но
тогда φijb1 = φijb2 , так как Vi содержит все представления, изоморфные пред-
ставлениям, содержащимся в Vi. Во-вторых, определение не зависит от выбора
пути, соединяющего U1 c Ui. Рассмотрим два различных пути γ1 и γ2 из U1 в Ui.
Достаточно показать независимость от класса петли [α] = [γ1γ

−1
2 ] ∈ π1(B, b).

Если ρ : π1(B, b0) → HR = Aut(G)/Aut0(G), то обходу петли соответствует эле-
мент группы HR, который действует на множестве представлений {σ1, . . . , σk}
перестановкой. Так как при действии представление σi переходит в некоторое
представление σj , то и σd

i , где d = dimσi, перейдёт в представление σd
j , а

значит, и прямая сумма всех представлений перейдёт в прямую сумму данных
представлений.
Таким образом, Vi задают тривиализацию некоторого расслоения E, являю-

щегося подрасслоением L2(G) (склеивающие коциклы— это ограничение скле-
ивающих коциклов расслоения L2(G) на слои).
Мы построили G-векторное расслоение, слой которого в заданной точке со-

держит данное представление σ. Утверждение доказано.

Напомним следующую лемму.

Лемма 4 [7]. Пусть f : X → Y —это G-отображение. Если на Y существует
достаточное количество G-векторных расслоений, то на X тоже.

Из леммы следует, что если B обладает достаточным количеством G-век-
торных расслоений, то это верно и для любого G-пространства. Таким образом,
мы показали, что условие конечной голономии в смысле теории представлений
действительно влечёт условие существования достаточного числа G-векторных
расслоений.

Утверждение 4. Пусть p : G → B—расслоение групп Ли. Пусть B обладает
достаточным количеством G-векторных расслоений. Тогда p : G → B обладает
конечной голономией в смысле теории представлений.

Доказательство. Для любого b ∈ B рассмотрим представление σ группы
Gb = G. Пусть π : E → B—конечномерное расслоение, на котором задано дей-
ствие G → B, содержащее в слое над b ∈ B представление σ, σ ⊂ Eb. Разложим
Eb в сумму неприводимых представлений: Eb

∼= σk1
1 ⊕ . . .⊕ σkn

n .
Рассмотрим петлю γi : S1 → B, где окружность параметризована [0, 1], и

обратные образы расслоений p : G → B и π : E → B при отображении γi.
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Ввиду топологической структуры S1 и структурной группы G → B гомото-
пический класс индуцированного расслоения γ∗i G задаётся одним элементом
структурной группы, а именно элементом φ ∈ Aut(G), т. е. слой над точкой 0
отождествляется со слоем над точкой 1 с помощью автоморфизма φ ∈ Aut(G).
Аналогично рассмотрим индуцированное расслоение γ∗i E, слой которого изо-
морфен V = σk1

1 ⊕ . . . ⊕ σkn
n , на котором задано действие γ

∗
i G. Обозначим слои

расслоения γ∗i E над точкой t ∈ [0, 1] как Vt. Тогда слой V0 расслоения E отож-
дествится со слоем V1 с помощью отображения C : V0 → V1, такого что C(gv) =
= φ(g)C(v). Заметим, что на V1 есть две структуры представления G×V1 → V1

и φ(G) × V1 → V1. Для удобства пространство V1 с фиксированной структурой
представления φ(G) × V1 → V1 будем обозначать V tw

1 . Так как σ содержит-
ся в слое V0 и V0

∼= V1, то σ содержится в V1 со структурой представления
G× V1 → V1. Тогда σ ◦ φ содержится в V tw

1 . Отображение C осуществляет изо-
морфизм представлений V tw

1 и V0, следовательно, σ◦φ содержится в V0. Значит,
набор неприводимых представлений, на которые раскладывается слой вектор-
ного расслоения, должен быть инвариантен относительно всех перестановок,
которыми действуют образы элементов из π1(B, b0) в группе HR.
Если предположить, что представление σ не содержится в компактно-откры-

той окрестности Ĝ, то орбита σ под действием образа π1(B, b0) в HR бесконечна.
Значит, в ней найдётся представление σ′, которое не содержится в слое V , и
элемент π1(B, b0), образ которого в HR переводит σ в σ′. Однако при обхо-
де вдоль этой петли слой расслоения как представление должен был остаться
изоморфным исходному. Противоречие.
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