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Аннотация

Гипотеза СТБФf , которая является модификацией гипотезы Фельштына и Хилла,
заключается в том, что если число Райдемайстера R(φ) автоморфизма φ (счётной
дискретной) группы G конечно, то оно совпадает с числом неподвижных точек соот-
ветствующего гомеоморфизма φ̂ пространства Ĝf (части унитарного двойственного
пространства, образованной конечномерными представлениями). В последнее вре-
мя активно велось изучение этой проблемы для конечно аппроксимируемых групп.
В настоящей работе мы доказываем, что для бесконечно порождённых конечно ап-
проксимируемых групп имеются положительные и отрицательные примеры для этой
гипотезы. Установлено, что свойства конечности числа неподвижных точек самого φ
также отличаются от конечно порождённого случая.

Abstract

E. V. Troitsky, Two examples related to the twisted Burnside–Frobenius theory for
infinitely generated groups, Fundamentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 21 (2016),
no. 5, pp. 219—227.

The TBFTf conjecture, which is a modification of a conjecture by Fel’shtyn and Hill,
says that if the Reidemeister number R(φ) of an automorphism φ of a (countable discrete)
group G is finite, then it coincides with the number of fixed points of the corresponding
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Введение

Пусть G— (счётная дискретная) группа, а φ— её автоморфизм. Числом Рай-
демайстера R(φ) называется число его классов Райдемайстера, или классов
скрученной сопряжённости, т. е. классов отношения эквивалентности относи-
тельно скрученной сопряжённости: g ∼ hgφ(h−1), h, g ∈ G. Обозначим класс
Райдемайстера g через {g}φ.

Следующие две взаимосвязанные проблемы лежат в русле основных иссле-
дований по числам Райдемайстера.

Первая проблема является исследованием следующей гипотезы А. Фель-
штына и Р. Хилла [14]: R(φ) равно числу неподвижных точек индуцированного
гомеоморфизма φ̂ унитарного двойственного пространства Ĝ (множества клас-
сов эквивалентности неприводимых унитарных представлений G), если одно
из этих чисел конечно. Действие φ̂ на классе представления ρ задаётся как
[ρ] �→ [ρ ◦ φ]. Эта гипотеза называется СТБФ (скрученная теорема (теория)
Бернсайда—Фробениуса). Действительно, она обобщает на случай бесконеч-
ных групп и скрученных классов классическую теорему Бернсайда—Фробениу-
са: число классов сопряжённости конечной группы совпадает с числом классов
эквивалентности её неприводимых представлений.

Позже А. Фельштыном и соавторами была сформулирована вторая пробле-
ма (см. также исторический обзор в [15]) — описать класс групп, обладающих
свойством R∞. Группа имеет свойство R∞, если R(φ) = ∞ для любого автомор-
физма φ : G → G. Очевидно, что вторая проблема является в некотором смысле
дополнительной к первой: вопрос о СТБФ не имеет смысла для R∞-групп (фор-
мально имея положительный ответ).

Гипотеза СТБФ была доказана для конечных, абелевых и почти абелевых
групп [14,18]. После этого в [22] был найден контрпример к ней в общей ситу-
ации. Этот контрпример привел к следующей новой версии гипотезы, которую
мы называем СТБФf : если R(φ) < ∞, то это число равно числу неподвижных
точек отображения φ̂ на подпространстве Ĝf ⊂ Ĝ, образованном конечномерны-
ми представлениями. В [21] мы доказываем, что только конечные представления
(т. е. факторизующиеся через конечную группу) могут служить неподвижными
точками φ̂, если R(φ) < ∞. В [19] гипотеза СТБФf была доказана для почти-
полициклических групп. Там же некоторые контрпримеры были найдены среди
бесконечных групп с конечным числом классов обычной сопряжённости. В [20]
были сделаны некоторые шаги в направлении случая общих конечно порож-
дённых конечно аппроксимируемых групп. В [16] были рассмотрены некоторые
связи СТБФf со свойствами скрученного внутреннего представления. В [2] был
развит более общий подход к свойствам, похожим на СТБФ.

Свойство R∞ было установлено или опровергнуто для многих групп.
Поскольку его изучение не является основной задачей настоящей работы,
мы ограничимся ссылками на несколько работ и обзор литературы в них:
[1, 3—8, 10—13, 15, 17, 23—26, 29—34]. В некоторых ситуациях свойство R∞
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имеет прямые топологические следствия (см., например, [25]). Основы теории
применения чисел Райдемайстера в динамике можно найти в [9,28].

В разделе 1 формулируются необходимые факты о числах Райдемайстера.
Там же мы немного обобщаем эти факты.

Конечно порождённая свободная группа Fn (n � 2) обладает свойством R∞
(в частности, потому, что она является гиперболической группой [3,30]). Беско-
нечно порождённая свободная группа F∞ имеет автоморфизмы с R(φ) < ∞ [6].
В разделе 2 мы доказываем, что для этого примера СТБФf верна. Также мы
показываем, что при этом число неподвижных точек самого φ является тем не
менее бесконечным, в отличие от случая конечно порождённых групп [16].

В разделе 3 мы строим примеры бесконечно порождённых конечно аппрок-
симируемых групп, для которых гипотеза СТБФf не верна.

Настоящее исследование было инициировано совместной работой с Алексан-
дром Фельштыном в Институте математики Макса Планка (Бонн).

Автор благодарен В. Мануйлову и А. Фельштыну за полезные обсуждения.
Исследование выполнено за счёт гранта Российского научного фонда (проект

16-11-10018).

1. Предварительные рассмотрения

Хорошо известно следующее несложное утверждение.

Предложение 1.1. Пусть H — φ-инвариантная нормальная подгруппа G, а
φ̄ : G/H → G/H —индуцированный автоморфизм. Тогда классы Райдемайстера
φ отображаются на классы Райдемайстера φ̄. В частности, R(φ̄) � R(φ).

Ключевым наблюдением в работе [19] является следующее.

Предложение 1.2. Гипотеза СТБФf верна для индивидуального автомор-
физма φ, если и только если функции на G вида

fρ(g) = Trace
(
Φρ ◦ ρ(g)

)
,

где ρ пробегает неподвижные точки φ̂, а Φρ — сплетающий оператор между ρ
и ρ ◦ φ, определённый однозначно с точностью до масштабирования, образу-
ют базис пространства функций, постоянных на классах Райдемайстера (т. е.
скрученных класс-функций ).

Следующее утверждение немного усиливает (для случая бесконечно порож-
дённых групп) некоторые результаты работ [16,19].

Предложение 1.3. Следующие свойства автоморфизма φ : G → G
с R(φ) < ∞ эквивалентны:

1) СТБФf выполняется для индивидуального φ;
2) подгруппа, стабилизирующая класс Райдемайстера при левых сдвигах,

имеет конечный индекс в G для любого класса.
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Доказательство. Прежде всего, второе свойство, очевидно, эквивалентно
следующему: левые сдвиги скрученных класс-функций образуют конечномерное
подпространство V ⊂ �∞(G).

Из СТБФf следует, что некоторые матричные коэффициенты представлений,
неподвижных при φ̂, образуют базис в пространстве скрученных класс-функций
(по предложению 1.2). Все левые сдвиги этих функций порождают указанное
пространство V . С другой стороны, это пространство является пространством
всех матричных коэффициентов, отвечающих конечному набору неприводимых
представлений (набору всех представлений, неподвижных при φ̂). Значит, V
является конечномерным и 2) выполнено.

Обратно, предположим, что 2) выполнено. В частности, пересечение всех
стабилизирующих подгрупп является подгруппой H ⊂ G конечного индекса.
Таким образом, x ∈ H тогда и только тогда, когда для любых g, z ∈ G найдётся
такой элемент hg,z ∈ G, что xgzφ(g−1) = hg,zzφ((hg,z)−1). Тогда для любого
y ∈ G имеем

yxy−1gzφ(g−1) =

= y
(
xy−1gzφ(g−1)φ(y)

)
φ(y−1) = y

(
hy−1g,zzφ((hy−1g,z)−1)

)
φ(y−1).

Значит, yxy−1 ∈ H и H —нормальная подгруппа. Далее, для того же x выпол-
няется

φ(x)gzφ(g−1) = φ
(
xφ−1(g)φ−1(z)g−1

)
= φ(hφ−1(z)φ(h−1) = φ(h)zφ

((
φ(h)

)−1
)
,

где h = hφ−1(g),φ−1(z). Значит, H является φ-инвариантной. Тогда p : G → G/H
индуцирует биекцию на классах Райдемайстера и, в частности, доказывает
СТБФf для φ. Действительно, если два класса отображаются в один, то имеется
элемент h ∈ H, не лежащий в их стабилизаторах. Противоречие.

2. Положительный пример

В этом разделе мы обращаемся к примеру автоморфизма ϕn : F∞ → F∞,
где F∞ — свободная группа со счётным множеством образующих {x0, x1, . . .}, с
R(ϕn) = n, построенному в [6] для каждого натурального n. Мы докажем, что
СТБФf выполняется для этих ϕn.

Обозначим через θ : {x0, x1, . . .} → F∞ такое (не единственное) сюръектив-
ное отображение, что θ(xi) является словом, содержащим лишь x0, . . . , xi−1

и обратные к ним. Теперь зафиксируем натуральное n. Для каждого i =
= 0, . . . , n − 1 обозначим через Ji ⊂ {x0, x1, . . .} подмножество, образованное
такими xk, что сумма степеней образующих в θ(xk) равна i по модулю n.
Обозначим Wi := θ(Ji). Таким образом, Wi состоит из тех элементов F∞, для
которых сумма степеней образующих равна i по модулю n. Получаем, что

{x0, x1, . . .} = J0 
 J1 
 . . . 
 Jn−1, F∞ = W0 
 W1 
 . . . 
 Wn−1.
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Определим ϕn : F∞ → F∞ на образующих по формуле

ϕn(xk) :=
(
θ(xk)

)−1
xk(x0)i,

где i—номер того Ji, которое содержит xk. Для любого w ∈ F∞ найдётся
такое m, что θ(xm) = w. Пусть k ∈ {0, . . . , n − 1} таково, что xm ∈ Jk, т. е.
сумма показателей w равна k по модулю n. Тогда

w = xm(x0)k(x0)−k(xm)−1θ(xm) = xm(x0)k
((

θ(xm)
)−1

xm(x0)k
)−1

=

= xm(x0)k
(
ϕn(xm)

)−1 ∈ {(x0)k}ϕn
.

С другой стороны, все элементы из одного класса Райдемайстера имеют оди-
наковую сумму показателей по модулю n (обозначим её через ESn), поскольку
для любого w ∈ F∞ и любой образующей xk ∈ Ji имеем по определению Ji

ESn

(
xkw

(
ϕn(xk)

)−1) = ESn(xkw(θ(xk)−1xk(x0)i)−1) =

= ESn(w) + ESn

(
θ(xk)

) − ESn((x0)i) = ESn(w) + i − i = ESn(w).

Значит, каждый класс содержит (x0)i и они попарно различны. Подробности
можно найти в [6].

Теперь мы можем заметить, что на самом деле эти классы являются Wi, т. е.
подгруппой W0 и её классами смежности. Кроме того, эпиморфизм

ESn := F∞ → Zn

является эквивариантным (по отношению к тождественному автоморфизму Zn)
и задаёт биекцию классов Райдемайстера по предложению 1.1, поскольку числа
Райдемайстера равны. Значит, в этом случае СТБФf верна.

Кроме того, представляется важным вычисление количества неподвижных
точек ϕn. Оно используется для различных рассуждений в этой области (см.,
например, [16,27]).

Рассмотрим случай ϕ1. Тогда по определению ϕ1(xk) = θ(xk)xk. Найдётся
такое число s = s(k), что θ(xs) = (θ(xk)xk)−1xk. Значит,

ϕ1(xkxs) =
(
θ(xk)

)−1
xk

(
θ(xs)

)−1
xs =

=
(
θ(xk)

)−1
xk((θ(xk)xk)−1xk)−1(xk)−1xkxs = xkxs.

Таким образом, число неподвижных точек бесконечно.
По универсальному свойству абеленизации имеется следующая коммутатив-

ная диаграмма эпиморфизмов

F∞

ab ����
��

��
��

ESn �� Zn

Z∞

ESn

����������
,
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индуцирующая биекцию классов Райдемайстера. Для автоморфизма, индуциро-
ванного ϕ1, образы тех же точек xkxs остаются неподвижными и различными
после абеленизации. Значит, мы по-прежнему имеем бесконечно много непо-
движных точек.

Таким образом, в отличие от конечно порождённого случая [16, утвержде-
ние 3.4], автоморфизм ϕ общей конечно аппроксимируемой (даже абелевой)
группы с R(ϕ) < ∞ может иметь бесконечно много неподвижных точек.

3. Отрицательный пример

Рассмотрим следующий пример бесконечно порождённой конечно аппрок-
симируемой группы G и её автоморфизма φ с R(φ) < ∞. Примеры такого
рода естественным образом возникают как инвариантные фактор-группы об-
щих бесконечно порождённых конечно аппроксимируемых групп (в частности,
некоторых инвариантных подгрупп конечно порождённых конечно аппроксими-
руемых групп).

Пусть F —нетривиальная конечная группа, G =
⊕

i∈Z

Fi, Fi
∼= F , т. е.

G = {g = (. . . , g−1, g0, g1, g2, . . .) | gi ∈ Fi, gi �= e только для конечного числа i}.
Очевидно, что G—бесконечно порождённая конечно аппроксимируемая группа.

Пусть φ—правый сдвиг, т. е. φ(g)i = gi−1, i ∈ Z.

Лемма 3.1. Число R(φ) равно |F | и, в частности, конечно.
Доказательство. Пусть a, g ∈ G. Тогда

(
gaφ(g−1)

)
i
= giai(gi−1)−1.

Прежде всего, найдём, когда два элемента вида

α0 = x, αi = e для i �= 0, β0 = y, βi = e для i �= 0

являются скрученно сопряжёнными. Условие таково:

g0x(g−1)−1 = y, gi(gi−1)−1 = e для i �= 0.

Значит,
g0 = g1 = . . . , g−1 = g−2 = . . . .

Поскольку gi = e для больших i, то g = (. . . , e, e, e, . . .). Значит, α и β являются
скрученно сопряжёнными тогда и только тогда, когда они совпадают.

Покажем теперь, что всякий элемент a = (. . . , ai, . . .), ai = e для i < −m
и i > n, скрученно сопряжён некоторому элементу вида α (с x = an . . . a−m).
Условие имеет вид

g0x(g−1)−1 = a0, gi(gi−1)−1 = ai для i �= 0.



Два примера, связанные со скрученной теорией Бернсайда—Фробениуса 225

Значит,

g1 = a1g0, g2 = a2a1g0, g3 = a3a2a1g0, . . .

g−1 = a−1
0 g0x, g−2 = a−1

−1g−1 = a−1
−1a

−1
0 g0x, g−3 = a−1

−2a
−1
−1a

−1
0 g0x . . . .

При этом мы имеем единственное ограничение: gi = e для больших i. Следова-
тельно,

anan−1 · · · a1g0 = e, e = a−1
−m · · · a−1

0 g0x.

Значит, g0 должно равняться (anan−1 · · · a1)−1, а x = an · · · a−m удовлетворяет
ограничениям.

Лемма 3.2. Пусть F имеет тривиальный центр. Тогда для G СТБФf не
верна.

Доказательство. Как известно (см. предложение 1.3), СТБФf эквивалентна
следующему свойству: стабилизирующая подгруппа при левых сдвигах любого
класса имеет конечный индекс в G (для φ с R(φ) < ∞).

В нашем случае стабилизатор класса {e}φ тривиален (= {e}). Действитель-
но, пусть

a = (. . . , e, . . . , e, a−m, . . . , an, e, . . . , e, . . .)—

нетривиальный элемент стабилизатора, т. е. a−m �= e. Поскольку ae ∈ {e}φ, то
a ∈ {e}φ и a−m · · · an = e. Так как a−m не лежит в центре F , то имеется такое
b ∈ F , что ba−mb−1(a−m)−1 �= e. Рассмотрим β ∈ G со всеми тривиальными
компонентами, за исключением b−m−1 := b и b−m := b−1. В частности, β ∈ {e}φ.
В то же время aβ /∈ {e}φ, поскольку произведение его компонент даёт

ba−mb−1a−m+1 · · · an =

= ba−mb−1(a−m)−1a−ma−m+1 · · · an = ba−mb−1(a−m)−1 �= e.

Противоречие.

Замечание 3.3. Очевидно, что рассуждение остаётся верным для более об-
щих центров.

Замечание 3.4. Конечно, в противоположном случае, когда F абелева, G то-
же абелева и СТБФ должна выполняться (см. подробности в [19]). В рассмат-
риваемом случае можно выписать искомые неподвижные (1-мерные) представ-
ления в явном виде:

(ρi)⊗∞, i = 1, . . . , |F |, где {ρ1, . . . , ρ|F |} = F̂ .

В более общем случае эти инвариантные представления будут, вообще гово-
ря, бесконечномерными. Но ещё более неприятным является то, что их число
совпадает с #F̂ . А это строго меньше, чем |F | = R(φ) для неабелевой F .
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[24] Gonçalves D., Wong P. Twisted conjugacy classes in wreath products // Internat. J.
Algebra Comput. — 2006. —Vol. 16, no. 5. — P. 875—886.
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