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Аннотация

Мы обосновываем необходимость систематического изучения непрерывных ана-
логов таких дискретных структур, как конечные частично упорядоченные множества,
выпуклые многогранники, ориентированные матроиды, конфигурации подпространств,
конечные симплициальные комплексы и другие комбинаторные структуры. Важность
такого систематического изучения иллюстрируют формула Эйлера для класса «непре-
рывных выпуклых многогранников» (гипотеза Калаи и Вигдерсона), двойственность
для «непрерывных матроидов», вычисление эйлеровой характеристики идеалов в грас-
смановом частично упорядоченном множестве (связанном с проблемой Дж.-К. Ро-
ты), описание формулы «гомотопического дополнения» для топологических частично
упорядоченных множеств и её связь с результатами С. Каллела и Р. Каруи о про-
странствах взвешенных барицентров, а также гипотеза Васильева о симплициальных
резольвентах особенностей. Мы также обсуждаем обобщение неравенства Саркарьи,
основанное на интерпретации диаграмм пространств как непрерывных частично упо-
рядоченных множеств.

Abstract

R. T. Živaljević, A glimpse into continuous combinatorics of posets, polytopes, and
matroids, Fundamentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 21 (2016), no. 6, pp. 143—164.

We advocate a systematic study of continuous analogs of finite partially ordered sets,
convex polytopes, oriented matroids, arrangements of subspaces, finite simplicial com-
plexes, and other combinatorial structures. Among the illustrative examples reviewed are
an Euler formula for a class of “continuous convex polytopes” (conjectured by Kalai and
Wigderson), a duality result for a class of “continuous matroids,” a calculation of the Eu-
ler characteristic of ideals in the Grassmannian poset (related to a problem of G.-C. Rota),
an exposition of the “homotopy complementation formula” for topological posets and its
relation to the results of S. Kallel and R. Karoui about “weighted barycenter spaces”, and
a conjecture of Vassiliev about simplicial resolutions of singularities. We also include an
extension of the index inequality (Sarkaria’s inequality) based on interpreting diagrams
of spaces as continuous posets.
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1. Введение

Идея смешивать непрерывную и дискретную математику в рамках единого
подхода так называемой конкретной (ConCrete) математики уже давно пере-
стала быть чем-то неожиданным или новым. Более того, представляется, что
существует несколько способов реализации этого подхода (см. [2], где об-
суждается интересное взаимодействие анализа и комбинаторики, и [10], где
исследуются аналогии между инвариантными мерами на поливыпуклых мно-
жествах и мерами на порядковых идеалах конечных частично упорядоченных
множеств). Список примеров этими работами не исчерпывается (см., напри-
мер, также [3,7,24], где непрерывные объекты исследуются с дискретной точки
зрения и наоборот).

Следуя в основном [24], в этой работе мы собрали некоторые наблюдения (и
впечатления) автора о топологических аспектах «конкретной» математики.

В разделе 2 мы исследуем (следуя [7]) возможность рассматривать произ-
вольное выпуклое тело как «непрерывный выпуклый многогранник» (с непре-
рывным семейством граней, непрерывными флаговыми векторами и т. д.). Ос-
новной результат— это формула Эйлера (теорема 2.7), доказанная для так на-
зываемых «ручных многогранников».

В разделе 3.1 мы обсуждаем «непрерывные матроиды». Основное наблюде-
ние этой части (предложение 3.5) состоит в том, что с помощью рассуждений,
опирающихся на выпуклость, можно показать, что для непрерывных матрои-
дов, определённых в разделе 3.1, имеется естественное понятие двойственного
матроида и при этом выполняется некоторая версия теоремы двойственности.

Топологические частично упорядоченные множества представляют собой
наиболее разработанные и, вероятно, наиболее полезные в приложениях «кон-
кретные» объекты среди тех, что обсуждаются в этой работе. Раздел 4.1 по-
свящён грассмановым топологическим частично упорядоченным множествам.
Мы показываем их связь (теорема 4.6) с одной из проблем Дж.-К. Роты
(см. [12]). Роль топологических частично упорядоченных множеств в хорошо
разработанной теории разрешения особенностей (см., например, [1]) показана
в разделе 5. Следуя [24], мы даём краткий обзор «формулы гомотопического
дополнения» для топологических частично упорядоченных множеств. Среди ос-
новных примеров важное место занимает конфигурационное частично упорядо-
ченное множество expn(X). Также мы обсуждаем его связь с «пространствами
барицентров» [8] С. Каллела и Р. Каруи, а также с гипотезой Васильева (сфор-
мулированной им в докладе на конференции «Геометрическая комбинаторика»
в феврале 1997 года в Беркли).

Диаграммы пространств и их гомотопические копределы обсуждаются в раз-
деле 6. Мы показываем, как «непрерывно-дискретная» точка зрения естествен-
ным образом приводит к полезному обобщению неравенства Саркарьи (см.
[11,23]) на класс диаграмм пространств (предложение 6.2).
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2. Непрерывные многогранники

Любое выпуклое тело K ⊂ R
d можно рассматривать как «непрерывный мно-

гогранник» (для краткости C-многогранник) с (возможно) недискретными се-
мействами Fk(K) его k-мерных граней. По определению A ∈ Fk(K) называется
k-мерной гранью K, если A —это k-мерное замкнутое подмножество и для лю-
бого прямолинейного отрезка [a, b] ⊂ K из условия (a, b) ∩ A �= ∅ следует, что
{a, b} ⊂ A. Из определения легко вывести, что если A является гранью B, а
B является гранью C, то A является гранью C. Множество Fk(K) всех k-мер-
ных граней снабжается топологией, индуцированной метрикой Хаусдорфа на
множестве замкнутых подмножеств R

d.
Определение 2.1. Несвязное объединение F(K) =

d∐

k=0

Fk(K) будем назы-

вать пространством граней выпуклого тела (или непрерывного многогранни-
ка) K. С ним ассоциировано топологическое частично упорядоченное множество
граней FK = (F(K),≺), где A ≺ B тогда и только тогда, когда A ⊆ B.

Грань A ∈ F(K) будем называть выступающей, если A = K ∩ H для неко-
торой опорной гиперплоскости H многогранника K. Через F exp

k (K) ⊂ Fk(K)
будем обозначать множество всех k-мерных выступающих граней K, а через
Fexp(K) — соответствующее пространство всех выступающих граней K.

Отметим, что если A ∈ Fexp(B) и B ∈ Fexp(C), то не всегда верно, что
A ∈ Fexp(C). Например, экстремальная точка a ∈ K, которая не является
выступающей гранью, причём [a, b] ∈ Fexp

1 (K) для некоторой точки b, является
примером 0-мерной грани с таким свойством. Более того, этот пример далеко не
единичный. В самом деле, сумма Минковского K = O + P гладкого выпуклого
тела O и выпуклого многогранника P всегда имееет точки такого типа.

Тот факт, что F(K) в определённом смысле устроено лучше, чем Fexp(K)
(как топологическое частично упорядоченное множество) объясняет, почему мы
основное внимание уделяем F(K).

Имеется эмпирическое наблюдение (без формального доказательства), что
тело, являющееся суммой Минковского K = O + P , можно так изменить (пе-
рейти к усечению или регуляризации), что получится выпуклое тело K ′, у кото-
рого структура граней устроена в определённом смысле лучше, чем у исходного,
но которое часто оказывается топологически близким к K, в том смысле, что
Fk(K) и Fk(K ′) гомеоморфны (рис. 1).

Проблема 2.2. Было бы полезно иметь строгое доказательство утверждения
о возможности регуляризации, показанной на рис. 1, для достаточно широкого
класса компактных выпуклых тел. Более точно, задача состоит в том, чтобы
по данному компактному выпуклому телу P построить новое выпуклое тело Q,
такое что

а) каждая грань Q является выступающей, Fexp(Q) = F(Q);
б) Fk(P ) и Fk(Q) гомеоморфны (гомотопически эквивалентны) для любого

k = 0, . . . , d.
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Рис. 1. Регуляризация суммы Минковского

2.1. Ручные C-многогранники

Основная цель раздела 2— теорема 2.7, которая подтверждает гипотезу Ка-
лаи—Вигдерсона (гипотеза 2.6) для класса «ручных непрерывных многогранни-
ков». Напомним, что центроидом Штейнера назвается непрерывная селекция
SC : Kd → R

d точки из каждого компактного выпуклого множества A ∈ Kd,
которая аддитивна по Минковскому и инвариантна относительно движений ев-
клидова пространства (см. [13], а также [Ži89]).

Определение 2.3. Будем говорить, что выпуклое тело K ⊂ R
d с компактным

пространством граней F(K) (см. определение 2.1) является k-регулярным или
k-ручным, если выполняются следующие условия:

1) набор {EA}A∈Fk(K) всех k-мерных «касательных» пространств K к k-мер-
ным граням является векторным расслоением πk : Ek → Fk(K) над Fk(K);

2) обозначим через
Ck =

⋃
{relint(A) | A ∈ Fk(K)}

объединение всех относительных внутренностей всех k-мерных граней K,
а через Ĉk его одноточечную компактификацию. Тогда пространство Ĉk и
пространство Тома Thom(Ek) расслоения Ek гомеоморфны.

Выпуклое тело K будем называть ручным C-многогранником, если оно k-регу-
лярно для любого 0 � k � dim(K).

Прокомментируем условия (1) и (2) в определении 2.3. Для A ∈ Fk(A) аф-
финная оболочка aff(A) множества A может рассматриваться как векторное
пространства с элементом 0 = 0A в качестве нулевого. Точнее, EA являет-
ся векторным подпространством в R

d, полученным переносом aff(A) на вектор
−SC(A). Условие (1) означает, что это семейство векторных пространств ло-
кально тривиально в том смысле, что

Ek :=
⋃

A∈Fk(K)

{A} × EA ⊂ Fk(K) × R
d
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является тотальным пространством некоторого векторного расслоения над
Fk(K).

Условие (2) означает, что k-мерные замкнутые выпуклые подмножества
A ∈ Fk(K) можно рассматривать как «диски» в EA и (что более важно) объ-
единение относительных внутренностей всех A ∈ Fk(K) является тотальным
пространством расслоения на (открытые) диски, ассоциированным с расслоени-
ем Ek.

Проблема 2.4. Было бы полезно найти описание наиболее общего класса
выпуклых тел, которые являются ручными в смысле определения 2.3.

Пример 2.5. Другой естественный вопрос, противоположный проблеме 2.4,
состоит в поиске простейших примеров C-многогранников, которые являются
«дикими», т. е. для которых не выполняется хотя бы одно из условий (1) или (2)
из определения 2.3. Пример в размерности 3 получается как выпуклая оболочка
conv(D ∪ I), где D = {(x, y) | (x − 1)2 + y2 � 1}— единичный диск в плоскости
Oxy, а I —вертикальный отрезок на оси Oz, содержащий начало координат.

2.2. Формула Эйлера для C-многогранников

Г. Калаи и А. Вигдерсон высказали гипотезу (см. [7, гипотеза 6]), что для
C-многогранников выполняется аналог формулы Эйлера. Эйлерову характери-
стику пространства X будем обозначать через χ(X).

Гипотеза 2.6. Предположим, что K —выпуклое тело в R
d, и пусть Fk(K) —

пространство всех его k-мерных граней, снабжённое метрикой Хаусдорфа. Пред-
положим, что Fk(K) компактно для всех k. Тогда имеет место равенство

d−1∑

k=0

(−1)kχ
(
Fk(K)

)
= χ(Sd−1) = 1 + (−1)d−1. (1)

Теорема 2.7. Предположим, что K —выпуклое тело, которое является руч-
ным C-многогранником в смысле определения 2.3. Тогда

d−1∑

k=0

(−1)kχ
(
Fk(K)

)
= χ(Sd−1) = 1 + (−1)d−1. (2)

Более того, гипотеза 2.6 верна, если для каждого k пространство Fk(K) явля-
ется базой ассоциированного векторного расслоения Ek (определение 2.3).

Доказательство. Обозначим через

Fk = Fk(K) :=
k⋃

j=0

Fj(K)

объединение всех j-мерных граней K для j = 0, . . . , k.
По определению

Fk \ Fk−1 =
⋃

{relint(A) | A ∈ Fk(K)}
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является объединением относительных внутренностей всех k-мерных граней K,
причём имеется коммутативная диаграмма

Fk \ Fk−1
α−−−−→ Ek

πk

⏐
⏐
�

⏐
⏐
�πk

Fk(K) −−−−→
=

Fk(K)

, (3)

в которой α —вложение. По предположению выполняются свойства из определе-
ния 2.3, поэтому для Fk \Fk−1 одноточечная компактификация Ĉk гомеоморфна
пространству Тома Tk = Thom(Ek) расслоения Ek.

Пусть χ̃(Y ) —приведённая эйлерова характеристика пунктированного про-
странства Y . По теореме об изоморфизме Тома χ

(
Fk(K)

)
= (−1)kχ̃(Tk) (нужно

помнить о том, что изоморфизм сдвигает размерности на k). Из точной после-
довательности пары (Fk,Fk−1) получаем, что

χ(Fk) = χ(Fk−1) + χ̃(Tk) = χ(Fk−1) + (−1)kχ
(
Fk(K)

)
. (4)

Заметим, что при k = 0 соотношение (4) принимает вид χ(F0) = χ
(
F0(K)

)
.

Складывая равенства (4) для k = 0, . . . , d − 1, получаем

d−1∑

k=0

(−1)kχ
(
Fk(K)

)
= χ(Fd−1), (5)

откуда вытекает равенство (2), поскольку Fd−1 = ∂(K) ∼= Sd−1.

3. Непрерывные матроиды

Непрерывные матроиды представляют из себя ещё один класс непрерыв-
ных объектов, изучение и появление которых мотивировано их дискретными
аналогами. Материал этого раздела основан на неопубликованной работе [26].
Основной результат— предложение 3.5, которое означает, что по непрерывно-
му матроиду (см. определение в разделе 3.1) естественным образом строится
матроид, в определённом смысле двойственный исходному. (классическое из-
ложение для случая ориентированных матроидов см. в [21, лекция 6]). Более
свежие результаты с несколько другой точки зрения освещены в [3].

3.1. Комплексные и кватернионные матроиды

Будем обозначать через K одно из полей R, C или же тело кватернионов H.
Пусть S = SK

∼= Sd(K)−1 — единичная сфера в K, K
n — n-мерное векторное

пространство над K (левый модуль в случае кватернионов).
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Определение 3.1. K-кроссполитопом или K-гипероктаэдром в K
n называет-

ся выпуклое тело ♦n
K
, которое определяется как выпуклая оболочка

♦n
K

:= conv
n⋃

i=1

Si,

где

Si := {z ∈ K
n | |zi| = 1 и zj = 0 для всех j �= i} —

единичная сфера на i-й оси координат.

Как видно, ♦n
K

является примером «непрерывного» многогранника (C-мно-
гогранника в смысле раздела 2). Напомним, что C-многогранник— это вы-
пуклое тело, которое обладает свойствами и гладкого выпуклого тела, и вы-
пуклого многогранника. Другие примеры C-многогранников дают «непрерыв-
ный циклический многогранник», определяемый как выпуклая оболочка кри-
вой Γn = {(z, z2, . . . , zn) | |z| = 1)}, и вообще выпуклые оболочки вложен-
ных многообразий (см. [7]). Другими интересными мотивирующими приме-
рами (с которыми мы встречались в разделе 2) служат суммы Минковского
гладких выпуклых тел и выпуклых многогранников, в частности произведе-
ния C = A × Q ⊂ R

m × R
n, где A —выпуклое тело R

m, Q ⊂ R
n —выпуклый

многогранник.
Характеристическое свойство C-многогранника K состоит в том, что ча-

стично упорядоченное множество его граней (см. определение 2.1) является
непрерывным частично упорядоченным множеством в смысле [24] (см. также
раздел 4).

Определение 3.2. Предположим, что K ⊂ R
n является C-многогранником,

для которого 0 ∈ ∫
(K). Пусть FK — соответствующее частично упорядочен-

ное множество граней (определение 2.1). Пусть L ⊂ R
n —некоторое линейное

подпространство. Тогда K-матроидом MK(L) подпространства L называется

MK(L) = {A ∈ FK | relint(A) ∩ L �= ∅}.

♦n
K
-матроид подпространства L, где ♦n

K
— K-кроссполитоп (см. определение 3.1),

будем называть K-матроидом и обозначать через MK(L).

Пример 3.3. Пусть K = ♦n
R

= ♦n — стандартный (вещественный) кросспо-
литоп. Тогда частично упорядоченное множество его граней F♦n (с мини-
мальным элементом ∅ = 0̂) изоморфно частично упорядоченному множеству
Sgnn = ({−1, 0,+1}n,�) всех знаковых векторов стандартной теории ориен-
тированных матроидов. По определению K-матроид MK(L), соответствующий
подпространству L ⊂ R

n, является реализуемым ориентированным матрои-
дом из стандартной теории ориентированных матроидов. В самом деле, MK(L)
в точности совпадает с набором всех знаковых векторов sgn(v) ∈ {−1, 0,+1}n

для всех v ∈ L.
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3.2. Знаковые векторы

Пример 3.3 показывает, что грани C-многогранника K ⊂ R
n можно понимать

как обобщённые знаковые векторы. В частности, отображение

ν : R
n → FK , (6)

которое ставит в соответствие вектору v ∈ R
n его знак ν(v), определяется как

единственная грань F ∈ FK , такая что луч ρ(v) := {λv | λ � 0} и relint(F )
имеют непустое пересечение.

Обоснованием естественности этого определения служит тот факт, что набор
{relint(A) | A ∈ FK} образует разбиение C-многогранника K (см. [15, теоре-
ма 18.2.]). В частности, каждый луч ρ(v) имеет непустое пересечение в точности
с одним из множеств relint(A) для A ∈ FK .

По аналогии со случаем ориентированных матроидов будем называть K-зна-
ковым вектором v вектор ν(v). В частности, множество всех векторов с об-
щим K-знаковым вектором F ∈ FK образует (относительно открытый) конус
cone

(
relint(F )

)
. Семейство конусов

F =
{
cone

(
relint(F )

) | F ∈ FK

}

является «непрерывно-дискретным» веером R
n. Ясно, что можно было бы на-

чинать непосредственно с C-вееров, а не с C-многогранников. Тем не менее на
данном этапе развития теории представляется наиболее естественным исследо-
вать в деталях большое число важных мотивирующих примеров, поэтому мы
сосредоточимся на выпуклых телах, уделяя особое внимание ♦n

K
.

3.3. Ортогональность и двойственность

Предположим, что X и Y —два векторных пространства (левых модуля)
над K, и пусть 〈·, ·〉 : X × Y → K —невырожденная билинейная форма, наличие
которой позволит нам говорить об ортогональности векторов и множеств X
и Y . Можно начать с двух C-тел A ⊂ X и B ⊂ Y , которым соответствуют A- и
B-матроиды, и попытаться развить естественную двойственность между этими
двумя объектами.

Мы опять отступим от максимальной общности и рассмотрим в деталях
важный частный случай выпуклого тела ♦n

K
. Наша цель состоит в том, чтобы

ввести отношение ортогональности для соответствующих знаковых векторов,
которое должно привести нас к понятию двойственности K-матроидов.

Обозначим через 〈x, y〉 = x1ȳ1 + . . . + xnȳn стандартную эрмитову форму
на K

n.
Определение 3.4. Будем говорить, что два знаковых вектора a, b ∈ FK =

= F♦n
K

ортогональны (обозначение a ⊥ b), если существуют векторы x, y ∈ K
n,

такие что a = ν(x), b = ν(y) и 〈x, y〉 = 0. Для заданного подмножества M ⊂ FK

положим
M⊥ := {b ∈ FK | a ⊥ b для всех a ∈ M}.
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Следующее утверждение о согласованности геометрической двойственности
и двойственности матроидов обнадёживает и показывает перспективность раз-
работки теории непрерывных, комплексных и кватернионных матроидов. Для
простоты K-матроид MK(V ) векторного пространства V будем обозначать че-
рез M(V ).

Предложение 3.5. M(V ⊥) = M(V )⊥.

Доказательство. Если b ∈ M(V ⊥), то b = ν(y) для подходящего y ∈ V ⊥.
Тогда y ⊥ x для любого x ∈ V и b ⊥ a для любого a ∈ M(V ), откуда следует,
что b ∈ M(V )⊥, и поэтому имеет место включение M(V ⊥) ⊂ M(V )⊥.

Обратное включение M(V ⊥) ⊃ M(V )⊥ докажем от противного. Предполо-
жим, что b /∈ M(V ⊥). Тогда b соответствует грани Fb кроссполитопа ♦n

K
, и для

любого x ∈ relint(Fb) выполняется x /∈ V ⊥, т. е.

relint(Fb) ∩ V ⊥ = ∅.

По принципу отделимости для выпуклых множеств существует вектор u ∈ K
n,

для которого

1) Re〈z, u〉 > 0 для любого z ∈ relint(Fb);
2) Re〈z, u〉 = 0 для любого z ∈ V ⊥.

Поскольку V ⊥ является левым K-модулем, из 2) следует, что Re〈z, αu〉 = 0 для
любого α ∈ K, откуда получаем

2�) 〈z, u〉 = 0 для любого z ∈ V ⊥.

Отсюда получаем, что u ∈ V . Положим a = ν(u). Тогда a ∈ M(V ), и из 1)
следует, что b �⊥ a, откуда получаем, что b /∈ M(V )⊥.

4. Грассмановы частично упорядоченные
множества

Непрерывные частично упорядоченные множества (см. [16, 19, 24], вероят-
но, являются одним из наиболее полезных и широко применяемых примеров
непрерывных аналогов дискретных структур. Важным примером здесь служит
так называемое грассманово частично упорядоченное множество. Порядко-
вый комплекс («флаг-джойн» конструкция), а также многие другие примеры и
связанные результаты читатель сможет найти в [16,19,24].

Определение 4.1. Грассмановым частично упорядоченным множеством
Gn(R) = (G(Rn),⊆) будем называть несвязное объединение

G(Rn) :=
n∐

i=0

Gi(Rn),

где Gi(Rn) —многообразие всех i-мерных линейных подпространств в R
n. По-

рядок определяется включением, т. е. U � V тогда и только тогда, когда U ⊆ V .



152 Р. T. Живальевич

Минимальный и максимальный элементы будем обозначать соответственно че-
рез 0̂ и 1̂. Также будем рассматривать отображение ρ : Gn(R) → N, L �→ dim(L).
Усечённым грассмановым частично упорядоченным множеством будем называть

G̃n(R) := Gn(R) \ {0̂, 1̂}.
Пусть I ⊂ G̃n(R) —некоторый замкнутый порядковый идеал. Порядковый ком-
плекс Δ(I) (см. [16,24]) определяется как подпространство джойна

G1(Rn) ∗ G2(Rn) ∗ . . . ∗ Gn−1(Rn),

порождённое всеми флагами из I.

Замечание 4.2. Замечательный факт (см. [16, 19, 24]) состоит в том, что
порядковый комплекс усечённого грассманиана G̃n(R) является сферой размер-
ности

(
n
2

)
+ n − 2,

Δ
(G̃n(R)

) ∼= S(n
2)+n−2. (7)

В качестве немедленного следствия получаем, что

Δ
(Ĝn(R)

) ∼= D(n
2)+n−1 (8)

является диском размерности
(
n
2

)
+ n − 1, где Ĝn(R) = Gn(R) \ {0̂}.

Определение 4.3. Пусть I ⊂ G̃n(R) — замкнутый порядковый идеал в грас-
сманиане, и пусть Ik = I ∩ Gk(Rn). Тогда вектор

χ(I) =
(
χ1(I), χ2(I), . . . , χn(I)

)
,

где χk(I) = χ(Ik), будем называть χ-вектором идеала I.

4.1. Грассмановы частично упорядоченные множества
и проблема Джан-Карло Роты

Определение 4.4. Пусть P — топологическое частично упорядоченное мно-
жество, на котором задана (ранговая) функция ρ : P → N. Под P -комплексом
будем понимать порядковый идеал I в P . Пусть Im —множество всех элементов
идеала I ранга m ∈ N. Для P -комплекса I будем называть

χP (I) := (χ(I0), χ(I1), . . . , χ(Im), . . .)

χ-вектором. Здесь через χ(X) обозначается эйлерова характеристика X.

Например, если P является симплексом, то I — симплициальный комплекс,
а χP (I) —обычный f -вектор I. В этом случае имеется хорошо известное соот-
ношение

χ
(
Δ(I)

)
= f0 − f1 + f2 − . . . . (9)
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Дж.-К. Рота на совместной конференции Американского математического
общества и Мексиканского математического общества (Оахака, Мексика, де-
кабрь 1997) сделал доклад с любопытным, несколько провокационным назва-
нием «Десять математических проблем, которые я никогда не решу»1; доклад
опубликован в [12].

Седьмая проблема (о объёмах семейств подпространств) из его списка в на-
шей терминологии состоит в построении теории конечно аддитивной O(n, R)-ин-
вариантной меры на классе замкнутых порядковых идеалов грассманова частич-
но упорядоченного множества Gn(R).

Дж.-К. Рота опирался на аналогию с (простой и хорошо разработанной)
теорией Sn-инвариантных мер на классе порядковых идеалов частично упоря-
доченных подмножеств в подмножествах множества [n] = {1, 2, . . . , n}. В этом
случае порядковые идеалы являются не чем иным, как симплициальными ком-
плексами с вершинами из [n]. Дж.-К. Рота связывает известную формулу

χ(K) = f0(K) − f1(K) + f2(K) + . . . + (−1)nfn(K) (10)

с тем фактом, что эйлерова характеристика χ является единственной Sn-инва-
риантной конечно аддитивной мерой на симплициальных комплексах.

Дж.-К. Рота закончил обсуждение седьмой проблемы следущим образом:
«В настоящий момент мы не можем получить даже эйлерову характеристику»,
иными словами, он указал на следующий частный случай седьмой проблемы.

Проблема 4.5. Найти аналог формулы (10) для класса замкнутых порядко-
вых идеалов в Gn(R).

Читатель, знакомый с результатами В. А. Васильева [16, 18] о структуре
порядкового комплекса грассманова частично упорядоченного множества (см.
замечание 4.2), немедленно увидит, что эти результаты дают ключевую идею
для решения проблемы 4.5.

Следующее утверждение из представленной на конференции «Котор-98»
неопубликованной работы [25] даёт ответ на проблему 4.5.

Теорема 4.6. Пусть I ⊂ G̃n(R) — замкнутый порядковый идеал в усечён-
ном грассмановом частично упорядоченном множестве G̃n(R), и пусть χ(I) =
= (χ1(I), χ2(I), . . .) — соответствующий χ-вектор в смысле определения 4.3. То-
гда

χ
(
Δ(I)

)
= χ1(I) + χ2(I) − χ3(I) − χ4(I) + . . . + (

√−1)n2+n+2χn(I). (11)

Доказательство аналогично доказательству теоремы 2.7. Если I�k =
= I1 ∪ I2 ∪ . . . ∪ Ik, то Δ

(
I�k

) ⊂ Δ(I), и тогда определена возрастающая
фильтрация

Δ
(
I�1

) ⊂ Δ
(
I�2

) ⊂ . . . ⊂ Δ
(
I�k

) ⊂ . . . ⊂ Δ
(
I�n−1

)
= Δ(I). (12)

1Дж.-К. Рота скончался 18 апреля 1999 года, так что название доклада в ретроспективе имеет
ещё и пессимистический оттенок.
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Теперь заметим, что Δ
(
I�k

)
/Δ

(
I�k−1

) ∼= Thom(Uk) является пространством
Тома векторного расслоения Uk размерности ck

(
k
2

)
+ k− 1 над Ik. В самом деле,

имеет место теоретико-множественное разложение

Δ
(
I�k

) \ Δ
(
I�k−1

)
=

⊎

V ∈Ik

Δ
(Ĝ(V )

) \ Δ
(G̃(V )

)
, (13)

где Ĝ(V ) и G̃(V ) соответственно изоморфны Ĝk(R) и G̃k(R) (описаны в замеча-
нии 4.2). Эти изоморфизмы задаются локально определёнными изоморфизмами
V ∼= R

k (они возникают из локальных тривиализаций канонического расслое-
ния k-мерных плоскостей над грассманианом Gk(R)). С учётом замечания 4.2
легко заметить, что Δ

(Ĝ(V )
) \ Δ

(G̃(V )
)
является открытым диском размерно-

сти ck =
(
k
2

)
+ k − 1. Более того, более внимательный анализ показывает, что

(13) является пространством расслоения ck-мерных плоскостей, ассоциирован-
ным с расслоением k-мерных плоскостей над Ik, индуцированным каноническим
расслоением k-мерных плоскостей над Gk(Rn).

Завершается доказательство так же, как и доказательство теоремы 2.7.

5. Топологические частично упорядоченные
множества

5.1. Разрешение особенностей P -сингулярных пространств

В цикле работ В. А. Васильева по геометрическому разрешению особен-
ностей [1, 16—19] читатель может найти гибкий и мощный метод изучения
топологии пространств с особенностями и их дополнений. Важная часть этой
теории может быть переформулирована и обобщена на языке топологических
порядковых комплексов.

Модельным примером сингулярного пространства может служить подпро-
странство X ⊂ Fun(M,N) пространства отображений, где f ∈ X тогда и только
тогда, когда f вырожденная в некотором вполне определённом смысле. На-
ша идея состоит в изучении топологии пространства X посредством изучения
пространства X̂, полученного из X с помощью «разрешения особенностей».
Этот подход обычно реализуется в рамках следующей (в чём-то неформальной)
схемы.

1. X —пространство с особенностями, например пространство вырожденных
матриц, многочленов с кратными нулями, сингулярных узлов, гладких
функций с особенностями определённого вида и т. д.

2. Имеется иерархия типов особенностей, реализованная в виде топологи-
ческого частично упорядоченного множества (P,≺), где p ≺ p′ означает,
что особенность типа p′ в некотором смысле сложнее особенности p.

3. Определено отображение Φ: X → P, которое каждой точке x ∈ X ставит
в соответствие её тип особенности полунепрерывным образом, т. е. так,
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что в пределе xn −→ x особенность может только усложняться (увеличи-
ваться в P).

4. Пространством P-разрешения особенностей сингулярного пространства X
является пространство

X̂ :=
⋃

x∈X

{x} × Δ
(P�Φ(x)

) ⊂ X × Δ(P).

Ожидается, что вследствие полунепрерывности Φ пространство X̂ являет-
ся замкнутым подмножеством X × Δ(P). Более того, предполагается, что
естественная проекция π : X̂ → X имеет стягиваемые слои и поэтому при
необременительных условиях оказывается гомотопической эквивалентно-
стью.

5. Имеется глобальная фильтрация частично упорядоченного множества P
(например, заданная монотонной функцией ранга ρ : P → Z). Эта филь-
трация индуцирует фильтрацию X̂, которая определяет спектральную по-
следовательность, сходящуюся к (ко)гомологиям пространства X.

Эта схема представляется настолько фундаментальной, что само понятие
сингулярного пространства, может быть, стоит определять, руководствуясь ею.
Категория P-сингулярных пространств Sing(P) является естественным инстру-
ментом для изучения как интересных P-сингулярных пространств, так и самого
топологического частично упорядоченного множества P (объект Sing(P) можно
понимать как своего рода модуль (пучок) над кольцом (пространством) P).

Определение 5.1. Предположим, что P является топологическим частично
упорядоченным множеством. Будем говорить, что на топологическом простран-
стве X задана структура P -сингулярного пространства, если задано отображе-
ние Φ: X → P , которое обладает (некоторыми или всеми) свойствами 1—5.
Морфизм X ��� Y двух P-сингулярных пространств— это отображение над P
(т. е. коммутативная диаграмма), согласованное со всеми структурами, перечис-
ленными в 1—5. В частности, определено отображение f̂ : X̂ → Ŷ соответству-
ющих пространств разрешения P-особенностей, согласованное с фильтрациями
из 5, для которого коммутативна диаграмма

X̂ −−−−→ Ŷ

π

⏐
⏐
�

⏐
⏐
�π

X −−−−→ Y

.

Для категории Sing(P), описанной в определении 5.1, естественным образом
определён функтор

S : Sing(P) −→ SpecSeq

из категории P-сингулярных пространств в категорию спектральных последова-
тельностей. В этой общей постановке вопроса отметим, что полезно уметь стро-
ить простые тестовые объекты в Sing(P) и использовать функтор S, чтобы де-
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тектировать (или описывать) конкретные (ко)гомологические классы (характе-
ристические классы, например) рассматриваемых P-сингулярных пространств.

5.2. Топологические формулы гомотопического дополнения

Один из важных принципов в [24] состоит в том, что идеи из дискрет-
ной комбинаторики, правильным образом интерпретированные и обобщённые,
могут предоставлять в определённом смысле объединяющий подход в анализе
топологических (непрерывных) частично упорядоченных множеств. В [24] ос-
новным примером результата такого типа о конечных (дискретных) частично
упорядоченных множествах является так называемая теорема о гомотопическом
дополнении А. Бьёрнера и Дж. Уокера [5].

Рис. 2. Гомотопический тип Δ(P )/Δ(P \ X)

Предположим, что X = {xj}m
j=1 —антицепь в конечном частично упорядо-

ченном множестве P (рис. 2). Сделанное в [5] важное наблюдение, приводя-
щее к теореме о гомотопическом дополнении, состоит в том, что существу-
ет красивая и понятная формула, описывающая гомотопический тип фактора
Δ(P )/Δ(P \X) порядковых комплексов. В самом деле, несложно показать, что

Δ(P ) \ Δ(P \ X) ∼=
⊎

1�j�m

OpenCone
(
Δ

(
P<xj

) ∗ Δ
(
P>xj

))
, (14)

где открытый конус OpenCone(Z) с основанием Z определяется как Cone(Z)\Z.
Переходя к одноточечным компактификациям в обеих частях (14), получаем

Δ(P )/Δ(P \ X) �
∨

1�j�m

Σ
(
Δ

(
P<xj

) ∗ Δ
(
P>xj

))
. (15)
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А. Бьёрнер и Дж. Уокер в [5] заметили, что если P ∪{
0̂, 1̂

}
(P с добавленными

максимумом и минимумом) является решёткой и если антицепь

X = Co(y) :=
{
x ∈ P | x ∨ y = 1̂, x ∧ y = 0̂

}

возникает как множество всех «дополнений» фиксированного элемента y ∈ P ,
то частично упорядоченное множество P \X стягиваемо. Тогда теорема о гомо-
топическом дополнении утверждает, что при этих условиях

Δ(P ) �
∨

1�j�m

Σ
(
Δ

(
P<xj

) ∗ Δ
(
P>xj

))
. (16)

Применённая к (усечённой) решётке Π̃n = Πn \ {
0̂, 1̂

}
разбиений множества

[n] = {1, . . . , n} [5], эта теорема приводит к рекуррентному соотношению (17),
которое немедленно позволяет вычислить гомотопический тип рассматриваемого
пространства в виде букета сфер:

Δ(Π̃n) �
n∨

i=2

Σ
(
Δ(Π̃i

n−1)
)
, (17)

Δ
(G̃n(R)

) � Sn−1 ∧ Σ
(
Δ

(G̃n−1(R)
))

, (18)

Δ
(G̃±

n (R)
) � (Sn−1 ∨ Sn−1) ∧ Σ

(
Δ

(G̃±
n−1(R)

))
, (19)

Δ
(
expn(S1)

) � Sn ∧ (
Δ(Bn)/∂Δ(Bn)

)
, (20)

Δ(Pn) � Pn ∧ Σ
(
Δ(Pn−1)

)
, (21)

Δ
(
expn(X)

) � Thomn(X \ {x0}). (22)

Напомним, что p ≺ q в решётке Πn всех (неупорядоченных) разбиений мно-
жества [n] = {1, . . . , n}, если p является измельчением q.

В [24] было замечено, что подобные идеи могут быть применены к анали-
зу гомотопического типа порядковых комплексов интересных топологических
частично упорядоченных множеств. Формулы (18)—(22), иллюстрирующие это
наблюдение, взяты из [24, раздел 2].

Чтобы установить связь формул (15)—16 с формулами (18)—(22), взгля-
нем на рисунок 2. Теперь мы будем интерпретировать P как топологическое
частично упорядоченное множество, так что антицепь X —это (не обязатель-
но дискретное) топологическое пространство, а разложение (14) пространства
Δ(P ) \ Δ(P \ X) —расслоение ξ над X.

Более того, пространство Δ(P )/Δ(P \ X) описывается как «пространство
Тома» (одноточечная компактификация) расслоения ξ (для точных формулиро-
вок см. предложение 4.8 и следствия 4.10—4.12 в [24]). Если это расслоение
тривиально, то пространство Тома сводится к смеш-произведению, как пока-
зано в формуле (21), которая учитывает (18) и (19). Соотношение (18) может
быть использовано для доказательства гомеоморфизма (7) (см. замечание 4.2).
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Соотношение (19) используется для доказательства аналогичного результата
о грассманиане ориентированных подпространств в R

n.
Предположим, что X —конечный CW-комплекс, и пусть expn(X) — тополо-

гическое частично упорядоченное множество всех его непустых подмножеств
мощности, не превосходящей n (см. пример 3.3 в [24, раздел 3]). Для фикси-
рованной отмеченной точки x0 ∈ X множество Co({x0}) всевозможных допол-
нений {x0} в expn(X) совпадает с пространством B(Y, n) = F (Y, n)/Sn всех
неупорядоченных n-кортежей в Y := X \ {x0}. Соответствующее векторное рас-
слоение ξ является каноническим векторным расслоением

R
n−1 −→ F (Y, n) ×Sn

V −→ B(Y, n),

где V ∼= R
n−1 — стандартное (n− 1)-мерное представление группы Sn. Соответ-

ствующее пространство Тома является одноточечной компактификацией

Thomn(Y ) := (F (Y, n) ×Sn
V ) ∪ {∞}.

Следующее утверждение (см. [24, теорема 5.8]) даёт полное описание го-
мотопического типа конфигурационного частично упорядоченного пространства
expn(X) в категории допустимых пространств (см. [24, определение 5.7.]), ко-
торая содержит все конечные CW-комплексы.

Теорема 5.2. Предположим, что (X,x0) —конечный CW-комплекс. Тогда

Δ
(
expn(X)

) � Thomn(X \ {x0}). (23)

Это утверждение принимает очень простой вид для X = S1. Тогда Y =
= X \ {x0} ∼= R

1 и B(Y, n) гомеоморфно внутренности n-мерного сим-
плекса. В качестве следствия отсюда получается формула (20) (где Bn =
= {I ⊆ [n] | I �= ∅}), которая в итоге приводит к доказательству того, что
Δ

(
expn(S1)

) ∼= S2n−1 (см. также [1,17,24]).

5.3. Пространства взвешенных барицентров
и гипотеза Васильева

Следующая конструкция была определена В. А. Васильевым под названием
симплициальной резольвенты конфигурационных пространств. Предположим,
что гладкое компактное многообразие (или более общо— конечный CW-ком-
плекс) X некоторым типичным способом погружено в R

N очень большой раз-
мерности N . Пусть Convr(X) —объединение всех замкнутых (r − 1)-мерных
симплексов с вершинами в погружённом X. Типичность погружения означает,
что два симплекса conv(A) и conv(B) с вершинами в различных множествах
A �= B имеют непересекающиеся внутренности. Пространство Convr(X) назы-
вается r-й типичной выпуклой оболочкой X.

В следующем утверждении для удобства ссылок содержится относительно
несложный факт, что порядковый комплекс Δ

(
expn(X)

)
можно рассматривать



О непрерывной комбинаторике частично упорядоченных множеств 159

как барицентрическое подразбиение n-й типичной выпуклой оболочки X. От-
метим, что Convr(X) можно рассматривать как «непрерывный симплициальный
комплекс», у которого вершины содержатся в X.

Предложение 5.3 [24, раздел 5.2]. Предположим, что X —конечный
CW-комплекс. Тогда имеет место естественный гомеоморфизм

Convn(X) −→ Δ
(
expn(X)

)
(24)

n-й типичной выпуклой оболочки X и порядкового комплекса соответствующего
конфигурационного частично упорядоченного множества expn(X).

Следующая гипотеза о связи порядкового комплекса expn(X) и n-кратного
итерированного джойна X∗n пространства X была сформулирована В. А. Ва-
сильевым на конференции «Геометрическая комбинаторика» (Математический
научно-исследовательский институт MSRI, Беркли, февраль 1997):

Δ
(
expn(X)

) � X ∗ . . . ∗ X ∼= X∗n. (25)

Известно, что гипотеза (25) верна для X = S1, и уже этот случай играет
важную роль в приложениях.

«Теория» топологических частично упорядоченных множеств, разработанная
в [24], изначально была мотивирована этой гипотезой. В качестве следствия
теоремы 5.2 было показано, что expn(S2) не имеет гомотопического типа сферы
при n � 2, в частности

Δ
(
expn(S2)

) �� (S2)∗n,

откуда следует, что гипотеза Васильева неверна уже для двумерной сферы
(см. [24, утверждение 5.10]).

Хотя этот пример показывает, что общий ответ на гипотезу (25) отрица-
тельный, тем не менее в этом направлении получены важные и интересные
результаты. А именно, С. Каллел и Р. Каруи, опираясь на некоторые вопросы
нелинейного анализа, начали в [8] изучение пространства Convn(X) с несколь-
ко иной точки зрения. Они использовали другое описание этого пространства,
а именно как пространства Bn(X) всех взвешенных барицентров n или менее
точек X (что совпадает с пространством вероятностных мер на X с носите-
лем конечной мощности, не превосходящей n). Авторам было известно, что
это пространство использовалось В. А. Васильевым, но они не были знакомы
с работой [24], в частности, не была известна исходная гипотеза Васильева. По-
этому интересно, что один из их основных результатов представляет гипотезу
Васильева в новом свете.

Теорема 5.4 [8, теорема 1.1.]. Пусть X —конечный связный CW-комплекс,
и пусть Sym∗n(X) := X∗n/Sn — симметрический n-кратный джойн X. Тогда

Bn(X) � Sym∗n(X). (26)

С учётом гомеоморфизма Δ
(
expn(X)

) � Bn(X) (предложение 5.3), срав-
нивая (25) и (26), получаем, что В. А. Васильев был прав, предполагая, что
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гомотопический тип n-й типичной выпуклой оболочки X тесно связан с итери-
рованными джойнами пространства X.

С. Каллел и Р. Каруи получили в [8] несколько других интересных резуль-
татов о пространствах взвешенных барицентров. В частности, они получили
формулу для выражения Bn(X) через симметрическое смеш-произведение.

Теорема 5.5 [8, теорема 5.3].

Bn(X) � Sn−1 ∧Sn
X(n).

В качестве следствия отсюда легко вывести изящный результат И. Джеймса,
Э. Томаса, Х. Тоды и Дж. Г. К. Уайтхеда:

B2(Sn) � Σn+1(RPn). (27)

Неудивительно, что теорема 5.2 столь же эффективно и элегантно примени-
ма к вычислениям в этих примерах. В самом деле, Δ

(
exp2(Sn)

)
имеет тот же

гомотопический тип, что и одноточечная компактификация

F (Rn, 2) ×Z/2 R
1 ∼= R

n × (Rn \ {0}) ×Z/2 R
1 ∼= R

n × R
+ × (Sn−1 ×Z/2 R

1).

Пусть Z+ = Z ∪ {∞}—одноточечная компактификация локально компактного
пространства Z. Поскольку (U ×V )+ ∼= U+ ∧V + и (Sn−1 ×Z/2 R

1)+ ∼= RPn, мы
немедленно получаем, что

B2(Sn) ∼= Δ
(
exp2(S

n)
) � Sn+1 ∧ RPn ∼= Σn+1(RPn).

Аналогичные рассуждения, основанные на применении теоремы 5.2, могут быть
проведены для доказательства гомотопической эквивалентности

Δ
(
expn(X)

) � Sn−1 ∧Sn
X(n).

6. Гомотопические копределы
и неравенство между индексами

Вероятно, гомотопические копределы в рамках комбинаторного подхода
впервые были применены в [22] для вычисления (стабильного) гомотопического
типа конфигураций пространств и их дополнений. За этой работой последо-
вали [20] и [24], и в наши дни диаграммы пространств и их гомотопические
копределы используются всё чаще в геометрической и топологической комби-
наторике. Читателю, настроенному на более комбинаторный способ мышления,
рекомендуем книгу [9, гл. 15].

С формальной точки зрения диаграмма пространств над конечным частич-
но упорядоченным множеством P —это функтор D : P → Top из категории P
в категорию топологических пространств. Это формальное определение в точно-
сти означает, что диаграмма над P — это частично упорядоченное множество P ,
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причём с каждым элементом p ∈ P ассоциировано пространство Dp и для каж-
дой пары p � q ∈ P задано отображение dpq : Dp → Dq, удовлетворяющее
естественным условиям согласованности:

dpp = 1Dp
для любого p ∈ P,

dpq ◦ dqr = dpr для любой тройки p � q � r.

Каждой диаграмме можно поставить в соответствие топологическое частично
упорядоченное множество PD, где PD =

∐

p∈P

Dp —несвязное объединение всех

пространств Dp (элементами PD служат пары (p, x), где x ∈ Dp) и (p, x) ≺ (q, y)
тогда и только тогда, когда p � q и dpq(y) = x. Эта точка зрения представляется
в достаточной степени естественной в силу соотношения

hocolim(D) ∼= Δ(PD), (28)

которое означает, что гомотопический копредел диаграммы пространств сводит-
ся к порядковому комплексу топологического частично упорядоченного множе-
ства.

«Неравенство Саркарьи», сформулированное и доказанное в [23], является
одним из центральных результатов, используемых в комбинаторных приложе-
ниях эквивариантной теории индекса. Рекомендуем читателю книгу [11, гл. 5],
в которой обсуждаются эта и некоторые другие связанные темы с многочис-
ленными приложениями в топологической комбинаторике. Напомним, что ин-
декс IndG(X) произвольного G-пространства X —это в некотором смысле мера
сложности пространства X, которая может быть использована для доказатель-
ства утверждений типа Борсука—Улама. Например, классическая теорема Бор-
сука—Улама следует из того факта, что IndZ2(S

n) = n > IndZ2(S
n−1) = n − 1.

В общем случае для заданной последовательности A = {AnG}+∞
n=0, состоя-

щей из G-пространств, соответствующий A-индекс определяется формулой

IndA
G(X) := Ind

{
n ∈ N | X

G−→ AnG
}
, (29)

где X
G−→ Y означает, что существует G-эквивариантное отображение X в Y .

Предложение 6.1 (неравенство Саркарьи). Пусть G —конечная группа,
A = {AnG}+∞

n=0 —последовательность G-пространств, такая что

ApG ∗ AqG
G−→ Ap+q+1G

для всех p и q. Предположим, что L0 —конечный симплициальный G-комплекс,
и пусть L ⊂ L0 — G-инвариантный подкомплекс. Тогда имеет место неравенство

IndA
G(L) � IndA

G(L0) − IndA
G

(
Δ(L0 \ L)

) − 1, (30)

где Δ(L0 \ L) —порядковый комплекс частично упорядоченного множества
(L0 \ L,⊂).
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Доказательство предложения 6.1] аналогично доказательству, приведённому
в [11, раздел 5.7] (и в исходной работе [23]), поэтому мы оставляем восстанов-
ление подробностей заинтересованному читателю.

Читатель, знакомый с деталями доказательства предложения 6.1, обобщение
на случай топологических частично упорядоченных множеств воспримет как
естественный шаг. Мы снова оставляем подробности доказательства читателю;
применениям этого обобщения неравенства Саркарьи будет посвящена другая
работа.

Предложение 6.2. Пусть G —конечная группа, и пусть A = {AnG}+∞
n=0 —

последовательность G-пространств, такая что ApG∗AqG
G−→ Ap+q+1G для всех

p и q. Предположим, что P —конечное (не обязательно свободное) частично
упорядоченное G-множество, а P0 ⊂ P —начальное G-инвариантное подмноже-
ство. Положим P1 = P \ P0. Также предположим, что D : P → Top является
диаграммой G-пространств с G-действием на D, согласованным с G-действием
на P . Обозначим через D0 и D1 соответственно ограничения D на P0 и P1.
Тогда

IndA
G(‖D0‖) � IndA

G(‖D‖) − IndA
G(‖D1‖) − 1, (31)

где через ‖E‖ = hocolim(E) обозначается гомотопический копредел диаграм-
мы E .

Автор благодарит рецензента за замечания и комментарии, которые помогли
улучшить изложение результатов статьи.
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