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Аннотация

Методами теории рационального гомотопического типа мы доказываем, что ран-
ги гомотопических групп произвольного односвязного четырёхмерного многообразия
зависят только от второго числа Бетти многообразия. Также мы рассматриваем про-
странства петель калибровочных групп и пространств связностей на односвязных че-
тырёхмерных многообразиях и получаем явное описание колец Понтрягина их раци-
ональных гомологий.

Abstract

S. Terzić, The rational homology ring of the based loop space of the gauge groups
and the spaces of connections on a four-manifold, Fundamentalnaya i prikladnaya mate-
matika, vol. 21 (2016), no. 6, pp. 205—215.

We provide a rational-homotopic proof that the ranks of the homotopy groups of a sim-
ply connected four-manifold depend only on its second Betti number. We also consider
the based loop spaces of the gauge groups and the spaces of connections of a simply
connected four-manifold and, using the models from rational homotopy theory, we obtain
explicit formulas for their rational Pontryagin homology rings.

1. Введение

На рациональную теорию гомотопий можно смотреть, в очень грубом при-
ближении, как на теорию гомотопий по модулю кручения. В 1960-х годах
Д. Сулливан доказал, что односвязные топологические пространства и их
непрерывные отображения допускают рационализацию, т. е. по односвязному
топологическому пространству X и по непрерывному отображению f : X → Y
естественным образом строятся пространство XQ и отображение fQ : XQ → YQ

так, что имеют место естественные изоморфизмы Hk(XQ) = Hk(X, Q) и
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πk(XQ) = πk(X)⊗Q. Рациональный гомотопический тип пространства X опре-
деляется как гомотопический тип XQ, а рациональный гомотопический класс
отображения f : X → Y определяется как гомотопический класс fQ : XQ → YQ.
Теория рационального гомотопического типа изучает свойства пространств и их
отображений, которые зависят только от рационального гомотопического типа
пространств и рационального гомотопического класса отображений.

Одно из важнейших преимуществ рационального гомотопического типа—
это вычислимость инвариантов рационального гомотопического типа для широ-
кого класса объектов. Оно связано с явным описанием алгебраических моделей,
полученных Д. Квилленом [11] и Д. Сулливаном [13]. В частности, для то-
пологических пространств их рациональный гомотопический тип определяется
классом изоморфизма соответствующей алгебраической модели.

В этой работе мы продолжаем наши исследования по рациональному гомо-
топическому типу односвязных четырёхмерных многообразий, калибровочных
групп и пространств связностей. Мы доказываем, пользуясь исключительно ме-
тодами теории рационального гомотопического типа, что рациональные гомо-
топические группы односвязного четырёхмерного многообразия определяются
его вторым числом Бетти. Также мы рассматриваем пространства петель ка-
либровочных групп и пространств связностей на односвязных четырёхмерных
многообразиях. Используя результаты работы [15] о рациональных когомологи-
ях калибровочных групп и пространств связностей, мы получаем явное описа-
ние колец Понтрягина рациональных гомологий соответствующих пространств
петель.

Подробное изложение теории рационального гомотопического типа можно
найти, например, в [6].

2. О гомотопических группах
односвязных четырёхмерных многообразий

2.1. Обзор известных результатов

Пусть M — замкнутое односвязное четырёхмерное многообразие. Напомним,
что формой пересечения многообразия M называется симметрическая билиней-
ная форма

QM : H2(M, Z)×H2(M, Z)→ Z,

заданная формулой
QM (x, y) = 〈x ∪ y, [M ]〉 ,

где [M ] ∈ H4(M, Z)—фундаментальный класс многообразия M .
Из результатов Понтрягина и Уолла (см. [7]) следует, что гомотопический

тип односвязного четырёхмерного многообразия M определятся его формой пе-
ресечения QM .
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Над полем R форма пересечения QM может быть приведена к диагональному
виду с ±1 на главной диагонали. Придерживаясь стандартных обозначений, по-
ложим, что b+

2 (M)—количество +1, а b−2 (M)—количество −1 в диагональном
виде формы QM . Величины b2(M) = b+

2 (M) + b−2 (M) и σ(M) = b+
2 (M)− b−2 (M)

называются рангом и сигнатурой многообразия M .
Рациональный гомотопический тип произвольного односвязного четырёхмер-

ного многообразия согласно [14] определяется рангом и сигнатурой этого мно-
гообразия.

Алгебра вещественных когомологий многообразия M при b2(M) � 2 легко
описывается с помощью формы пересечения. А именно,

H∗(M, R) ∼= R[x1, . . . , xb+2
, xb+2 +1, . . . , xb2 ]/I, (1)

где deg xi = 2, а идеал соотношений I порождён равенствами

x2
1 = · · · = x2

b+2
= −xb+2 +1 = · · · = −xb22

, xixj = 0, i 	= j.

Любое односвязное четырёхмерное многообразие формально в смысле теории
рационального гомотопического типа. С помощью метода минимальных моделей
Сулливана, применённого к алгебре когомологий многообразия M , в [14] были
получены формулы для рангов третьей и четвёртой гомотопической групп M :

rkπ2(M) = b2(M), rk π3(M) =
b2(b2 + 1)

2
− 1, rk π4(M) =

b2(b2
2 − 4)
3

.

Вычисление, проведённое в [14], даёт возможность предположить, что ранги
гомотопических групп M зависят только от второго числа Бетти односвязного
четырёхмерного многообразия M , но явное доказательство этого утверждения
в [14] не получено.

Формула для рангов гомотопических групп произвольного односвязного че-
тырёхмерного многообразия была выведена позже в [5]. В этой работе было
доказано, что любое такое многообразие является базой S1-расслоения с то-
тальным пространством вида #b2(M)−1S

2 × S3, откуда вытекает, что

πk(M) =

⎧
⎨

⎩

⊕

b2(M)

Z для k = 2,

πk(#b2(M)−1S
2 × S3) для k > 2.

В частности, эта формула означает, что ранги гомотопических групп M зависят
только от второго числа Бетти b2(M). Позже в этом направлении были по-
лучены более сильные результаты. Обозначим через ΩM пространство петель
многообразия M с отмеченной точкой. В [3] было показано, что для односвяз-
ных четырёхмерных многообразий M и N имеет место следующее утверждение:

ΩM ∼= ΩN ⇐⇒ H2(M) ∼= H2(N).

Методами теории гомотопий доказывается, что с точностью до гомотопической
эквивалентности пространство ΩM разлагается в произведение

ΩM ∼= S1 × Ω(S2 × S3)× Ω
(
J ∨ (

J ∧ Ω(S2 × S3)
))

,
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где J = ∨k−2
i=1 (S2 ∨ S3) для k > 2 и J = � для k = 2. Так как H2(M) =

= π2(M) =
⊕

b2(M)

Z, то пространства петель ΩM и ΩN тогда и только тогда

гомотопически эквивалентны, когда b2(M) = b2(N). С другой стороны, приме-
нение метода минимальных моделей Сулливана к алгебре (1) показывает, что
ранги гомотопических групп односвязного четырёхмерного многообразия M вы-
ражаются через ранг и, возможно, сигнатуру формы пересечения QM . Из этих
рассуждений следует, что ранги этих гомотопических групп M зависят только
от b2(M).

Также мы хотели бы упомянуть результаты работы [1], в которой полу-
чены явные формулы для рангов гомотопических групп надстройки конечного
симплициального комплекса:

rk πj(ΣX) =
(−1)j

j

∑

d|j
(−1)dμ

(
i

d

)

Sd

(
2− P (z)

)
.

Здесь P (z)—многочлен Пуанкаре комплекса X, μ—функция Мёбиуса,
Sd

(
2 − P (z)

)
—многочлен Ньютона от корней возвратного к 2 − P (z) много-

члена.
Для односвязного четырёхмерного многообразия M в [2] была получена

явная формула для рангов гомотопических групп M :

rkπn+1(M) =
∑

d|n
(−1)n+n/d μ(d)

d

∑

a+2b=n/d

(−1)b

(
a + b

b

)
ba
2

a + b
,

где b2 = b2(M).

2.2. Необходимые сведения из теории
рационального гомотопического типа

Ниже мы приведём простое доказательство, использующее только методы
рациональной теории гомотопий, того, что рациональные гомотопические груп-
пы односвязного четырёхмерного многообразия M зависят только от второго
числа Бетти b2(M). Этим мы дополним нашу предыдущую работу [14].

Напомним основные сведения из рациональной теории гомотопий; подроб-
ности и доказательства можно найти в [6]. Через TV обозначим тензорную ал-
гебру градуированного векторного пространства V . Относительно стандартной
коммутаторной скобки TV является градуированной алгеброй Ли. Подалгебра
Ли, порождённая V , называется свободной алгеброй Ли пространства V и обо-
значается LV . Говорят, что элемент из LV имеет длину k, если он представля-
ется в виде линейной комбинации элементов вида [v1, . . . , [vk−1, vk], . . .]. Имеет
место разложение в прямую сумму LV =

⊕
L

(i)
V , где L

(i)
V —подпространство,

состоящее из элементов длины i. Далее, TV ∼= ULV , где ULV —универсальная
обёртывающая алгебры LV . Пусть (LV , d)—дифференциальная градуирован-
ная свободная алгебра Ли. Линейная часть дифференциала d определяется как
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отображение dV : V → V , удовлетворяющее условию dv−dV v ∈ ⊕

k�2

L
(k)
V . Алгеб-

ра (LV , d) называется минимальной, если линейная часть dV дифференциала d
является нулевой.

Функтор Квиллена C∗ ставит в соответствие связной цепной алгебре Ли
{(L; dL)} односвязную кокоммутативную цепную коалгебру {C∗(L; dL)}. Пере-
ходя к двойственному объекту, получаем коммутативную дифференциальную
градуированную алгебру {(C∗(L; dL)}. В случае когда (L; dL)—цепная алгеб-
ра, C∗(L; dL) является коцепной алгеброй.

Пусть X —односвязное пространство с рациональными гомологиями конеч-
ного типа и APL(X)— его алгебра коммутативных коцепей. Моделью Ли про-
странства X называется связная цепная алгебра Ли (L; dL) конечного типа, для
которой задан квазиизоморфизм дифференциально градуированных алгебр

m : C∗(L; dL)
∼=→ APL(X).

Для любого такого пространства X существует свободная минимальная мо-
дель Ли, причём она единственна с точностью до изоморфизма. Если (LV , d)—
свободная минимальная модель Ли для X, то имеется изоморфизм алгебр Ли

H(LV , d)
∼=→ π∗(ΩX)⊗Z Q, (2)

где структура алгебры Ли на π∗(ΩX) ⊗Z Q задаётся произведением Уайтхеда.

Этот изоморфизм является двойственным к изоморфизму H(∧VX)
∼=→ H∗(X, Q),

где через ∧VX обозначена минимальная модель X. С помощью надстройки изо-
морфизм (2) задаёт изоморфизм

sH(LV , d)
∼=→ π∗(X)⊗Z Q. (3)

Предположим, что пространство X представлено в виде

X = Y ∪f (∪αDnα+1),

где

— Y —односвязное пространство с рациональными гомологиями конечного
типа,

— f = {fα : (Snα , ∗)→ (Y, y0)},
— все клетки Dnα+1 имеют размерность не ниже 2, причём их конечное

число в каждой размерности.

Пусть задан изоморфизм τ : sH(LV , d)
∼=→ π∗(X) ⊗Z Q, где (LV , d)—минималь-

ная модель Ли пространства X. С помощью τ классы [fα] ∈ πnα
(X) определяют

классы s[zα] = τ−1([fα]), представленные циклами, которые мы будем обозна-
чать zα ∈ LV . Пусть W — градуированное векторное пространство с базисом
{wα}, где deg wα = nα. Определим расширение LV в виде LV ⊕W , задав диффе-
ренциал соотношением dwα = zα. В [6] доказано, что цепная алгебра (LV ⊕W , d)
является моделью Ли для X.
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2.3. Рациональные гомотопические группы
односвязных четырёхмерных многообразий

В этом разделе мы докажем следующее утверждение.

Предложение 1. Рациональные гомотопические группы односвязного четы-
рёхмерного многообразия полностью определяются его вторым числом Бетти.

Доказательство. Согласно классическим результатам (см. [8,16]) односвяз-
ное четырёхмерное многообразие можно представить в виде

M ∼= (∨b2(M)S
2
) ∪f D4. (4)

Модель Ли для пространства X = ∨αSnα+1 = pt ∪f (∪αDnα+1) имеет вид
(LV , 0), где V = {Vi}i�1 —векторное пространство конечного типа с бази-
сом vα, deg vα = nα (см. [6]). В частности, для ∨b2(M)S

2 модель Ли имеет
вид (LV , 0), где в качества базиса V рассматриваются элементы v1, . . . , vb2(M)

степени deg vα = 1 для всех 1 � α � b2(M). Так же, как в предыдущем раз-
деле, для [f ] ∈ π3(∨b2(M)S

2, x0) обозначим через z цикл в LV , для которого
s[z] = τ−1([f ]) ∈ sH(LV ). Отметим, что deg z = 2. Пусть W = L(w)—вектор-
ное пространство с базисом w, причём deg w = 3.

Тогда модель Ли многообразия M задаётся в виде

(LV ⊕W = LL(v1,...,vb2 ,w), d), где dvi = 0, dw = z ∈ LV .

Заметим теперь, что ранги групп когомологий H(L⊕W , d) зависят только от
b2(M). Применение изоморфизма (2) завершает доказательство.

3. О калибровочных группах
и пространствах связностей

Рассмотрим главное G-расслоение π : P →M , у которого структурная груп-
па G является компактной полупростой односвязной группой Ли, а база M —
компактное односвязное четырёхмерное многообразие. Калибровочная группа
G этого главного расслоения— это группа G-эквивариантных диффеоморфиз-
мов P , индуцирующих тождественное отображение базы. Обозначим простран-
ство всех связностей на P через A, а пространство всех неприводимых связ-
ностей через A∗. Будем считать, что эти пространства снабжены подходящими
соболевскими топологиями, а именно L2

p−1 для A и L2
p для G, где p достаточно

велико.
Действие G на пространствах A и A∗ в общем случае не является свобод-

ным. Вместо группы G удобно рассматривать группу G0 калибровочных пре-
образований P , которая действует неподвижно на некотором выбранном слое.
Группа G0 действует свободно на пространствах связностей и неприводимых
связностей. Пусть Z(G)—центр группы G. Тогда фактор-группа G̃ = G/Z(G)
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действует свободно на A∗. Тем самым имеются три расслоения:

B̃ = A/G0, B̃∗ = A∗/G0, B∗ = A∗/G̃. (5)

Известно (см. [4]), что пространство A стягиваемо, A∗ слабо гомотопически
эквивалентно A, а B̃∗ слабо гомотопически эквивалентно B̃.

Как показано в [12], слабый гомотопический тип G0 не зависит от P , а
именно

G0 ≈ Map∗(M,BG). (6)

Иными словами, G0 слабо гомотопически эквивалентно пространству отображе-
ний Map∗(M,BG), сохраняющих отмеченную точку.

Обозначим через Ge компоненту единицы калибровочной группы G. Алгебры
рациональных когомологий пространств Ge, B̃ и B∗ были вычислены в [15]. Они
допускают следующее описание.

— H∗(Ge) является внешней алгеброй от (b2(M) + 2) rk G − 1 образую-
щих нечётных степеней, причём число образующих степени j равно
b2(M) rk πj+2(G) + rkπj(G) + rkπj+4(G).

— H∗(B̃) является алгеброй многочленов от (b2(M) + 1) rk G − 1 обра-
зующих чётных степеней, причём число образующих степени j равно
b2(M) rk πj+1(G) + rkπj+3(G).

— H∗(B∗) является алгеброй многочленов от (b2(M) + 2) rk G − 1 обра-
зующих чётных степеней, причём число образующих степени j равно
b2(M) rk πj+1(G) + rkπj−3(G) + rkπj+3(G).

Замечание 1. Поскольку алгебры рациональных когомологий этих про-
странств свободны, то рассматриваемые пространства формальны, как это было
отмечено в [15]. Следовательно, минимальные модели (в смысле рационально-
го гомотопического типа) пространств Ge, B̃ и B∗ совпадают с минимальными
моделями их алгебр рациональных когомологий. Более того, из-за свободности
минимальные модели этих алгебр совпадают с самими алгебрами.

3.1. Кольцо Понтрягина рациональных когомологий
пространств петель

Для топологического пространства X его пространство петель с отмечен-
ной точкой ΩX является H-пространством, в котором умножение задаётся
композицией (последовательным прохождением) петель. Эта структура зада-
ёт на H∗(ΩX) так называемое умножение Понтрягина, которое определяет на
H∗(ΩX) структуру кольца. В этом разделе мы опишем кольцо Понтрягина ко-
гомологий пространств G, B̃ и B∗.

Напомним теорему Милнора—Мура и некоторые конструкции из теории ра-
ционального гомотопического типа, которые нам нужны для описания колец
Понтрягина гомологий рассматриваемых пространств. Теорема Милнора—Мура
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(см. [9]) утверждает, что алгебра рациональных гомологий пространства ΩX
для односвязного пространства X имеет вид

H∗(ΩX) ∼= ULX
∼= T (LX)/〈xy − (−1)deg x deg yyx− [x, y]〉, (7)

где LX —алгебра Ли рациональных гомотопических групп X, а ULX — её уни-
версальная обёртывающая алгебра. Более точно, алгебра LX — это алгебра Ли,
определённая как векторное пространство LX = (π∗(ΩX)⊗Q), в котором соот-
ветствующая скобка [ , ] задана умножением Самельсона.

Известно (см. [6]), что алгебра Ли LX изоморфна гомотопической алгебре
Ли L минимальной модели пространства X. Напомним определение алгебры Ли
L. Пусть (∧V, d)—минимальная модель пространства X. Тогда sL = Hom(V, Q),
где надстройка sL определена стандартным образом с помощью сдвига размер-
ностей (sL)i = (L)i−1. Скобка Ли на L определяется формулой

〈v; s[x, y]〉 = (−1)deg y+1〈d1v; sx, sy〉 для x, y ∈ L, v ∈ V. (8)

Здесь d1 —квадратичная часть дифференциала d минимальной модели (∧V, d);
с формальной точки зрения d1 определяется условием d − d1 ∈ ∧k�3V . Иными
словами, d1v = v1 ∧ v2 для некоторых v1, v2 ∈ V , и тогда величина 〈d1v; sx, sy〉
определяется формулой

〈v1 ∧ v2; sx, sy〉 = 〈v1; sx〉〈v2; sy〉 − 〈v2; sx〉〈v1; sy〉.
Чтобы применить теорему Милнора—Мура, мы будем предполагать, что про-

странства B̃ и B∗ односвязны. Рассматривая расслоения (5), мы можем легко
убедиться в том, что это условие эквивалентно связности групп G0 и G̃, что, в
свою очередь, эквивалентно связности калибровочной группы G.

Теорема 1. Предположим, что калибровочная группа G связна. Тогда кольца
Понтрягина рациональных гомологий пространств петель ΩB̃ и ΩB∗ описыва-
ются следующим образом.

— H∗(ΩB̃) является внешней алгеброй от (b2(M) + 1) rk G − 1 образующих
нечётных степеней, причём количество образующих размерности j равно
b2(M) rk πj+2(G) + rkπj+4(G).

— H∗(ΩB∗) является внешней алгеброй от (b2(M) + 2) rkG − 1 образу-
ющих нечётных степеней, причём число образующих степени j равно
b2(M) rk πj+2(G) + rkπj(G) + rkπj+4(G).

Доказательство. Согласно замечанию 1 дифференциалы минимальных мо-
делей пространств B̃ и B∗ тривиальны, поэтому тривиальны и соответствующие
им квадратичные части d1. Из определения скобки Ли (8) следует, что соответ-
ствующая алгебра Ли коммутативна. Ввиду (7) отсюда следует, что универсаль-
ная обёртывающая UL тоже коммутативна. Следовательно, кольца Понтрягина
рациональных гомологий этих пространств совпадают с алгебрами, которые по-
лучаются из алгебр их рациональных когомологий сдвигом размерностей всех
образующих на −1.
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Теперь обсудим, насколько сильным является предположение о связности
калибровочной группы G. В общем случае группа G связной не является. Из ре-
зультатов Зингера (6) и гомотопических расслоений (4) легко получить точную
последовательность (см. [15]):

π3(G)←
⊕

b2(M)

π2(G)← [M ;BG]← π4(G)← . . . . (9)

Из неё следует, что группа G0 связна при условии π2(G) = π4(G) = 0. В свою
очередь, эти условия выполняются для G = SU(n) при n � 3 и G = Spin(n) при
n � 6 (это следует из теоремы Ботта о периодичности).

Пример 1. Рассмотрим главные SU(3)-расслоения над некоторым односвяз-
ным четырёхмерных многообразием M . Калибровочная группа такого рассло-
ения связна. Хорошо известно, что rkπ3

(
SU(3)

)
= rkπ5

(
SU(3)

)
= 1 и что

rkπj

(
SU(3)

)
= 0 при j 	= 3, 5. Тогда из теоремы 1 следует, что

H∗(ΩB̃) ∼= ∧(x1, . . . , xb2(M)+1, y, . . . , yb2(M)), deg xi = 1, deg yj = 3;
H∗(ΩB∗) ∼= ∧(x1, . . . , xb2(M)+1, y1, . . . , yb2(M)+1, z),

deg xi = 1, deg yj = 3, deg z = 5.

Пример 2. Теперь рассмотрим главные SU(2)-расслоения над некоторым од-
носвязным четырёхмерным многообразием M . Известно, что π4

(
SU(2)

)
= Z2.

В этом случае фундаментальная группа π1(B∗) зависит от рассматриваемого
главного SU(2)-расслоения P → M . Эта фундаментальная группа была вы-
числена в [10], и мы напомним соответствующие результаты. Для G = SU(2)
имеем π0(G) = [M,S3], откуда по теореме Стинрода

π0(G) =

{
0, если форма пересечения M нечётная,

Z2, если форма пересечения M чётная.

С помощью (5) отсюда получаем, что

π1(B̃) =

{
0, если форма пересечения M нечётная,

Z2, если форма пересечения M чётная.

Предположим, что форма пересечения многообразия M нечётная. Тогда по
теореме 1

H∗(ΩB̃) ∼= ∧(x1, . . . , xb2(M)), deg xi = 1.

Расслоение Z(G)→ G → G̃ даёт точную последовательность

. . .→ Z2
j∗→ π0(G)→ π0(G̃)→ 0, (10)

из которой получаем, что G̃ связна, а следовательно, пространство B∗ односвяз-
но. По теореме 1

H∗(ΩB∗) ∼= ∧(x1, . . . , xb2(M), y), deg xi = 1, deg y = 3.
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Предположим, что форма пересечения многообразия M чётная. В [10] по-
казано, что отображение j∗ из точной последовательности (10) определяется
вторым числом Чженя главного SU(2)-расслоения P над M . Более точно, отоб-
ражение j∗ нулевое, если c2(P ) чётное, и j∗ является эпиморфизмом, если c2(P )
нечётно. Следовательно, π0(G̃) = Z2, если c2(P ) чётное, и π0(G̃) = 0, если c2(P )
нечётное. Таким образом,

π1(B∗) =

{
Z2, c2(P ) чётно,
0, c2(P ) нечётно.

Следовательно, в случае когда форма пересечения многообразия M чётная, а
второе число Чженя главного SU(2)-расслоения P →M нечётно, из теоремы 1
получаем

H∗(ΩB∗) ∼= ∧(x1, . . . , xb2(M), y), deg xi = 1, deg y = 3.
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[14] Terzić S. On rational homotopy of four-manifolds // Contemporary Geometry and
Related Topics. — River Edge: World Scientific, 2004. — P. 375—388.
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