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Аннотация

Представляется математическая модель формирования выходной информации
в биосенсоре углового ускорения. Функциональные и численные параметры модели
идентифицированы по результатам экспериментов, проведённых в 2001—2008 годах.
Проводится сравнение с математической моделью Дж. М. Голдберга и К. Фернандеса
(1971 г.), описывающей изменение частоты импульсации первичного афферентного
нейрона в ответ на угловое ускорение головы при её повороте вокруг вертикальной
оси.
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Abstract

V. V. Aleksandrov, T. B. Alexandrova, R. Vega, V. A. Sadovnichii, G. Yu. Sidorenko,
E. Soto, K. V. Tikhonova, N. E. Shulenina, Mathematical modeling of the information
process in the angular acceleration biosensor, Fundamentalnaya i prikladnaya matema-
tika, vol. 22 (2018), no. 2, pp. 3—18.

A mathematical model of the formation of output information in a biosensor of angular
acceleration is presented. The functional and numerical parameters of the model have been
determined by results of experiments made in 2001—2008. A comparison with the math-
ematical model of J. M. Goldberg and C. Fernandez (1971) describing the change of spike
frequency of the primary afferent neuron spikes in response to an angular acceleration of
the head as it turns round a vertical axis is carried out.

1. Введение

В 1971 г. Дж. М. Голдберг и К. Фернандес [11—13] предложили математиче-
скую модель, описывающую изменение частоты импульсации первичного нейро-
на полукружного канала в ответ на механический стимул в виде трапецеидаль-
ного изменения углового ускорения головы при её повороте вокруг вертикаль-
ной оси. Эта модель с модификациями нашла своё применение как в работах
по анализу функционирования биосенсоров углового ускорения [10, 14, 24, 25],
так и при создании прототипов вестибулярного протеза [17]. С 2001 года
группа математиков и физиологов Московского государственного университе-
та им. М. В. Ломоносова и Автономного университета Пуэблы (Мексика) на
основе полученных экспериментальных результатов начала публикацию серии
статей [7—9, 21, 23, 27] по математическому моделированию информационных
процессов в биосенсорах вестибулярного аппарата. В данной статье на осно-
ве этих публикаций представлена математическая модель биосенсора углового
ускорения, возникающего при поворотах головы вокруг вертикальной оси z. На

Рис. 1. Функциональная схема формирования выходной информации
в биосенсоре углового ускорения
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рис. 1 представлена функциональная схема формирования выходной информа-
ции в биосенсоре углового ускорения в ответ на непродолжительный (порядка
секунд) механический стимул (сила инерции mω̇R, равная произведению массы
на внешний радиус и угловое ускорение, где m —масса эндолимфы в полукруж-
ном канале), возникающий при повороте головы в горизонтальной плоскости.
Таким образом, входом является угловое ускорение ω̇z(t). Схема имеет два
входных блока, описывающих динамику купуло-эндолимфатической системы
(КЭС) [27] горизонтальных полукружных каналов. Предполагается, что дина-
мика смещений верхушки волоскового пучка xL (xR) волосковой клетки левого
(правого) канала совпадает с динамикой КЭС и является входным стимулом для
двух вестибулярных механорецепторов, каждый из которых представляет собой
совокупность волосковой клетки и первичного афферентного нейрона. В вести-
булярном механорецепторе происходит преобразование механического стимула
в первичную выходную информацию в виде изменения мембранного потенциала
волосковой клетки V1L (V1R) в левом и правом полукружных каналах. Затем
первичная выходная информация преобразуется блоками синаптической транс-
миссии в ISynL (ISynR) и блоками активации афферентных первичных нейронов
во вторичную выходную информацию, представленную динамикой мембранного
потенциала V2L (V2R) в зоне начала миелиновых оболочек биполярных нервных
клеток. Таким образом, схема имеет два выходных сигнала, предназначенных
соответственно для поперечно-полосатых мышц глазных яблок, ответственных
за их поворот в горизонтальной плоскости (рис. 2).

Рис. 2. Схема реакции горизонтальных каналов на угловое ускорение вращения головы
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2. Описание математической модели

Дадим теперь краткое описание математической модели в соответствии
с представленной функциональной схемой. Для простоты рассмотрим только
верхнюю часть функциональной схемы (см. рис. 1), соответствующую левому
горизонтальному полукружному каналу.

Математическая модель динамики КЭС представлена моделью типа Штей-
нхаузена [26] второго порядка (1), где τ1, τ2 —постоянные времени (τ2 � τ1),
ω̇ —угловое ускорение [27], x —отклонение верхушки пучка (в μm), которое
формирует ток трансдукции ITr .

Динамика КЭС моделировалась как движение купулы— поршня в канале
тороидальной формы, заполненном жидкостью— эндолимфой [2, 18]. Модели-
руем полукружный канал как тонкий тор внешнего радиуса R и внутреннего a,
заполненный эндолимфой— несжимаемой жидкостью вязкости μLiq и плотности
ρLiq, поворачивающийся вокруг своей оси с угловой скоростью ω(t); кинемати-
ческая вязкость жидкости ν = μLiq/ρLiq. Полагаем, что купула представляет
собой упругий подвижный поршень плотности ρp, массы m, ширины 2δ, высоты
2b. Между стенками тора и поршнем существует небольшой зазор, через кото-
рый возможны протечки жидкости. Движение поршня в канале определяется
балансом сил давления жидкости на торцы поршня, сил упругости поршня, сил
инерции и сил трения боковой поверхности поршня.

Для вращающегося полукружного канала тороидальной формы имеем урав-
нение

ξ̈ +
8ν

a2

(
1 +

1
2k2

ε2

ε1

)
ξ̇ +

γ

k2M
ξ +

ω̇R

k2
= 0,

которое описывает динамику купулы полукружного канала, поворачивающегося
вокруг своей оси с угловой скоростью ω(t), где ξ — смещение поршня от поло-
жения равновесия, ν —кинематическая вязкость жидкости, k —коэффициент
расширения канала в ампуле, γ —коэффициент силы упругости при движении
купулы-поршня. Полагаем

m = 2πδ · b2ρliq

(
ρp

ρliq
= 1

)
, μliq = ν · ρliq, L = 2πR,

Mliq = πb2ρliqL —масса жидкости, малые параметры ε1 и ε2 имеют вид

ε1 =
a − b

a
, ε2 =

δ

L
.

Это уравнение является модификацией уравнения Штейнхаузена с коэф-
фициентами, имеющими физический смысл. Оценивая постоянные времени
процесса, имеем τ1 большую порядка 10—16 с и τ2 малую порядка 0,003 с
постоянные времени переходного процесса в полукружном канале вида

τ2 =
a2

8ν
, τ1 =

8νMliq

a2k2γ
.
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Рис. 3. Сигмоидальная кривая синаптической трансмиссии (Э. К. Кин, А. Дж. Хадспет, 2006 г.)

Уравнения (2)—(5) описывают динамику мембранного потенциала V1 и об-
щего ионного тока IT при наличии механического отклонения x верхушки во-
лоскового пучка волосковой клетки. Переменные m, h1, h2 —вероятности, по-
лучившие в физиологии названия параметров активации и инактивации [7, 8].
Уравнения активности (динамики) волосковой клетки вестибулярного аппарата
(2)—(5) получены впервые в лаборатории МОИДС МГУ [4].

Блок синаптической трансмиссии представлен алгебраической моделью (6),
полученной экспериментально Э. К. Кином и А. Дж. Хадспетом в 2006 г. [16].
Кривая, соответствующая уравнению [10], приведена на рис. 3, где

Imax
Syn = 60

μA

см2
—

максимальный синаптический ток.
Уравнения (7)—(9) описывают формирование вторичной выходной информа-

ции в форме изменения частоты автоколебаний, создаваемых токами натрия
(INa) и калия (IK). Уравнения (7)—(9) активности первичного нейрона являют-
ся модификацией уравнений Ходжкина—Хаксли для ионных токов через воз-
будимые мембраны. Переменные выходного блока: V2 —мембранный потенциал
нервного узла Ранвье, являющегося началом миелинового покрытия биполяр-
ной нервной клетки; n, hK —параметры активации и инактивации калиевого
тока [9].

d2x

dt2
+

1
τ2

dx

dt
+

1
τ1τ2

x = k0Rω̇, (1)

Cm1
dV1

dt
= −ITr − IT − IL1, (2)
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ITr = gTr(x)(V1 − ETr),
gTr = ḡTrp(x),

p(x) =
1

1 + exp
(−x−x0

s1

) ,

IT = gT m3(h1 + h2)(V1 − ET ),
IL1 = gL1V1,

dm

dt
=

(
mST (V1) − m

τm(V1)

)
Q10(a, T ), (3)

dh1

dt
=

(
q1hST (V1) − h1

τh1(V1)

)
Q10(a, T ), (4)

dh2

dt
=

(
q2hST (V1) − h2

τh2(V1)

)
Q10(a, T ), (5)

ISyn(V1) =
59,6962

1 + exp
(−(V1+40,6031)

4,5979

) , (6)

Cm2
dV2

dt
= ISyn(V1) − INa − IK − IL2, (7)

INa = gNa

(
m∞(V2)

)3(C(V2) − n)(V2 − VNa),

IK = gKn4hK(V2 − VK),
IL2 = gL2(V2 − VL),

dn

dt
=

(
n∞(V2) − n

τn(V2)

)
Q10(a, T ), (8)

dhK

dt
=

(
hK∞(V2) − hK

τhK(V2)

)
Q10(a, T ). (9)

Функциональные и численные параметры представленной математической
модели (1)—(9) приведены ниже в таблицах 1, 2. Следует отметить, что размер-
ности токов в уравнениях (2) и (7) разные. Так как в уравнении (2) мы говорим
о токе для волосковой клетки целиком, размерность токов в (2) имеет вид [A].
Для уравнения (7) ток определяется не для всего нейрона, а для некоторой
части (точке генерации потенциала действия), т. е. говорим о плотности тока,
и размерность I для (7) имеет вид [μA/см2].

3. Математическая модель Голдберга—Фернандеса
и сравнение двух моделей

Математическая модель изменения частоты импульсации Δν(t), созданная
Дж. М. Голдбергом и К. Фернандесом [11], обычно представляется в виде пе-
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Таблица 1. Функциональные параметры модели (1)—(9)

Q10(a, T ) = a(T−T0)/10,

mST (V1) = 0,37 +
1 − 0,37

1 + exp
(−(V1+25,36)

15,06

) ,

τm(V1) = 6,55 +
77,58 − 6,55

1 + exp
(

V1+52,23
15,68

) ,

hST (V1) = 0,73 +
1 − 0,73

1 + exp
( (V1+9,82)

21,96

) ,

τh1(V1) = 0,82V1 + 55,86,

τh2(V1) = 1,26V1 + 282,38,

m∞(V2) =
1

1 + exp
(−(V2+33,8)

5,2

) ,

hNa∞(V2) =
1

1 + exp
(

V2+60,5
9,9

) ,

n∞(V2) =
1

1 + exp
(−(V2+35)

5

) ,

hK∞(V2) =
0,96408 − 0,7329

1 + exp
(

V2+33,87968
10,24986

) + 0,7329,

τn(V2) =
68

exp
(

25+V2
−15

)
+ exp

(
30+V2

20

) ,

τhk
(V2) =

1250
exp

(
15+V2
−15

)
+ exp

(
25+V2

10

) + 500,

C(V2) = n∞(V2) + hNa∞(V2).

редаточной функции [12,13,24]:

H(s) = k1
τAs

(1 + τAs)
(1 + τLs)

(1 + τ1s)(1 + τ2s)
, τA = 80 с, τL = 0,049 с. (10)

Постоянные времени τ1, τ2 получены из модели Штейнхаузена биодинами-
ки купулы полукружного канала и совпадают с (1) с точностью до множителя
в правой части [26]; τA, τL —постоянные другой части передаточной функ-
ции (10). Коэффициент k1, как пишут авторы этой модели [12], «не имеет
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Таблица 2. Численные параметры

Параметр Численное значение Доверительный интервал Размерность

τ1 5,7 с

τ2 0,003 с

R 2 мм

k0 0,1

ḡTr 1,4 нС

s1 0,2 μм

x0 0,3 μм

ETr 0 мВ

a 3

T 37 ◦C
Cm1 11,26 6,34—16,18 пФ

gL1 2,32 1,84—2,8 нС

gT 77,84 56,92—98,76 нС

ET −79 72—86 мВ

q1 1/2

q2 1/2

C2 1 мкФ/см2

ENa 52 мВ

EK −84 мВ

EL2 −63 мВ

gNa 2,3 2—8 мС/см2

gK 2,4 1—2,6 мС/см2

gL2 0,03 0,02—0,16 мС/см2

T0 20 ◦C

физиологического смысла и подбирается по результатам эксперимента с це-
лью качественного совпадения». В модели (1)—(9) коэффициент k0 = k1/(τ1τ2)
имеет физиологический смысл и выражается через геометрические параметры
полукружного канала [27].

В качестве стандартного механического стимула авторы модели (10) выбрали
традиционное изменение угловой скорости, когда продолжительность действия
постоянного углового ускорения составляет 10÷40 секунд (вращение на центри-
фуге) (рис. 4). Наша модель (1)—(9) была создана для аналогичных стимулов,
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Рис. 4. Длительный механический стимул

Рис. 5. Экспериментально записанный отклик вестибулярной системы на длительный
механический стимул, приведённый на рис. 4

но имеющих более короткую продолжительность постоянных ускорений (0,1÷1
секунд, что соответствует активным поворотам головы). Поэтому будем в даль-
нейшем говорить о «длинных» и «коротких» стимулах.

Для длительного стимула (см. рис. 4) представлены результаты эксперимен-
та Дж. М. Голдберга и К. Фернандеса (1971 г.) [11] (рис. 5) и функционирова-
ние двух моделей (1)—(9) и (10) (при различных значениях коэффициента k1).
Изменение частоты выхода первой модели подсчитывалось каждую секунду и
представлено на рис. 6, 7. Выход второй модели (10) представлен на рис. 8, 9.

Сравнивая результаты на рис. 6—9, можно видеть качественное совпадение
разностей частоты выходного сигнала Δν(t) в эксперименте и в обеих моделях.

Отметим, что для модели (10) надо подбирать коэффициент k1 для получе-
ния качественного совпадения (рис. 9). Кроме того, реакции в модели (1)—(9)
левого и правого полукружных каналов различны, что соответствует разным
физиологическим задачам, которые решают эти каналы в процессе парного
управления движением глазных яблок. Сравнительный анализ двух моделей
позволяет заключить, что наша модель, как и модель Голдберга—Фернандеса,
надлежащим образом воспроизводит отклик вестибулярной системы на дли-
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Рис. 6. Реакция модели (1)—(9) на длительный механический стимул, приведённый на рис. 4.
Выходная информация соответствует левому горизонтальному полукружному каналу

Рис. 7. Реакция модели (1)—(9) на длительный механический стимул, приведённый на рис. 4.
Выходная информация соответствует правому горизонтальному полукружному каналу

тельные стимулы. Стоит ещё раз отметить, что параметр k0, использующийся
в нашей модели, имеет физиологический смысл.

4. Реакция модели (1)—(9) на короткие стимулы

В соответствии с предположениями, которые были сделаны при разработке
отдельных блоков модели (1)—(9) и описаны в публикациях [7—9, 21, 23, 27],
модель предназначена для воспроизведения информационного процесса, когда
ω̇(t) �= 0 на временно́м интервале порядка секунд, что соответствует поворотам
головы в естественных условиях. Поэтому интересно исследовать реакции двух
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Рис. 8. Реакция модели (10) на длительный механический стимул, приведённый на рис. 4,
при k1 = 0,5

Рис. 9. Реакция модели (10) на длительный механический стимул, приведённый на рис. 4,
при k1 = 4

рассматриваемых моделей (1)—(9) и (10) на трапецеидальном стимуле с ин-
тервалами постоянного ускорения ω̇ �= 0 длительностью 0,2 секунды (рис. 10).
Этот стимул соответствует повороту головы человека вокруг вертикальной оси
примерно на 12◦ за 1 секунду.

Динамика реакции модели (1)—(9) на этот стимул представлена на рис. 11.
Изменение частоты Δν(t) = 20 при наличии углового ускорения 150◦/с2 может
привести к сокращению гладких мышц для поворота глазных яблок на 12◦

в сторону, противоположную повороту головы.
Из графиков 11, A и 11, Б видно, что в случае коротких стимулов первичные

выходы биосенсоров углового ускорения поставляют информацию, соответству-
ющую угловой скорости движения. Как видно на рис. 6—9, в случае длительных
стимулов выходная информация показывает качественное соответствие с изме-
нением углового ускорения головы.
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Рис. 10. Короткий механический стимул: А— ускорение стимула; Б— скорость стимула

В литературе этот факт известен (см., например, [3]). Однако принципиаль-
ное различие между выходами левого и правого полукружных каналов, пред-
ставленное на рис. 6, 7 и 11, В, Г, известно не было.

5. Заключение

Интерес к математическому моделированию информационных процессов
в биосенсорах вестибулярного аппарата возник в связи с необходимостью со-
здания прототипов вестибулярного протеза [17] и других корректоров персо-
нальной ориентации в пространстве. В связи с этим можно предложить неко-
торые критерии, которым должны удовлетворять такого рода математические
модели. Прежде всего, в модели должна быть представлена биомеханическая
часть сенсора. В моделях (1)—(9) и (10) — это уравнение Штейнхаузена. Далее,
так как выходная информация с биосенсора предназначена для мотонейронов,
обеспечивающих содружественную работу мышц (сокращение и растяжение),
то число выходов с математической модели должно быть чётным. В случае рас-
ширения модели (1)—(9) на оба горизонтальных канала можно использовать
уравнение (1) с двумя выходами (x) и (−x) для двух механорецепторов (см.
рис. 1).

Сложность создания математических моделей инерциальных биосенсоров
ориентации в пространстве, образующих вестибулярную систему, заключается
в необходимости объединения трёх типов моделей разного уровня: макро, микро
и нано. К макроуровню относится уравнение Штейнхаузена и его модификации,
к микроуровню—модель Ходжкина—Хаксли и её модификации, а к наноуров-
ню—модель синаптической трансмиссии и модель адаптации тока трансдукции.
К сожалению, объединить в одно целое динамические модели всех трёх уровней
пока не удаётся. Так, в объединённой модели (1)—(9) модели наноуровня или
не представлены (модель адаптации в виде динамической обратной связи (см.
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Рис. 11. Реакция модели (1)—(9) на короткий механический стимул, приведённый на рис. 10:
A— смещение верхушки волоскового пучка;

Б— изменение мембранного потенциала волосковых клеток левого и правого каналов;
В— изменение потенциала первичного афферентного нейрона, соответствующего левому каналу;
Г— изменение потенциала первичного афферентного нейрона, соответствующего правому каналу

рис. 1) создана в [22], но не включена в (1)—(9)), или представлены в алгебраи-
ческой форме— модель синаптической трансмиссии [10]. Объединены в (1)—(9)
динамические модели макроуровня и микроуровня. Здесь следует отметить их
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различие. В [27] показано, что модифицированная модель Штейнхаузена явля-
ется хорошей аппроксимацией более сложной модели, описывающей динамику
купуло-эндолимфатической системы в виде уравнения с частными производны-
ми. Что касается моделей (2)—(5) и (7)—(9), то они построены на базе модели
Ходжкина—Хаксли с учётом температурного фактора и являются математиче-
ским описанием в среднем стохастических непрерывных процессов Маркова
с дискретным числом состояний. Будущее покажет, насколько удобную форму
для приложений представляют модели типа (1)—(9), являющиеся объединением
моделей макро- и микроуровней. Следует отметить необходимость дополнитель-
ного анализа модели (1)—(9) на предмет зависимости от температурного факто-
ра Q10(a, T ), максимального значения синаптического тока Imax

Syn в формуле (6)
и других функциональных и числовых параметров.

Представленная математическая модель получила дальнейшее развитие как
в теоретическом направлении [20,22], так и в возможных приложениях [1,5,19].

Полная математическая модель получена при финансовой поддержке гранта
РФФИ № 18-00-01590. Анализ математической модели получен при финансовой
поддержке гранта РФФИ № 16-01-00683.
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