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Аннотация

Получена оценка сверху для скорости сходимости распределения состояния бес-
конечнолинейной системы массового обслуживания в случае, когда интенсивность
входящего потока и интенсивность обслуживания зависят от состояния системы.

Abstract

G. A. Zverkina, On some extended Erlang–Sevastyanov queueing system and its
convergence rate, Fundamentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 22 (2018), no. 3,
pp. 57—82.

An upper bound for the convergence rate of the distribution of a queuing system state
with infinitely many servers is obtained for the case where the intensities of the incoming
and service flows depend on the state of the system.

1. Введение

1.1. Мотивация

Рассматривается бесконечнолинейная система массового обслуживания
(СМО), в которую в моменты времени t1, t2, . . . , tn поступают заявки, кото-

рые сразу же начинают обслуживаться (полагаем t0
def= 0). Время обслуживания

i-й заявки— случайная величина ξi с функцией распределения Gi(s), а проме-

жутки между поступлениями требований ηi
def= ti − ti−1 — случайная величина

с функцией распределения Fi(s). Для простоты предположим, что распределе-

ния случайных величин ξi и ηi абсолютно непрерывны; обозначим fi(s)
def= F ′

i (s),

gi(s)
def= G′

i(s).
Мы будем описывать распределения Fi(s) и Gi(s) в терминах интенсивно-

стей.
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Определение 1. Интенсивностью в момент времени s > 0 окончания вре-
менно́го периода T , начавшегося в момент времени t = 0 и не завершившегося
до момента времени s > 0, называется величина

φ(s) def= lim
Δ↓0

P{T ∈ (s, s+ Δ] | T > s}
Δ

.

Если T имеет абсолютно непрерывную функцию распределения Φ(x), то

φ(s) = lim
Δ↓0

Φ(s+ Δ) − Φ(s)
Δ
(
1 − Φ(s)

) =
Φ′(s+ 0)
1 − Φ(s)

.

Замечание 1. Из определения 1 следует, что

P{T ∈ (s, s+ Δ] | T > s} = φ(s)Δ + o(Δ).

Замечание 2. Функция распределения и её плотность легко восстанавлива-
ются по интенсивности:

Φ(s) = 1 − exp
(
−

s∫

0

φ(u) du
)

; (1)

Φ′(s) = φ(s) exp
(
−

s∫

0

φ(u) du
)
. (2)

Очевидно, постоянная интенсивность соответствует экспоненциальному распре-
делению. Интенсивность можно также рассматривать в случае, когда функция
распределения Φ(s) имеет разрывы. Но в этом случае формулы (1) и (2) непри-
менимы.

Итак, мы описываем поведение бесконечнолинейной СМО на языке интен-
сивностей.

1. Интенсивность поступления очередной заявки в момент времени t есть
λ(t), т. е.

P

{
Очередная заявка поступит
в интервале (t, t+ Δ]

}
= λ(t)Δ + o(Δ).

2. Интенсивность обслуживания i-й по порядку поступления заявки из име-
ющихся n заявок в системе в момент времени t равна hi(t), т. е.

P

⎧
⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

i-е требование,
обслуживающееся
в момент времени t,
закончит обслуживание
на промежутке (t, t+ Δ]

⎫
⎪⎪⎪⎪⎬

⎪⎪⎪⎪⎭

= P{ξi ∈ (s, s+ Δ] | ξi > s} = hi(t)Δ + o(Δ).

Здесь и везде далее под i-м требованием, находящимся в СМО, мы понимаем
i-е по порядку поступления требование из находящихся в СМО.



Об одной обобщённой системе Эрланга—Севастьянова и её скорости сходимости 59

В случае когда λ(t) ≡ λ и hi(t) ≡ μ, мы имеем дело с СМО M |M |∞,
впервые изученной в [10]; было показано, что при условии μ < λ распределение
количества заявок в системе nt сходится к стационарному распределению:

lim
t→∞P{nt = k} = Pk = P0

λk

μk
,

где

P0 = 1 − λ

μ
.

Позднее этот результат был обобщён на случай, когда интенсивность входящего
потока зависит только от числа требований в системе, т. е. λ(t) ≡ λk при nt = k
(см., например, [15, гл. 4, § 4, 5]):

lim
t→∞P{nt = k} = Pk = P0

k−1∏

i=0

λi

μk
, где P0 =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

∞∑

k=0

k−1∏

i=0

λi

μk

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

−1

. (3)

Более того, если интенсивность обслуживания всех находящихся в СМО заявок
зависит только от количества заявок, т. е. hi(t) ≡ μk > 0 при nt = k, формула 3

применима, но с заменой μk на
k∏

i=1

μi. Очевидно, если λk = 0 при некотором k,

то (3) применима для системы с конечным числом серверов без очереди.
В описанном случае, когда

λ(t) �≡ λ, μ(t) �≡ μ,

λ(t) = λnt
, hi(t) = μnt

,
(4)

где nt —количество требований в системе в момент времени t, времена обслу-
живания и входящий поток зависимы между собой.

В [11] исследовалась СМО с пуассоновским входящим потоком и произволь-
ным абсолютно непрерывным распределением времени обслуживания (СМО
M |G |∞), одинаковым для всех требований; предполагалось, что времена об-
служивания и входящий поток независимы. В терминах интенсивностей это
означает, что если в момент времени t в системе находится nt требований и i-е
требование находилось на обслуживании в течение времени x(i)

t (i = 1, 2, . . . , n),
то интенсивность обслуживания i-го требования в момент времени t равна
hi(t) = h

(
x

(i)
t

)
.

Обозначим

μ
def=
( ∞∫

0

sdG(s)
)−1

,

где

G(s) = 1 − exp
(
−

s∫

0

h(u) du
)
—
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функция распределения времени обслуживания. В [11] было сформулировано
утверждение, что для k > 0

lim
t→∞P{nt = k; x(1)

t < α1, x
(2)
t < α2, . . . , x

(k)
t < αk} =

= P(k;α1, α2, . . . , αk) = P0

k∏

i=1

λiG(1 − αi),

где нормирующий множитель P0 вычисляется так же, как в (3).
Этот факт для СМО M |G |m |0 в более общем виде, без предположения

об абсолютной непрерывности функции распределения времени обслуживания
G(s), был доказан в [4] (см. также [5]).

Таким образом, в [11] было предложено рассматривать СМО, в которой

λ(t) ≡ λ, hi(t) = hi

(
x

(i)
t

)
, (5)

где x(i)
t —прошедшее к моменту времени t время обслуживания i-го по порядку

поступления требования из nt требований, находящихся в системе.
В дальнейшем результаты, основанные на [10], были получены многими ис-

следователями (см., например, [1,8,14,18]).
Естественным обобщением ситуаций (4) и (5) является СМО, в которой

интенсивности входящего потока и обслуживания зависят не только от nt и
прошедших времён обслуживания находящихся на обслуживании требований,
но и от того, когда произошло последнее изменение nt —количества требований
в системе:

λ(t) = λ
(
x

(0)
t ;x(1)

t , x
(2)
t , . . . , x

(nt)
t

)
, hi(t) = hi

(
x

(0)
t ;x(1)

t , x
(2)
t , . . . , x

(nt)
t

)
,

где x
(0)
t —время, прошедшее с последнего изменения количества требований

в системе nt, а x
(i)
t —прошедшее к моменту времени t время обслуживания i-го

по порядку поступления требования из nt требований, находящихся в системе.
Знание стационарного распределения состояния СМО чрезвычайно важно для
приложений теории массового обслуживания, на основании этих распределе-
ний рассчитываются технические характеристики сложных систем. Такого рода
СМО были рассмотрены, например, в [21,22,24].

Например, в [24] был доказан следующий факт: для СМО с одним обслу-
живающим прибором и бесконечной очередью в случае, когда интенсивность
обслуживания h и интенсивность входящего потока λ зависят от количества
заявок в системе nt и прошедшего времени обслуживания xt, верна следующая
теорема.

Теорема 1. Обозначим Xt
def= (nt, xt), где nt —число находящихся в СМО

требований в момент времени t, xt —время, в течение которого находилось на
обслуживании требование, которое в момент времени t находится на обслужи-
вании. В случае nt = 0 интенсивность входящего потока постоянна и равна

λ0 > 0 и Xt
def= (0, 0).
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Если λ(nt, xt) и h(nt, xt) измеримы по Борелю и ограниченны, выполнены
условия

sup
n,x : n>0

λ(n, x) = Λ <∞, inf
n>0, x�0

h(n, x) � C0

1 + x
,

C0 > 4(1 + 2Λ) и для некоторого k > 1 C0 > 2k+1(1 + Λ2k),

то распределение процесса Xt = (nt, xt) сходится к стационарному распределе-
нию P на пространстве состояний

X = {(0, 0)} ∪ {(n, x) : n ∈ N, x � 0}
и найдутся такие m > k и C > 0, что при всех t � 0

sup
S∈B(X )

|P{Xt ∈ S | X0 = (n, x)} − P(S)| � C
(1 + n+ x)m

(1 + x)k
,

где P — стационарное распределение процесса Xt.

В доказательстве теоремы 1 приводится (неполный) алгоритм вычисления
константы C.

Однако существует достаточно большое количество результатов о порядке
скорости сходимости распределения состояния СМО к стационарному распре-
делению (см., например, [1,3,7,19] и др.). Доказано, что некоторые характери-
стики СМО χt сходятся к стационарному значению χ̃ со скоростью φ(t), т. е.
существует такая константа K, что при всех t выполняется |χt − χ̃| < Kφ(t),
где φ(t) ↘ 0.

Так, например, в СМО, исследованной в [24] (теорема 1), для сходимости
распределения процесса Xt к стационарному распределению со скоростью, не
превосходящей K/(1 + x)k, k ∈ [0, C0 − 1), достаточно Λ > C0, но без дополни-
тельных условий теоремы 1 оценить константу K ранее не удавалось.

Отметим, что для СМО MI |GI |∞ хорошо известны (см., например, [18])
такие характеристики, как Pk(t)—вероятность того, что в системе занято
k приборов в момент времени t, известны средняя длина периода занятости
и его дисперсия, а также преобразование Лапласа функции распределения пе-
риода занятости (если в начальный момент времени система свободна). Эти
результаты позволяют легко оценить скорость сходимости величин Pk(t) к их
стационарным значениям Pk (см., например, [12]).

1.2. Известные факты и цель работы

Напомним, что СМО MI |GI |∞ состоит из бесконечного числа приборов,
работающих независимо, и случайное время обслуживания попавшего на при-
бор требования (заявки) одинаково распределено для всех приборов и имеет
функцию распределения G(s); входящий поток пуассоновский с постоянным
параметром Λ. Предполагается, что в начальный момент времени система сво-
бодна (нет требований на обслуживании).



62 Г. А. Зверкина

Цель настоящей работы— исследование поведения бесконечнолинейной
СМО, в которой входящий поток и времена обслуживания задаются интенсив-
ностями, зависящими от полного состояния системы; при этом все времена
обслуживания находящихся в системе требований некоторым образом зависят
друг от друга, а также они зависят и от входящего потока требований, кото-
рый может менять свою интенсивность в зависимости от полного состояния
системы. При этом естественно предполагать, что, несмотря на такую зависи-
мость, некоторые характеристики времени обслуживания и входящего потока
находятся в определённых границах (например, естественно требовать, чтобы
интенсивность входящего потока была ограничена, а интенсивность обслужи-
вания не обращалась в нуль).

В работе исследуется ситуация, когда интенсивность входящего потока,
а также интенсивность обслуживания зависят от полного состояния системы,
а именно от того времени, которое прошло с момента поступления последне-
го пришедшего требования, и от того времени, которое имеющиеся в системе
требования находились на обслуживании.

Как уже говорилось, несмотря на наличие указанной зависимости случайных
величин (времена между поступлениями требований и времена обслуживания
требований), мы предполагаем некоторые ограничения для интенсивности по-
ступления требований в систему и интенсивностей их обслуживания.

Предложенный выше вариант зависимости времён обслуживания и входя-
щего потока позволяют утверждать, что процесс обслуживания такой системы
марковский и регенерирующий. Точками регенерации такого процесса являются
моменты времени, когда все входящие в полное состояние системы величины
обнуляются. Это может произойти тогда, когда в свободную систему приходит
требование, т. е. полное состояние системы содержит нулевое время обслу-
живания единственного требования и нулевое время ожидания поступления
следующего требования.

2. Описание изучаемой системы массового
обслуживания

Итак, мы рассматриваем СМО, в которой интенсивность входящего потока и
интенсивность обслуживания зависят от полного состояния системы, описание
которого будет дано ниже.

Полное состояние системы в момент времени t включает время x(0)
t , про-

шедшее с момента прихода последней заявки, и времена x(i)
t , прошедшие с мо-

мента начала обслуживания i-го требования из общего количества находящих-
ся (требования нумеруются в соответствии с порядком их поступления), также
для удобства мы будем использовать переменную nt —число заявок в системе
в момент времени t. Таким образом, полное состояние системы описывается
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вектором Xt =
(
nt, x

(0)
t ;x(1)

t , x
(2)
t , . . . , x

(nt)
t

)
; поскольку i-я заявка поступила ра-

нее (i + 1)-й, ясно, что x
(i)
t � x

(i+1)
t для i = 1, . . . , nt. Легко заметить, что

x
(0)
t � x

(nt)
t , т. е. заявка с номером nt появилась в системе не позднее времени

t− x
(0)
t .

Мы предполагаем, что интенсивность входящего потока есть функция
от Xt: λ = λ(Xt), как интенсивность обслуживания i-й заявки (которая
уже обслуживалась в течение времени x

(i)
t ) — это функция hi = hi(Xt).

Это значит, что для малого промежутка времени Δ > 0 при заданном
Xt =

(
nt, x

(0)
t ;x(1)

t , x
(2)
t , . . . , x

(nt)
t

)
—напомним, что x

(i)
t � x

(i+1)
t —верно сле-

дующее:

P

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

nt+Δ = nt + 1, x(0)
t+Δ = x

(nt+Δ)
t+Δ ∈ (0;Δ)

и x(i)
t+Δ = x

(i)
t + Δ для всех i = 1, . . . , nt,

x
(nt+1)
t+Δ ∈ (0;Δ)

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
= λ(Xt)Δ + o(Δ);

P{nt+Δ = nt − 1} =
nt∑

i=1

hi(Xt)Δ + o(Δ);

P

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

nt+Δ = nt − 1 и

1) для всех j < i x
(j)
t+Δ = x

(j)
t + Δ,

2) для всех j > i x
(j)
t+Δ = x

(j+1)
t + Δ

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
= hi(Xt)Δ + o(Δ)

для всех i = 1, 2, . . . , nt;

P
{
nt+Δ = nt; x

(i)
t+Δ = x

(i)
t + Δ для всех i = 0, . . . , nt

}
=

= 1 −
(
λ(Xt) +

nt∑

i=1

hi(Xt)
)

Δ + o(Δ).

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(6)

Из (6) следует, что распределение Xt+Δ зависит только от распределения Xt,
т. е. Xt —марковский процесс на пространстве состояний

X
def=

∞⋃

i=0

Si,

где

Si
def= {i} ×

i∏

j=0

R+, i ∈ Z+,

множество S0 —это множество свободных состояний СМО (когда заявки в си-
стеме отсутствуют).

Обозначаем через PX0
t распределение процесса Xt с начальным состояни-

ем X0:
Px

t (S) = P{Xt ∈ S | X0 = x}, x ∈ X , S ∈ B(X ).
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Как уже говорилось, моменты попадания процесса Xt в состояние (1, 0; 0),
т. е. выхода процесса Xt из множества S0 (в свободную систему поступило
требование), являются моментами регенерации процесса Xt. Поэтому если вре-
мя между моментами регенерации имеет конечное математическое ожидание,
то процесс Xt эргодический и его распределение слабо сходится к некоторому
стационарному (инвариантному) распределению.

Замечание 3. Предложенным способом может быть описан широкий класс
СМО, например рассмотренные выше СМО M |M |∞, M |G |∞, M |G |m |0 и
другие.

Для того чтобы среднее периода регенерации хорошо изученной СМО
M |G |∞ было конечным, достаточно, чтобы среднее времени обслуживания
было конечным. При этом скорость сходимости величин Pk(t) к их стационар-
ным значениям Pk тем выше, чем больше конечных моментов у распределения
времени обслуживания (см., например, [12]).

Естественно поэтому рассматривать ситуацию, когда (зависимые) времена
обслуживания имеют конечные моменты, а характеристики входящего потока
сравнимы с характеристиками пуассоновского потока.

Наложим на интенсивности следующие условия:

hi(Xt) � K

1 + x
(i)
t

, K > 2; 0 < λ0 � λ(Xt) � Λ <∞. (7)

Из первого условия следует, что функция распределения времени обслуживания
Gi(s) удовлетворяет неравенству

Gi(s) � 1 − 1
(1 + s)K

,

т. е. время обслуживания имеет k ∈ [0;K) конечных моментов (см. замеча-
ние 2). Также плотность функции распределения интервалов времени поступ-
лениями заявок F (s) удовлетворяет неравенству

fi(s) � Λe−λ0s,

и распределение времён ηi между поступлениями заявок имеет любые сте-
пенны́е моменты:

E (ηi)k � k! Λ
λk+1

0

.

В частности, эта оценка верна для свободных периодов Xt, т. е. промежутков
времени, где nt ≡ 0.

Наша цель— найти вычисляемые оценки скорости сходимости распределе-
ния процесса Xt к стационарному распределению в условиях (7). Для этого
мы воспользуемся методом склеивания (см. раздел 5). Однако сначала мы
напомним некоторые сведения из теории массового обслуживания и получим
необходимые в дальнейшем оценки.
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3. Некоторые сведения о системе MI |GI |∞
Здесь мы приведём известные результаты о системе MI |GI |∞ (см. [17,18]

и др.).
В систему MI |GI |∞ поступает пуассоновский поток заявок с постоянной

интенсивностью Λ. Пришедшая заявка сразу начинает обслуживание. Её вре-
мя обслуживания является случайной величиной (обозначаемой ξi) с функцией
распределения G(s). Все случайные величины (времена обслуживания и време-
на между поступлениями заявок) независимы в совокупности.

В начальный момент времени СМО свободна.
Предполагается, что существует некоторое количество конечных моментов

случайной величины Xi:

E (ξi)k = k

∞∫

0

sk−1
(
1 −G(s)

)
ds = mk <∞

В дальнейшем положим

G(s) = 1 − 1
(1 + s)K

, K > 2. (8)

Условие (8) гарантирует наличие K − ε (ε > 0) конечных моментов; очевидно,
что

E ξi =
1

K − 1
, E (ξi)2 =

2
K2 − 3K + 2

и т. д.

Нагрузкой СМО назовём величину ρ def= Λm1.
Опять описываем поведение процесса обслуживания марковским процессом

◦
Xt =

(◦
nt,

◦
x

(0)

t ;
◦
x

(1)

t ,
◦
x

(2)

t , . . . ,
◦
x

(
◦
nt)

t

)
,

где
◦
nt —число требований в СМО в момент времени t, а

◦
x

(0)

t —время, про-

шедшее с момента поступления последнего требования;
◦
x

(i)

t —время, в тече-
ние которого i-я по порядку поступления заявка из находящихся в системе
(i = 1, 2, . . . ,

◦
nt) находилась на обслуживании. (Здесь и везде в дальнейшем

знак ◦ над случайной величиной, процессом или их числовыми характеристи-
ками обозначает, что речь идёт о «классической» СМО MI |GI |∞.)

Распределение процесса
◦
Xt обозначаем

◦
Pt:

◦
Pt(S) = P{

◦
Xt ∈ S} для всех

S ∈ B(X ), и снова

X
def=

∞⋃

i=0

Si

и

Si
def= {i} ×

i∏

j=0

R+, i ∈ Z+.
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В этих предположениях известно (см., например, [18]), что

Pk(t) def= P{◦
nt= k} =

◦
Pt (S0) =

e−G(t)
(
G(t)

)k

k!
,

где

G(t) def= Λ

t∫

0

(
1 −G(s)

)
ds.

Замечание 4. G(+∞) = Λm1, и P0(t) � e−Λm1 = e−ρ при t � 0.
Кроме этого, известно распределение периода занятости СМО M |G |∞ (см.,

например, [17]). Обозначим через
◦
ζi i-й период занятости СМО M |G |∞. Эта

случайная величина имеет функцию распределения

B(x) def= P{
◦
ζi � x} = 1 − 1

Λ

∞∑

k=1

cn∗(x),

где
c(x) def= Λ

(
1 −G(x)

)
e−G(x),

а cn∗ —это n-я свёртка функций c(x).
Также можно выписать преобразование Лапласа для B(x) (см., например,

[17]):

L[B](s) = 1 +
s

Λ
− 1

Λ
∞∫

0

exp
(
−st− Λ

t∫

0

[1 −G(v)] dv
)

dt
. (9)

Впрочем, моменты периода занятости можно вычислять и по формулам

E (
◦
ζi)

n = (−1)n+1

{
eρ

Λ
nC(n−1) − eρ

n−1∑

k=1

Ck
nE (

◦
ζi)

n−kC(k)

}
, n ∈ N, (10)

где

C(k) =

∞∫

0

(−t)k

(
exp
(
−Λ

∞∫

0

[1 −G0(v)] dv
))

Λ[1 −G0(t)] dt.

Используя (9) и (10), можно получить значения

E

◦
ζi=

eρ − 1
Λ

,

E (
◦
ζi)

2 =
2e2ρ

Λ

∞∫

0

(
exp
(
−Λ

∞∫

0

[1 −G(v)] dv
))

dt+
2eρ

Λ2
− 2

Λ2
− 2

eρ − 1
Λ2

.
(11)

Но для более высоких моментов ζi вычисления по формулам (9) и (10) очень
сложны и трудно применимы на практике.

Однако нам в дальнейшем потребуются оценки моментов ζi. Для этого ис-
пользуем следующее утверждение.
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Утверждение 1. Если E ξk
i <∞ при некотором k ∈ N, то верна оценка

E (
◦
ζi)

k � E ξk
i

1 − e−ρ
× ϕ

(
(1 − e−ρ), k − 1

)
, (12)

где

ϕ(x, k) def=
∞∑

n=1

nk−1xn =
(
x

d
dx

)k 1
1 − x

.

Доказательство. Функция c(x), используемая в (9), неотрицательна, и

∞∫

0

c(x) dx =

∞∫

0

Λ
(
1 −G(x)

)
exp
(
−Λ

x∫

0

(
1 −G(s)

)
ds
)

dx =

=
(

1 − exp
(
−Λ

∞∫

0

(
1 −G(s)

)
ds
))

=
(
1 − exp(−Λm1)

)
=
(
1 − exp(−ρ)) def= �,

где опять ρ = Λm1. Таким образом, функция ς(x) def= �−1 c(x) является плот-
ностью распределения некой случайной величины ϑ, а ςn∗(x)—это плотность

распределения
n∑

j=1

ϑj — суммы n одинаково распределённых и независимых слу-

чайных величин с тем же распределением, что и ϑ. Поэтому
∞∫

0

ςn∗(x) dx = 1.

Следовательно,

E

◦
ζi=

∞∫

0

(
1 −B(x)

)
dx =

∞∑

n=1

1
Λ

∞∫

0

cn∗(x) dx =

=
1
Λ

∞∑

n=1

�n

∞∫

0

ςn∗(x) dx =
1
Λ

∞∑

n=1

�n =
1
Λ

× �

1 − �
=

exp(ρ) − 1
Λ

.

Далее, если mk+1 = E ξk+1
i <∞ при некотором k ∈ N, то

Eϑk =

∞∫

0

xkς(x) dx =

∞∫

0

xk�−1Λ
(
1 −G(x)

)
e−G(x) dx �

� Λ
�

∞∫

0

xk
(
1 −G(x)

)
dx =

ΛE ξk+1
i

�(k + 1)

и ∞∫

0

xkςn∗(x) dx = E

( n∑

j=1

ϑj

)k

� nk
Eϑk � nkΛmk+1

�(k + 1)
.
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В последней оценке мы использовали неравенство Йенсена (для k � 1) в ви-
де

(a1 + . . .+ an)k � nk−1(ak
1 + . . .+ ak

n). (13)

Теперь оценим E (
◦
ζi)k:

E (
◦
ζi)

k =

∞∫

0

kxk−1
(
1 −B(x)

)
dx =

1
Λ

∞∑

n=1

∞∫

0

kxk−1cn∗(x) dx =

=
1
Λ

∞∑

n=1

∞∫

0

kxk−1�nςn∗(x) dx =
1
Λ

∞∑

n=1

�nkE

( n∑

j=1

ϑj

)k−1

�

� 1
Λ

∞∑

n=1

�nknk−1 ΛE ξk
i

�k
=

E ξk
i

�

∞∑

n=1

nk−1�n =
E ξk

i

�
× ϕ(�, k − 1).

Предложение 1 доказано.

4. Оценки для процесса Xt

Вернёмся к исследуемому нами процессу Xt, описанному в разделе 2. Пред-
полагаем, что в начальный момент времени X0 = (0, 0), т. е. система свободна
и начинается отсчёт времени до поступления первого требования. В момент по-
ступления первого требования процесс Xt попадает в состояние (1, 0; 0)—это
момент регенерации.

Напомним, что описанный в разделе 3 процесс
◦
Xt также стартует из этого

состояния:
◦
X0 = (0, 0). В момент поступления первого требования начинается

первый период регенерации.
Определение 2. Случайная величина η не превосходит случайную величину

θ по распределению, если при всех s ∈ R верно неравенство

Fη(s) = P{η � s} � P{θ � s} = Fθ(s),

откуда следует, что функция распределения случайной величины θ не превос-
ходит функции распределения случайной величины η. Это отношение порядка,
будем обозначать его η ≺ θ.

Утверждение 2. η ≺ θ тогда и только тогда, когда на некотором вероятност-
ном пространстве (Ω,F ,P) можно построить случайные величины η′ и θ′, такие
что η′ � θ′ при всех ω ∈ Ω и P{η � s} = P{η′ � s} и P{θ � s} = P{θ′ � s} для
всех s ∈ R.

Доказательство можно найти в [6].

Утверждение 3. Если X0 =
◦
X0 = (0, 0) и выполнено условие (7) (напомним,

что входящий поток для
◦
Xt пуассоновский и имеет интенсивность Λ, а время
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обслуживания имеет функцию распределения (8)), то при всех t � 0 выполнено
соотношение

nt ≺ ◦
nt. (14)

Доказательство. Для доказательства используется метод одного вероят-
ностного пространства, который заключается в том, что на одном вероятност-

ном пространстве строятся процессы Xt и
◦
Xt (точнее говоря, их версии) таким

образом, что на всех траекториях процессов выполнено неравенство nt � ◦
nt при

всех t � 0.
Эта конструкция возможна по двум причинам.
I. Входящий поток для процесса Xt имеет интенсивность, не превосходя-

щую интенсивности входящего потока для
◦
Xt (λ(Xt) � Λ из условия (7)).

Поэтому можно строить на одном вероятностном пространстве два входящих
потока для обоих процессов: поток Ft с интенсивностью λ(Xt) для процесса Xt

и поток F+
t с интенсивностью Λ − λ(Xt); объединение потоков Ft и F+

t —это

поток с интенсивностью Λ для процесса
◦
Xt.

Таким образом, в каждый момент времени t число заявок, поступивших
в СМО с процессом Xt не превосходит числа заявок, поступивших в СМО

с процессом
◦
Xt. При этом в моменты поступления заявок в СМО с процес-

сом Xt одновременно поступают заявки в СМО с процессом
◦
Xt; назовём такие

заявки общими.
Иначе говоря, в каждый момент времени вектор

(
x

(1)
t , x

(2)
t , . . . , x

(nt)
t

)
состоит

из компонент вектора
(◦
x

(1)

t ,
◦
x

(2)

t , . . . ,
◦
x

(
◦
nt)

t

)
, т. е.

(
x

(1)
t , x

(2)
t , . . . , x

(nt)
t

)
состоит из

обслуженных времён находящихся на обслуживании требований, совпадающих

с некоторыми из элементов вектора
(◦
x

(1)

t ,
◦
x

(2)

t , . . . ,
◦
x

(
◦
nt)

t

)
.

II. Интенсивность обслуживания i-го требования СМО, описываемой про-

цессом
◦
Xt =

(◦
nt,

◦
x

(0)

t ;
◦
x

(1)

t ,
◦
x

(2)

t , . . . ,
◦
x

(
◦
nt)

t

)
, равна

◦
hi(

◦
Xt) =

G′(◦x
(i)

t

)

1 −G
(◦
x

(i)

t

) =
K

1 +
◦
x

(i)

t

.

Таким образом, интенсивность обслуживания «общих» заявок у процесса
◦
Xt не

превосходит интенсивности обслуживания этих же заявок у процесса Xt, и это
второе обстоятельство, позволяющее применить метод одного вероятностного
пространства.

Учитывая, что время обслуживания имеет функцию распределения, которую
можно восстановить по интенсивности обслуживания (см. (1), (2)), получаем,
что остаточное время обслуживания «общих» заявок у процесса Xt не пре-
восходит по распределению остаточного времени обслуживания этих заявок
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у процесса
◦
Xt. Поэтому можно построить на одном вероятностном простран-

стве эти случайные величины так, что «общие» заявки завершат обслуживание

у процесса Xt не позднее, чем у процесса
◦
Xt (см. предложение 2).

Стало быть, в СМО с процессом
◦
Xt поступает больший поток заявок, чем

в СМО с процессом Xt, и одновременно поступившие (общие) заявки покидают
СМО с процессом Xt раньше. Из этого следует утверждение предложения 3.

Следствие 1. Из (14) следует, что свойство упорядоченности по распреде-
лению верно не только для nt и

◦
nt, но и для периодов занятости процессов Xt

и
◦
Xt. Учитывая, что процессы Xt и

◦
Xt регенерирующие (напомним, моментом

регенерации является момент, когда процесс принимает значение (1, 0; 0), т. е.
момент начала периода занятости), можно сказать, что распределение периодов

занятости ζi процесса Xt и периодов занятости
◦
ζi процесса

◦
Xt не зависят от

номера i. Таким образом, ζi ≺
◦
ζt и для всех k > 0 верно неравенство

E(ζi)k � E(
◦
ζi)

k,

т. е. оценки (12) верны и для ζi.

Следствие 2. Из замечания 4 и (14) следует, что при всех t � 0
(и X0 = (0, 0)) верно неравенство

P{Xt ∈ S0} = P{nt = 0} � P0(t) � e−ρ. (15)

5. Метод склеивания

Первоначально метод склеивания марковских процессов был применён к це-
пям Маркова с конечным числом состояний (см. [9, 19]). Основная идея этого
метода состоит в следующем.

Пусть два однородных марковских процесса Yt и Zt с одинаковой переходной
функцией в начальный момент времени имеют различные состояния; они заданы
на (Ω,F ,P) и измеримы относительно фильтрации Ft.

Обозначим

τ = τ(Y0, Z0)
def= inf{t > 0: Yt = Zt}.

Таким образом, Yτ = Zτ и при t > τ распределения процессов Yt и Zt совпадают
в соответствии с марковским свойством, т. е.

P{Yt ∈ S | t > τ} = P{Zt ∈ S | t > τ}
для всех S ∈ B(X ), Yt и Zt, здесь B(X )— σ-алгебра на пространстве состоя-
ний X процессов Yt и Zt.
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Имеет место основное неравенство склеивания:

|P{Yt ∈ S} − P{Zt ∈ S}| = |P{Yt ∈ S & τ > t} − P{Zt ∈ S & τ > t}| +
+ |P{Yt ∈ S & τ < t} − P{Zt ∈ S & τ < t}| =
= |P{Yt ∈ S & τ > t} − P{Zt ∈ S & τ > t}| � P{τ > t}, (16)

поскольку при τ < t «склеивание» процессов Yt и Zt уже произошло, их рас-
пределения в момент t одинаковы и

P{Yt ∈ S | τ < t} = P{Zt ∈ S | τ < t};
здесь S ∈ B(X ). Поэтому если для некоторой возрастающей положительной
функции φ(t) удастся найти оценку Eφ

(
τ(Y0, Z0)

)
� C(X0, Y0), то можно при-

менить неравенство Маркова:

P{τ(Y0, Z0) > t} = P
{
φ
(
τ(Y0, Z0)

)
> φ(t)

}
�

Eφ
(
τ(Y0, Z0)

)

φ(t)
� C(X0, Y0)

φ(t)
. (17)

Далее, если существует стационарное инвариантное распределение P, к ко-
торому (слабо) сходятся распределения Yt и Zt при t → ∞, то из (16) и (17)
получаем

|P{Yt ∈ S} − P(S)| �
∫

X

C(X0, y)
φ(t)

P( d y) =
Ĉ(X0)
φ(t)

,

следовательно, ‖PX0
t − P‖TV

def= sup
S∈B(X )

|PX0
t (S) − P(S)| � 2

Ĉ(X0)
φ(t)

.

⎫
⎪⎪⎪⎪⎬

⎪⎪⎪⎪⎭

(18)
Изначально метод склеивания был предложен для цепей Маркова с дис-

кретным множеством состояний [9], однако изучаемый нами процесс Xt с пе-
реходными вероятностями (6) — это процесс в непрерывном времени для двух
независимых процессов Xt и X ′

t, удовлетворяющих (6), но с различными на-
чальными состояниями P{τ(X0, x

′
0) <∞} = 0. Поэтому мы будем использовать

понятие успешной склейки, предложенное в [13].
Определение 3. Пусть Xt и X ′

t —две независимые версии одного марков-
ского процесса с пространством состояний X : Xt с начальным состоянием X0,
X ′

t с начальным состоянием X ′
0.

Успешной склейкой (см. [13]) процессов Xt и X ′
t называется парный процесс

Zt = (Yt, Y
′
t ), заданный на некотором вероятностном пространстве, такой что

1) для всех s � 0 и S ∈ B(X ) выполнены равенства

P{Yt ∈ S} = P{Xt ∈ S}, P{Y ′
t ∈ S} = P{X ′

t ∈ S}
(соответственно Y0 = X0 и Y ′

0 = X ′
0). При этом для любого фиксирован-

ного момента t � 0 случайные величины Yt, Y ′
t , Xt и X ′

t рассматриваются
как некоторые случайные величины, но не как случайные процессы! Та-
ким образом, речь идёт не о совпадении распределений двух процессов,
под которым понимается совпадение всех конечномерных распределений;
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2) для всех t > τ = τ(X0,X
′
0) = τ(Y0, Y

′
0) def= inf{t � 0: Yt = Y ′

t } выполняется
равенство Yt = Y ′

t ;
3) для любых начальных значений X0,X

′
0 ∈ X верно P{τ(X0,X

′
0) <∞} = 1.

Для успешной склейки можно также использовать основное неравенство
склеивания (16):

|P{Xt ∈ S} − P{X ′
t ∈ S}| = |P{Yt ∈ S} − P{Y ′

t ∈ S}| =

= |P{Yt ∈ S} − P{Y ′
t ∈ S}| × (1(τ > t) + 1(τ � t)

)
� P{τ > t}.

Итак, наша цель— сконструировать успешную склейку для двух версий про-
цесса Xt (Xt с начальным состоянием X0 = (0, 0) и X ′

t с начальным состоянием
X ′

0 =
(
n′0, x

′
t
(0);x′t

(1), x′t
(2), . . . , x′t

(n′
0)
)
), причём каждый из процессов удовлетво-

ряет условиям (6), и из этого получить оценку скорости сходимости распреде-
ления процесса Xt к стационарному распределению.

Для применения метода склеивания нам понадобится лемма.

5.1. Основная лемма склеивания

Этот факт изложен во многих публикациях (см., например, [16,23]), но здесь
мы приведём его простейшую форму.
Определение 4. Общей частью распределения двух случайных величин ξ1

и ξ2 с функциями распределения Ψj(s) = P{ξj � s}, s ∈ R, j = 1, 2, назовём

κ
def= κ

(
Ψ1(s),Ψ2(s)

) def=

∞∫

−∞
min

(
ψ1(u), ψ2(u)

)
du,

где

ψj(s)
def=

{
Ψ′

j(s), если существует Ψ′
j(s),

0 в противном случае;

здесь j = 1, 2.

Лемма 1. Если κ > 0, то на некотором вероятностном пространстве можно
построить две случайные величины ξ′1 и ξ′2, такие что

P{ξ′j � s} = P{ξj � s} = Ψj ; (19)

P{ξ′1 = ξ′2} � κ. (20)

Доказательство. Обозначим

ψ(u) def= min
(
ψ1(u), ψ2(u)

)
, Ψ(s) def=

s∫

−∞
ψ(u) du,

Ψ̂(s) def=
Ψ(s)

κ
, Ψ̂j(s)

def=
Ψj(s) − Ψ(s)

1 − κ
, j = 1, 2

(если κ = 1, то Ψ̂j(s) ≡ 0).
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Пусть U1, U2 и U3 —независимые случайные величины, равномерно распре-
делённые на отрезке [0; 1]. Положим

ξ′j
def= Ψ̂−1(Uj) × 1(U3 � κ) + Ψ̂−1

j (Uj) × 1(U3 > κ).

Напомним, что под обратной функцией монотонной функции f(s) мы пони-
маем

f−1(u) def= inf{s : f(s) � u}.
Случайные величины ξ′j удовлетворяют условиям (19), (20).

Лемма доказана.

Замечание 5. Если nϑ = 0 в некоторый момент времени ϑ (СМО свободна),
то остаточная длина свободного периода процесса Xt (описанного в разделе 2)
имеет плотность распределения

ϕ(s) = λ(Xϑ+s) exp
( s∫

0

λ(Xϑ+u) du
)

∈ (λ0e
−Λs; Λ0e

−λs).

Поэтому если рассматриваются два процесса Xt и X ′
t с различными начальными

состояниями X0 и X ′
0 и в некоторый момент времени ϑ они оба оказались в мно-

жестве S0 (СМО свободны), то общая часть κϑ распределений их остаточных
времён пребывания в множестве S0 удовлетворяет неравенству

κ̂ϑ �
∞∫

0

λ0e
−Λs ds =

λ0

Λ
def= κ̂. (21)

6. Конструирование успешной склейки
для пары процессов Xt, X ′

t

Рассмотрим два независимых процесса: процесс Xt с начальным состоянием
X0 = (0, 0) и процесс X ′

t с начальным состоянием

X ′
0 =

(
n′0, x

′
0
(0);x′(1)0 , x′0

(2), . . . , x′0
(n′

0)
)
.

Будем строить их склейку Zt = (Yt, Y
′
t ) на вероятностном пространстве

(Ω,F ,P) =
∞∏

i=0

(Ωi,Fi,Pi),

где Ωi = [0; 1], Fi = B([0; 1]) и Pi —мера Лебега на [0; 1].
Опишем процедуру конструирования склейки по шагам, которые про-

изводятся в моменты изменения первой компоненты любого из процессов
Yt =

(
mt, y

(0)
t ; y(1)

t , y
(2)
t , . . . , y

(mt)
t

)
, Y ′

t =
(
m′

t, y
′
t
(0); y′t

(1), y′t
(2), . . . , y′t

(m′
t)
)
; обо-

значим эти моменты tk:

t0
def= 0; tk

def= inf{t > tk−1 : mt +m′
t �= mtk−1 +m′

tk−1
}.
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На каждом шаге строятся остаточные виртуальные времена обслуживания на-
ходящихся в СМО заявок (в предположении, что до окончания обслуживания
данной заявки первые компоненты— nt и n′t —обоих процессов не изменятся)
и остаточные виртуальные времена до прихода следующей заявки. Для это-
го используется некоторое количество νk экземпляров (Ωi,Fi,Pi), так что на
каждом шаге используются новые (Ωi,Fi,Pi).

Опишем алгоритм конструирования.
А. Если mtk

+m′
tk
> 0, для удобства положим

Yϑk
= (ı, α0;α1, α2, . . . , αı), Y ′

ϑk
= (j, β0;β1, β2, . . . , βj).

На k-м шаге строятся случайные величины на пространствах (Ωi,Fi,Pi),
i = �k + 1, �k + 2, . . . , �k+1; при этом

νk
def= �k+1 − �k = nϑk

+ n′ϑk
+ 2 = ı+ j+ 2.

К этому моменту времени было использовано

�k =
k−1∑

i=0

νi

экземпляров пространства (Ωi,Fi,Pi).
В момент tk виртуальное время до поступления очередного требования ξ

(при условии, что не закончится обслуживание какого-то требования) для Yt

имеет функцию распределения

F1(s) = 1 − exp
( s∫

0

λ(ı, α0 + u;α1 + u, α2 + u, . . . , αı + u) du
)
.

Строим на пространстве (Ω	k+1,F	k+1,P	k+1) случайную величину

ξ
def= F−1

1 (ω), ω ∈ Ω	k+1.

В момент tk виртуальное время до окончания обслуживания j-го
(j = 1, 2, . . . , ı) требования ηj (при условии, что не закончится обслужива-
ние какого-то другого требования и не поступит новых требований) Yt имеет
функцию распределения

G1,j(s) = 1 − exp
( s∫

0

hj(�, α0 + u;α1 + u, α2 + u, . . . , αı + u) du
)

Строим на пространстве (Ω	k+j+1,F	k+j+1,P	k+j+1) случайные величины

ηj
def= G−1

1,j(ω), ω ∈ Ω	k+j+1.
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Аналогично строятся случайные величины ξ′ и η′i (i = 1, 2, . . . , j):

F2(s) = 1 − exp
( s∫

0

λ(j, β0 + u;β1 + u, β2 + u, . . . , βj + u) du
)
,

ξ′ def= F−1
2 (ω), ω ∈ Ω	k+ı+1;

G2,j(s) = 1 − exp
( s∫

0

hj(j, β0 + u;β1 + u, β2 + u, . . . , βj + u) du
)
,

η′j
def= G−1

2,j(ω), ω ∈ Ω	k+ı+j+2.

Использовано νk = ı+ j+ 2 экземпляров (Ωi,Fi,Pi); �k+1 = �k + νk.
В момент времени

tk+1 = tk + min{ξ, ξ′, ηj , η
′
i (j = 1, 2, . . . , ı, i = 1, 2, . . . , j)}

произойдёт изменение первой компоненты одного из процессов Yt и Y ′
t .

Если опять mtk
+m′

tk
> 0, повторяем процедуру А.

Б. Если mtk
+ m′

tk
= 0, то Ytk

= (0, α0), Y ′
tk

= (0, β0). Функции распре-
деления времён ξ и ξ′ до прихода следующей заявки для процессов Yt и Y ′

t

соответственно имеют вид

P{ξ � s} = F1(s) = 1 − exp
( s∫

0

λ(0, α0 + u) du
)

;

P{ξ′ � s} = F2(s) = 1 − exp
( s∫

0

λ(0, β0 + u) du
)
.

В соответствии с замечанием 5 и (21) общая часть этих распределений не
меньше

κ̂ =
λ0

Λ
.

Поэтому на пространстве
	k+3∏

i=	k+1

(Ωi,Fi,Pi)

(здесь νk = 3) в соответствии с леммой 1 строим ξ и ξ′ таким образом, что
P{ξ = ξ′} � κ̂.

В момент времени tk+1
def= tk + min{ξ, ξ′} первая компонента хотя бы од-

ного из процессов Yt, Y ′
t возрастёт, и с вероятностью большей чем κ̂ первые

компоненты процессов Yt, Y ′
t возрастут одновременно, т. е. произойдёт событие

Ytk+1 = Y ′
tk+1

= (1, 0; 0).
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В. Если случилось событие Ytk
= Y ′

tk
= (1, 0; 0), при t > tk полагаем про-

цессы Yt и Y ′
t равными и строим процесс Yt (и равный ему Y ′

t ) по процедуре,
описанной в пункте А.

Несложно заметить, что сконструированные по алгоритму А—В процессы
Yt и Y ′

t удовлетворяют условиям 1), 2) определения 3.
Покажем, что выполнено также условие 3) определения 3.

Рассмотрим процесс Y ′
t

D= X ′
t. Если n

′
0 > 0, то, пользуясь теми же соображе-

ниями, что и в разделах 3 и 4, можно показать, что остаточное время ζ1 первого
периода занятости процесса Y ′

t , зависящее от начального состояния Y ′
0 , имеет

k ∈ [0;K) конечных моментов.
Обозначим

ϑ0
def= ζ0, ϑk

def= inf{t > ϑk : Y ′
t ∈ S0, Y

′
t−0 /∈ S0};

ϑk —момент окончания k-го периода занятости процесса Y ′
t . В случае Y ′

0 ∈ S

положим ϑ0
def= 0.

Поскольку распределение процесса Yt совпадает с распределением процес-
са Xt, верно неравенство

P{Xϑk
∈ S0} � e−ρ

(см. (15)).
Как мы уже видели, после совместного попадания процессов Yt и Y ′

t в мно-
жество S с вероятностью большей чем κ̂ при выходе из этого множества про-
цессы «склеиваются». Поэтому, снова обозначив

τ
def= inf{t > 0: Yt = Y ′

t },
ηk —длина свободного периода Y ′

t после ϑk, получаем, что

P{τ > ϑk + ηk} � (1 −�)k.

Заметим, что τ = τ(Y ′
0) = τ(X ′

0) (поскольку X0 = Y0 = (0, 0) зафиксировано).
Очевидно,

ϑk + ηk = ϑ0 + η0 +
k∑

i=1

(ζi + ηi),

где ζi — i-й период занятости, а ηi — следующий за ним свободный период.
Обозначим

Ek
def= {Yϑk

�= Y ′
ϑk

& Yϑk+ηk
= Y ′

ϑk+ηk
};

это событие, заключающееся в том, что склеивание произошло сразу после k-го
попадания Y ′

t в множество S0.

Утверждение 4. При r ∈ [1;K) выполнено

E τ r � C1(�, r)Eϑr
0 + C1(�, r)E ζr

1 + C3(�, r, λ0,Λ),

константы C1, C2, C3 вычисляются по приведённым ниже формулам.
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Доказательство. Сначала оценим E (ηk)r|Ek
. В случае события Ek случай-

ная величина ηk (в соответствии с леммой 1) имеет плотность распределения

ϕ(s) = min
{
λ(Yϑk

+ s) exp
(
−

s∫

0

λ(Yϑk
+ u) du

)
,

λ(Y ′
ϑk

+ s)exp
(
−

s∫

0

λ(Y ′
ϑk

+ u)
)}

� Λe−λ0s.

Поэтому

E (ηk)r|Ek
� r! Λ
λr+1

0

.

Легко заметить, что и

E (ηk)r|Ēk
� r! Λ
λr+1

0

;

ζk не зависят от Ej при k �= j.
Оценим E τ r (используя неравенство Йенсена в форме (13)):

E τ r �
∞∑

k=1

E

(
ϑ0 + η0 +

k∑

i=1

(ζi + ηi)
)r

1(Ek) �

�
∞∑

k=1

(1 −�)k−1�(2k + 2)r−1

((
Eϑr

0 + (k + 1)
r! Λ
λr+1

0

+ kE ζr
1

))
<

< 2r−1

(
Eϑr

0

∞∑

k=1

(1 −�)k−1(k + 1)r−1 +
r! Λ
λr+1

0

∞∑

k=1

(1 −�)k−1(k + 1)r +

+ E ζr
1

∞∑

k=1

(1 −�)k−1(k + 1)r−1k

)
.

Предложение 4 доказано.

Итак, сконструированная выше пара Zt = (Yt, Y
′
t )—успешная склейка про-

цессов Xt и X ′
t, и получена явная оценка времени склеивания:

E
(
τ(X ′

0)
)r � C(r, λ0,Λ,Eϑr

0). (22)

т. е.

|P{Xt ∈ S} − P{X ′
t ∈ S}| � C(r, λ0,Λ,Eϑr

0)
tr

, (23)

однако следующий шаг— интегрирование (18) — мы произвести не можем, по-

скольку стационарное распределение СМО M |G |∞ (процесс
◦
Xt), и тем более

G |G |∞ (процесс Xt), неизвестно.
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7. Процесс Xt как регенерирующий процесс

Напомним определение регенерирующего процесса.
Определение 5. Случайный процесс {Wt, t � 0}, заданный на вероятност-

ном пространстве (Ω,F ,P), измеримый относительно фильтрации {Ft, t � 0}
и принимающий значения в измеримом пространстве состояний

(
W ,B(W )

)

называется регенерирующим процессом, если существует последовательность
марковских по отношению к фильтрации Ft моментов {θi}i∈N, такая что

1) Wθi
= Wθj

при всех i, j ∈ N;

2) случайные элементы Ξi
def= {Wt, t ∈ [θi, θi+1]} (i ∈ N) одинаково распреде-

лены и независимы в совокупности.

Назовём периодами регенерации промежутки [θi, θi+1]; очевидно, длины пе-

риодов регенерации χi
def= θi+1 − θi одинаково распределены и независимы

в совокупности. Обозначим Φ(s) def= P{χi � s} (неизвестную нам) функцию
распределения случайной величины χi.

Известно, что если Eχi < ∞, то распределение регенерирующего процес-
са Wt слабо сходится к стационарному (инвариантному) распределению.

Заметим, что для введённого в разделе 2 процесса

Xt =
(
nt, x

(0)
t ;x(1)

t , x
(2)
t , . . . , x

(nt)
t

)

периоды регенерации разделяются на период занятости и свободный период:
χk = ζk + ηk.

Моменты периода занятости оцениваются с помощью (11) и (12).
Моменты свободных периодов ηi, следующих за периодами занятости ζi,

оценены в предложении 4. Кроме того, период регенерации заведомо боль-
ше своей части— свободного периода, а плотность распределения свободного
периода ϕ(s) не меньше λ0e

−Λs (замечание 5).
Таким образом, известны оценки

Eχr
k � 2r−1(E ζr

1 + E ηr
1) = Mr, Eχi >

λ0

Λ2
. (24)

Марковские моменты {θi}i∈N образуют вложенный процесс восстановления

Nt =
∞∑

i=1

1(θi < t).

Рассмотрим перескок процесса Nt, а именно марковский процесс Bt
def= t−θNt

(с пространством состояний R+), распределение которого Pt, как извест-
но [2, 3], слабо сходится к стационарному инвариантному распределению P
с функцией распределения

Φ̃(s) =

s∫

0

(
1 − Φ(u)

)
du

Eχi
. (25)
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К этому же распределению (25) слабо сходится распределение недоскока
Rt

def= θNt+1 − t процесса восстановления Nt.
Поскольку процесс Xt регенерирующий, его распределение полностью опре-

деляется временем, прошедшим с момента начала периода регенерации, т. е.
Pt = F(Bt).

Теперь рассмотрим процесс Xt с начальным состоянием (0, 0) и процесс X ′
t

с произвольным начальным состоянием X0. Этим процессам соответствуют вло-
женные процессы восстановления Nt и N ′

t , а процессам Nt и N ′
t соответствуют

процессы перескоков Bt и B′
t и процессы недоскоков Rt и R′

t.
При конструировании успешной склейки Zt = (Yt, Y

′
t ) для процессов Xt и X ′

t

одновременно конструируется успешная склейка Wt = (Dt,D
′
t) процессов Bt

и B′
t. Обозначим через Pt и P′

t распределение процессов Bt и B′
t соответственно

(P{Bt ∈ S} = Pt(S) и P{B′
t ∈ S} = P′

t(S)).
Из (22) и (23) сразу следует, что

|P{Bt ∈ S} − P{B′
t ∈ S}| � C(�, r, λ0,Λ,Eϑr

0)
tr

, (26)

где ϑ0 = R′
0 —недоскок процесса N ′

t в момент времени t = 0.

Утверждение 5.

‖Pt − P‖TV �

�
2
(
C1(�, r)

E χr+1
i

(r+1)E χi
+ C1(�, r)E ζr

1 + C3(�, r, λ0,Λ)
)

tr
=

C1(r, λ0,Λ)
tr

,

где r ∈ [1,K − 1).

Доказательство. Рассмотрим процесс перескока Bt с начальным условием
B0 = 0 и процесс перескока B̃t, имеющий стационарное начальное распределе-
ние P; при всех t � 0

P{B̃t ∈ S} = P(S) =
∫

S

1 − Φ(u) du
Eχi

. (27)

Подставляя в (26) вместо ϑ0 = R′
0 стационарный недоскок R̃0 с распределе-

нием (25), получаем утверждение предложения 5.
Учитывая (24), можно вычислить верхнюю оценку величины C1(r, λ0,Λ).

Теорема 2. В условиях (7) верно неравенство

‖Pt − P‖TV � C1(r, λ0,Λ)
tr

где r ∈ [1,K − 1).

Доказательство. Как уже говорилось, Pt = F(Pt). Соответственно, P =
= F(P). Напомним, что χi —длина периода регенерации, включающего в себя
абсолютно непрерывные величины, т. е. распределение случайной величины χi
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имеет плотность. Поэтому имеет плотность ψt(s) перескок Bt; как уже говори-
лось (см. (27)), известна функция распределения стационарного перескока, и её
плотность равна

ψ(s) =
1 − Φ(u)

Eχi
.

Обозначим σt = {s : ψt(s) > ψ(s)}.
Оценим

|Pt(S) − P(S)| =

=
∣
∣
∣
∣

∞∫

0

P{Xt ∈ S | Bt = u}ψt(u) du−
∞∫

0

P{Xt ∈ S | Bt = u}ψ(u) du
∣
∣
∣
∣ �

� max
{∫

σt

(
ψt(u) − ψ(u)

)
du,

∫

R+\σt

(
ψ(u) − ψt(u)

)
du
}

=

= max{|Pt(σt) − P(σt)|, |Pt(R+ \ σt) − P(R+ \ σt)|} �
� sup

σ∈B(R)

|Pt(σ) − P(σ)|.

Тогда ‖Pt − P‖TV � ‖Pt − P‖TV , что завершает доказательство.

Замечание 6. Полученная оценка неоптимальна по следующим причинам.

1. Применение метода склеивания для процессов в непрерывном времени,
как правило, даёт неоптимальную оценку.

2. При конструировании успешной склейки использовались только моменты
попадания процесса X ′

t в свободное состояние; также можно было бы
учесть и моменты попадания в свободное состояние процесса Xt.

3. Условия (7) не позволяют аккуратно оценить получаемые в ходе вычисле-
ний величины (C и C1). При исследовании конкретных прикладных задач
эти величины могут быть оценены точнее.

Тем не менее полученная оценка может быть полезна в практических приложе-
ниях, поскольку имитационное моделирование не всегда способно дать доста-
точно качественные оценки.

Автор благодарит Л. Г. Афанасьеву, А. Ю. Веретенникова и А. Д. Ма-
ниту за важные и полезные замечания при обсуждении представленной рабо-
ты. Также автор благодарит Э. Ю. Калимулину за большую помощь в под-
готовке текста. Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект
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