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Аннотация

Рассматриваются непараметрические оценки многомерной плотности распределе-
ния вероятности и её частной производной с носителем на положительной полуоси
по зависимым данным. Использован класс ядерных оценок с асимметричным гам-
ма-ядром. Гамма-ядра неотрицательны, меняют свою форму в зависимости от поло-
жения на полуоси и обладают хорошими граничными свойствами для широкого класса
плотностей. Получены асимптотические оценки многомерной плотности и её частных
производных, такие, как смещения, дисперсии и ковариации. Оптимальный параметр
сглаживания получен для обеих оценок как минимум средней квадратичной ошибки
(MISE) по зависимым данным с сильным перемешиванием. Найдены оптимальные
скорости сходимости MISE как для плотности, так и для её производной.

Abstract

L. A. Markovich, Nonparametric estimation of multivariate density and its derivative
by dependent data using gamma kernels, Fundamentalnaya i prikladnaya matematika,
vol. 22 (2018), no. 3, pp. 145—177.

We consider the nonparametric estimation of the multivariate probability density func-
tion and its partial derivative with a support on nonnegative axis by dependent data. We
use the class of kernel estimators with asymmetric gamma kernel functions. The gamma
kernels are nonnegative, they may change their shape depending on the position on the
semi-axis and possess good boundary properties for a wide class of densities. Asymptotic
estimates of the multivariate density and of its partial derivatives such as biases, vari-
ances, and covariances are derived. The optimal bandwidth of both estimates is obtained
as a minimum of the mean integrated squared error (MISE) by dependent data with
a strong mixing. Optimal convergence rates of the MISE both for the density and its
derivative are found.

1. Введение

Плотность вероятности с носителем на положительной полуоси использует-
ся для моделирования широкого спектра приложений в области инженерии,
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при обработке сигналов, в медицинских исследованиях, при контроле каче-
ства, в актуарных науках и климатологии. Так, для оптимальной фильтрации
при обработке сигналов и управлении нелинейными процессами рассматрива-
ется экспоненциальный класс плотностей (см. [13]). В задачах, связанных
со страховыми случаями, часто встречаются гамма-плотности (см. [17]), ко-
торые определены на положительной полуоси, смещены вправо и унимодаль-
ны. Гамма-распределения используются для моделирования осадков (см. [1]),
а распределения Эрланга и χ2—при моделировании страховых портфелей
(см. [19]).
Широкое использование этих плотностей на практике приводит к необхо-

димости их оценки с помощью конечных выборок. Непараметрические ядер-
ные оценки в этом случае— один из самых популярных методов. Ядерные
оценки были первоначально введены для одномерных независимых одинако-
во распределённых наблюдаемых случайных величин и для симметричных ядер
в [31, 32]. Если плотность распределения определена на неограниченном но-
сителе, то данный подход показывает хорошие результаты. Для плотности,
определённой на носителе [0,∞), использование классических ядерных оце-
нок с симметричными ядрами даст существенное смещение на границе вблизи
нуля, что ухудшает качество такой оценки (см. [40]). Очевидно, что гранич-
ное смещение для многомерных ядер играет ещё более существенную роль
(см. [5]). Существует множество методов по сокращению граничного смеще-
ния, например: метод отражений [36], метод граничных ядер [27], гибрид-
ный метод [18], метод локальной линейной оценки [21, 23] и др. Другой
подход заключается в использовании несимметричных ядер. В случае одина-
ковых положительных независимо распределённых случайных величин оценка
плотности с помощью гамма-ядра была предложена в [10]. В [6] гамма-ядер-
ная оценка была распространена на случай одномерных зависимых случай-
ных величин, а в [5] — на случай многомерных независимых случайных ве-
личин.
Гамма ядра неотрицательны и меняют свою форму в зависимости от положе-

ния на полуоси. Это позволяет хорошо оценивать многомодальные плотности и
их производные. Оценки с гамма-ядром не имеют граничного смещения в слу-
чае f ′′(0) = 0 («условие плеча»), т. е. когда плотность f(x) имеет выпуклость
в точке x = 0 (см. [41, формула (4.3)]). Многие распределения экспоненци-
ального семейства удовлетворяют этому условию. Ряд методов, устраняющих
граничное смещение без условия на плечо, приведён в [20] для одномерных
одинаково распределённых случайных величин, а в [16] — для многомерных
одинаково распределённых случайных величин. Существуют другие асиммет-
ричные ядерные оценки, например на основе обратного гауссова и взаимно-об-
ратного гауссова ядер [34]. Сравнение этих ядер с гамма-ядром приведено
в [7].
Кроме плотности, часто нужно оценить и её производную. В [14, 15] бы-

ла предложена гамма-ядерная оценка по одномерным зависимым данным, а
в [25] — для зависимых данных с сильным перемешиванием. Порядок сходи-
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мости таких оценок n−4/7 с параметром размытости n−2/7. В [40] оптимальная
средняя интегральная ошибка (MISE) ядерной оценки для первой производ-
ной плотности имеет порядок сходимости n−4/7, что соответствует параметру
размытости порядка n−1/7 для симметричных ядер.

1.1. Результаты статьи

Впервые введена мультипликативная гамма-ядерная оценка для многомерной
плотности с неотрицательным носителем и её частных производных по много-
мерным зависимым данным с сильным перемешиванием. Получена асимптоти-
ка оценок и оптимальные значения параметров сглаживания, минимизирующие
MISE. Заметим, что оценка производной требует определённого выбора пара-
метра сглаживания, отличающегося от оптимального параметра для плотности.

1.2. Практическая значимость

На практике чаще всего встречаются последовательности зависимых на-
блюдений. Чтобы ослабить условие независимости случайных величин, мож-
но рассматривать стационарные процессы, удовлетворяющие условию сильного
перемешивания. В качестве примера таких процессов можно привести авторе-
грессионные процессы. Наряду с оценкой функции плотности и её производной
по зависимым выборкам оценка логарифмической производной плотности явля-
ется актуальной проблемой (см. уравнение для оптимальной фильтрации в [24],
формулы (2.4), (2.8)). Логарифмическая производная плотности— это отноше-
ние производной плотности к самой плотности. Оценка производной плотности
имеет практическое применение для оптимальной фильтрации при обработке
сигналов и управлении нелинейными процессами, где используется только экс-
поненциальный класс плотностей (см. [11, 13]). Подробный обзор см. в разде-
ле 4.3. Производная плотности может быть полезна для нахождения наклона
кривой плотности, её локальных экстремумов, седловых точек, существенных
особенностей в данных, а также в регрессионном анализе (см. [8]). Производная
плотности также играет ключевую роль в кластеризации данных посредством
поиска мод (см. [33]).
Содержание статьи следующее. В разделе 2 определены гамма-ядерные оцен-

ки для многомерной совместной плотности распределения и её частных произ-
водных. В разделе 3 получены смещение, дисперсия и ковариация оценки сов-
местной плотности. С использованием этих результатов получен оптимальный
параметр сглаживания и соответствующая скорость сходимости оптимального
MISE. В разделе 3.2 то же получено для оценки частной производной плот-
ности. В разделе 4 проведено моделирование. Раздел 5 содержит заключение.
Доказательства теорем приведены в приложении.
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2. Гамма-ядерное оценивание

Пусть {Xi = (Xi1, . . . , Xid)T}n
i=1— сильно стационарная последовательность

d-мерных случайных величин с неизвестной плотностью распределения f(xd
1),

определённой на xd
1 = (x1, . . . , xd)T ∈ R+d. Последовательность {Xs} удовле-

творяет условию сильного перемешивания (α-перемешивания) с коэффициентом
α(k), если

α(k) = sup
t

sup
A∈σ{Xs, s�t}

B∈σ{Xs, s�t+k}

|P (A ∩ B) − P (A)P (B)|, k � 1. (1)

Коэффициент α(k) → 0 при k → ∞. Условию α-перемешивания, или сильно-
го перемешивания, удовлетворяют многие стохастические процессы, например
авторегрессионный процесс первого порядка (см. [2]). В дальнейшем такую
последовательность будем обозначать {Xs} ∈ M(α). Для оценки неизвестной
многомерной плотности распределения было предложено мультипликативное яд-
ро [5]

f̂(xd
1) =

1
n

n∑

i=1

d∏

j=1

Kρ(xj .bj),bj
(Xij), (2)

где b ≡ {bj,n}d
j=1—параметры размытости, такие что b → 0 при n → ∞. В каче-

стве ядра для каждой переменной выбрано гамма-ядро (см. [10])

Kρ(x,b),b(t) =
tρ(x,b)−1 exp(−t/b)
bρ(x,b)Γ

(
ρ(x, b)

) (3)

где Γ(·)— гамма-функция. Чтобы улучшить свойства гамма-ядра, в [10] было
предложено использовать параметр ρb(x), определённый следующим образом:

ρ(x, b) =

{
ρ1(x, b) = x/b при x � 2b,

ρ2(x, b) =
(
x/(2b)

)2 + 1 при x ∈ [0, 2b).
(4)

Поскольку гамма-ядро неотрицательно, оно не имеет веса на отрицательных
полуосях в отличие от симметричных ядерных оценок. Следовательно, исполь-
зование гамма-ядер более естественно для оценки плотностей с положительным
носителем.
С использованием (4) оценка для плотности (2) может быть записана как

f̂(xd
1) =

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

(1/n)
n∑

i=1

d∏
j=1

Kρ1(xj ,bj),bj
(Xij) при x � 2b,

(1/n)
n∑

i=1

d∏
j=1

Kρ2(xj ,bj),bj
(Xij) при x ∈ [0, 2b).

(5)

В [15, 25] производная одномерной плотности оценивалась точно так же, как и
производная гамма-ядерной оценки. Для многомерного случая можно аналогич-
но оценить любые частные производные f(xd

1). Например, частная производная
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f(xd
1) по xk, 1 � k � d, может быть оценена как

f̂ ′
xk

(xd
1) =

1
n

n∑

i=1

d∏

j=1

Kρ(xj ,bj),bj
(Xij)

(
Kρ(xk,bk),bk

(Xik)
)′
xk

, (6)

где

(
Kρ(x,b),b(t)

)′
x

=

=

{
K ′

ρ1(x,b),b(t) = (1/b)Kρ1(x,b),b(t)L1(t, x, b) при x � 2b,

K ′
ρ2(x,b),b(t) = (x/2b2)Kρ2(x,b),b(t)L2(t, x, b) при x ∈ [0, 2b),

— (7)

частная производная (3) и

Li(t, x, b) = ln t − ln b − Ψ
(
ρi(x, b)

)
, i = 1, 2.

Здесь Ψ
(
ρi(x, b)

)
—дигамма-функция, логарифмическая производная гам-

ма-функции.

Замечание 1. Математический аппарат, применяемый для оценки произ-
водной, аналогичен аппарату, применяемому для плотности. Однако формулы
становятся намного сложнее, потому что появляются специальные функции ди-
гамма, включающие вектор параметра сглаживания b. Следовательно, нужно
вычленить порядок по b из сложных выражений, содержащих логарифмы и спе-
циальные функции.

С использованием (7) формула (6) может быть записана как

f̂ ′
xk

(xd
1) =

=

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

(1/n)
n∑

i=1

(1/bk)L1(Xik, xk, bk)
d∏

j=1

Kρ1(xj ,bj),bj
(Xij) при x � 2b,

(1/n)
n∑

i=1

(xk/2b2
k)L2(Xik, xk, bk)

d∏
j=1

Kρ2(xj ,bj),bj
(Xij) при x ∈ [0, 2b).

(8)

Интегральная средняя квадратическая ошибка для зависимых случайных вели-
чин определяется как

MISE
(
f̂(xd

1)
)

= E

∞∫

0

(
f(xd

1) − f̂(xd
1)
)2

dx,

MISE
(
f̂ ′

xk
(xd

1)
)

= E

∞∫

0

(
f ′

xk
(xd

1) − f̂ ′
xk

(xd
1)
)2

dx

(9)

Используем её как меру ошибки предлагаемых оценок (5) и (8). Неизвестные
параметры, сглаживающие (5) и (8), получаются как минимумы (9).
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Замечание 2. Интегралы (9) могут быть разбиты на два:
2b∫
0

,
∞∫

2b

. В случае

когда x � 2b, интеграл
2b∫
0

стремится к нулю при b → 0. Следовательно, мож-

но его не рассматривать, в отличие от [41]. Первый интеграл имеет тот же
порядок по b, что и второй интеграл, и, очевидно, не влияет на выбор оптималь-
ного параметра сглаживания. Поэтому мы будем опускать индексы в ρ(xj , bj) и
L(Xik, xk, bk).

Известно, что средняя квадратическая ошибка для зависимых случайных
величин определяется как

MSE
(
f̂(xd

1)
)

= Bias
(
f̂(xd

1)
)2 + Var

(
f̂(xd

1)
)
,

MSE
(
f̂ ′

xk
(xd

1)
)

= Bias
(
f̂ ′

xk
(xd

1)
)2 + Var

(
f̂ ′

xk
(xd

1)
)
,

(10)

где дисперсия для оценки плотности имеет вид

Var
(
f̂(xd

1)
)

= Var
(

1
n

n∑

i=1

d∏

j=1

Kρ(xj ,bj),bj
(Xij)

)
=

=
1
n2

( n∑

i=1

Var
( ˜̃K(Xi, x, b)

)
+

n∑

i,j=1, i �=j

Cov
( ˜̃K(Xi, x, b), ˜̃K(Xj , x, b)

))
=

=
1
n

Var
(
f̂(xd

1)
)

+
2
n

n∑

i=1

(
1 − i

n

)
Cov

( ˜̃K(Xi, x, b), ˜̃K(X1+i, x, b)
)
, (11)

а для оценки частной производной имеем

Var
(
f̂ ′

xk
(xd

1)
)

= Var
(

1
n

n∑

i=1

1
bn

L(Xin, xn, bn)
d∏

j=1

Kρ(xj ,bj),bj
(Xij)

)
=

=
1

n2b2
k

( n∑

i=1

Var
(
K̃(Xi, x, b)

)
+

n∑

i,j=1, i �=j

Cov
(
K̃(Xi, x, b), K̃(Xj , x, b)

))
=

=
1

nb2
k

Var
(
f̂ ′

xk
(xd

1)
)

+
2

nb2
k

n∑

i=1

(
1 − i

n

)
Cov

(
K̃(X1, x, b), K̃(X1+i, x, b)

)
. (12)

Здесь мы использовали следующие обозначения:

˜̃K(Xi, x, b) =
d∏

j=1

Kρ(xj ,bj),bj
(Xij), K̃(Xi, x, b) = L(Xik, xk, bk) ˜̃K(Xi, x, b).



Гамма-ядерные оценки многомерной плотности и её частной производной 151

3. Основные результаты

3.1. Асимптотические свойства оценки плотности

В этом разделе исследуются асимптотические свойства оценки (5). Для это-
го мы находим смещение, дисперсию и ковариацию (10).
В следующих леммах, посвящённых смещению и дисперсии, предполага-

ется, что f(xd
1) является дважды непрерывно дифференцируемой. Все доказа-

тельства проводились в предположении, что параметры размытости для каждо-
го одномерного ядра, входящего в мультипликативное ядро, различны. Однако
для практического использования целесообразно считать их одинаковыми b1 =
= b2 = . . . = bn = b, что и было сделано в финальных утверждениях лемм.

Лемма 1. Пусть b → 0 и все параметры сглаживания равны: b1 = b2 = . . . =
= bn = b. Тогда смещение оценки плотности (5) имеет вид

Bias
(
f̂(xd

1)
)

=
b

2

d∑

j=1

xj
∂2f(xd

1)
∂x2

j

+ o(b). (13)

Следующая лемма посвящена дисперсии непараметрической оценки плотно-
сти.

Лемма 2. Пусть b → 0, nbτ+1/2 → ∞ и все параметры размытости равны
b1 = b2 = . . . = bn = b. Тогда дисперсия оценки плотности (5) имеет вид

Var
(
f̂(xd

1)
)

=
b−d/2

n

( d∏

j=1

x
−1/2
j

2
√

π

)(
f(xd

1) + bv1(xd
1) + b2v2(xd

1)
)−

− 1
n

(
f(xd

1) +
1
2

d∑

j=1

xjb
∂2f(xd

1)
∂x2

j

)2

+ o(b2), (14)

где

v1(xd
1) =

d∑

j=1

(
−1

2
∂f(xd

1)
∂xj

+
xj

4
∂2f(xd

1)
∂x2

j

)
,

v2(xd
1) = −

d∑

j=1

d∑

i=1

xj

8
∂3f(xd

1)
∂x2

j∂xi
.

Перейдём к ковариации, определённой в (11).

Лемма 3. Пусть

1) {Xj}j�1 ∈ S(α) и
∞∫
1

α(τ)υ dτ < ∞, 0 < υ < 1,

2) f(xd
1)—дважды непрерывно дифференцируемая функция,

3) b → 0 и nbd(υ+1)2 → ∞ при n → ∞.
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Тогда ковариация C(x) ограничена сверху :

∣∣Cov
(
f̂(xd

1)
)∣∣ � b−d(υ+1)/2

n
×

×
∞∫

1

α(τ)υ dτD(υ, xd
1)
(

bS(υ, xd
1) + f(xd

1)
3υ − 1

2(υ − 1)

)1−υ

+ o(b2),

где

S(υ, xd
1) =

d∑

i=1

υ + 1
(υ − 1)2xi

f(xd
1) +

υ + 1
υ − 1

∂f(xd
1)

∂xi
+

xi

2
∂2f(xd

1)
∂x2

i

,

D(υ, xd
1) = 2(2π)−(d(υ+1)−2)/2

( d∏

j=1

x
−(υ+1)/2
j

)
.

Используя приведённые результаты, можно получить верхнюю границу
MISE (9) и найти выражение оптимального параметра сглаживания b как ми-
нимума последней. Имеет место следующая теорема.

Теорема 1. Если условия лемм 1—3 выполняются, то оптимальный параметр
сглаживания, минимизирующий MISE, имеет порядок сходимости

b =
(

d(υ+1)(3υ−1)1−υ

n(2υ − 2)1−υ

(∫
D(υ, xd

1)f(xd
1)

1−υdxd
1

/

/ ∫ ( d∑

j=1

xj
∂f(xd

1)
∂x2

j

)2

dxd
1

) ∞∫

1

α(τ)υ dτ

)(d(υ+1)+4)/2

, (15)

где кратные интегралы обозначены как
∫

. . .
∫

dx1 . . . dxd при
∫

dxd
1.

Очевидно, что пользоваться оценкой из теоремы 1 нельзя, так как она со-
держит неизвестный коэффициент перемешивания. Чтобы устранить этот недо-
статок, применим результат следующей леммы.

Лемма 4. Если дополнительно к условиям леммы 3 выполняется, что
fτ (x, y) равномерно ограничена, т. е. существует M > 0, такое что для всех
τ > 1 и для всех (x, y) ∈ R

2 справедливо |fτ (x, y) − f(x)f(y)| � M , то справед-
ливо следующее утверждение о ковариации оценки многомерной плотности:

|Cov(f̂(xd
1)| � 2

n

c(n)∑

τ=2

Cov
( ˜̃K(X1, x, b), ˜̃K(Xτ , x, b)

)
+

+
2
n

∞∑

τ=c(n)+1

Cov
( ˜̃K(X1, x, b), ˜̃K(Xτ , x, b)

)
= I1 + I2,
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I1 � 2M

nbd/8
,

I2 � D(κ, xd
1)

nbd/16

(
f(xd

1)
6κ − 1

2(2κ − 1)
+ bS(κ, xd

1)
)1−2κ ∞∑

τ=2

τα(τ)2κ + o(b2).
(16)

По лемме 4 справедливо следующее утверждение о скорости сходимости
ковариации:

Cov
(
f̂n(xd

1)
) ∼ n−1b−d/8.

Теперь мы можем пренебречь ковариацией оценки плотности в сравнении с её
дисперсией var

(
f̂(xd

1)
) ∼ n−1b−d/2. Тогда справедлива следующая теорема.

Теорема 2. Если условия лемм 1—4 выполняются, то оптимальный параметр
сглаживания, минимизирующий MISE, имеет порядок сходимости

b =
(

d

∞∫

0

( d∏

j=1

x
−1/2
j

2
√

π

)
f(xd

1) dxd
1

/ ∞∫

0

( d∑

j=1

xj
∂2f(xd

1)
∂x2

j

)2

dxd
1

)2/(4+d)

n−2/(4+d).

(17)

Следствие 1. Результаты теоремы 2 согласуются с результатами [10] для
одномерной плотности и независимых данных.

3.2. Асимптотические свойства оценки
частной производной плотности

Аналогично разделу 3 исследуем асимптотические свойства оценки частной
производной плотности (8). Смещение, дисперсия и ковариация, определённые
в (10), были найдены в следующих леммах.

Лемма 5. Пусть b → 0 и все параметры размытости равны: b1 = b2 = . . . =
= bn = b. Тогда смещение оценки производной плотности (8) имеет вид

Bias
(
f̂ ′

xk
(xd

1)
)

= bB1(xd
1) + b2B2(xd

1) + o(b), (18)

где были использованы следующие обозначения:

B1(xd
1) =

f(xd
1)

12x2
k

+
1

4xk

d∑

j=1

xj
∂2f(xd

1)
∂x2

j

, B2(xd
1) =

1
24x2

k

d∑

j=1

xj
∂2f(xd

1)
∂x2

j

.

Лемма 6. Пусть b → 0, nb(τ+3)/2 → ∞ и все параметры размытости равны:
b1 = b2 = . . . = bn = b. Тогда дисперсия оценки производной плотности (8)
имеет вид

Var
(
f̂ ′

xk
(xd

1)
)

=
b−d/2

n

( d∏

j=1

x
−1/2
j

2
√

π

)(
bV1(xd

1) + b2V2(xd
1) +

1
b
V3(xd

1) + V4(xd
1)
)
−

− 1
n

(
b2B2

1(xd
1) +

(
∂f(xd

1)
∂xk

)2

+ 2
∂f(xd

1)
∂xk

(
bB1(xd

1) + b2B2(xd
1)
))

+ o(b2), (19)
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где

V1(xd
1) = − 1

24x2
k

∂f(xd
1)

∂xk
+

d∑

j=1

(
1

8xk

∂2f(xd
1)

∂x2
j

− 1
8x2

k

∂f(xd
1)

∂xj

)
+

7
48x3

k

f(xd
1),

V2(xd
1) =

7
576x4

k

f(xd
1) +

d∑

j=1

(
1

16x2
k

∂2f(xd
1)

∂x2
j

− 7
96x3

k

∂f(xd
1)

∂xj
+

1
48x2

k

∂2f(xd
1)

∂xk∂xj

)
,

V3(xd
1) =

f(xd
1)

2xk
,

V4(x) =
f(xd

1)
4x2

k

−
d∑

j=1

1
4xk

∂f(xd
1)

∂xj
.

Наконец, найдём ковариацию, определённую в (12), и её скорость сходимо-
сти.

Лемма 7. Пусть

1) {Xj}j�1 ∈ S(α) и
∞∫
1

α(τ)υ dτ < ∞, 0 < υ < 1,

2) b → 0 и nbd(υ+1)/2 → ∞ при n → ∞.
Тогда ковариация оценки производной плотности C(x) ограничена сверху :
∣∣Cov

(
f̂ ′

xk
(xd

1)
)∣∣ �

� R(υ, xd
1)

nbd(υ+1)/2

(
b2V (υ, xd

1) + bW (υ, xd
1) + L(υ, xd

1)
)1−υ

∞∫

1

α(τ)υ dτ + o(b2), (20)

где были использованы следующие обозначения:

V (υ, xd
1) =

d∑

i=1

((
(υ + 1)(3υ − 1)
72(υ − 1)3x2

k

+
υ + 1

(υ − 1)2xi
− υ(υ + 1)

9(υ − 1)4x3
k

)
f(xd

1) +

+
υ + 1
υ − 1

∂f(xd
1)

∂xi
− υ(υ + 1)

9(υ − 1)3x2
k

∂f(xd
1)

∂xk
+

xi

2
∂2f(xd

1)
∂x2

i

)
,

W (υ, xd
1) =

d∑

i=1

((
3υ − 1

4(υ − 1)xk
+

υ + 1
(υ − 1)2xi

+
2xi(υ + 1)
3(υ − 1)3x2

k

)
f(xd

1) +

+
υ + 1
υ − 1

∂f(xd
1)

∂xi
+

2(υ + 1)xi

3(υ − 1)2xk

∂f(xd
1)

∂xk
+

xi

2
∂2f(xd

1)
∂x2

i

)
,

L(υ, xd
1) =

d∑

i=1

(
f(xd

1)
3υ − 1

2(υ − 1)
+ xi

(
− 4

υ − 1
∂f(xd

1)
∂xk

− 4
(υ − 1)2xk

f(xd
1)
))

,

R(υ, xd
1) =

( d∏

j=1

x
−(υ+1)/2
j

)
(2π)−(d(υ−3)+2)/2

2x2
k

.
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Используя верхнюю границу ковариации
∣∣C

(
f̂ ′

xk
(xd

1)
)∣∣, получаем верхнюю

границу MISE, а также находим оптимальный параметр размытости b.

Теорема 3. Если условия лемм 5—7 выполняются, то оптимальный параметр
сглаживания, минимизирующий MISE оценки производной плотности по xk,
1 � k � d, имеет порядок сходимости

b∗k =
(

d + 2
2d−1πd/2

( ∞∫

0

f(xd
1)

xk

d∏

j=1

x
−1/2
j dxd

1

/

/ ∞∫

0

(
f(xd

1)
3x2

k

+
1
xk

d∑

i=1

xi
∂2f(xd

1)
∂x2

i

)2

dxd
1

))2/(d+6)

n−2/(d+6) (21)

а оптимальный MISE имеет порядок сходимости MISE ∼ n−4/(d+6).

Следствие 2. Результаты теоремы 3 согласуются с результатами [25] для
производной одномерной плотности.

4. Применение

Параметры сглаживания (17) и (21), оптимальные для оценки плотности и
её производной, зависят от неизвестной истинной плотности f(xd

1) и её произ-
водных.
В [37] было предложено использовать параметр сглаживания, полученный

заменой неизвестной плотности f(xd
1) в оптимальной формуле на g(xd

1)—под-
ставную плотность, параметры которой рассчитаны по известной выборке. Этот
метод имеет название «метод большого пальца».
Другими словами, получаем оценку оптимального параметра размытости по

выборке в виде

b̂ = C1R1(μ̂, σ̂2)n−2/(d+4), b̂∗ = C2R2(μ̂, σ̂2)n−2/(d+6),

где R1(μ̂, σ̂2) и R2(μ̂, σ̂2) являются функциями, зависящими от оценок среднего
значения выборки и дисперсии.
Обычно для симметричных ядер в качестве такой плотности используют

гауссовскую плотность. В этой работе использована асимметричная гамма-плот-
ность.

4.1. Двумерная гамма-плотность

На практике часто приходится оценивать двумерные плотности распределе-
ния. Построим метод большого пальца для такой оценки.
Существует множество двумерных гамма-плотностей. Некоторые из них

можно найти в [28, 29]. Двумерная гамма-плотность Маккея определяется сле-
дующим образом:
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f(x, y) =
xα−1(y − x)β−1 exp(−y/μ)

μα+βΓ(α)Γ(β)
, x � y, y > 0, (22)

где α, β > 0, 0 < μ < ∞ и X ∼ Γ(α, μ), Y ∼ Γ(α + β, μ). Возьмём её в качестве
подставной плотности g(x, y). Используя метод моментов, получим

m̄X = αμ, DX = αμ2, m̄Y = (α + β)μ, DY = (α + β)μ2,

где

m̄X =
1
n

n∑

i=1

Xi, m̄Y =
1
n

n∑

i=1

Yi,

D̄X =
1
n

n∑

i=1

(Xi − m̄X)2, D̄Y =
1
n

n∑

i=1

(Yi − m̄Y )2.

Тогда параметры определяются по формулам

μ̂ =
D̄X

m̄X
, α̂ =

m̄2
X

D̄X
, β̂ =

m̄Y m̄X

D̄X
− m̄2

X

D̄X
.

Параметр сглаживания (17) содержит вторую производную плотности, которую
так же заменяем на подставную:

∂2g(x, y)
∂x2

=
xα−3e−y/μ(y − x)β−3

Γ(α)Γ(β)μα+β

(
x2(α + β − 2)(α + β − 3) +

+ y2(α − 1)(α − 2) − 2yx(α − 1)(α + β − 3)
)
,

∂2g(x, y)
∂y2

=
xα−1e−y/μ(y − x)β−3

Γ(α)Γ(β)μα+β+2

(
x2 + y2 + 2x(μβ − y − μ) +

+ 2yμ(1 − β) + μ2(β2 − 3β + 2)
)
.

Следовательно, можно взять оценку

b̂ =
(

2

∞∫

0

∞∫

0

(
(x1x2)−1/2

4π

)
ĝ(x1, x2) dx1 dx2

/

/ ∞∫

0

∞∫

0

(
x1

∂2ĝ(x1, x2)
∂x2

1

+ x2
∂2ĝ(x1, x2)

∂x2
2

)2

dx1 dx2

)2/7

n−2/7 (23)

как оптимальный параметр размытости (17) и подставить его в двумерную гам-
ма-ядерную оценку:

f̂(X1,X2) =
1
n

n∑

i=1

X
x1/b̂−1
1i exp(−X1i/b̂)

b̂x1/b̂Γ(x1/b̂)

X
x2/b̂−1
2i exp(−X2i/b̂)

b̂x2/b̂Γ(y/b̂)
. (24)
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4.2. Многомерная гамма-плотность

Пусть Y = (Y0, Y1, . . . , Yn)T— (n+1)-мерный вектор независимых случайных
величин, Yi ∼ Γ(xi/bi, 1/bi), i = 0, 1, . . . , n. Пусть задана матрица

A =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

α0/α1 1 0 0 . . . 0
α0/α2 α1/α2 1 0 . . . 0
α0/α3 α1/α3 α2/α3 1 . . . 0
...

...
...

...
. . .

...
α0/αn α1/αn α2/αn α3/αn . . . 1

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

где α = (α1, α2, . . . , αn)T = (1/b1, 1/b2, . . . , 1/bn). На практике часто полагают
bi ≡ b. Тогда совместное распределение случайных величин X = AY —много-
мерное гамма-распределение лестничного типа, предложенное в [17]. Возьмём

g(xd
1) =

x
x1/b
1 e−xd/b

Γ(x1/b + 1)

d∏

i=2

(xi − xi−1)xi/b−1

bγ̄iΓ(xi/b)

в качестве подставной функции. Здесь n-мерный вектор

γ̄ =
(
1 +

x1

b
, 1 +

x1

b
+

x2

b
, . . . , 1 +

x1

b
+

x2

b
+ · · · + xd

b

)

задаёт параметр формы. Неизвестные параметры так же, как и в двумерном
случае, определим по методу моментов.
Построенный таким образом метод большого пальца позволяет производить

оценку оптимальных параметров сглаживания для оценок многомерной плотно-
сти и её производной по зависимым данным.

4.2.1. Результаты моделирования

В этом разделе изучены свойства полученных оценок для конечных выборок
двумерных данных с плотностью, определённой на неотрицательном носите-
ле. С этой целью мы используем многомерную гамма-плотность, введённую
в [26]. Предположим, что V1, . . . , Vk, где Vi ∼ Γ(αi, β, γi), i = 1, . . . , k, взаимно
независимы. Пусть

Z1 = V1, Z2 = V1 + V2, . . . , Zk = V1 + · · · + Vk. (25)

Тогда совместная плотность распределения Z = (Z1, . . . , Zk)—многомерная
гамма-плотность (см. [26, теорема 1.1]). Можно переписать (25) как

Zt = Zt−1 + Vt, t = 1, . . . , k,

что есть не что иное, как AR(1)-процесс. Согласно [2] он удовлетворяет условию
сильного перемешивания.
Сгенерируем две одномерные одинаково распределённые последовательно-

сти Vi ∼ Γ(αi, μ, 0), i = 1, 2, длины n ∈ {100, 500, 1000, 2000}, используя
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Рис. 1. Оценка плотности Маккея для выборки длиной n = 1000
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Рис. 2. Плотность Маккея

стандартные генераторы MATLAB. Тогда две случайные величины Z1 = V1

и Z2 = Z1 + V2 зависимы, а их совместная плотность— плотность Маккея.
Гамма-ядерная оценка (24) с оптимальным параметром сглаживания пока-

зана на рис. 1 для α = 3, β = 5, μ = 3. Оптимальный параметр сглаживания
считается для каждого повторения симуляции с использованием метода боль-
шого пальца, где (22) берётся в качестве подставной плотности. Ошибка оценки
плотности вычисляется по следующей формуле:

m =

∞∫

0

(
f(x, y) − f̂(x, y)

)2
dx dy,

где f(x, y)—истинная плотность, а f̂(x, y)— её оценка. Значение m усреднено
по 500 симуляциям, и стандартное отклонение для искомой плотности приведено
в таблице 1.
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Таблица 1. Средние ошибки и стандартные отклонения в скобках

n 100 500 1000 2000
Маккей 1,7925 10−4 7,3154 10−5 6,3605 10−5 2,7118 10−5

(8,1002 10−5) (3,8101 10−5) (1,8349 10−5) (1,2023 10−5)

Как и ожидалось, средняя ошибка и стандартное отклонение уменьшаются
при увеличении длины выборки.

4.3. Практическое использование гамма-ядерной оценки
в оптимальной фильтрации

Результаты, полученные в работе, имеют практическое применение в обра-
ботке сигналов и управлении линейными и нелинейными системами. Обработка
стационарных случайных последовательностей при непараметрической неопре-
делённости определяется проблемой фильтрации, когда распределение сигнала
неизвестно. Полезный сигнал (Sn)n�1 считается марковским. Это предположе-
ние позволяет оценить неизвестный сигнал (Sn), используя только наблюдаемую
случайную последовательность (Xn)n�1. В [24] уравнение оптимальной филь-
трации для экспоненциального семейства условных плотностей даётся в следу-
ющем виде:

E(Q(Sn) |xn
1 ) · T ′

xn
(xn) =

f ′
xn

(xn |xn−1
1 )

f(xn |xn−1
1 )

− h′
xn

(xn)
h(xn)

= ln
(

f(xn |xn−1
1 )

h(xn)

)′

xn

. (26)

Это уравнение содержит логарифмическую производную неизвестной условной
плотности, которая характеризует сигнал. Последняя плотность и её производ-
ная могут быть записаны как

f(xn |xn−1
1 ) =

f(xn
1 )

f(xn−1
1 )

, f ′
xn

(xn |xn−1
1 ) =

f ′
xn

(xn
1 )

f(xn−1
1 )

.

Следовательно, их отношение определяется как

f ′
xn

(xn |xn−1
1 )

f(xn |xn−1
1 )

=
f ′

xn
(xn

1 )
f(xn

1 )
.

Поэтому, используя результаты предыдущих разделов, можно записать

f̂ ′
xn

(xn
1 )

f̂(xn
1 )

=

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(
(1/b′n)

n∑
i=1

L1(Xin, xn, b′n)
n∏

j=1

Kρ1(xj ,b′j),b
′
j
(Xij)

)/

/ n∑
i=1

n∏
j=1

Kρ1(xj ,bj),bj
(Xij) при xn

1 � 2b,

((
xn/(2(b′n)2)

) n∑
i=1

L2(Xin, xn, b′n)
n∏

j=1

Kρ2(xj ,b′j),b
′
j
(Xij)

)/

/ n∑
i=1

n∏
j=1

Kρ2(xj ,bj),bj
(Xij) при xn

1 ∈ [0, 2b).
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В случае когда параметры сглаживания являются оптимальными, последняя
оценка имеет следующий вид:

f̂ ′
xn

(xn
1 )

f̂(xn
1 )

=

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(
(1/b′)

n∑
i=1

L1(Xin, xn, b′)
n∏

j=1

Kρ1(xj ,b′),b′(Xij)
)/

/ n∑
i=1

n∏
j=1

Kρ1(xj ,b),b(Xij) при xn
1 � 2b,

((
xn/(2b′2)

) n∑
i=1

L2(Xin, xn, b′)
n∏

j=1

Kρ2(xj ,b′),b′(Xij)
)/

/ n∑
i=1

n∏
j=1

Kρ2(xj ,b),b(Xij) при xn
1 ∈ [0, 2b).

Если подставить последнюю оценку в уравнение оптимальной фильтрации (26),
можно оценить условное среднее E(Q(Sn) |xn

1 ), зная только наблюдаемую часть
сигнала.

5. Заключение

Предложены непараметрические оценки плотности вероятности и её част-
ных производных на положительной полуоси с помощью многомерных зави-
симых данных. Оценки основаны на мультипликативных гамма-ядрах с неот-
рицательным носителем. Исследованы асимптотические свойства оценок, т. е.
оптимальные скорости сходимости их среднеквадратичных ошибок. Выведены
явные формулы для оптимальных параметров сглаживания как для плотности,
так и для частных производных по выборкам зависимых случайных величин.
Кроме того, предложенные гамма-ядерные оценки имеют ту же скорость сходи-
мости, что и гауссовские ядерные оценки для симметричного случая. Поскольку
оптимальные параметры сглаживания зависят от неизвестной плотности, необ-
ходимо построить их оценку по зависимым данным. Для этого предлагается
известный метод большого пальца. Приведены результаты моделирования на
конечных выборках. Дальнейшее развитие может касаться исследования аль-
тернативных методов выбора параметра сглаживания. Результаты также могут
быть расширены для выборок с другими условиями перемешивания.

A. Доказательства

A.1. Доказательство леммы 1

Чтобы найти смещение оценки f̂(xd
1), запишем математическое ожидание:

EX

(
f̂(xd

1)
)

=
∫

f(td1)
d∏

j=1

Kρ(xj ,bj)(tj) dtd1 = Eξ

(
f(ξd

1)
)
, (27)
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где случайные величины ξj —независимые одинаково гамма-распределённые
случайные величины с математическим ожиданием μj = xj и дисперсией

σ2
j = xjbj . Мультипликативное ядро

d∏
j=1

Kρ(xj ,bj)(tj) использовано в (27) в каче-

стве плотности. Чтобы найти Eξ

(
f(ξd

1)
)
, воспользуемся разложением по Тейлору

f(ξd
1) в точке μj :

f(ξd
1) = f(μd

1) +
d∑

j=1

(ξj − μj)
∂f(ξd

1)
∂xj

∣∣∣∣
ξ=μ

+
1
2

d∑

j=1

(ξj − μj)2
∂2f(ξd

1)
∂x2

j

∣∣∣∣
ξ=μ

+

+
∑

j �=l

(ξj − μj)(ξl − μl)
∂2f(ξd

1)
∂xj∂xl

∣∣∣∣
ξ=μ

+ o

( d∑

j=1

bj

)
.

Взяв математическое ожидание обеих сторон последнего уравнения, можно на-
писать

Eξ

(
f(ξd

1)
)

= f(xd
1) +

1
2

d∑

j=1

xjbj
∂2f(xd

1)
∂x2

j

+ o

( d∑

j=1

bj

)
. (28)

Следовательно, смещение многомерной оценки плотности задаётся формулой

Bias
(
f̂(xd

1)
)

=
1
2

d∑

j=1

xjbj
∂2f(xd

1)
∂x2

j

+ o

( d∑

j=1

bj

)
.

Когда b1 = b2 = . . . = bd = b, получаем (13).

A.2. Доказательство леммы 2

По определению дисперсия оценки f̂(xd
1) задаётся

Var
(
f̂(xd

1)
)

=
1
n

(
E

(( d∏

j=1

Kρ(xj ,bj)(Xj)
)2)

− E2

( d∏

j=1

Kρ(xj ,bj)(Xj)
))

. (29)

С использованием математического ожидания (28) второй член в (29) может
быть записан как

1
n

E2
X

(
f̂(xd

1)
)

=
1
n

(
f(xd

1) +
1
2

d∑

j=1

xjbj
∂2f(xd

1)
∂x2

j

+ o

( d∑

j=1

bj

))2

. (30)

Первый член в (29) имеет вид

1
n

E

(( d∏

j=1

Kρ(xj ,bj)(Xj)
)2)

=
1
n

∫ ( d∏

j=1

K2
ρ(xj ,bj)

(Xj)
)

f(td1) dtd1 =

=
1
n

∫ ( d∏

j=1

t
2xj/bj−2
j exp(−2tj/bj)

b
2xj/bj

j Γ2(xj/bj)

)
f(td1) dtd1 =

1
n

( d∏

j=1

B(xj , bj)
)

Eη

(
f(ηd

1)
)
,

(31)



162 Л. А. Маркович

где {ηj}—независимые одинаково гамма-распределённые случайные величины
с математическим ожиданием μj = xj − bj/2 и дисперсией σ2

j = xjbj/2 − b2
j/4.

Обозначим

B(xj , bj) =
b−3
j x2

jΓ(2xj/bj − 1)

22xj/bj−1Γ2(xj/bj + 1)
. (32)

Воспользуемся обозначениями [9], где R(z) =
√

2π exp(−z)zz+1/2/Γ(z + 1) для
z � 0. Следовательно, можно выразить гамма-функции в (32) как

Γ2
(x

b
+ 1

)
=

(√
2π exp(−x/b)(x/b)x/b+1/2

R(x/b)

)2

,

Γ
(

2x

b
− 1

)
=

Γ(2x/b + 1)
(2x/b)(2x/b − 1)

=
√

2π exp(−2x/b)(2x/b)2x/b+1/2

(2x/b)(2x/b − 1)R(2x/b)
.

Подставляя последние выражения в выражение (32), можно переписать его как

B(xj , bj) =
b
−1/2
j x

−1/2
j R2(xj/bj)

2
√

πR(2xj/bj)
(
1 − bj/(2xj)

) .

Согласно [9, лемма 3], R(z)—возрастающая функция, которая сходится к 1 при
z → ∞, и R(z) < 1 для любых z > 0. Тогда верно, что

B(xj , bj) =

{
(b−1/2

j x
−1/2
j )/(2

√
π), если xj/bj → ∞,

(
b−1k2Γ(2k − 1)

)
/
(
22k−1Γ2(k + 1)

)
, если xj/bj → k.

(33)

Математическое ожидание в (31) может быть записано аналогично (28) как

Eη

(
f(ηd

1)
)

= f(μd
1) +

1
2

d∑

j=1

(
xjbj

2
− b2

j

4

)
∂2f(μd

1)
∂x2

j

+ o

( d∑

j=1

b2
j

)
.

Поэтому, применяя разложение по Тейлору аргументов функций f(μd
1)

f(μd
1) = f(xd

1) −
d∑

j=1

bj

2
∂f(xd

1)
∂xj

+
d∑

j=1

b2
j

8
∂2f(xd

1)
∂x2

j

+ o

( d∑

j=1

b2
j

)
,

получаем, что (31) может быть переписано как

1
n

( d∏

j=1

B(xj , bj)
)(

f(xd
1) −

d∑

j=1

bj

2
∂f(xd

1)
∂xj

+
b2
j

8
∂2f(xd

1)
∂x2

j

+

+
1
2

d∑

j=1

(
xjbj

2
− b2

j

4

)(
∂2f(xd

1)
∂x2

j

−
d∑

i=1

bi

2
∂3f(xd

1)
∂x2

j∂xi

))
+ o

( d∑

j=1

b2
j

)
.
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Объединив (30) и (33), можно записать дисперсию оценки плотности как

Var
(
f̂(xd

1)
)

=
1
n

( d∏

j=1

b
−1/2
j x

−1/2
j

2
√

π

)(
f(xd

1) −
d∑

j=1

bj

2
∂f(xd

1)
∂xj

+

+
d∑

j=1

b2
j

8
∂2f(xd

1)
∂x2

j

+
1
2

(
xjbj

2
− b2

j

4

)(
∂2f(xd

1)
∂x2

j

−
d∑

i=1

bi

2
∂3f(xd

1)
∂x2

j∂xi

))
−

− 1
n

(
f(xd

1) +
1
2

d∑

j=1

xjbj
∂2f(xd

1)
∂x2

j

)2

+ o

( d∑

j=1

b2
j

)
.

В случае когда b1 = b2 = . . . = bd = b, дисперсия имеет вид (14).

A.3. Доказательство леммы 3

Для оценки ковариации f̂(xd
1) используем неравенство Давыдова

|Cov
( ˜̃K(X1, x, b), ˜̃K(X1+i, x, b)

)| � 2πα(i)1/r
∥∥ ˜̃K(X1, x, b)

∥∥
q

∥∥ ˜̃K(X1+i, x, b)
∥∥

p
,

где p−1 + q−1 + r−1 = 1, 1 � p, q, r � ∞ (см. [4]), α(i)—коэффициент переме-
шивания (1). Норма Lp по определению равна

∥∥ ˜̃K(X1, x, b)
∥∥

q
=

(∫ ( ˜̃K(y, x, b)
)q

f(y) dy

)1/q

=

=
(∫ ( d∏

j=1

Kρ(xj ,bj)(tj)
)q

f(td1) dtd1

)1/q

=

=
(

E

(
f(ξd

1)
d∏

j=1

Kq−1
ρ(xj ,bj)

(ξj)
))1/q

, (34)

где мультипликативное ядро
d∏

j=1

Kρ(xj ,bj)(ξj) использовано в качестве плотно-

сти. {ξj}—независимые одинаково гамма-распределённые случайные величины
с математическим ожиданием μj = xj и дисперсией Var = xjbj . Аналогично
предыдущим доказательствам используем разложение по Тейлору, чтобы найти
математическое ожидание (34):

E

(
f(ξd

1)
d∏

j=1

Kq−1
ρ(xj ,bj)

(ξj)
)

= f(μd
1)

d∏

j=1

Kq−1
ρ(xj ,bj)

(μj) +

+
d∑

i=1

Var
2

∂2

∂ξ2
i

(
f(ξd

1)
d∏

j=1

Kq−1
ρ1(xj),bj

(ξj)
)∣∣∣∣

ξ=μ

+ o

( d∑

j=1

b2
j

)
=



164 Л. А. Маркович

=
( d∏

j=1

Kq−1
ρ(xj ,bj)

(xj)
)(

f(xd
1)

(3 − q)
2

+
d∑

i=1

q(q − 1)bi

2xi
f(xd

1) −

− (q − 1)bi
∂f(xd

1)
∂xi

+
bixi

2
∂2f(xd

1)
∂x2

i

)
+ o

( d∑

j=1

b2
j

)
. (35)

Используя формулу Стирлинга

Γ(z) =

√
2π

z

(z

e

)z
(

1 + O

(
1
z

))
,

перепишем ядерную функцию как

d∏

j=1

Kρ(xj ,bj)(xj) =
d∏

j=1

x
xj/bj−1
j exp(−xj/bj)

b
xj/bj

j Γ(xj/bj)
=

d∏

j=1

x
−1/2
j b

−1/2
j√

2π(1 + O(bj/xj))
.

Её верхняя граница задаётся выражением

d∏

j=1

Kq−1
ρ(xj ,bj)

(xj) �
d∏

j=1

1
(2πxjbj)(q−1)/2

. (36)

Следовательно, подставляя (36) в (35), можно переписать (34) как

E

(
f(ξd

1)
d∏

j=1

Kq−1
ρ(xj ,bj)

(ξj)
)

=
( d∏

j=1

(2πxjbj)(1−q)/2

)
×

×
(

f(xd
1)

(3 − q)
2

+
d∑

i=1

q(q − 1)bi

2xi
f(xd

1) − (q − 1)bi
∂f(xd

1)
∂xi

+
bixi

2
∂2f(xd

1)
∂x2

i

)
+

+ o

( d∑

j=1

b2
j

)
.

В случае когда b1 = b2 = . . . = bd = b, получаем

∥∥ ˜̃K(X1, x, b)
∥∥

q
= b(τ+1)(1−q)/2q

( d∏

j=1

(2πxj)(1−q)/(2q)

)
×

×
(

f(xd
1)

(3 − q)
2

+ b
d∑

i=1

q(q − 1)
2xi

f(xd
1)− (q − 1)

∂f(xd
1)

∂xi
+

xi

2
∂2f(xd

1)
∂x2

i

)1/q

+ o(b2).

Пусть p = q. Подставляя последнее выражение в неравенство Давыдова, полу-
чаем следующее выражение:
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∣∣Cov
( ˜̃K(X1, x, b), ˜̃K(X1+k, x, b)

)∣∣ � 2πα(k)1/r

(
bd(1−q)/q

( d∏

j=1

(2πxj)(1−q)/q

)
×

×
(

f(xd
1)

(3 − q)
2

+ b
d∑

i=1

(q−1)
(

q

2xi
f(xd

1) −
∂f(xd

1)
∂xi

)
+

xi

2
∂2f(xd

1)
∂x2

i

)2/q)
+ o(b2).

Принимая p = q = 2 + δ, r = (2 + δ)/δ, можно показать, что ковариация оценки
многомерной плотности задаётся как

Cov
(
f̂(xd

1)
)

=
2
n

n∑

k=1

(
1 − k

n

)
Cov

( ˜̃K(X1, x, b), ˜̃K1(X1+k, x, b)
)

�

� 2b−d(δ+1)/(δ+2)

n
(2π)1−d(δ+1)/(δ+2) ×

×
( d∏

j=1

x
−(δ+1)/(δ+2)
j

) n∑

k=1

(
1 − k

n

)
α(k)δ/(2+δ) ×

×
(

f(xd
1)

1−δ

2
+ b

d∑

i=1

(δ+1)(δ+2)
2xi

f(xd
1) − (δ+1)

∂f(xd
1)

∂xi
+

xi

2
∂2f(xd

1)
∂x2

i

)2/q

+

+ o(b2).

Введём следующие обозначения:

S(δ, xd
1) =

d∑

i=1

(δ + 1)(δ + 2)
2xi

f(xd
1) − (δ + 1)

∂f(xd
1)

∂xi
+

xi

2
∂2f(xd

1)
∂x2

i

, (37)

D(δ, xd
1) = 2(2π)1−d(δ+1)/(δ+2)

( d∏

j=1

x
−(δ+1)/(δ+2)
j

)
. (38)

В этих обозначениях ковариация может быть ограничена следующим выраже-
нием:

Cov
(
f̂(xd

1)
)

� D(δ, xd
1)

n
b−d(δ+1)/(δ+2) ×

×
(

f(xd
1)

1 − δ

2
+ bS(δ, xd

1)
)2/(2+δ)

∞∫

1

α(τ)δ/(2+δ) dτ + o(b2).

Обозначим δ/(2 + δ) = υ, 0 < υ < 1. Тогда верхняя граница ковариации имеет
вид (26).

A.4. Доказательство теоремы 1

Объединив смещение, дисперсию и ковариацию из лемм 1—3, можно запи-
сать среднеквадратическую ошибку оценки плотности как
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MSE
(
f̂(xd

1)
)

= Bias
(
f̂(xd

1)
)2 + Var

(
f̂(xd

1)
)

+ Cov
(
f̂(xd

1)
)

=

=
(

b

2

d∑

j=1

xj
∂2f(xd

1)
∂x2

j

)2

− 1
n

(
f(xd

1) +
b

2

d∑

j=1

xj
∂2f(xd

1)
∂x2

j

)2

+

+
1
n

( d∏

j=1

b−d/2x
−1/2
j

2
√

π

)(
f(xd

1) + bv1(xd
1) + b2v2(xd

1)
)

+

+
D(υ, xd

1)
n

b−d(υ+1)/2

(
bS(υ, xd

1) + f(xd
1)

3υ − 1
2(υ − 1)

)1−υ
∞∫

1

α(τ)υ dτ + o(b2).

Так как скорость сходимости по b ковариации больше, чем дисперсии для b → 0
при n → ∞, т. е.

b−d/2 < b−d(υ+1)/2,

мы можем пренебречь дисперсионным членом. Беря интеграл от MSE и мини-
мизируя приведённую MISE по b, получаем оптимальный параметр сглажива-
ния (15).

A.5. Доказательство леммы 4

Представим оценку сверху ковариации оценки плотности в виде двух сумм:

Cov
(
f̂(xd

1)
)

� 2
n

c(n)∑

τ=2

Cov
( ˜̃K(X1, x, b), ˜̃K(Xτ , x, b)

)
+

+
2
n

∞∑

τ=c(n)+1

Cov
( ˜̃K(X1, x, b), ˜̃K(Xτ , x, b)

)
= I1 + I2. (39)

Используя лемму 7, получаем, что вторая сумма в (39) может быть ограничена
сверху:

I2 � D(δ, xd
1)

n
b−d(δ+1)/(δ+2) ×

×
(

f(xd
1)

1 − δ

2
+ bS(δ, xd

1)
)2/(2+δ) ∞∑

τ=c(n)

α(τ)δ/(2+δ) + o(b2),

где были использованы обозначения (37) и (38). Более того, можно переписать
последнюю формулу как

I2 � D(δ, xd
1)

c(n)n
b−d(δ+1)(δ+2) ×

×
(

f(xd
1)

1 − δ

2
+ bS(δ, xd

1)
)2/(2+δ) ∞∑

τ=2

τα(τ)δ/(2+δ) + o(b2).
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Обозначим δ = 4κ/(1 − 2κ), 0 < κ < 1/2. В этих обозначениях

I2 � D(κ, xd
1)

c(n)n
b−d(2κ+1)/2

(
f(xd

1)
6κ − 1

2(2κ − 1)
+ bS(κ, xd

1)
)1−2κ ∞∑

τ=2

τα(τ)2κ + o(b2).

Первая сумма (39) имеет вид

I1 =
2
n

c(n)∑

τ=2

∣∣Cov
( ˜̃K(X1, x, b), ˜̃K(Xτ , x, b)

)∣∣ =

=
2
n

c(n)∑

τ=2

∣∣E
( ˜̃K(X1, x, b) · ˜̃K(Xτ , x, b)

)− E
( ˜̃K(X1, x, b)

) · E( ˜̃K(Xτ , x, b)
)∣∣ =

=
2
n

c(n)∑

τ=2

∣∣∣∣

∞∫

0

∞∫

0

˜̃K(u, x, b) ˜̃K(v, x, b)fτ (u, v) du dv −

−
∞∫

0

˜̃K(u, x, b)f(u) du

∞∫

0

˜̃K(v, x, b)f(v) dv

∣∣∣∣ =

=
2
n

c(n)∑

τ=2

∣∣∣∣

∞∫

0

∞∫

0

˜̃K(u, x, b) ˜̃K(v, x, b)
(
fτ (u, v) − f(u)f(v)

)
du dv

∣∣∣∣ �

� 2
n

c(n)∑

τ=2

∞∫

0

∞∫

0

∣∣ ˜̃K(u, x, b) ˜̃K(v, x, b)
∣∣ |fτ (u, v) − f(u)f(v)| du dv.

При условии леммы |fτ (x, y) − f(x)f(y)| � M получим

I1 � 2M

n

c(n)∑

τ=2

[ ∞∫

0

∣∣∣∣
d∏

j=1

Kρ(xj ,bj),bj
(u)

∣∣∣∣ du

]2

=
2Mc(n)

n
.

Мы стремимся сделать скорость сходимости I1 по b больше, чем скорость I2.
Тогда должно выполняться условие

c(n) < b−d(2κ+1)/4.

Выберем, например, c(n) = b−d/8, κ = 1/4. Тогда скорости сходимости I1 и I2

задаются выражением (16).

A.6. Доказательство теоремы 2

Используя смещение, дисперсию и ковариацию из лемм 1, 2 и 4, напишем
среднеквадратическую ошибку оценки плотности f̂(xd

1) и найдём оптимальный
параметр сглаживания b, который минимизирует MISE. MSE представим как
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MSE
(
f̂(xd

1)
)

=
(

b

2

d∑

j=1

xj
∂2f(xd

1)
∂x2

j

)2

+
1
n

(
b−d/2

d∏

j=1

x
−1/2
j

2
√

π

)
×

× (
f(xd

1) + bv1(xd
1) + b2v2(xd

1)
)− 1

n

(
f(xd

1) +
b

2

d∑

j=1

xj
∂2f(xd

1)
∂x2

j

)2

+

+
2M

nbd/8
+

D(κ, xd
1)

nbd/16

(
f(xd

1)
6κ − 1

2(2κ − 1)
+ bS(κ, xd

1)
)1−2κ ∞∑

τ=2

τα(τ)2κ + o(b2).

Так как скорость сходимости дисперсии по b больше, чем скорость сходимо-
сти ковариации, мы можем пренебречь последней. Взяв интеграл от MSE и
минимизируя его по b, найдём оптимальный параметр сглаживания (17).

A.7. Доказательство леммы 5

Чтобы найти смещение оценки f̂ ′
xk

(xd
1), используем тот же приём, что и

в A.1. Математическое ожидание равно

EX

(
f̂ ′

xk
(xd

1)
)

=
1
bk

E

( d∏

j=1

Kρ(xj ,bj)(Xj)L(Xk, xk, bk)
)

=

=
1
bk

∫
L(tk, xk, bk)f(td1)

d∏

j=1

Kρ(xj ,bj)(tj) dtd1 =
1
bk

Eξ

(
f(ξd

1)L(ξk, xk, bk)
)

=

=
1
bk

Eξ

(
f(ξd

1) ln(ξn)
)− 1

bk
Eξ(f(ξd

1)
(
ln bk + Ψ

(
ρ(xk, bk)

))
+ o

( d∑

j=1

bj

)
, (40)

где {ξj}—независимые одинаково гамма-распределённые случайные величины
с математическим ожиданием μj = xj и дисперсией xjbj . Используя разложение
по Тейлору μd

1, можно записать

f(ξd
1) ln(ξn) = f(μd

1) ln(μn) +
d∑

j=1

(ξj − μj)
∂
(
f(ξd

1) ln(ξn)
)

∂xj

∣∣∣∣
μ

+

+
1
2

d∑

j=1

(ξj − μj)2
∂2
(
f(ξd

1) ln(ξn)
)

∂x2
j

∣∣∣∣
μ

+

+
∑

j �=l

(ξj − μj)(ξl − μl)
∂2
(
f(ξd

1) ln(ξn)
)

∂xj∂xl

∣∣∣∣
μ

+ o

( d∑

j=1

bj

)
.

Беря математическое ожидание от правой и левой частей последнего выраже-
ния, получаем первое слагаемое в (40):
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Eξ

(
f(ξd

1) ln(ξn)
)

= f(xd
1) ln(xk) +

1
2

d∑

j=1

xjbj
∂2f

∂x2
j

ln(xk) +

+
1
2
xkbk

(
2
xk

∂f(xd
1)

∂xk
− f(xd

1)
x2

k

)
+ o

( d∑

j=1

bj

)
.

Для второго слагаемого в (40) используем аппроксимацию дигамма-функции
при ρ → ∞:

Ψ(ρ) = ln ρ − 1
2ρ

− 1
12ρ2

+
1

120ρ4
− 1

252ρ6
+ O

(
1
ρ8

)
.

Следовательно, мы можем написать, что

ln bk + Ψ
(
ρ(xk, bk)

)
= lnxk − bk

2xk
− b2

k

12x2
k

+ o(b2
n).

Тогда (40) можно переписать следующим образом:

EX

(
f̂ ′

xk
(xd

1)
)

= f(xd
1)

bk

12x2
k

+
∂f(xd

1)
∂xk

+

+
1
2

d∑

j=1

xjbj
∂2f(xd

1)
∂x2

j

(
1

2xk
+

bk

12x2
k

)
+ o

( d∑

j=1

bj

)
. (41)

Многомерное математическое ожидание (41) согласуется с его одномерной вер-
сией в [15]. Из (41) получаем смещение оценки производной плотности:

Bias
(
f̂ ′

xk
(xd

1)
)

= f(xd
1)

bk

12x2
k

+
1
2

d∑

j=1

xjbj
∂2f(xd

1)
∂x2

j

(
1

2xk
+

bk

12x2
k

)
+ o

( d∑

j=1

bj

)
.

В случае b1 = b2 = . . . = bd = b смещение оценки производной плотности
задаётся формулой (18).

A.8. Доказательство леммы 6

По определению дисперсия для оценки f̂ ′
xk

(xd
1) задаётся как

Var
(
f̂ ′

xk
(xd

1)
)

=
1
n

Var
(

1
bk

L(Xk, xk, bk)
d∏

j=1

Kρ(xj ,bj)(Xj)
)

=

=
1

nb2
k

E

(
L2(Xk, xk, bk)

d∏

j=1

K2
ρ(xj ,bj)

(Xj)
)
−

− 1
nb2

k

E2

(
L(Xk, xk, bk)

d∏

j=1

Kρ(xj ,bj)(Xj)
)

. (42)
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Второй член правой части (42) является квадратом (40). Следовательно, исполь-
зуя (41), мы можем написать, что

1
n

E2
X

(
f̂ ′

xk
(xd

1)
)

=

=
1
n

(
Bias2

(
f̂ ′

xk
(xd

1)
)

+
(

∂f(xd
1)

∂xk

)2

+ 2
∂f(xd

1)
∂xk

Bias
(
f̂ ′

xk
(xd

1)
)

+ o

( d∑

j=1

b2
j

))

(43)

Первый член правой части (42) может быть представлен как

1
nb2

k

E

(
L2(Xk, xk, bk)

d∏

j=1

K2
ρ(xj ,bj)

(Xj)
)

=

=
1

nb2
k

∫
L2(tk, xk, bk)f(td1)

d∏

j=1

K2
ρ(xj ,bj)

(tj) dtd1 =

=
1

nb2
k

∫ ( d∏

j=1

t
2xj/bj−2
j exp(−2tj/bj)

b
2xj/bj

j Γ2(xj/bj)

)
L2(tk, xk, bk)f(td1) dtd1. (44)

Используя свойство гамма-функции

Γ2
(x

b
+ 1

)
=

(x

b

)2

Γ2
(x

b

)
,

получаем, что (44) может быть записана как

1
nb2

k

∫ ( d∏

j=1

b−3
j x2

jΓ(2xj/bj − 1)

22xj/bj−1Γ2(xj/bj + 1)

t
2xj/bj−2
j exp(−2tj/bj)

(bj/2)2xj/bj−1Γ(2xj/bj − 1)

)
×

× L2(tk, xk, bk)f(td1) dtd1 =

=
1

nb2
k

( d∏

j=1

B(xj , bj)
)

Eη

(
L2(ηk, xk, bk)f(ηd

1)
)

=

=
1

nb2
k

( d∏

j=1

B(xj , bj)
)(

Eη(f(ηd
1) ln2 ηk) +

(
ln bk + Ψ

(
xk

bk

))2

Eη

(
f(ηd

1)
)−

− 2
(

ln bk + Ψ
(

xk

bk

))
Eη(f(ηd

1) ln ηk)
)

, (45)

где {ηj}—независимые одинаково гамма-распределённые случайные величины
с математическим ожиданием μj = xj − bj/2 и дисперсией xjbj/2 − b2

j/4, а
B(xj , bj) определена в (33). Чтобы определить математическое ожидания в (45),
используем тот же метод, что и в предыдущих доказательствах. А именно,
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Eη

(
f(ηd

1) ln(ηk)
)

= f(μd
1)
(

ln μk − bk

4μk

)
+

d∑

j=1

(
xjbj

2
− b2

j

4

)
∂2f(μd

1)
∂x2

j

ln μk

2
+

+
bk

2
∂f(μd

1)
∂xk

+ o

( d∑

j=1

b2
j

)
,

Eη

(
f(ηd

1)
)

= f(μd
1) +

1
2

d∑

j=1

(
xjbj

2
− b2

j

4

)
∂2f(μd

1)
∂x2

j

+ o

( d∑

j=1

b2
j

)
,

Eη

(
f(ηd

1) ln2(ηk)
)

= f(μd
1)
(

ln2(μk) +
bk

2μk
(1 − ln μk)

)
+ bk ln μk

∂f(μd
1)

∂xk
+

+
ln2 μk

2

d∑

j=1

(
xjbj

2
− b2

j

4

)
∂2f(μd

1)
∂x2

j

+ o

( d∑

j=1

b2
j

)
.

Используя известные формулы Тейлора

ln μk = lnxk − bk

2xk
− b2

k

8x2
k

+ o(b2
k),

1
μk

=
1
xk

+
bk

2x2
k

+
b2
k

4x3
k

+ o(b2
k),

можно записать (45) как

1
n

( d∏

j=1

B(xj , bj)
)(

f(μd
1)
(

1
4x2

k

+
1

2xkbk
+

7bk

48x3
k

+
7b2

n

576x4
k

+
b3
k

192x5
k

)
+

+
d∑

j=1

(
xjbj

2
− b2

j

4

)
∂2f(μd

1)
∂x2

j

b2
k

1152x4
k

− bk

24x2
k

∂f(μd
1)

∂xk
+ o

( d∑

j=1

b2
j

))
.

Поэтому, используя разложение по Тейлору аргументов функций f(μd
1) в xd

1,
заменив его в последнем выражении и используя (43), мы можем записать
дисперсию оценки производной плотности как

Var
(
f̂ ′

xk
(xd

1)
)

=

=
1
n

( d∏

j=1

b
−1/2
j x

−1/2
j

2
√

π

)(
− bk

24x2
k

(
∂f(xd

1)
∂xk

− bj

2
∂2f(xd

1)
∂xk∂xj

+
d∑

j=1

b2
j

4
∂3f(xd

1)
∂xk∂x2

j

)
+

+
b2
k

1152x4
k

n∑

j,i=n−τ

(
xjbj

2
− b2

j

4

)(
b2
i

4
∂4f(xd

1)
∂x2

j∂x2
i

− bi

2
∂3f(xd

1)
∂x2

j∂xi

)
+

∂2f(xd
1)

∂x2
j

×

×
((

xjbj

2
− b2

j

4

)
b2
k

1152x4
k

+
b2
j

4

(
1

4x2
k

+
1

2xkbk
+

7bk

48x3
k

+
7b2

n

576x4
k

+
b3
k

192x5
k

))
+

+
(

f(xd
1) −

bj

2
∂f(xd

1)
∂xj

)(
1

4x2
k

+
1

2xkbk
+

7bk

48x3
k

+
7b2

n

576x4
k

+
b3
k

192x5
k

))
−

− 1
n

(
Bias2

(
f̂ ′

xk
(xd

1)
)

+
(

∂f(xd
1)

∂xk

)2

+ 2
∂f(xd

1)
∂xk

Bias
(
f̂ ′

xk
(xd

1)
))

+ o

( d∑

j=1

b2
j

)
.
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В случае когда b1 = b2 = . . . = bd = b, получаем дисперсию оценки производной
плотности (19).

A.9. Доказательство леммы 7

Применяем неравенство Давыдова для ковариации оценки производной плот-
ности:

|Cov
(
K̃(X1, x, b), K̃(X1+i, x, b)

)| � 2πα(i)1/r‖K̃(X1, x, b)‖q‖K̃(X1+i, x, b)‖p,

где p−1+q−1+r−1 = 1, 1 � p, q, r � ∞, α(i)—коэффициент перемешивания (1).
Норма Lp задаётся как

‖K̃(X1, x, b)‖q =
(∫ (

K̃(y, x, b)
)q

f(y) dy

)1/q

=

=
(∫ (

L(tk, xk, bk)
d∏

j=1

Kρ(xj ,bj),bj
(tj)

)q

f(td1) dtd1

)1/q

=

=
(∫ (

Lq(tk, xk, bk)f(td1)
d∏

j=1

Kq−1
ρ(xj ,bj),bj

(tj)
) d∏

j=1

Kρ(xj ,bj),bj
(tj) dtd1

)1/q

=

=
(

E

(
L(ξk, xk, bk)qf(ξd

1)
d∏

j=1

Kq−1
ρ(xj ,bj),bj

(ξj)
))1/q

, (46)

где использовано ядро
d∏

j=1

Kρ1(xj),bj
(ξj), а {ξj}—независимые одинаково гам-

ма-распределённые случайные величины с математическим ожиданием μj = xj

и дисперсией xjbj . Разложение по Тейлору (46) следующее:

L(ξn, xk, bk)qf(ξd
1)

d∏

j=1

Kq−1
ρ(xj ,bj),bj

(ξj) =

=
d∑

i=1

(ξi − μi)
∂

∂ξi

(
L(ξk, xk, bk)qf(ξd

1)
d∏

j=1

Kq−1
ρ(xj ,bj),bj

(ξj)
)∣∣∣∣

ξ=μ

+

+
∑

i�=l

(ξi − μi)(ξl − μl)
2

∂2

∂ξ2
i

(
L(ξk, xk, bk)qf(ξd

1)
d∏

j=1

Kq−1
ρ(xj ,bj),bj

(ξj)
)∣∣∣∣

ξ=μ

+

+
d∑

i=1

(ξi − μi)2

2
∂2

∂ξ2
i

(
L(ξk, xk, bk)qf(ξd

1)
d∏

j=1

Kq−1
ρ(xj ,bj),bj

(ξj)
)∣∣∣∣

ξ=μ

+

+ L(μk, xk, bk)qf(μd
1)

d∏

j=1

Kq−1
ρ(xj ,bj),bj

(μj) + o

( d∑

j=1

b2
j

)
.
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Взяв математическое ожидание от последнего выражения и используя извест-
ные формулы Тейлора

L(xk, xk, bk) = lnxk − ln bk − Ψ
(

xk

bk

)
=

bk

2xk
+

b2
k

12x2
k

+ o(b2
k),

Lq(xk, xk, bk) =
(

bk

2xk

)q (
1 + q

bk

6xk
+

q(q − 1)
2

(
bk

6xk

)2)
,

∂

∂ξk
L(ξn, xk, bk) =

1
ξk

∣∣∣∣
ξk=xk

=
1
xk

,

∂2

∂ξ2
k

L(ξk, xk, bk) = − 1
ξn

∣∣∣∣
ξk=xk

= − 1
x2

k

,

математическое ожидание (46) можно записать как

E

( d∏

j=1

Kq−1
ρ1(xj),bj

(ξj)L1(ξn, xk, bk)qf(ξd
1)
)

=

=
( d∏

j=1

Kq−1
ρ1(xj),bj

(xj)
)((

bk

2xk

)q (
1 + q

bk

6xk
+

q(q − 1)
2

(
bk

6xk

)2)
f(xd

1) +

+
(

bk

2xk

)q−1 d∑

i=1

xibi

2

((
bk

2xk
+

qb2
k

12x2
k

+
q(q − 1)b3

k

144x3
k

)
×

×
(

f(xd
1)
(

1 − q

bixi
− q(1 − q)

x2
i

)
+

∂f(xd
1)

∂xi

2(1 − q)
xi

+
∂2f(xd

1)
∂x2

i

)
−

−
(

1 +
(q−1)bk

6xk
+

(q−1)(q−2)b2
k

72x2
k

)(
f(xd

1)
q2

x2
k

− 2q

xk

∂f(xd
1)

∂xk

))
+ o

( d∑

j=1

b2
j

)
.

Если b1 = b2 = . . . = bd = b, то, используя (36), получаем

‖K̃(X1, x, b)‖q �
( d∏

j=1

(2πxj)(1−q)/2q

)
bd(1−q)/(2q)+1

2xk
×

×
( d∑

i=1

(
1 +

qb

6xk
+

q(q − 1)b2

72x2
k

)
×

×
(

f(xd
1)

3 − q

2
+ b(1 − q)

∂f(xd
1)

∂xi
+

xib

2
∂2f(xd

1)
∂x2

i

− q(1 − q)b
2xi

f(xd
1)
)

+

+ xi

(
1 +

(q − 1)b
6xk

+
(q − 1)(q − 2)b2

72x2
k

)(
2q

∂f(xd
1)

∂xk
− q2

xk
f(xd

1)
))1/q

+ o(b2).

То же верно для ‖K̃(X1+i, x, b)‖p. Выберем p = q. Тогда ковариация оценки
производной плотности определяется формулой
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∣∣Cov
(
K̃(X1, x, b), K̃(X1+k, x, b)

)∣∣ �

� 2πα(k)1/r

( d∏

j=1

(2πxj)(1−q)q

)
bd(1−q)/q+2

4x2
k

( d∑

i=1

(
1 +

qb

6xk
+

q(q − 1)b2

72x2
k

)
×

×
(

f(xd
1)

3 − q

2
+ b(1 − q)

∂f(xd
1)

∂xi
+

xib

2
∂2f(xd

1)
∂x2

i

− q(1 − q)b
2xi

f(xd
1)
)

+

+ xi

(
1 +

(q − 1)b
6xk

+
(q − 1)(q − 2)b2

72x2
k

)(
2q

∂f(xd
1)

∂xk
− q2

xk
f(xd

1)
))2/q

+ o(b2).

Выберем p = q = 2 + δ, r = (2 + δ)/δ. Используя обозначения

V (δ, xd
1) =

d∑

i=1

(
−(δ + 1)

∂f(xd
1)

∂xi
+

δ(δ + 1)(δ + 2)
36x2

k

∂f(xd
1)

∂xk
+

xi

2
∂2f(xd

1)
∂x2

i

−

−
(

(δ − 1)(δ + 1)(δ + 2)
144x2

k

− (δ + 1)(δ + 2)
2xi

+
δ(δ + 1)(δ + 2)2

72x3
k

)
f(xd

1)
)

,

W (δ, xd
1) =

d∑

i=1

((
1 − δ

4xk
+

(δ + 1)(δ + 2)
2xi

− xi(δ + 1)(δ + 2)2

6x2
k

)
f(xd

1) −

− (δ + 1)
∂f(xd

1)
∂xi

+
(δ + 1)(δ + 2)xi

3xk

∂f(xd
1)

∂xk
+

xi

2
∂2f(xd

1)
∂x2

i

)
,

L(δ, xd
1) =

d∑

i=1

(
f(xd

1)
(1 − δ)

2
+ xi

(
2(2 + δ)

∂f(xd
1)

∂xk
− (2 + δ)2

xk
f(xd

1)
))

,

R(δ, xd
1) =

( d∏

j=1

x
−(δ+1)/(δ+2)
j

)
(2π)(δ+2−d(δ+1))/(δ+2)

2x2
k

,

получаем, что ковариация оценки производной плотности задаётся выражением

Cov
(
f̂ ′

xk
(xd

1)
)

=
2

nb2

n∑

i=1

(
1 − i

n

)
Cov

(
K̃(X1, x, b), K̃(X1+i, x, b)

)
�

� R(δ, xd
1)

bd(δ+1)/(δ+2)n

(
b2V (δ, xd

1)+bW (δ, xd
1)+L(δ, xd

1)
)2/(δ+2)

∞∫

1

α(τ)δ/(2+δ) dτ +o(b2).

Обозначим δ/(2 + δ) = υ, 0 < υ < 1. Тогда получаем (20).

A.10. Доказательство теоремы 3

Используя смещение, дисперсию и ковариацию лемм 5—7, запишем средне-
квадратическую ошибку для оценки производной плотности:
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MSE
(
f̂ ′

xk
(xd

1)
)

= Bias
(
f̂ ′

xk
(xd

1)
)2 + Var

(
f̂ ′

xk
(xd

1)
)

+ Cov
(
f̂ ′

xk
(xd

1)
)

=

=
(
bB1(xd

1) + b2B2(xd
1)
)2

(
1 − 1

n

)
+

+
b−d/2

n

( d∏

j=1

x
−1/2
j

2
√

π

)(
bV1(xd

1) + b2V2(xd
1) +

1
b
V3(xd

1) + V4(xd
1)
)−

− 1
n

((
∂f(xd

1)
∂xk

)2

+ 2
∂f(xd

1)
∂xk

(
bB1(xd

1) + b2B2(xd
1)
))

+
R(υ, xd

1)
n

b−d(υ+1)/2 ×

× (
b2V (υ, xd

1) + bW (υ, xd
1) + L(υ, xd

1)
)1−υ

∞∫

1

α(τ)υ dτ + o(b2).

Так как скорость сходимости ковариации меньше скорости сходимости диспер-
сии, мы можем пренебречь ковариационным членом. Беря интеграл от MSE и
минимизируя MISE по b, получаем оптимальный параметр сглаживания (21).

Работа выполнена при поддержке гранта № 14-50-00150 Российского науч-
ного фонда.
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eds. — Berlin: Springer, 2014. — (Lect. Notes Comput. Sci.; Vol. 8726).

[34] Scaillet O. Density estimation using inverse and reciprocal inverse Gaussian kernels //
J. Nonparam. Statist. — 2004. —Vol. 16. — P. 217—226.

[35] Schuster E. F. Estimation of a probability function and its derivatives // Ann. Math.
Statist. — 1969. —Vol. 40. — P. 1187—1195.

[36] Schuster E. F. Incorporating support constraints into nonparametric estimators of den-
sities // Commun. Statist. Theory Methods. — 1985. —Vol. 14. — P. 1123—1136.

[37] Silverman B. W. Density Estimation for Statistics and Data Analysis. — London: Chap-
man and Hall, 1986.

[38] Tsypkin Ya. Z. Optimality in adaptive control systems // Uncertainty and Control /
J. Ackermann, ed. — Berlin: Springer, 1985. — (Lect. Notes Control Information Sci.;
Vol. 70). — P. 153—214.

[39] Turlach B. A. Bandwidth Selection in Kernel Density Estimation: A Review. — CORE
and Inst. de Statistique, 1993.

[40] Wand M. P., Jones M. C. Kernel Smoothing. — London: Chapman and Hall, 1995.

[41] Zhang S. A note on the performance of the gamma kernel estimators at the boundary //
Statist. Probab. Lett. — 2010. —Vol. 80. — P. 548—557.





<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Gray Gamma 2.2)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Off
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages false
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Perceptual
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams true
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts false
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Remove
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 290
  /ColorImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 600
  /ColorImageDepth 8
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.01667
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 290
  /GrayImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 600
  /GrayImageDepth 8
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 2.03333
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 800
  /MonoImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 2400
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000500044004600206587686353ef901a8fc7684c976262535370673a548c002000700072006f006f00660065007200208fdb884c9ad88d2891cf62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef653ef5728684c9762537088686a5f548c002000700072006f006f00660065007200204e0a73725f979ad854c18cea7684521753706548679c300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /DAN <>
    /ESP <>
    /FRA <>
    /ITA <>
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020b370c2a4d06cd0d10020d504b9b0d1300020bc0f0020ad50c815ae30c5d0c11c0020ace0d488c9c8b85c0020c778c1c4d560002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken voor kwaliteitsafdrukken op desktopprinters en proofers. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /PTB <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /DEU <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents for quality printing on desktop printers and proofers.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure true
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles true
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [594.000 792.000]
>> setpagedevice


