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Аннотация

Рассматриваются частично псевдоупорядоченные (K-упорядоченные) кольца. Ис-
следуются свойства идеалов частично псевдоупорядоченных колец. Изучается вариа-
ция понятия первичного радикала кольца в подклассе направленных псевдоупорядо-
ченных колец (AO-упорядоченных колец). Получено поэлементное описание AO-пер-
вичного радикала AO-упорядоченных колец.

Abstract

A. V. Mikhalev, E. E. Shirshova, Prime radicals of directed pseudo-ordered rings,
Fundamentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 22 (2019), no. 4, pp. 147—166.

Characteristics of partially pseudo-ordered (K-ordered) rings are considered. Proper-
ties of ideals in pseudo-ordered rings are described. A variation of the concept of the
prime radical for a ring in the subclass of directed pseudo-ordered rings (AO-ordered
rings) is investigated. The description of elements of AO-prime radicals for AO-ordered
rings is obtained.

Памяти Альфреда Львовича Шмелькина

1. Введение

Пусть R = 〈R,+, ·〉—произвольное кольцо. Принято называть R частич-
но упорядоченным кольцом, если 〈R,+,�〉 является частично упорядоченной
группой, удовлетворяющей условию

(1) из a � b и 0 < c следуют неравенства ac � bc и ca � cb для всех a, b, c ∈ R.
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Известно, что не всякий частичный порядок аддитивной группы кольца об-
ладает свойством (1).
Было замечено, что порядок аддитивной группы ряда колец может обладать

свойством, «противоположным» (в некотором смысле) условию (1).
Определение 1. Пусть аддитивная группа 〈R,+,�〉 кольца R является ча-

стично упорядоченной группой.
Будем называть кольцо R частично псевдоупорядоченным справа кольцом,

если выполняется условие

(2) из 0 � a следует неравенство ab � a для всех элементов b ∈ R.

Будем называть кольцо R частично псевдоупорядоченным слева кольцом,
если выполняется условие

(3) из 0 � a следует неравенство ba � a для всех элементов b ∈ R.

Будем называть кольцо R частично псевдоупорядоченным кольцом, если
условия (2) и (3) выполняются одновременно.
Если порядок аддитивной группы кольца является линейным (решёткой, на-

правленным), то кольцо называется линейно (решёточно, направленным) псев-
доупорядоченным (слева, справа) кольцом.
Частично упорядоченная группа называется направленной, если любые два

элемента имеют в этой группе верхнюю грань.
Понятие частично псевдоупорядоченного кольца было определено в рабо-

те В. Н. Бибаевой и Е. Е. Ширшовой [1]. Первоначально эти кольца были
названы частично K-упорядоченными по аналогии с названием частично упоря-
доченных алгебр (см. [5,6]). Определение частично упорядоченной алгебры Ли
принадлежит В. М. Копытову [3,4].
Напомним, что алгебра Ли

L = 〈L,+, {α | α ∈ F}, ·〉
над частично упорядоченным полем F называется частично упорядоченной
алгеброй Ли, если 〈L,+,�〉 является частично упорядоченной группой, удовле-
творяющей условиям

из a � b следует αa � αb для всех a, b ∈ L и α > 0 из поля F ;
(4) если a � b, то a + ac � b + bc для всех элементов a, b, c ∈ L.

Сравнив условия (2) и (4), можно сделать вывод, что частично упорядо-
ченная алгебра Ли L является частично псевдоупорядоченным справа кольцом.
По свойству антикоммутативности L является частично псевдоупорядоченным
кольцом.
Некоторые свойства частично псевдоупорядоченных (K-упорядоченных)

справа (слева) колец рассматривались в [18].
Следует отметить, что частично псевдоупорядоченное справа (слева) коль-

цо R не может содержать единицу. Действительно, если 0 < a и 1 ∈ R, то из
условия (2) (условия (3)) следует неравенство a(1 + 1) � a ((1 + 1)a � a), т. е.
a � 0.
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Напомним некоторые сведения из теории колец.
Пусть R—произвольное кольцо, I и J — (двусторонние) идеалы кольца R.

Произведением идеалов называется подгруппа

IJ =
{

u =
n(u)∑
k=1

xkyk

∣∣∣ xk ∈ I, yk ∈ J

}

кольца R. Если R является ассоциативным кольцом или кольцом Ли, то IJ
также является идеалом кольца R.
Идеал P кольца R называется первичным, если в фактор-кольце R/P про-

изведение ненулевых идеалов всегда отлично от нуля. Первичным радикалом
rad(R) кольца R называется пересечение всех первичных идеалов кольца R.
Известно, что в ассоциативном кольце rad(R) является совокупностью стро-
го нильпотентных (t-нильпотентных) элементов a ∈ R (см. [21]). Элемент
a ∈ R называется t-нильпотентным, если в любой последовательности (ai)
вида a0 = a и ak+1 ∈ akRak начиная с некоторого места все элементы равны
нулю.
С середины прошлого века предпринимались попытки распространить поня-

тие первичного радикала на частично упорядоченные алгебраические системы.
В классе решёточно упорядоченных колец (l-колец) первоначально идея пер-
вичного радикала рассматривалось в работе Г. Биркгофа и Р. Пирса [19] (см.
также [2]).
В [7] уточнено определение l-первичного радикала и получено поэлемент-

ное описание l-первичного радикала в классе решёточно упорядоченных колец.
l-идеал P l-кольца R называется l-первичным, если в фактор-кольце R/P про-
изведение ненулевых l-идеалов всегда отлично от нуля. l-первичным радикалом
l -rad(R) кольца R называется пересечение всех l-первичных идеалов кольца R.
l -rad(R) ассоциативного l-кольца является совокупностью l-строго нильпотент-
ных элементов a ∈ R. Элемент a ∈ R называется l-строго нильпотентным,
если его модуль является t-нильпотентным элементом.
В работах А. В. Михалёва и М. А. Шаталовой получено также поэлементное

описание первичного радикала в классах решёточно упорядоченных групп [8] и
модулей [9]. В [10,11,17] получено поэлементное описание первичного радикала
в некоторых классах направленных групп. В [6] можно найти поэлементное опи-
сание l-первичного радикала решёточно K-упорядоченной алгебры над частично
упорядоченным полем.
Целью данной работы является характеризация аналога первичного радика-

ла кольца в подклассе направленных псевдоупорядоченных колец.
В статье используются терминология и обозначения, общепринятые в теории

частично упорядоченных алгебраических систем (см. [2,4,12]).
Во втором разделе статьи приводятся сведения из теории частично упорядо-

ченных групп, которые используются при доказательстве утверждений о коль-
цах.



150 А. В. Михалёв, Е. Е. Ширшова

Напомним, что подгруппа M частично упорядоченной группы G называется
выпуклой, если для a, b ∈ M и g ∈ G из неравенств a � g � b всегда следует
g ∈ M .
Замечание. Пусть G = 〈G,+,�〉—частично упорядоченная группа и G+ =

= {g ∈ G | 0 � g}.
1. Говорят, что гомоморфизм f группы G в частично упорядоченную груп-
пу G1 является o-гомоморфизмом, если f(G+) ⊆ G1

+.
2. Ядро o-гомоморфизма f : G → G1 (ker f) является выпуклой нормальной
подгруппой группы G.

3. Если M —выпуклая нормальная подгруппа группы G, то фактор-группа
G/M является частично упорядоченной группой, в которой для классов
X,Y ∈ G/M неравенство X � Y означает, что a � b для некоторых
элементов a ∈ X и b ∈ Y .

4. o-гомоморфизм f : G → G1 называется строгим o-гомоморфизмом, если
f(G+) = G1

+ ∩ f(G).
5. Естественный сюръективный гомоморфизм π : G → G/M (действующий
по правилу π(a) = a + M) является строгим o-гомоморфизмом.

6. Если для o-гомоморфизма f существует o-гомоморфизм f−1, то f называ-
ют o-изоморфизмом.

Отметим, что если f — o-гомоморфизм, являющийся изоморфизмом групп, то
он не обязан быть o-изоморфизмом. Например, рассмотрим группу G = Z × Z,
где (a, b) ∈ G+, если a > 0 и b > 0 или a = b = 0, и группу H = Z × Z, где
(a, b) ∈ H+, если 0 � a и 0 � b.
Определим функцию f : G → H по правилу (a, b)f = (a, b). Тогда f —изо-

морфизм групп. Кроме того, f(G+) ⊂ H+, т. е. f — o-гомоморфизм. С другой
стороны, пусть h = (a, 0) ∈ H. Тогда h ∈ H+. Но f−1(h) ‖ (0, 0) в группе G.
Следовательно, f−1 не является o-гомоморфизмом.

Теорема 1. Пусть G и H —частично упорядоченные группы и функция
f : G → H является гомоморфизмом групп. Тогда справедливы следующие
утверждения:
1) f является o-изоморфизмом в том и только в том случае, если f —биек-
ция, являющаяся строгим o-гомоморфизмом;

2) изоморфизм ϕ частично упорядоченной группы G/ker f на частично упо-
рядоченную группу f(G) (где ϕ(a + ker f) = f(a) для любого a ∈ G)
является o-изоморфизмом в том и только в том случае, когда f — строгий
o-гомоморфизм.

Элементы a и b из G+ называются почти ортогональными или AO-элемен-
тами (англ. almost orthogonal) в частично упорядоченной группе G = 〈G,+,�〉,
если из неравенств x � a, b следуют неравенства nx � a, b для всех x ∈ G и
целых положительных чисел n.
Ортогональные элементы (те, у которых точная нижняя грань равна нулю)

обладают указанным свойством. Но не только они.
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Рассмотрим группу G = Z × Z, в которой (a, b) ∈ G+ \ {(0, 0)}, если a > 0 и
b > 0. Тогда элементы u = (2, 1) и v = (1, 2) почти ортогональны в группе G, но
не ортогональны, так как, например (0,−1) � u, v, но (0,−1) ‖ (0, 0).
Частично упорядоченную группу G = 〈G,+,�〉 называют AO-группой, если

любой элемент g ∈ G представи́м в виде g = a − b, где элементы a и b почти
ортогональны в группе G. Класс AO-групп является подклассом направленных
групп и включает в себя класс псевдорешёточно упорядоченных групп и, сле-
довательно, классы линейно упорядоченных и решёточно упорядоченных групп
(подробнее см., например, [23]).
Гомоморфизм f AO-группы G в AO-группу G1 называется AO-гомоморфиз-

мом, если для любой пары почти ортогональных элементов a и b из группы G
их образы f(a) и f(b) почти ортогональны в группе G1.

Теорема 2. Если G является AO-группой, то справедливы следующие утвер-
ждения.

1. Если f —AO-гомоморфизм группы G в AO-группу G1, то

a) f является строгим o-гомоморфизмом;
b) ядро гомоморфизма f является выпуклой направленной нормальной
подгруппой группы G.

2. Если M —выпуклая направленная нормальная подгруппа группы G, то

a) фактор-группа G/M является AO-группой ;
b) канонический гомоморфизм π : G → G/M является AO-гомоморфиз-
мом;

c) если H —произвольная выпуклая направленная подгруппа группы G,
то образ канонического гомоморфизма

π(H) = {K ∈ G/M | K = h + M для некоторого элемента h ∈ H}
является выпуклой направленной подгруппой группы G/M .

3. Если f является AO-гомоморфизмом группы G в AO-группу G1, то су-
ществует o-изоморфизм ϕ : G/ker f → f(G).

В конце второго раздела приводятся примеры AO-групп.
В третьем разделе речь идёт об идеалах частично псевдоупорядоченных ко-

лец.
Определение 2. Идеал I кольца R = 〈R,+, ·,�〉 называется выпуклым (на-

правленным) идеалом, если группа 〈I,+,�〉 является выпуклой (направленной)
подгруппой группы 〈R,+,�〉.
Пусть R—частично псевдоупорядоченное кольцо и R+ = {x ∈ R | 0 � x}.
Определение 3. Гомоморфизм f кольца R в частично псевдоупорядоченное

кольцо S называется o-гомоморфизмом колец (строгим o-гомоморфизмом колец),
если f(R+) ⊆ S+ (f(R+) = S+ ∩ f(R)).
Если для o-гомоморфизма колец f существует o-гомоморфизм колец f−1, то

f называется o-изоморфизмом колец.
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Теорема 3. Если R является частично псевдоупорядоченным кольцом, то
справедливы следующие утверждения.

1. Если f : R → S— o-гомоморфизм частично псевдоупорядоченных колец,
то ядро гомоморфизма f является выпуклым идеалом кольца R.

2. Если M —выпуклый идеал кольца R, то

a) фактор-кольцо R/M является частично псевдоупорядоченным коль-
цом;

b) канонический гомоморфизм колец π : R → R/M является строгим
o-гомоморфизмом колец;

c) если I и J —идеалы кольца R, K = π(I) и L = π(J), то

KL = {u = z + M | z ∈ IJ} = {π(z) + M | z ∈ IJ},
т. е.

π(I)π(J) = π(IJ).
3. Если f : R → S— строгий o-гомоморфизм частично псевдоупорядоченных
колец, то существует o-изоморфизм частично псевдоупорядоченных колец
ϕ : R/ker f → f(R), где ϕ(r + ker f) = f(r) для всех r ∈ R;

4. если M —выпуклый направленный идеал кольца R, K —выпуклый на-
правленный идеал кольца R/M , то в кольце R существует выпуклый
направленный идеал I, для которого π(I) = K.

Определение 4. Частично псевдоупорядоченное кольцо R = 〈R,+, ·,�〉
будем называть AO-упорядоченным кольцом, если группа 〈R,+,�〉 является
AO-группой.
Поясним, чем обусловлен выбор данного подкласса направленных псевдоупо-

рядоченных колец. М. Якубиковой [20] найден пример направленной группы,
в которой пересечение выпуклых направленных подгрупп не является направ-
ленным, но в любой AO-группе пересечение выпуклых направленных подгрупп
сохраняет направленность (см. лемму 17).
О свойствах AO-упорядоченных колец идёт речь в четвёртом разделе статьи.

Начинается раздел с примеров AO-упорядоченных колец.
Пусть R и S являются AO-упорядоченными кольцами.
Определение 5. Гомоморфизм f кольца R в кольцо S называется AO-гомо-

морфизмом колец, если из почти ортогональности элементов a и b в кольце R
следует почти ортогональность их образов f(a) и f(b) в кольце S.

Теорема 4. Если R является AO-упорядоченным кольцом, то справедливы
следующие утверждения.

1. Если f —AO-гомоморфизм кольца R в AO-упорядоченное кольцо S, то

a) f является строгим o-гомоморфизмом колец;
b) ядро гомоморфизма f является выпуклым направленным идеалом
кольца R.
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2. Если I —выпуклый направленный идеал кольца R, то

a) фактор-кольцо R/I является AO-упорядоченным кольцом;
b) канонический гомоморфизм колец π : R → R/I является AO-гомо-
морфизмом колец;

c) если J —выпуклый направленный идеал кольца R, то π(J)—выпук-
лый направленный идеал кольца R/I.

3. Если f —AO-гомоморфизм кольца R в AO-упорядоченное кольцо S, то
существует o-изоморфизм ϕ : R/ker f → f(R).

Теорема 5. Пусть R—AO-упорядоченное кольцо, x ∈ R и x = a − b для
некоторых почти ортогональных элементов a и b из кольца R. Тогда существу-
ет выпуклый направленный идеал Ix кольца R, содержащий элемент x, для
которого

I+
x = {r ∈ R+ | r � na + nb для некоторых целых чисел n > 0.}

Если J —выпуклый направленный идеал кольца R и x ∈ J , то Ix ⊆ J .

Определение 6. Пусть R—AO-упорядоченное кольцо. Кольцо R будем на-
зывать AO-первичным, если для любых выпуклых направленных идеалов I и J
кольца R из IJ = 0 следует I = 0 или J = 0.
Определение 7. Выпуклый направленный идеал P в AO-упорядоченном

кольце R будем называть AO-первичным, если фактор-кольцо R/P является
AO-первичным кольцом.
Определение 8. Пусть R—AO-упорядоченное кольцо. Будем называть эле-

мент a ∈ R псевдо-t-нильпотентным, если в любой последовательности (ai)
элементов кольца, где a1 = a и ai+1 ∈ Iai

Iai
начиная с некоторого места все

элементы равны нулю.
Определение 9. Пусть R—AO-упорядоченное кольцо. Пересечение всех

AO-первичных идеалов кольца R будем называть AO-первичным радикалом
кольца R (AO-rad(R)).
Основными результатами статьи являются теоремы 6 и 7.

Теорема 6. Пусть R—AO-упорядоченное кольцо. Тогда AO-первичный ра-
дикал кольца R совпадает с совокупностью псевдо-t-нильпотентных элементов
кольца.

Теорема 7. Пусть R—AO-упорядоченное кольцо и M = AO-rad(R). Тогда
AO-первичный радикал кольца R/M равен {M}, т. е. AO-rad(R/M) = {M}.

2. Свойства частично упорядоченных групп

Пусть на протяжении данного раздела G = 〈G,+,�〉—частично упорядо-
ченная группа.
Начнём с известных утверждений.



154 А. В. Михалёв, Е. Е. Ширшова

Лемма 8. Для частично упорядоченной группы G следующие условия рав-
носильны:

1) G является направленной группой ;
2) для нуля группы G и каждого элемента a ∈ G существует верхняя грань ;
3) каждый элемент g ∈ G представи́м в виде g = a − b, где a, b ∈ G+.

Доказательство. Обоснование данного утверждения можно найти в [12,
ч. I, гл. II, § 1, предложение 1].

Лемма 9. Пусть элементы a и b почти ортогональны в группе G. Если
a − b � 0, то b = 0.

Доказательство. Обоснование данного утверждения можно найти в [15,
лемма 4].

Лемма 10. Пусть H —подгруппа группы G. H является выпуклой подгруп-
пой группы G в том и только в том случае, когда H+ является выпуклым
подмножеством группы G.

Доказательство. Обоснование данного утверждения можно найти в [12,
ч. I, гл. II, § 4, предложение (a)].

Лемма 11. Пусть M —выпуклая направленная подгруппа группы G. Если
m ∈ M и m = a− b для некоторых элементов a и b из G+, почти ортогональных
в группе G, то a, b ∈ M .

Доказательство. Обоснование данного утверждения можно найти в [23,
лемма 2].

Лемма 12. Если H —направленная подгруппа группы G, M —выпуклая на-
правленная нормальная подгруппа группы G, то π(H)—направленная подгруп-
па группы G/M .

Доказательство. Обоснование данного утверждения можно найти в [22,
лемма 1.1].

Лемма 13. Пусть G—AO-группа, M —выпуклая направленная нормальная
подгруппа группы G. Если элементы a и b почти ортогональны в группе G, то
классы a + M и b + M почти ортогональны в группе G/M .

Доказательство. Обоснование данного утверждения можно найти в [14,
теорема 1].

Лемма 14. Пусть G—AO-группа, M —выпуклая направленная нормальная
подгруппа группы G, H —выпуклая направленная подгруппа группы G. Если
имеет место неравенство M � K в фактор-группе G/M для класса K ∈ π(H),
то существует элемент a ∈ H+, для которого K = a + M .
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Доказательство. По условию леммы существует элемент x ∈ H, для кото-
рого K = x+M . Тогда в AO-группе G элемент x имеет вид a− b, где элементы
a и b почти ортогональны в группе G. По лемме 13 классы a+M и b+M почти
ортогональны в фактор-группе G/M . Кроме того, x+M = (a+M)−(b+M) � M .
Отсюда по лемме 9 следует, что b + M = M , т. е. x + M = a + M . Так как
подгруппа H выпукла и направленна в группе G, то по лемме 11 a ∈ H. Таким
образом, K = a + M , где a ∈ H+.

Лемма 15. Пусть в коммутативной диаграмме

A
γ−−−−→ B

α

⏐⏐�
∥∥∥

C
β−−−−→ B

A, B, C —частично упорядоченные группы, α является сюръективным гомо-
морфизмом и функции α и γ являются строгими o-гомоморфизмами, а β—
изоморфизм групп. Тогда β— строгий o-гомоморфизм.

Доказательство. Из условия леммы следует, что справедливы следующие
равенства:
1) γ(A+) = γ(A) ∩ B+;
2) α(A+) = α(A) ∩ C+.
Пусть c ∈ C+. По условию леммы существует элемент a ∈ A, для которого

α(a) = c. В силу равенства 2) a ∈ A+. Из равенства 1) следует существование
b ∈ B+, для которого γ(a) = b. Таким образом, β ◦ α(a) = β

(
α(a)

)
= b. Значит,

β(c) = b, т. е. β(C+) ⊆ B+. Отсюда следует, что β(C+) ⊆ β(C) ∩ B+.
Рассмотрим x ∈ β(C) ∩ B+. Тогда найдётся элемент c1 ∈ C, для которо-

го x = β(c1). По условию леммы существует элемент a1 ∈ A, для которого
c1 = α(a1). Таким образом, x = β

(
α(a1)

)
= β ◦ α(a1) = γ(a1). В силу ра-

венства 1) a1 ∈ A+. Из равенства 2) вытекает, что c1 ∈ C+. Следовательно,
β(C) ∩ B+ ⊆ β(C+), т. е. β— строгий o-гомоморфизм.

Лемма 16. Пусть в коммутативной диаграмме

A
γ−−−−→ B B

α

⏐⏐� ϕ

�⏐⏐ ϕ−1

⏐⏐�
C C C

A, B, C —частично упорядоченные группы, функция γ— гомоморфизм групп,
α— строгий o-гомоморфизм групп, ϕ— o-изоморфизм. Тогда γ— строгий o-го-
моморфизм.

Доказательство. Если a ∈ A+, то по условию леммы α(a) ∈ C+ и ϕ◦α(a) =
= ϕ

(
α(a)

) ∈ B+. Это означает, что ϕ ◦ α(A+) ⊆ B+. Из коммутативности диа-
граммы следует, что γ(A+) ⊆ B+. Значит, γ— o-гомоморфизм. Из последнего
включения следует, что γ(A+) ⊆ γ(A) ∩ B+.
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Пусть далее x ∈ γ(A) ∩ B+. Тогда найдётся a ∈ A, для которого x = γ(a),
т. е. x = ϕ ◦ α(a) = ϕ

(
α(a)

)
. По условию леммы α(a) = ϕ−1(x), где ϕ−1—

o-гомоморфизм, т. е. α(a) ∈ C+. Так как по условию леммы α(A+) = α(A)∩C+,
то a ∈ A+. Таким образом, x ∈ γ(A+), т. е. γ(A)∩B+ ⊆ γ(A+). Следовательно,
γ— строгий o-гомоморфизм.

Доказательство теоремы 1.
1. Пусть f является o-изоморфизмом. Тогда f — o-гомоморфизм, т. е.

f(G+) ⊆ H+. Значит, f(G+) ⊆ f(G) ∩ H+.
Рассмотрим элемент h ∈ f(G) ∩ H+. Тогда найдётся a ∈ G, для которого

f(a) = h. Значит, a = f−1(h). Так как f−1— o-гомоморфизм, то f−1(H+) ⊆
⊆ G+. Таким образом, a ∈ G+. Следовательно, h ∈ f(G+), и f(G) ∩ H+ ⊆
⊆ f(G+). Значит, f — строгий o-гомоморфизм.
Пусть далее f —биекция, являющаяся строгим o-гомоморфизмом. Из

свойств групп следует, что f−1— гомоморфизм групп. Рассмотрим h ∈ H+.
Так как f —биекция, то h ∈ f(G), т. е. h ∈ f(G) ∩ H+ = f(G+). Тогда су-
ществует a ∈ G+, для которого f(a) = h. В этом случае a = f−1(h). Таким
образом, f−1(H+) ⊆ G+. Следовательно, f — o-изоморфизм.
2. Из свойств гомоморфизмов групп следует существование коммутативной

диаграммы

G
f−−−−→ f(G) f(G)

π

⏐⏐� ϕ

�⏐⏐ ϕ−1

⏐⏐�
G/ker f G/ker f G/ker f

,

где по утверждению 5 замечания канонический гомоморфизм π является стро-
гим o-гомоморфизмом. Если ϕ— o-изоморфизм, то по лемме 16 f — строгий o-го-
моморфизм. Если f — строгий o-гомоморфизм, то по лемме 15 ϕ— строгий o-го-
моморфизм. Отсюда по утверждению 1 теоремы следует, что ϕ— o-изоморфизм.
Теорема 1 доказана.

Доказательство теоремы 2. По [14, утверждение 1) теоремы 4] заключа-
ем, что f(G+) ⊆ G+

1 , т. е. f является o-гомоморфизмом частично упорядоченной
группы G в частично упорядоченную группу G1.
Пусть далее x ∈ f(G) ∩ G+

1 . Тогда найдётся элемент g ∈ G, для которого
x = f(g). По условию теоремы g = a − b для некоторых почти ортогональных
элементов a и b из группы G. В этом случае f(g) = f(a)−f(b) в группе G1. Так
как f является AO-гомоморфизмом, то элементы f(a) и f(b) почти ортогональ-
ны в группе G1. Таким образом, x = f(a) − f(b). Так как x � e, то по лемме 9
f(b) = e. Значит, x ∈ f(G+). Следовательно, f(G+) = f(G) ∩ G+

1 .
Доказательства утверждений 1 b), 2 a) и 2 b) теоремы 2 можно найти в [14].
Докажем утверждение 2 c). Пусть M � K � L в группе G/M для некоторых

K ∈ G/M и L ∈ π(H). Из неравенств по определению отношения частичного
порядка в фактор-группе следует существование элемента x ∈ G+, для которого
K = x + M , и по лемме 14 следует существование элемента h ∈ H+, для
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которого L = h + M . Так как x + M � h + M , то по определению отношения
порядка в группе G/M получаем, что x � h+m для некоторого m ∈ M . Так как
M —направленная группа, то по утверждению 2) леммы 8, не теряя общности,
можно считать, что m � 0.
Рассмотрим элемент x−m � h. В AO-группе G x−m = a−b, где элементы a

и b почти ортогональны в группе G. Тогда верны соотношения −x+a = −m+b �
� a, b. Так как a и b почти ортогональны в группе G, то 2(−m + b) � b. Отсюда
следует, что −m + b − m � 0, т. е. b � 2m, где 2m ∈ M . Так как b ∈ G+, а
подгруппа M выпукла в группе G, то b ∈ M . Значит, x + M = a + M . Так как
a− b � h , то −h + a � a, b. Отсюда следует, что 2(−h + a) � a, т. е. a � 2h, где
2h ∈ H. Так как a ∈ G+ и H —выпуклая подгруппа группы G, то a ∈ H. Таким
образом, K = a + M , где a ∈ H, т. е. K ∈ π(H). По лемме 10 подгруппа π(H)
выпукла в группе G/M . Остаётся применить лемму 12.
Справедливость утверждения 3 теоремы 2 следует из утверждения 2) тео-

ремы 1 и доказанного утверждения 1 a) теоремы 2. Теорема 2 доказана полно-
стью.

Лемма 17. Пусть G—AO-группа, {Mi | i ∈ I}— семейство выпуклых на-
правленных подгрупп группы G. Если M =

⋂
i∈I

Mi, то M —выпуклая направ-
ленная подгруппа группы G.

Доказательство. Обоснование данного утверждения можно найти в [23,
теорема 1].

Закончим раздел примерами AO-групп.
В [23] показано, что AO-группа G является псевдорешёточно упорядоченной

группой в том и только в том случае, когда G— интерполяционная группа, т. е.
если a, b � c, d, то найдётся элемент g ∈ G, для которого a, b � g � c, d для всех
a, b, c, d ∈ G. Учитывая сказанное, приведём пример AO-группы, не являющейся
псевдорешёточно упорядоченной группой.
Пример 1. Пусть Z—аддитивная группа целых чисел с естественной упо-

рядоченностью, G = Z × Z, где (a, b) ∈ G+, если a > 0 и b > 0 или a = b = 0.
Рассмотрим в группе G следующие элементы:

x = (1, 1);
y = (a + 1, 1), где a > 0;
z = (−a + 1, 1), где a < 0;
u = (1, b + 1), где b > 0;
v = (1,−b + 1), где b < 0.

Из них можно образовать следующие пары почти ортогональных элементов:

x и y; x и z; x и u; x и v; y и v; z и u.

Пусть далее t = (a, b) ∈ G. Если t � (0, 0), то t = t − (0, 0), и если t < 0, то
t = (0, 0) − t, где t и (0, 0) почти ортогональны.
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Допустим, что t ‖ (0, 0). Тогда имеются следующие возможности:

1) если t = (a, 0), то t = y − x при a > 0 и t = x − z при a < 0;
2) если t = (0, b), то t = u − x при b > 0 и t = x − v при b < 0;
3) если t = (a, b), где a > 0 и b < 0, то t = y − v;
4) если t = (a, b), где a < 0 и b > 0, то t = u − z.

Следовательно, G—AO-группа. Но G не является псевдорешёточно упорядо-
ченной группой, так как, например, (1, 0), (0, 1) � (2, 3), (3, 2), но нельзя найти
g ∈ G, для которого (1, 0), (0, 1) � g � (2, 3), (3, 2).
Для того чтобы найти другие примеры AO-групп, воспользуемся утвержде-

нием: лексикографическое расширение AO-группы с помощью AO-группы яв-
ляется AO-группой, доказательство которого можно найти в [16].
Пример 2. Пусть G—AO-группа из примера 1, а H = Z × Z—прямое про-

изведение линейно упорядоченных групп. Тогда H —решёточно упорядоченная
группа (см. [12, ч. I, гл. II, § 6]). Если F —лексикографическое расширение
группы G с помощью группы H, то F —AO-группа.
Пример 3. Пусть G—AO-группа из примера 1, а L—лексикографическое

расширение группы G с помощью линейно упорядоченной группы Z. Тогда L—
AO-группа.
Лемма 18. Пусть G—AO-группа, H —частично упорядоченная группа и

функция ϕ : G → H является o-изоморфизмом. Тогда H —AO-группа.
Доказательство. Пусть h ∈ H. Тогда существует элемент g ∈ G, для ко-

торого ϕ(g) = h. В группе G элемент g имеет вид a − b для некоторых почти
ортогональных элементов a, b ∈ G+. Тогда ϕ(g) = ϕ(a) − ϕ(b) в группе H. По
условию леммы элементы u = ϕ(a) и v = ϕ(b) принадлежат H+ и h = u − v.
Пусть далее t ∈ H, где t � u, v. Тогда c = ϕ−1(t) � ϕ−1(u), ϕ−1(v), так

как ϕ−1— o-гомоморфизм. Значит, c � a, b в группе G. По свойству почти
ортогональности nc � a, b для всех целых чисел n > 0. В этом случае ϕ(nc) �
� ϕ(a), ϕ(b), т. е. nt = nϕ(c) � u, v для всех целых чисел n > 0. Следовательно,
u и v почти ортогональны в группе H.

Пример 4. Пусть H —аддитивная группа верхнетреугольных матриц над
кольцом Z.
Будем считать, что матрица

A =

⎛
⎝0 a c

0 0 b
0 0 0

⎞
⎠

принадлежит H+, если a > 0 и b > 0, или a = b = 0 и c � 0. Тогда H —
частично упорядоченная группа.
Определим функцию f : L → H, где L—AO-группа из примера 3, по прави-

лу
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(
(a, b), c

)
f =

⎛
⎝0 a c

0 0 b
0 0 0

⎞
⎠ .

Тогда ϕ— o-изоморфизм частично упорядоченных групп. По лемме 18 H —
AO-группа.

3. Идеалы частично псевдоупорядоченных колец,
доказательство теоремы 3

Нам понадобятся следующие утверждения, доказательство которых можно
найти в [1].

Лемма 19. Пусть R—частично псевдоупорядоченное кольцо. Тогда справед-
ливы следующие утверждения:
1) если M ⊂ R, то M = R+ относительно некоторого частичного псевдопо-
рядка в том и только в том случае, когда M = 〈R,+〉+ и выполняется
условие
(5) a + ab, a + ba ∈ M для всех a ∈ M и b ∈ R (теорема 2);

2) любая выпуклая направленная подгруппа аддитивной группы кольца R
является идеалом кольца R (теорема 5);

3) если I —выпуклый идеал кольца R, то фактор-кольцо R/I является ча-
стично псевдоупорядоченным кольцом (теорема 3).

Лемма 20. Пусть R—частично псевдоупорядоченное кольцо, I —выпуклая
направленная подгруппа группы G = 〈R,+,�〉. Тогда существует частично псев-
доупорядоченное кольцо R/I и канонический гомоморфизм групп π : G → G/I
(действующий по правилу π(a) = a+ I) является o-гомоморфизмом кольца R на
кольцо R/I.

Доказательство. Обоснование данного утверждения можно найти в [18,
теорема 4].

Доказательство теоремы 3. Из утверждения 3) леммы 19 следует утвер-
ждение 2 a) теоремы 3.
Из леммы 20 и утверждения 5 замечания следует утверждение 2 b) теоре-

мы 3.
Докажем утверждение 2 c). По определению произведения идеалов

KL =
{

u =
n(u)∑
i=1

xiyi

∣∣∣ xi ∈ K, yi ∈ L

}
,

где xi = ai + M и yi = bi + M для некоторых ai ∈ I и bi ∈ J . По правилу
действий в фактор-кольце получим равенство xiyi = aibi + M . Следовательно,

u =
n(u)∑
i=1

aibi + M, где
n(u)∑
i=1

aibi ∈ IJ.
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Рассмотрим посылку утверждения 3 теоремы 3. По определению 3 f явля-
ется o-гомоморфизмом частично упорядоченной группы R1 = 〈R,+,�1〉 в ча-
стично упорядоченную группу S1 = 〈S,+,�2〉, и по утверждению 1) леммы 19
справедливо равенство f(R1

+) = f(R1) ∩ S+
1 . Тогда по утверждению 2) теоре-

мы 1 существует o-изоморфизм ϕ : R1/ker f → f(R1). Так как f — гомоморфизм
колец, то нетрудно убедиться, что ϕ—кольцевой гомоморфизм.
Для доказательства утверждения 4 теоремы 3 рассмотрим множество I =

= {r ∈ R | r + M ∈ K}. Пусть r, s ∈ I. Тогда (r − s) + M = (r + M) − (s + M),
где r + M, s + M ∈ K, т. е. r − s ∈ I. Если r ∈ I и u ∈ R, то

ru + M = (r + M)(u + M) ∈ K и ur + M = (u + M)(r + M) ∈ K,

поэтому ru, ur ∈ I. Значит, I —идеал кольца R и π(I) = K.
Так как, по определению 2 группа 〈I/M,+〉 = 〈K,+〉 является выпуклой

направленной подгруппой частично упорядоченной группы 〈R/M,+〉, то по [22,
лемма 2.3] группа 〈I,+〉 является выпуклой направленной подгруппой частично
упорядоченной группы 〈R,+〉. Остаётся вспомнить определение 2.
Теорема 3 доказана полностью.

Лемма 21. Пусть R—частично псевдоупорядоченное кольцо, a ∈ R и 0 < a.
Тогда в кольце R существует выпуклый направленный идеал Ia, для которого

I+
a = {r ∈ R+ | r � na для некоторых целых чисел n > 0}.

Если J —выпуклый идеал кольца R и a ∈ J , то Ia ⊆ J .

Доказательство. В частично упорядоченной группе G = 〈R,+,�〉 для эле-
мента a существует выпуклая направленная подгруппа [a], для которой

[a]+ = {x ∈ G+ | x � na для некоторых целых чисел n > 0}
(см., например, [15]). В силу утверждения 2) леммы 19 [a]—идеал кольца R.
Положим Ia = [a]. Из выпуклости идеала J и определения положительного
конуса идеала Ia следует верность включения I+

a ⊂ J . По утверждению 3)
леммы 8 справедливо включение Ia ⊆ J .

4. Идеалы AO-упорядоченных колец,
доказательства теорем 4 и 5

Начнём с примеров AO-колец.
Пример 5. Рассмотрим группу H матриц из примера 4. Положим

(a, b, c) =

⎛
⎝0 a c

0 0 b
0 0 0

⎞
⎠ .

Тогда A = (a, b, c) ∈ H+, если a > 0 и b > 0, или a = b = 0 и c � 0.
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Если A > (0, 0, 0), то A−AB = (a, b, c−aw) � (0, 0, 0) и A−BA = (a, b, uc) �
� (0, 0, 0) для любой матрицы B = (u, v, w) ∈ H. Следовательно, кольцо верх-
нетреугольных матриц над кольцом целых чисел становиться ассоциативным
AO-упорядоченным кольцом.
Пример 6. Рассмотрим группу F из примера 2. Элемент g =

(
(a, b), (c, d)

)
принадлежит F+, если a > 0 и b > 0, или a = b = 0 и c, d � 0.
Пусть g1 =

(
(a1, b1), (c1, d1)

)
и g2 =

(
(a2, b2), (c2, d2)

)
. Положим g1 ◦ g2 =

= (0, 0, 0, a1b2 − a2b1). Тогда F1 = 〈F,+, ◦〉—кольцо Ли.
Если g1 > 0, то g1 ◦ g2 � g1 и g2 ◦ g1 � g1 для любого g2 ∈ F . Следовательно,

F1—AO-упорядоченное кольцо Ли.
Пример 7. Если на аддитивной группе из примера 6 определить умножение

по правилу g1 ∗ g2 = (0, 0, 0, a1b2 + a2b1), то кольцо F2 = 〈F,+, ∗〉 становится
AO-упорядоченным йордановым кольцом.
Доказательство теоремы 4. Прежде всего отметим, что из определений 4

и 5 вытекает утверждение

(∗) f является гомоморфизмом частично псевдоупорядоченного кольца R в ча-
стично псевдоупорядоченное кольцо S.

Кроме того, из определений 4 и 5 следует утверждение

(∗∗) f является AO-гомоморфизмом AO-группы R1 = 〈R,+,�1〉 в AO-группу
S1 = 〈S,+,�2〉.

Докажем утверждение 1 a). Из утверждения 1 a) теоремы 2 и замечания (∗∗)
следует, что f — строгий o-гомоморфизм группы R1 в группу S1, т. е. f(R+

1 ) =
= f(R1) ∩ S+

1 .
Так как в силу замечания (∗) по условиям (2) и (3) определения 1 положи-

тельные конусы R+
1 и S+

1 удовлетворяют условию (5) утверждения 1) леммы 19,
то R+ = R+

1 и S+ = S+
1 . Таким образом, f(R+) = f(R1) ∩ S+ ⊆ f(R) ∩ S+.

Пусть u ∈ f(R) ∩ S+. Тогда существует элемент x ∈ R, для которого
f(x) = u. В AO-группе R1 элемент x имеет вид a − b для некоторых почти
ортогональных элементов a и b из R+

1 . Значит, f(x) = f(a) − f(b), где по
замечанию (∗∗) элементы f(a) и f(b) почти ортогональны в группе S1. Так
как f(x) ∈ S+, то по лемме 9 f(b) = 0. Таким образом, u ∈ f(R+), т. е.
f(R) ∩ S+ ⊆ f(R+).
Докажем утверждение 1 b). Из утверждения 1 a) теоремы 4, замечания (∗)

и утверждения 1 теоремы 3 следует, что ядро ker f является выпуклым идеалом
кольца R. По замечанию (∗∗) и утверждению 1 b) теоремы 2 группа 〈ker f,+〉
является направленной. Тогда по определению 2 ker f —направленный идеал.
Докажем утверждение 2 a). По утверждению 1 a) теоремы 4, замечанию (∗)

и утверждению 2 a) теоремы 3 фактор-кольцо R/I является частично псевдо-
упорядоченным кольцом. По замечанию (∗∗) и утверждению 2 a) теоремы 2
группа 〈R/I,+〉 является AO-группой. Остаётся вспомнить определение 4.
По замечанию (∗) и утверждению 2 b) теоремы 3 канонический гомоморфизм

колец π является o-гомоморфизмом колец. Так как по определению 2 〈I,+〉—
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выпуклая направленная подгруппа в AO-группе R1, то по утверждению 2 b)
теоремы 2 π является AO-гомоморфизмом.
Так как по замечанию (∗∗) и определению 3 подгруппа 〈J,+〉 выпукла и

направленна в группе R1, то утверждение 2 c) теоремы 4 является следствием
утверждения 2 c) теоремы 2.
Из замечания (∗), утверждения 1 a) теоремы 4 и утверждения 3 теоремы 3

следует справедливость утверждения 3 теоремы 4.
Теорема 4 доказана полностью.

Доказательство теоремы 5. Так как a, b ∈ R+, то a+ b ∈ R+. По лемме 21
существует выпуклый направленный идеал Ia+b кольца R. Пусть J —произ-
вольный выпуклый направленный идеал кольца R и x ∈ J . Тогда по лемме 11
a, b ∈ J . Значит, a + b ∈ J .
Пусть u ∈ I+

a+b. Тогда справедливы неравенства 0 � u � n(a+ b) для некото-
рого целого числа n > 0. Так как n(a + b) ∈ J и J —выпуклый идеал кольца R,
то u ∈ J . Таким образом, справедливо включение I+

a+b ⊂ J .
Так как Ia+b—направленный идеал, то по утверждению 3) леммы 8 вер-

но включение Ia+b ⊆ J . С другой стороны, так как имеют место неравенства
0 � a, b � a+ b и Ia+b—выпуклый идеал кольца R, то a, b ∈ Ia+b, т. е. x ∈ Ia+b.
Значит, Ix = Ia+b. Теорема 5 доказана.

Лемма 22. Пусть R—AO-упорядоченное кольцо, J —выпуклый направлен-
ный идеал кольца R и x ∈ R \ J . Если y ∈ Ix, то y + J ∈ Ix+J в кольце
R/J .

Доказательство. Так как R—AO-упорядоченное кольцо, то x = a − b для
некоторых почти ортогональных элементов a и b из кольца R. Тогда в кольце
R/J имеет место равенство x + J = (a + J) − (b + J). В силу утверждения 2 a)
теоремы 4 R/J —AO-упорядоченное кольцо.
По утверждению 2 b) теоремы 4 классы a + J и b + J почти ортогональ-

ны в кольце R/J . По теореме 5 существует выпуклый направленный идеал
Ix+J = I(a+J)+(b+J) кольца R/J . Так как в кольце R/J справедливо равенство
(a + J) + (b + J) = a + b + J , то Ix+J = Ia+b+J .
Пусть u ∈ I+

x . Тогда справедливы неравенства 0 � u � n(a + b) для некото-
рого целого числа n > 0. В этом случае в кольце R/J имеют место неравенства

J � u + J � n(a + b) + J.

Из теоремы 5 следует, что u + J ∈ Ia+b+J , т. е. u + J ∈ Ix+J .
Пусть y ∈ Ix. Так как Ix—направленный идеал, то по утверждению 3)

леммы 8 y = u − v для некоторых u, v ∈ I+
x . Тогда в кольце R/J справедливо

равенство y+J = (u+J)−(v+J), где в силу вышесказанного u+J, v+J ∈ Ix+J .
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5. Свойства AO-первичных идеалов,
доказательства теорем 6 и 7

Лемма 23. Пусть R—AO-упорядоченное кольцо. Если в кольце R суще-
ствует последовательность (ai) из элементов ai+1 ∈ Iai

Iai
, в которой ai �= 0 для

любого индекса i, то в кольце R существует AO-первичный идеал P , который
не содержит членов последовательности (ai).

Доказательство. Рассмотрим множество T = {Kj | j ∈ J}, где Kj —вы-
пуклый направленный идеал кольца R, который не содержит членов последова-
тельности (ai). Так как {0} ∈ T , то T �= ∅. Пусть цепь

K1 ⊂ K2 ⊂ . . . ⊂ Kn ⊂ . . . (U)

состоит из идеалов множества T . Обозначим через K объединение всех идеа-
лов цепи (U). Тогда K —выпуклый направленный идеал кольца R, который не
содержит членов последовательности (ai), т. е. K ∈ T .
В силу леммы Цорна существуют максимальные выпуклые направленные

идеалы кольца, которые не содержат членов последовательности (ai). Пусть
P —максимальный выпуклый направленный идеал R, который не содержит
членов последовательности (ai). Докажем, что P является AO-первичным иде-
алом в кольце R. Для этого рассмотрим в кольце R/P выпуклые направленные
идеалы

L �= {P} и M �= {P}.
По утверждению 4 теоремы 3 существуют выпуклые направленные идеалы I
и J кольца R, для которых π(I) = L и π(J) = M . Тогда P ⊂ I и P ⊂ J .
Из максимальности идеала P следует существование элементов as ∈ I и

at ∈ J , которые являются членами последовательности (ai). Если s �= t, то для
определённости будем считать, что s < t. По теореме 5 найдётся выпуклый
направленный идеал Ias

кольца R, для которого верно включение Ias
⊆ I.

Так как по определению произведения идеалов Ias
Ias

⊆ Ias
, то по теореме 5

Ias
Ias

⊆ I. Тогда по определению последовательности as+1 ∈ I ∩ (ai).
Рассуждая аналогично, через конечное число шагов увидим, что at ∈ I.

В силу теоремы 5 верно включение Iat
⊆ I. С другой стороны, по теореме 5

справедливо включение Iat
⊆ J . По определению последовательности это озна-

чает, что элемент at+1 ∈ IJ , где

at+1 =
n(u)∑
k=1

xkyk для xk ∈ I, yk ∈ J.

Тогда в кольце R/P справедливо равенство

at+1 + P =
n(u)∑
k=1

(xk + P )(yk + P ) для xk + P ∈ L, yk + P ∈ M.
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Таким образом, at+1 + P ∈ LM . С другой стороны, at+1 /∈ P , поэтому
at+1 + P �= P . Таким образом, LM �= {P}. Следовательно, фактор-кольцо R/P
является AO-первичным кольцом.
Лемма 24. Пусть R—AO-упорядоченное кольцо. Если a /∈ AO-rad(R),

то существует последовательность (ai) из элементов кольца R, где a1 = a и
ai+1 ∈ Iai

Iai
, в которой ai �= 0 для любого индекса i.

Доказательство. Так как a /∈ AO-rad(R), то существует AO-первичный
идеал P в кольце R, для которого a /∈ P . В силу теоремы 5 это означает, что
существует выпуклый направленный идеал Ia в кольце R, который не являет-
ся подмножеством идеала P . Тогда по утверждению 2 c) теоремы 4 в кольце
R/P существует выпуклый направленный идеал K = π(Ia) �= {P}. Так как
P —AO-первичный идеал кольца R, то кольцо R/P является AO-первичным
кольцом. Поэтому KK �= {P}. Следовательно, найдётся элемент u ∈ KK \ P .
По предложению 2 c) теоремы 3 это означает, что

u =
n(u)∑
i=1

xiyi для xi, yi ∈ K.

В кольце R/P

xi = bi + P и yi = ci + P, где bi, ci ∈ Ia.

Таким образом,

u =
n(u)∑
i=1

bici + P.

Положим

a1 = a, a2 =
n(u)∑
i=1

bici.

Так как a2 /∈ P , то по теореме 5 идеал Ia2 не является подмножеством идеа-
ла P . Рассмотрев в кольце R/P выпуклый направленный идеал π(Ia2) �= {P},
рассуждая аналогично предыдущему, найдём элемент a3 ∈ Ia2Ia2 , для которого
a3 /∈ P . Процесс построения последовательности можно продолжить.

Доказательство теоремы 6. Если элемент r ∈ R не является псев-
до-t-нильпотентным, то в силу леммы 23 он не принадлежит AO-первичному
радикалу кольца R. Если же элемент r не принадлежит AO-первичному радика-
лу кольца R, то по лемме 24 он не является псевдо-t-нильпотентным. Теорема 6
доказана.

Доказательство теоремы 7. Рассмотрим смежный класс X ∈ R/M , где
X �= M . Тогда существует элемент a1 /∈ M в кольце R, для которого X =
= a1 + M . Так как a1 /∈ AO-rad(R), то существует AO-первичный идеал P



Первичный радикал направленных псевдоупорядоченных колец 165

кольца R, для которого a1 /∈ P . Тогда в силу теоремы 5 существует выпук-
лый направленный идеал Ia1 кольца R, который не является подмножеством
идеала P .
Повторив рассуждения леммы 24, найдём элемент a2 ∈ Ia1Ia1 , не принадле-

жащий идеалу P . Значит, a2 /∈ M . Так как a2 ∈ Ia1Ia1 , то

a2 =
n(a)∑
i=1

xiyi, где xi, yi ∈ Ia1 .

Из леммы 22 следует, что классы xi + M и yi + M принадлежат идеалу
Ia1+M в кольце R/M . Таким образом, a2 + M ∈ Ia1+MIa1+M и a2 + M �= M .
В этом случае найдётся элемент a3 /∈ M , для которого a3 + M ∈ Ia2+MIa2+M и
a3 + M �= M .
Продолжая процесс, можно получить последовательность классов (ai + M),

в которой для любого индекса i ai + M �= M . Следовательно, любой ненулевой
класс в кольце R/M не является псевдо-t-нильпотентным. Теорема 7 доказана.
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Časopis Sloven. Akad. Vied. — 1971. —Vol. 21, no. 1. — P. 3—8.

[21] Levitzki J. Prime ideals and the lower radical // Amer. J. Math. — 1951. —Vol. 73. —
P. 25—29.

[22] Shirshova E. E. On extensions of po-groups // Contemp. Math. — 1992. —Vol. 131. —
P. 345—353.

[23] Shirshova E. E. On groups with the almost orthogonality condition // Commun. Alge-
bra. — 2000. —Vol. 28, no. 10. — P. 4803—4818.



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Gray Gamma 2.2)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Off
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages false
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Perceptual
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams true
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts false
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Remove
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 290
  /ColorImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 600
  /ColorImageDepth 8
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.01667
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 290
  /GrayImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 600
  /GrayImageDepth 8
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 2.03333
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 800
  /MonoImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 2400
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000500044004600206587686353ef901a8fc7684c976262535370673a548c002000700072006f006f00660065007200208fdb884c9ad88d2891cf62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef653ef5728684c9762537088686a5f548c002000700072006f006f00660065007200204e0a73725f979ad854c18cea7684521753706548679c300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /DAN <>
    /ESP <>
    /FRA <>
    /ITA <>
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020b370c2a4d06cd0d10020d504b9b0d1300020bc0f0020ad50c815ae30c5d0c11c0020ace0d488c9c8b85c0020c778c1c4d560002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken voor kwaliteitsafdrukken op desktopprinters en proofers. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /PTB <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /DEU <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents for quality printing on desktop printers and proofers.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure true
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles true
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [594.000 792.000]
>> setpagedevice


