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Аннотация

Мы классифицируем квазипростые конечные группы существенной размерности 3.

Abstract

Yu. G. Prokhorov, Quasi-simple finite groups of essential dimension 3, Fundamen-
talnaya i prikladnaya matematika, vol. 22 (2019), no. 4, pp. 189—199.

We classify quasi-simple finite groups of essential dimension 3.

Памяти профессора Альфреда Львовича Шмелькина

1. Введение

Настоящая статья основана на докладе, прочитанном на конференции в Ма-
гадане.
Пусть G—конечная группа и V — точное представление G, рассматривае-

мое как алгебраическое многообразие. Сжатием называется G-эквивариантное
доминантное рациональное отображение V ��� X G-многообразий с эффектив-
ным действием G. Существенной размерностью ed(G) группы G называется
минимальная размерность всех G-многообразий X с эффективным действием G,
появляющихся в сжатиях V ��� X. Это понятие было введено Дж. Бахлером
и З. Райхштейном [6] в связи с некоторыми классическими проблемами тео-
рии многочленов. Оказывается, что существенная размерность зависит только
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от группы G, т. е. не зависит от выбора линейного представления V [6, тео-
рема 3.1]. Вычисление существенной размерности является сложной задачей
алгебры и алгебраической геометрии. Конечные группы существенной размер-
ности не больше 2 классифицированы (см. [10]). Простые конечные группы
существенной размерности 3 были недавно найдены А. Бовилем [4] (см. так-
же [9,18].

1.1. Теорема. Простые группы существенный размерности 3—это A6 и,
возможно, PSL2(11).

Существенная размерность p-групп была вычислена Н. Карпенко и А. Мер-
курьевым [12].
В этой короткой заметке мы найдём все конечные квазипростые группы

существенной размерности 3.
1.2. Определение. Группа G называется квазипростой, если G совершенна,

т. е. совпадает со своим коммутантом, а фактор G по её центру является простой
группой.

Основным результатом работы является следующая теорема.

1.3. Теорема. Пусть G—конечная квазипростая непростая группа. Если
ed(G) = 2, то G � 2.A5. Если ed(G) = 3, то G � 3.A6.

1.4. Обозначения. Всюду в этой работе основное поле предполагается по-
лем комплексных чисел C. Мы используем следующие стандартные обозначения
теории групп:

— µn обозначает мультипликативную группу порядка n (в C
∗),

— An обозначает знакопеременную группу степени n,
— SLn(q) (PSLn(q)) обозначает специальную линейную группу (соответ-
ственно проективную специальную линейную группу) над конечным по-
лем Fq,

— n.G обозначает нерасщепимое центральное расширение G при помощи µn,
— z(G) ([G,G]) обозначает центр (соответственно коммутант) группы G.

Все простые группы предполагаются нециклическими.

2. Доказательство теоремы 1.3

Следующее утверждение является непосредственным следствием соответ-
ствующего факта для простых групп [14].

2.1. Предложение. Пусть X — трёхмерное рационально связное многообра-
зие и G ⊂ Bir(X)—конечная квазипростая непростая группа. Тогда G изоморф-
на одной из следующих групп:

SL2(7), SL2(11),Sp4(3), 2.A5, n.A6, n.A7, где n = 2, 3, 6. (2.1.1)
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Доказательство. Мы можем считать, что группа G бирегулярно (и эффек-
тивно) действует на X. Пусть Y :=X/ z(G) и G1 :=G/ z(G). Тогда Y — трёхмер-
ное рационально связное многообразие, на котором действует конечная простая
группа G1. Тогда согласно [14] группа G1 принадлежит следующему списку:

PSL2(7), PSL2(8), PSL2(11), PSp4(3), A5, A6, A7. (2.1.2)

Так как группа G1 совершенна, то существует универсальная накрываю-
щая G̃1, т. е. центральное расширение G1, такое что для любого другого
центрального расширения Ĝ1 существует единственный гомоморфизм G̃1 → Ĝ1

центральных расширений (см., например, [11, § 11.7, теорема 7.4]). Ядро го-
моморфизма G̃1 → G1 является мультипликатором Шура M(G1) = H2(G1,C

∗)
группы G1. Таким образом, G однозначно (с точностью до изоморфизма) опре-
деляется G/ z(G) и гомоморфизмом M(G1) → z(G). Известно, что M(G1) � µ2

во всех случаях (2.1.2), за исключением A6 и A7, где мультипликатор Шура изо-
морфен µ6, и PSL2(8), где мультипликатор Шура тривиален (см. [7; 11, § 12.3,
теорема 3.2, § 16.3, теорема 3.2]). Это даёт нам список (2.1.1).

2.1.3. Замечание. Мы не утверждаем, что все возможности (2.1.1) реализу-
ются. Используя технику, разработанную в [1,14—17], можно получить полную
классификацию действий квазипростых групп на рационально связанных мно-
гообразиях. Однако это гораздо более сложная задача.

2.1.4. Следствие. Пусть G— группа, удовлетворяющая условиям предложе-
ния 2.1. Тогда G имеет неприводимое точное представление. Минимальная раз-
мерность такого представления V задаётся следующей таблицей [7]:

G 2.A5 3.A6 SL2(7), Sp4(3), 2.A6, 2.A7 SL2(11), 6.A6, 3.A7, 6.A7

dimV 2 3 4 6
.

2.2. Конструкция. Пусть G—конечная квазипростая непростая группа,
имеющая точное неприводимое представление V . Пусть ψ : V ��� X — сжатие
с dimX = ed(G). Применяя эквивариантное разрешение особенностей (см. [3]),
мы можем считать, что многообразие X является гладким (и проективным). Да-

лее рассмотрим компактификацию P :=P(V ⊕C), и пусть X
ϕ←− Y f−→ P ⊃ V —

эквивариантное разрешение отображения ψ, где f —бирациональный морфизм,
а многообразие Y гладкое и проективное. Мы также можем предположить, что
f пропускается через раздутие f̃ : P̃ → P точки 0 ∈ V ⊂ P. Пусть Ẽ ⊂ Ṽ —
f̃ -исключительный дивизор, E ⊂ Y — его собственный прообраз и B := ϕ(E).
Таким образом, мы имеем следующую G-эквивариантную диаграмму:
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Действие z(G) на Ẽ � P(V ) и на E тривиально, поскольку V —неприводимое
представление. Следовательно, группа G/ z(G) эффективно действует на E. По
условию действие z(G) на X является эффективным. Следовательно, B �= X, и
поэтому B—рационально связное многообразие размерности меньше ed(G).

2.3. Предложение. Пусть G—конечная квазипростая непростая группа,
имеющая точное неприводимое представление. Тогда G/ z(G) эффективно дей-
ствует на рационально связном многообразии размерности меньше ed(G).

Доказательство. Пусть V — точное неприводимое представление группы G,
ψ : V ��� X — сжатие с dimX = ed(G). Применим конструкцию 2.2. Сначала
предположим, что G имеет неподвижную точку P ∈ X. Тогда G имеет точ-
ное представление на касательном пространстве TP,X . Пусть TP,X =

⊕
Ti—

разложение на неприводимые компоненты. По крайней мере одна из них, ска-
жем T1, нетривиальна. Тогда группа G/ z(G) эффективно действует на P(T1),
где P(T1) < dimX = ed(G). Таким образом, можно считать, что G не име-
ет неподвижных точек на X. По построению 2.2 многообразие B рационально
связно и dimB < ed(G). Так как G не имеет неподвижных точек на B и группа
G/ z(G) проста, её действие на B должно быть эффективным.

Сравнивая список (2.1.1) с теоремой 3.1, получаем следующее утверждение.

2.4. Следствие. Пусть G—конечная квазипростая непростая группа
с ed(G) � 3. Тогда для G мы имеем одну из следующих возможностей :

SL2(7), n.A6, где n = 2, 3, 6. (2.4.1)

Рассмотрим последовательно возможности (2.4.1).

2.5. Лемма. ed(2.A5) = 2 и ed(3.A6) = 3.

Доказательство. Докажем, например, второе равенство. Так как 3.A6 имеет
точное трёхмерное представление, ed(3.A6) � 3. С другой стороны, A6 не может
эффективно действовать на рациональной кривой. Следовательно, по предложе-
нию 2.3 имеем ed(3.A6) � 3.

2.5.1. Лемма. Пусть G—квазипростая непростая группа. Предположим,
что G �� 2.A5, 3.A6. Предположим также, что G содержит подгруппу H̄, та-
кую что

(i) H̄ неабелева, но её образ H ⊂ G/ z(G) абелев,
(ii) для любого действия G/ z(G) на рациональной проективной поверхности

подгруппа H ⊂ G/ z(G) имеет неподвижную точку.

Тогда ed(G) � 4.

Доказательство. Поскольку H̄/(z(G) ∩ H̄) = H, то z(G) ∩ H̄ ⊃ [H̄, H̄] и
[H̄, H̄] �= {1} (поскольку H̄ неабелева). Предположим, что ed(G) = 3. Приме-
ним конструкцию 2.2. Из списка (2.1.1) видно, что группа G/ z(G) не может эф-
фективно действовать на рациональной кривой, и по следствию 2.1.4 группа G
не имеет неподвижных точек на X. Следовательно, B является (рациональной)
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поверхностью. По лемме ii группа H̄ имеет неподвижную точку, скажем P , на
B ⊂ X. Существует инвариантное разложение TP,X = TP,B⊕T1, где dimT1 = 1.
Действие [H̄, H̄] на TP,B и T1 тривиально. Следовательно, оно тривиально на
TP,X и X. Противоречие.

2.6. Предложение. ed
(
SL2(7)

)
= 4.

2.6.1. Лемма. Пусть S— гладкая проективная рациональная поверхность,
допускающая действие PSL2(7). Пусть H ⊂ PSL2(7)—подгруппа, изоморфная
µ2 × µ2. Тогда H имеет неподвижную точку на S.

Доказательство. Поскольку H абелева, согласно [13] достаточно показать
существование неподвижной точки на некоторой бирациональной модели S. По
теореме 3.1 можно считать, что поверхность S изоморфна либо P

2, либо неко-
торой специальной поверхности дель Пеццо степени 2 (см. п. (iii) теоремы 3.1).
В первом случае P

2 = P(W ), где W — трёхмерное неприводимое представле-
ние PSL2(7). Тогда абелева группа H � µ2 × µ2 имеет неподвижную точку
на P

2 = P(W ). Таким образом, мы предполагаем, что S является поверхно-
стью дель Пеццо степени 2. Пусть α ∈ H — элемент порядка 2. Предположим
сначала, что α имеет кривую C неподвижных точек. Образ π(C) при анти-
каноническом двойном накрытии π : S → P

2 должен быть прямой (поскольку
действие на P

2 линейно). Пусть α′ ∈ H, α′ �= α— ещё один элемент поряд-
ка 2. Тогда α′(C) также является кривой α-неподвижных точек, а π

(
α′(C)

)

также прямая. Следовательно, π
(
α′(C)

)
= π(C), и множество π−1

(
π(C)

)
со-

держит α′(C) и C. Поскольку π−1
(
π(C)

) ∼ −KS и множество неподвижных
точек α является гладким, то α′(C) = C = π−1

(
π(C)

) ∼ −KS является обиль-
ным дивизором. Отметим, что все элементы порядка 2 сопряжены в PSL2(7).
Следовательно, α′ также имеет кривую неподвижных точек, например C ′ и
C ′ ∼ −KS . Тогда точки пересечения C ∩ C ′ фиксируются группой H = 〈α, α′〉.
Таким образом, мы можем считать, что любой элемент α ∈ H порядка 2

имеет только изолированные неподвижные точки. Голоморфная формула Леф-
шеца для числа неподвижных точек показывает, что число этих неподвижных
точек равно 4χ(OS) = 4. Тогда по топологической формуле Лефшеца

TrH2(S,C) α∗ = 2.

Так как dimH2(S,C) = 8 и все собственные значения оператора α∗ равны ±1,
то его определитель должен быть равен −1, и поэтому мы имеем нетривиальный
характер группы PSL2(7). Это противоречит тому, что группа PSL2(7) проста.

Доказательство предложения 2.6. Рассмотрим подгруппу H̄ ⊂ SL2(7), по-
рождённую матрицами

A =
(

1 1
5 −1

)

, B =
(

1 5
1 −1

)

.
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Пусть H — её образ в PSL2(7). Легко проверить, что A2 = B2 = −I и
[A,B] = − I. Следовательно, H̄ изоморфна группе кватернионов Q8, и H �
� Q8 / z(Q8) � µ2×µ2. По лемме 2.6.1 группа H̄ имеет неподвижную точку на
B ⊂ X. Поэтому мы можем применить лемму 2.5.1.

2.7. Предложение. ed(2.A6) = 4, ed(6.A6) � 4.

Доказательство. Как и выше, мы собираемся применить лемму 2.5.1. Пусть
S—проективная рациональная поверхность, на которой действует G/ z(G) =
= A6. По теореме 3.1 можно считать, что S � P

2. Группа 2.A6 изоморфна
SL2(9) (см. [7]). Как и в доказательстве предложения 2.6, возьмём подгруппу
Q8 � H̄ ⊂ SL2(9), порождённую матрицами

A =
(

1 2
−1 −1

)

, B =
(

4 1
1 −4

)

, (2.7.1)

и применим лемму 2.5.1. В случае G = 6.A6 пусть Z ⊂ z(G)—подгруппа по-
рядка 3. Тогда 6.A6/Z � 2.A6 � SL2(9). Пусть Ĥ —прообраз подгруппы SL2(9),
порождённой A и B из (2.7.1) и H̄ ⊂ Ĥ — силовская 2-подгруппа. Тогда, как и
выше, H̄ � Q8 и мы можем применить лемму 2.5.1.

2.7.2. Замечание. Поскольку 6.A6 имеет шестимерное точное представле-
ние, то ed(6.A6) � 6. Однако нам не удалось вычислить ed(6.A6).

3. Приложение: простые подгруппы
в группе Кремоны плоскости

Следующая теорема может быть легко получена из классификации [8]. Для
удобства читателя мы предлагаем относительно короткое и самодостаточное
доказательство.

3.1. Теорема [8]. Пусть G ⊂ Cr2(C)—конечная простая подгруппа. Тогда
вложение G ⊂ Cr2(C) индуцируется одним из следующих действий :

(i) группы A5, PSL2(7) или A6, действующие на P
2;

(ii) группа A5, действующая на поверхности дель Пеццо степени 5;
(iii) группа PSL2(7), действующая на некоторой специальной поверхности дель

Пеццо степени 2, которая может быть реализована как двойное покры-
тие P

2, разветвлённой в кривую Клейна ;
(iv) группа A5, действующая на P

1 × P
1 через первый сомножитель.

3.2. Замечание. Известно (см. [2, § B; 8, § 8]), что перечисленные выше
действия не являются сопряжёнными между собой в Cr2(C).

Доказательство. Применяя стандартные аргументы (см., например,
[8, § 3]), можно считать, что G эффективно действует на гладкой проективной
рациональной поверхности X, которая является либо поверхностью дель Пеццо,
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либо эквивариантным расслоением на коники. Кроме того, в случае дель Пеццо
(расслоения на коники) имеем rk Pic(X)G = 1 (соответственно rk Pic(X)G = 2).
Сначала рассмотрим случай, когда X имеет эквивариантную структуру рас-

слоения на коники π : X → B � P
1. Так как группа G проста, то действие

эффективно либо на базе B, либо на общем слое. Следовательно, G может
быть вложена в PGL2(C). Это возможно, только если G � A5. Покажем, что
π является P

1-расслоением. Предположим, что π имеет вырожденный слой F .
Тогда его компоненты F ′, F ′′ ⊂ F должны переставляться элементом α ∈ G
порядка 2. Точка пересечения P = F ′ ∩ F ′′ неподвижна для α, а действие α на
касательном пространстве TP,X диагонализируемо. Так как касательные направ-
ления к F ′ и F ′′ переставляются, то действие α на TP,X имеет вид diag(1,−1).
Это означает, что α имеет кривую C неподвижных точек, проходящую через P .
Очевидно, что C накрывает B, и поэтому действие α на B тривиально. Все
элементы порядка 2 в G � A5 сопряжены и порождают G. Следовательно,
G действует на B тривиально. Но тогда точка P должна быть неподвижна
для G, и следовательно, G имеет точное двумерное представление на TP,X .
Противоречие.
Таким образом, π является P

1-расслоением, а X является рациональной
линейчатой поверхностью (поверхностью Хирцебруха) Fn. Пусть F1— слой
и F1, . . . , Fr — его орбита. Применяя элементарные преобразования в сло-
ях F1, . . . , Fr, мы получаем эквивариантные бирациональные отображения
Fn ��� Fn+r и (только если n � r) Fn ��� Fn−r. Такие орбиты существуют
для r = 12, 20, 30, 60. Используя этот трюк, можно заменить Fn на Fn′ , где
n′ = 0 или n′ = 1. Если n′ = 1, то, стягивая отрицательное сечение, получаем
действие на P

2 с неподвижной точкой. Это невозможно для G � A5. Следова-
тельно, мы можем считать, что X � P

1 × P
1. Дополнительные элементарные

преобразования позволяют тривиализировать действие на втором множителе.
Это случай (iv). Подробности можно найти в [2, § B].
Начиная с этого места мы предполагаем, что X —поверхность дель Пеццо1

с rk Pic(X)G = 1. Рассмотрим возможности согласно значению степени d = K2
X .

Случай d = 1. Этот случай не реализуется, так как |−KX | имеет одну
базисную точку P , а группа G должна действовать на TP,X эффективно. Сле-
довательно, G ⊂ GL(TP,X). Однако GL2(C) не содержит простых конечных
подгрупп. Противоречие.

Случай d = 2. В этом случае антиканоническое отображение X → P
2 явля-

ется двойным накрытием с дивизором ветвления B ⊂ P
2— гладкой квартикой.

Действие G в X опускается на P
2, и кривая B является G-инвариантной. Следо-

вательно, G ⊂ Aut(B). Согласно оценке Гурвица |G| � 168. Более того, Aut(B)
не содержит элементов порядка 5. Тогда единственной возможностью является
G � PSL2(7) и B = {x3

1x2 + x3
2x3 + x3

3x1 = 0}. Получаем случай (iii).
1В общем случае действия простых групп на поверхностях дель Пеццо с логтерминальными

особенностями изучались в [5].
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Случай d = 3. Тогда X —кубическая поверхность в P
3. Действие G на ре-

шётке Λ:=K⊥
X ⊂ Pic(X) является точным. Следовательно, наша группа G имеет

представление на векторном пространстве Λ/2Λ = (F2)6 над полем F2. Форма
пересечения индуцирует чётную квадратичную форму на Λ и, следовательно,
индуцирует квадратичную форму на Λ/2Λ

q(x) :=
1
2
(x, x) mod 2.

Возьмём стандартный базис h, e1, . . . , e6 в Pic(X), где (h,h) = 1, (h, ei) = 0,
(ei, ej) = −δij . Тогда в базисе e1 − e2, e2 − e3, e4 − e5, e5 − e6, h− e1 − e2 − e3,
h− e4− e5 − e6 пространства Λ форму q(x) можно записать в следующем виде:

Q(x) = x2
1 + x2

2 + x1x2 + x2
3 + x2

4 + x3x4 + x2
5 + x2

6 + x5x6.

Тогда легко видеть, что инвариант Арфа формы q(x) равен 1. Группа со-
храняет форму пересечения и квадратичную форму q(x). Следовательно, су-
ществует естественное вложение G ↪→ O6(F2)−. Поскольку G проста, то
G ⊂ [O6(F2)−,O6(F2)−]. Известно, что [O6(F2)−,O6(F2)−] � PSp4(3) (см., на-
пример, [7]). Кроме того, G изоморфна одной из следующих групп: PSp4(3), A6

или A5. С другой стороны, G эффективно действует на H0(X,−KX) � C
4. То-

гда единственная возможность G � A5. Уравнение ψ(z) = 0 поверхности X ⊂ P
3

является кубическим инвариантом на H0(X,−KX). Следовательно, представле-
ние на H0(X,−KX) является стандартным неприводимым представлением A5.
Тогда в подходящем базисе мы можем записать ψ = z3

1 +. . . +z3
4−(z1+. . .+z4)3.

Множество неподвижных точек элемента α ∈ G второго порядка является объ-
единением прямой и трёх изолированных точек. По топологической формуле
Лефшеца для числа неподвижных точек действие α на Λ диагонализуемо сле-
дующим образом: α = diag(1, 1, 1, 1,−1,−1). Это означает, что представление G
на Λ является суммой неприводимого четырёхмерного представления и триви-
ального. Это противоречит предположению минимальности rk Pic(X)G = 1.
Случай d = 4. Тогда X = X2·2 = Q′ ∩ Q′′ ⊂ P

4 является пересечением двух
квадрик. Группа G действует на пучке квадрик 〈Q′, Q′′〉 � P

1, оставляя инвари-
антом подмножество пяти особых элементов. Легко видеть, что в этом случае
действие на 〈Q′, Q′′〉 должно быть тривиальным. Следовательно, G фиксирует
вершины P1, . . . , P5 пяти G-инвариантных квадратичных конусов Qi ∈ 〈Q′, Q′′〉.
Поскольку эти точки P1, . . . , P5 порождают P

5, группа G должна быть абелевой.
Противоречие.

Случай d = 5. Поверхность дель Пеццо степени 5 единственна с точно-
стью до изоморфизма. Рассмотрим (эффективное) действие G на пространстве
Pic(X)⊗C и на ортогональном дополнении K⊥

X ⊂ Pic(X)⊗C. Форма пересече-
ния индуцирует невырожденную квадратичную форму на K⊥

X . Следовательно,
G эффективно действует на двумерной квадрике в P

3. Тогда единственная воз-
можность G � A5. Известно, что Aut(X) изоморфно симметрической группе S5,
и поэтому поверхность дель Пеццо степени 5 допускает действие A5. Получаем
случай (ii).
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Случай 6 � d � 8. Тогда действие G на Pic(X) � Z
10−d должно быть триви-

альным. Это противоречит предположению минимальности rk Pic(X)G = 1.
Случай d = 9. Тогда X = P

2. Здесь G ⊂ PGL3(C), и по классификации
конечных подгрупп в PGL2(C) получаем случай (i).
Теорема 3.1 доказана.

3.3. Теорема [8,19]. Пусть G ⊂ Cr2(C)—конечная квазипростая непростая
подгруппа. Тогда G � 2.A5.

Доказательство. Как и в доказательстве теоремы 3.1, мы можем считать,
что G эффективно действует на гладкой проективной рациональной поверхно-
сти Пеццо X с rkPic(X)G = 1 или эквивариантным расслоением на коники
с rkPic(X)G = 2. Пусть Ḡ :=G/ z(G). Тогда Ḡ—простая группа, действующая
на рациональной поверхности X/ z(G). Следовательно, Ḡ вложима в Cr2(C),
и по теореме 3.1 мы имеем Ḡ � A5, Ḡ � A6 или Ḡ � PSL2(7). Поэтому,
как и в доказательстве предложения 2.1, мы имеем одну из следующих воз-
можностей: G � 2.A5, SL2(7) или n.A6 для n = 2, n = 3 или n = 6. Если
X имеет эквивариантную структуру расслоения на коники π : X → B � P

1,
то G нетривиально действует либо на базе B, либо на общем слое. Это воз-
можно, только если G � 2.A5. Предположим, что X —поверхность дель Пеццо
с rkPic(X)G = 1. Пусть Z ⊂ z(G)—циклическая подгруппа простого поряд-
ка p и π : X → Y := X/Z —фактор. Поверхность Y рациональна, и Ḡ := G/Z
эффективно действует на Y .
Сначала рассмотрим случай, когда Z имеет только изолированные непо-

движные точки. Если p = 2, то по голоморфной формуле Лефшеца число
неподвижных точек равно 4. Эти точки не могут переставляться группой G,
поэтому они фиксируются G. Аналогично в случае p = 3 обозначим через n0

(n1, n2) число неподвижных точек с действием типа 1
3 (1,−1) (соответственно

1
3 (1, 1), 1

3 (−1,−1)). Тогда снова по голоморфной формуле Лефшеца n1 = n2,
n0 + n1 = 3. Следовательно, существует не более трёх точек каждого типа, и
поэтому, как и выше, все эти точки фиксированы G. Так как группы SL2(7) и
n.A6 не могут корректно действовать в касательном пространстве к неподвиж-
ной точке, единственной возможностью является G � 2.A5.
Рассмотрим теперь случай, когда множество неподвижных точек XZ груп-

пы Z одномерно. Пусть C —объединение всех кривых в XZ . Заметим, что мно-
гообразие C неособо, поскольку оно является объединением компонент мно-
жества неподвижных точек. Ясно, что C также является G-инвариантным.
Тогда класс C должен быть пропорционален −KX в Pic(X). Следовательно,
C —обильный и связный дивизор. Поскольку C неособо, то оно неприводимо.
Группа G/Z нетривиально действует на C. Следовательно, C не может быть эл-
липтической кривой. Более того, если кривая C рациональна, то G/Z � A5, что
и требовалось. Таким образом, мы можем считать, что C ∼ −aKX с a > 1. Если
дивизор −KX очень обилен, то C содержится в гиперплоском сечении и a = 1.
Противоречие. Таким образом, осталось рассмотреть только две возможности:
K2
X = 1 и K2

X = 2. Если K2
X = 1, то антиканоническая линейная система имеет
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единственную базовую точку, например O. Поскольку представление G в ка-
сательном пространстве TO,X является точным, единственной возможностью
является G � 2.A5. Наконец, предположим, что K2

X = 2. Тогда антиканониче-
ское отображение является двойным накрытием Φ|−KX | : X → P

2. Действие Z
на P

2 должно быть тривиальным (иначе a = 1). Следовательно, p = 2, Z по-
рождается инволюцией Гейзера γ, а C —кривой ветвления Φ|−KX |. С другой
стороны, существует гомоморфизм

λ : Aut(X) ↪→ GL
(
Pic(X)

)
= GL8(Z) det−→ {±1},

где λ(γ) = −1. Поскольку наша группа G совершенна, γ /∈ G. Противоречие.
3.4. Замечание. Точно так же можно описать действия G = 2.A5 на рацио-

нальных поверхностях, т. е. вложения 2.A5 ↪→ Cr2(C) (см. [19]).
Автор благодарит рецензента за тщательное прочтение рукописи и много-

численные полезные замечания и предложения.
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