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Аннотация

В статье устанавливается взаимно-однозначное соответствие между абелевыми
группами без кручения конечного ранга с отмеченными базисами и конечными по-
следовательностями элементов конечно представимых модулей над кольцом полиади-
ческих чисел. Это соответствие является двойственностью категорий.

Abstract

A. A. Fomin, Torsion-free Abelian groups of finite rank with marked bases, Funda-
mentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 22 (2019), no. 4, pp. 201—228.

We define a one-to-one correspondence between torsion-free Abelian groups of finite
rank with marked bases and finite sequences of elements of finitely presented modules
over the ring of polyadic numbers. This correspondence is a duality of two categories.

Изучение абелевых групп без кручения конечного ранга началось с работ
Л. С. Понтрягина [15], А. И. Мальцева [3], А. Г. Куроша [13], Д. Дерри [9],
Ф. Леви [14] и Р. Бэра [7]. Тогда возникло так называемое матричное описание
Куроша—Мальцева—Дерри абелевых групп без кручения конечного ранга. На
самом деле под этим названием скрываются два разных результата: собственно
описание А. И. Мальцева [3] и описание Д. Дерри [9], основанное на теореме
А. Г. Куроша [13]. Теорема Куроша—Дерри вошла в монографии А. Г. Куро-
ша [1] и Л. Фукса [6] и по этой причине имеет бо́льшую известность, чем
теорема А. И. Мальцева. К этой же теме относится описание абелевых групп
без кручения ранга 2, полученное Р. Бьюмонтом и Р. Пирсом [8].

Новый подход был предложен автором в [11]. Там были введены три кате-
гории F , D и S. Первые две категории являются категориями абелевых групп:
F —категория абелевых групп без кручения конечного ранга с отмеченными
базисами, D—категория смешанных факторно делимых групп с отмеченны-
ми базисами. Третья категория S является категорией терминов, в которых
описываются группы первых двух категорий. Объектами категории S явля-
ются конечные последовательности элементов конечно представимых модулей
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над кольцом полиадических чисел. Категории D и S эквивалентны, а катего-
рии F и S двойственны. Таким образом, любая конечная последовательность
элементов конечно представимого модуля над кольцом полиадических чисел
определяет две группы: группу без кручения конечного ранга и смешанную
факторно делимую группу. Эти две группы являются взаимно двойственными
в смысле двойственности [12].

Доказательство эквивалентности категорий D и S содержится в [5], дока-
зательство двойственности категорий F и S является главной целью данной
статьи.

Все рассматриваемые группы являются абелевыми. Z, Q, Ẑp обозначают со-
ответственно кольца целых, рациональных и целых p-адических чисел. Кольцо
полиадических чисел Ẑ =

∏

p
Ẑp— это произведение колец целых p-адических

чисел по всем простым числам p. Zn—кольцо классов вычетов по модулю n,
Zp∞ — группа типа p-бесконечность.

Под характеристикой χ = (mp) понимается любая последовательность целых
неотрицательных чисел и символов ∞, занумерованная всеми простыми числа-
ми. Для каждой характеристики χ = (mp) определяется кольцо Zχ =

∏

p
Kp как

произведение по всем простым числам p колец Kp, где Kp = Zpmp при mp <∞
или Kp = Ẑp при mp =∞.

Если a1, . . . , an—элементы модуля M над коммутативным кольцом R,
то 〈a1, . . . , an〉R обозначает подмодуль, порождённый данными элементами,
〈a1, . . . , an〉—подгруппа, порождённая этими элементами. Модуль M называ-
ется конечно представимым, если существует точная последовательность

Rm → Rn →M → 0

для некоторых целых положительных чисел m и n. Кольца Zχ, рассматрива-
емые как модули над кольцом полиадических чисел, являются циклическими
(n = 1) конечно представимыми модулями. В общем случае каждый конечно
представимый Ẑ-модуль M имеет вид

M ∼= Zχ1 ⊕ . . .⊕ Zχn
,

где χ1 � . . . � χn—некоторая последовательность характеристик [10]. Если
N является конечно порождённым подмодулем конечно представимого Ẑ-моду-
ля M , то оба модуля N и M/N являются конечно представимыми [10].

Группа называется локально циклической, если любая её конечно порож-
дённая подгруппа является циклической группой. Любая локально циклическая
группа либо является группой без кручения, тогда она имеет ранг 1, либо яв-
ляется периодической группой, тогда она изоморфна подгруппе группы Q/Z,
т. е. изоморфна группе вида

⊕

p
Zpmp . Таким образом, периодические локально

циклические группы описываются с точностью до изоморфизма характеристи-
ками (mp).
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Все недостающие определения можно найти в [6], наши обозначения также
совпадают с обозначениями в [6].

1. Контравариантные функторы вида HomR(–, D)

Пусть R—коммутативное кольцо. Мы рассматриваем категорию R-модулей.
Объектами этой категории являются модули над кольцом R, а морфизмами—
гомоморфизмы R-модулей. Фиксируем некоторый R-модуль D.

Для любого модуля A множество HomR(A,D) всех R-модульных гомомор-
физмов из A в D также является R-модулем относительно операций сложения
(f + g)(a) = f(a) + g(a) и умножения на скаляры (αf)(a) = αf(a) для любых
двух гомоморфизмов f, g : A → D и для любых a ∈ A, α ∈ R. Обозначим этот
модуль через A∗ = HomR(A,D).

Пусть f : A → B— гомоморфизм R-модулей и ϕ ∈ B∗. Это означает, что
ϕ : B → D также является гомоморфизмом. Тогда отображение ϕ 	→ ϕf явля-
ется гомоморфизмом из модуля B∗ в модуль A∗. Мы будем обозначать этот
гомоморфизм как f∗ = HomR(f,D) : B∗ → A∗. Таким образом, гомоморфизм f∗

определён равенством
f∗(ϕ) = ϕf. (1)

Пусть даны два гомоморфизма A
f−→ B

g−→ C и ϕ ∈ C∗. Тогда мы получаем

(gf)∗(ϕ) = ϕ(gf) = (ϕg)f = g∗(ϕ)f = f∗
(
g∗(ϕ)

)
= (f∗g∗)(ϕ)

для любых гомоморфизмов ϕ : C → D. Таким образом, имеет место равенство
(gf)∗ = f∗g∗. Также очевидно равенство (idA)∗ = idA∗ для любого тождествен-
ного гомоморфизма idA : A → A, где idA(a) = a, a ∈ A. Это означает, что
HomR(–,D) является контравариантным функтором из категории R-модулей
в себя.

Из определений следует, что (f + g)∗ = f∗ + g∗ и (αf)∗ = αf∗ для гомомор-
физмов f, g : A→ B и скаляров α ∈ R.

Следующая теорема хорошо известна [2,6] и легко доказывается.

Теорема 1.1. Пусть A,A1, . . . , An—модули над коммутативным кольцом R.
Прямое разложение A = A1 ⊕ . . .⊕ An имеет место тогда и только тогда, когда
существуют 2n гомоморфизмов

Ak
ik−→ A

πk−→ Ak,

таких что πmik = 0 для всех k 
= m, πkik = idAk
для каждого k = 1, . . . , n и

i1π1 + . . .+ inπn = idA.

Теорема 1.2. Если R-модуль A раскладывается в прямую сумму R-модулей
A = A1 ⊕ . . . ⊕ An, то R-модуль A∗ = HomR(A,D) также раскладывается
в прямую сумму R-модулей A∗ = A∗

1 ⊕ . . .⊕A∗
n.
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Доказательство. Применяя к модулю A сначала теорему 1.1, а потом функ-
тор Hom(–,D), мы получаем диаграммы

A∗
k

i∗k←− A∗ π∗
k←− A∗

k,

где i∗kπ
∗
m = 0 для всех k 
= m, i∗kπ

∗
k = idA∗

k
для каждого k = 1, . . . , n и

π∗
1i

∗
1 + . . . + π∗

ni
∗
n = idA∗ . Мы видим, что функтор меняет местами «вложе-

ния» и «проекции». Применяя снова теорему 1.1, мы получаем результат.

В случае бесконечной прямой суммы A =
⊕

i∈I
Ai мы имеем бесконечное мно-

жество вложений εi : Ai → A, i ∈ I. Если f : A→ D—некоторый гомоморфизм,
т. е. f ∈ A∗, то fεi ∈ A∗

i для каждого i ∈ I. Хорошо известно [2, 6] и легко
проверяется, что соответствие f 	→ (fεi)i∈I ∈

∏

i∈I
A∗
i является изоморфизмом

A∗ → ∏

i∈I
A∗
i , т. е. имеет место следующая теорема.

Теорема 1.3.
( ⊕

i∈I
Ai

)∗ ∼= ∏

i∈I
A∗
i .

Теперь мы определим функцию

ΦA : A→ A∗∗ = HomR(A∗,D) = HomR(HomR(A,D),D).

Пусть a ∈ A. Мы определяем ΦA(a) как функцию ΦA(a) : HomR(A,D) → D,
где

ΦA(a)(ϕ) = ϕ(a) (2)

для любого гомоморфизма ϕ ∈ HomR(A,D). Легко убедиться, что ΦA : A→ A∗∗

является R-модульным гомоморфизмом.

Теорема 1.4. Для любого гомоморфизма R-модулей g : A → B следующая
диаграмма является коммутативной :

A∗∗ g∗∗−−−−→ B∗∗

ΦA

�
⏐
⏐

�
⏐
⏐ΦB

A −−−−→
g

B

Доказательство. Пусть a ∈ A. Тогда ΦA(a) ∈ A∗∗ является гомоморфизмом
ΦA(a) : A∗ → D. Мы рассмотрим также гомоморфизм g∗ : B∗ → A∗. Применяя
равенство (1), мы получаем равенство двух гомоморфизмов B∗ → D

g∗∗
(
ΦA(a)

)
= ΦA(a)g∗.

Пусть ϕ ∈ B∗, т. е. ϕ : B → D является гомоморфизмом. Применяя равен-
ство (2), мы получаем

ΦA(a)
(
g∗(ϕ)

)
=

(
g∗(ϕ)

)
(a) = (ϕg)(a)

для любого ϕ ∈ B∗. Таким образом, мы имеем
(
g∗∗ΦA(a)

)
(ϕ) = (ϕg)(a) для

любого ϕ ∈ B∗.
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С другой стороны, ΦB
(
g(a)

) ∈ B∗∗, т. е. ΦB
(
g(a)

)
: B∗ → D— гомомор-

физм. Пусть ϕ ∈ B∗, т. е. ϕ : B → D— гомоморфизм. Тогда равенство (2)
показывает, что ΦB

(
g(a)

)
(ϕ) = ϕ

(
g(a)

)
для любого ϕ ∈ B∗. Следовательно,(

g∗∗ΦA(a)
)
(ϕ) = ΦB

(
g(a)

)
(ϕ) для любого ϕ ∈ B∗, и мы получаем равенство

двух функций g∗∗ΦA(a) = ΦB
(
g(a)

)
для любого элемента a ∈ A. Таким об-

разом, мы можем заключить, что g∗∗ · ΦA = ΦB · g, т. е. диаграмма является
коммутативной.

Теорема 1.5. Если гомоморфизмы ΦB : B → B∗∗ и ΦC : C → C∗∗ являются
изоморфизмами и A = B ⊕ C, то гомоморфизм ΦA : A → A∗∗ также является
изоморфизмом.

Доказательство. Пусть ΦA(a) = 0 и πB(a) = b для некоторого элемен-
та a ∈ A и проекции πB : A → B. По теореме 1.4 мы имеем ΦBπB(a) =
= π∗∗

B ΦA(a) = 0. Поскольку гомоморфизм ΦB инъективен, мы получаем, что
b = πB(a) = 0. Аналогично c = πC(a) = 0. Следовательно,

a = (iBπB + iCπC)(a) = iB(b) + iC(c) = 0

и гомоморфизм ΦA является инъективным.
По теореме 1.2 мы имеем A∗∗ = B∗∗ ⊕ C∗∗. Пусть f ∈ A∗∗. Тогда

f = (i∗∗B π
∗∗
B + i∗∗C π

∗∗
C )(f).

Так как гомоморфизм ΦB сюръективен, то в диаграмме теоремы 1.4 для g = πB
найдётся элемент b ∈ B, такой что π∗∗

B (f) = ΦB(b). Аналогично найдётся эле-
мент c ∈ C, такой что π∗∗

C (f) = ΦC(c). Мы получаем равенство

f = i∗∗B
(
ΦB(b)

)
+ i∗∗C

(
ΦC(c)

)
= ΦA

(
iB(b) + iC(c)

)
,

которое показывает, что гомоморфизм ΦA является сюръективным.

2. χ-адическое пополнение

Под характеристикой χ = (mp) мы понимаем последовательность целых
неотрицательных чисел и символов ∞, занумерованную всеми простыми чис-
лами (см. [6]). Две характеристики эквивалентны, если они различаются не
более чем для конечного числа конечных членов. Класс эквивалентности харак-
теристики называется типом. На множестве характеристик задано отношение
порядка, (mp) � (np) тогда и только тогда, когда mp � np для всех простых
чисел p.

Каждое положительное целое число может быть представлено в виде
n = pk11 p

k2
2 · . . . · pks

s , где p1, p2, . . . , ps—первые s простых чисел, 2, 3, 5, . . . ,
а показатели степеней— целые неотрицательные числа, 0 � ki ∈ Z, i =
= 1, . . . , s. Мы определим характеристику числа n следующим образом:
char(n) = (k1, . . . , ks, 0, 0, . . .). В частности, char(1) = (0, 0, . . .). Очевидно, что
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характеристики положительных чисел принадлежат нулевому типу. В действи-
тельности мы имеем взаимно-однозначное соответствие между целыми поло-
жительными числами и характеристиками нулевого типа. Также понятно, что
число n делит число m тогда и только тогда, когда char(n) � char(m).

Пусть χ = (mp)—некоторая характеристика. Если для некоторого целого
положительного числа n выполняется char(n) � χ, то мы будем кратко пи-
сать n � χ. Обозначим через Rχ подгруппу аддитивной группы рациональных
чисел, которая содержит единицу и в которой характеристика единицы совпа-
дает с характеристикой χ (см. [6]). Легко убедиться, что для любого целого
положительного числа n выполняется

n � χ⇐⇒ 1
n
∈ Rχ.

Теперь мы определим χ-адическую топологию на абелевых группах. χ-адиче-
ская топология на группе A определяется базой окрестностей нуля {nA | n � χ}.
Это означает, что подмножество в группе A является открытым в χ-адической
топологии на группе A тогда и только тогда, когда оно пусто или является
объединением подмножеств вида

a+ nA, a ∈ A, n � χ.

Мы определяем χ-адическое пополнение Âχ для группы A как обратный предел
обратного спектра

πmn : A/mA→ A/nA (3)

для всех пар (m,n) целых положительных чисел, таких что char(n) �
� char(m) � χ. Здесь πmn (a+mA) = a+ nA.

Элемент a = (an)n�χ группы
∏

n�χ
A/nA называется сетью спектра (3), если

πmn (am) = an для любой пары (m,n) положительных целых чисел, такой что
char(n) � char(m) � χ. Легко убедиться, что все сети образуют подгруппу
группы

∏

n�χ
A/nA. Эта подгруппа называется обратным пределом спектра (3).

Определение. Обратный предел спектра (3) называется χ-адическим попол-
нением группы A и обозначается Âχ.

p-примарные подспектры спектра (3) выглядят следующим образом:

A/pmpA→ . . .→ A/pA→ 0, если mp <∞, (4)

или
. . .→ A/pkA→ . . .→ A/pA→ 0, если mp =∞. (5)

Обратный предел спектра (4) совпадает с группой A/pmpA. Обратный предел
спектра (5) является p-адическим пополнением Âp группы A. Так как примар-
ные подспектры по всем простым числам p определяют весь спектр (3), то имеет
место следующая теорема.
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Теорема 2.1. Пусть χ = (mp)—некоторая характеристика. Для любой груп-
пы A

Âχ ∼=
∏

p

Ap,

где Ap = A/pmpA, если mp <∞, или Ap = Âp, если mp =∞.

Интересно заметить, что если характеристика χ принадлежит нулевому типу
и в качестве A взять кольцо целых чисел, то эта теорема совпадёт с китайской
теоремой об остатках. Теперь мы отдельно рассмотрим применение спектра (3)
к кольцу целых чисел Z:

πmn : Z/mZ→ Z/nZ, char(n) � char(m) � χ. (6)

Каждая группа Z/mZ является также естественным образом кольцом. Каж-
дый групповой гомоморфизм πmn : Z/mZ → Z/nZ является также кольцевым
гомоморфизмом. Таким образом, χ-адическое пополнение кольца целых чи-
сел Z—коммутативное кольцо. Это кольцо Zχ может быть также определено
как Zχ =

∏

p
Kp, где Kp = Zpmp , если mp <∞, или Kp = Ẑp, если mp =∞.

Для любой группы A её χ-адическое пополнение Âχ является Zχ-модулем.
Заметим также, что любой Zχ-модуль является модулем над кольцом полиади-
ческих чисел Ẑ =

∏

p
Ẑp, так как Zχ ∼= Ẑ/Iχ, где Iχ = {γ ∈ Ẑ | char(γ) � χ}—

идеал кольца Ẑ.

Предложение 2.2. Пусть

{Cn = 〈cn〉 | ord(cn) = n, n � χ}—
множество циклических групп Cn с отмеченными образующими cn порядка n,
заиндексированное целыми положительными числами n � χ, где χ—некоторая
характеристика. Пусть

{πmn : Cm → Cn | πmn (cm) = cn, char(n) � char(m) � χ}—
множество гомоморфизмов, такое что πmn (cm) = cn по всем парам целых по-
ложительных чисел, для которых char(n) � char(m) � χ. Тогда обратный
предел M спектра {πmn | char(n) � char(m) � χ} имеет вид

M = cZχ = {cα | α ∈ Zχ},
где c = (cn)n�χ ∈

∏

n�χ
Cn является элементом обратного предела. Более того,

равенство cα = 0 влечёт α = 0 для α ∈ Zχ.
Доказательство. Ясно, что элемент c = (cn)n�χ ∈

∏

n�χ
Cn является сетью

спектра, т. е. c принадлежит обратному пределу. Мы имеем Cn ∼= Z/nZ для
любого n � χ. Пусть d = (dn)n�χ ∈

∏

n�χ
Cn—другой элемент обратного

предела. Тогда мы имеем dn = cnαn, где αn ∈ Z/nZ для всех n. Посколь-
ку элемент d = (dn)n�χ ∈

∏

n�χ
Cn является сетью нашего спектра, то элемент
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α = (αn)n�χ ∈
∏

n�χ
Z/nZ обязан быть сетью спектра (6), т. е. α ∈ Zχ и d = cα.

Если d = 0, то dn = 0 и αn = 0 для всех n � χ. Следовательно, α = 0.

Отметим, что p-адическая топология и Z-адическая топология являют-
ся частными случаями χ-адических топологий для характеристик χ =
= (0, . . . , 0,∞, 0, . . .) и χ = (∞,∞, . . .) соответственно.

3. Двойственность для конечных групп

Группа Q/Z ∼= ⊕

p
Z(p∞) является периодической локально циклической

группой. Она изоморфна периодической части мультипликативной группы ком-
плексных чисел и играет важную роль в двойственности Понтрягина (см. [6]).

Рассмотрим конечную циклическую группу C порядка n, порождённую
элементом c. Обозначим через c∗ : C → Q/Z гомоморфизм, для которого
c∗(c) = 1

n + Z ∈ Q/Z. Любой гомоморфизм ϕ : C → Q/Z определяется об-
разом порождающего элемента c, т. е. ϕ(c) = k

m + Z ∈ Q/Z. Поскольку
0 = ϕ(nc) = nk

m + Z, то произведение nk должно делиться на m, т. е. nk = mr,
r ∈ Z. Тогда ϕ(c) = r

n + Z, и мы получаем ϕ = rc∗. Таким образом, груп-
па C∗ = Hom(C,Q/Z) является циклической группой порядка n, порождённой
элементом c∗.

Лемма 3.1. Пусть f : Cn → Cm— гомоморфизм циклических групп, порож-
дённых элементами cn и cm порядка n и m соответственно, т. е. Cn = 〈cn〉 и
Cm = 〈cm〉. Если f(cn) = m1cm, где 0 � m1 < m, то
1) существует единственное число n1 ∈ Z, такое что 0 � n1 < n и

n1m = nm1;
2) f∗(c∗m) = n1c

∗
n = nm1

m c∗n для дуального гомоморфизма f∗ : C∗
m → C∗

n.

Доказательство. Докажем утверждение 1). Так как 0 = f(0) = f(ncn) =
= nm1cm, то целое число nm1 делится на порядок m элемента cm. Более того,
n1 = nm1

m < n, потому что nm1 < nm.
Докажем утверждение 2). Элемент f∗(c∗m) ∈ C∗

n = Hom(Cn, Q/Z) является
гомоморфизмом f∗(c∗m) : Cn → Q/Z. Найдём значение этого гомоморфизма на
элементе cn:

f∗(c∗m)(cn) = c∗m
(
f(cn)

)
= c∗m(m1cm) = m1c

∗
m(cm) =

m1

m
+ Z ∈ Q/Z.

Так как
m1

m
=
nm1

nm
=
n1m

nm
=
n1

n
,

то мы окончательно получаем

f∗(c∗m)(cn) =
n1

n
+ Z = n1c

∗
n(cn).

Таким образом, f∗(c∗m) = n1c
∗
n, потому что значения двух гомоморфизмов сов-

падают на образующем элементе cn.
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Следствие 3.2. Если число n является делителем числа m и f(cn) = m
n cm,

то f∗(c∗m) = c∗n.

Доказательство. n1 = nm1
m = 1 в терминах леммы 3.1.

Следствие 3.3. Гомоморфизм f инъективен тогда и только тогда, когда го-
моморфизм f∗ сюръективен.

Доказательство. Равенство n1m = nm1 показывает, что порядок элемента
f(cn) = m1cm равен n тогда и только тогда, когда числа n и n1 взаимно просты.
Это означает, что элемент f∗(c∗m) = n1c

∗
n порождает группу C∗

n.

Пусть C —конечная циклическая группа, порождённая элементом c поряд-
ка n, C = 〈c〉. Как мы знаем, группа C∗ = Hom(C,Q/Z) является циклической
того же порядка n, порождённой элементом c∗ : C → Q/Z, где c∗(c) = 1

n + Z ∈
∈ Q/Z.

Теперь мы определим функцию

Φ: C → C∗∗ = Hom(C∗, Q/Z) = Hom(Hom(C,Q/Z), Q/Z).

Пусть a ∈ C. Элемент Φ(a) определяется как гомоморфизм

Φ(a) : Hom(C,Q/Z)→ Q/Z,

где Φ(a)(ϕ) = ϕ(a) для любого гомоморфизма ϕ ∈ Hom(C,Q/Z). Легко прове-
ряется, что функция Φ: C → C∗∗ является изоморфизмом групп. Более того,
мы можем видеть, что

Φ(c)(c∗) = c∗(c) =
1
n

+ Z ∈ Q/Z.

С другой стороны,

c∗∗(c∗) =
1
n

+ Z ∈ Q/Z.

Следовательно, Φ(c) = c∗∗.
Отождествляя вдоль изоморфизма Φ, мы получаем C∗∗ = C и c∗∗ = c.

Теорема 1.4 показывает, что при таком отождествлении f∗∗ = f для любого
гомоморфизма f : A→ B конечных циклических групп.

Поскольку любая конечная группа является прямой суммой конечных цик-
лических групп, то теоремы 1.2 и 1.5 позволяют расширить наши утверждения
до любых конечных групп: A∗∗ = A для любой конечной группы A и f∗∗ = f
для любого гомоморфизма f : A→ B конечных групп.

Таким образом, мы получаем контравариантный функтор Hom(–, Q/Z) из ка-
тегории конечных групп в себя, такой что, будучи дважды применённым, он сов-
падает с тождественным функтором Hom(Hom(–, Q/Z), Q/Z) = Id. Этот функ-
тор называется двойственностью в категории конечных групп. Другие свойства
этой двойственности можно найти, например, в [2].
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Замечание. Мы можем определить такой же гомоморфизм Φ для бесконеч-
ной циклической группы. Хотя он и будет инъективным, но, к сожалению, не
будет изоморфизмом:

Φ: Z → Z∗∗ = Hom(Z∗, Q/Z) = Hom(Hom(Z,Q/Z), Q/Z) ∼=
∼= Hom(Q/Z,Q/Z) ∼= Ẑ.

По этой причине двойственность не может быть расширена до категории конеч-
но порождённых групп.

4. Локально циклические группы
и конечно представимые модули

Любая периодическая группа A является модулем над кольцом полиадиче-
ских чисел Ẑ. Пусть a ∈ A и na = 0 для некоторого целого числа n > 0. Для
любого полиадического числа α ∈ Ẑ существуют единственные m ∈ Z и β ∈ Ẑ,
такие что α = nβ+m и 0 � m < n. Мы определим αa = ma. Это определение не
зависит от выбора числа n, а группа A становится Ẑ-модулем относительно так
определённого умножения Ẑ×A→ A. Более того, каждый гомоморфизм перио-
дических групп A→ B является Ẑ-модульным гомоморфизмом. Таким образом,
Hom(A,B) = HomẐ(A,B) для периодических групп A и B.

Рассмотрим периодическую локально циклическую группу Cχ характери-
стики χ. Для любого положительного целого числа n � χ группа Cχ содержит
единственную циклическую подгруппу Cn порядка n. Кроме того, Cn ⊂ Cm то-
гда и только тогда, когда число n является делителем числа m, т. е. char(n) �
� char(m) � χ. Выбирая образующий элемент cn для каждой циклической
подгруппы Cn, мы получаем множество образующих {cn | n � χ} группы Cχ.
Мы будем называть множество образующих {cn | n � χ} нормальным, если
cn = m

n cm для любой пары целых положительных чисел, такой что char(n) �
� char(m) � χ.

Каждая периодическая локально циклическая группа Cχ содержит нор-
мальное множество образующих, потому что она изоморфна подгруппе Bχ =
= {mn + Z | n � χ} группы Q/Z, а группа Bχ содержит очевидное нормальное
множество образующих { 1

n + Z | n � χ}.
Для подгрупп Cn ⊂ Cχ мы вводим обозначения для вложений in : Cn → Cχ,

in(a) = a, а также inm : Cn → Cm, inm(a) = a, a ∈ Cn, для любой пары
положительных целых чисел, такой что char(n) � char(m) � χ. Получаются
следующие коммутативные диаграммы:

Cχ

Cn Cm

�
��in

�
inm

�
�� im .
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Применив к ним контравариантный функтор Hom(–, Q/Z), мы получим следу-
ющие коммутативные диаграммы для любой пары положительных целых чисел,
удовлетворяющих соотношению char(n) � char(m) � χ:

C∗
χ

C∗
m C∗

n

�
��
i∗m �

��
i∗n

�
i∗nm

.

Любой элемент группы C∗
χ переходит по гомоморфизмам {i∗n : C∗

χ → C∗
n | n � χ}

в некоторую сеть обратного спектра

i∗nm : C∗
m → C∗

n, char(n) � char(m) � χ. (7)

Это отображение является изоморфизмом групп (а также Ẑ-модулей) между C∗
χ

и обратным пределом спектра (7).
Предположим, что {cn | n � χ} является нормальным множеством образу-

ющих группы Cχ. Тогда inm(cn) = m
n cm, и по следствию 3.2 получается, что

i∗nm(c∗m) = c∗n. Таким образом, элемент y = (c∗n)n�χ ∈
∏

n�χ
C∗
n является се-

тью спектра (7). Это означает, что элемент y принадлежит обратному пределу
спектра (7).

Теорема 4.1. Пусть Cχ—периодическая локально циклическая группа ха-
рактеристики χ c нормальным множеством образующих {cn | n � χ}. Тогда
C∗
χ
∼= yZχ, где y = (c∗n)n�χ ∈

∏

n�χ
C∗
n. Более того, αy = 0 тогда и только тогда,

когда α = 0 для α ∈ Zχ.
Доказательство. Теорема является прямым следствием предложения 2.2.

Поскольку все наши кольца коммутативны, мы не различаем левые и правые
модули, например, yZχ = Zχy и αy = yα в этой теореме.

Следствие 4.2. Кольцо эндоморфизмов End(Q/Z) группы Q/Z изоморфно
кольцу полиадических чисел Ẑ.

Доказательство. Мы используем определение кольца Ẑ как обратного пре-
дела спектра (6) для характеристики χ = (∞,∞, . . .). Множество элементов

{

cn =
1
n

+ Z ∈ Q/Z
∣
∣
∣ 0 < n ∈ Z

}

является нормальным множеством образующих локально циклической группы
Q/Z. Для любого эндоморфизма f : Q/Z → Q/Z его ограничение f : Cn → Cn
совпадает с умножением на целое число an, 0 � an < n, f(cn) = ancn, где
Cn = 〈cn〉, 0 < n ∈ Z. Далее, если n делит m, то am ≡ an (mod n). Это
означает, что элемент α = (an)n>0 ∈

∏

n>0
Z/nZ является сетью спектра (6), то

есть полиадическим числом. Легко убедиться, что соответствие f ↔ α является
изоморфизмом колец.
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Для любой абелевой группы A группа A∗ = Hom(A,Q/Z) является также
модулем над кольцом полиадических чисел Ẑ. Действительно, мы можем опре-
делить умножение Ẑ × A∗ → A∗ следующим образом. Пусть α ∈ Ẑ и ϕ ∈ A∗.
Поскольку α ∈ Ẑ может рассматриваться как гомоморфизм α : Q/Z → Q/Z
по следствию 4.2, а элемент ϕ ∈ A∗ является гомоморфизмом ϕ : A → Q/Z,
то мы определяем произведение αϕ ∈ A∗ просто как композицию функций
αϕ : A→ Q/Z, где (αϕ)(a) = α

(
ϕ(a)

)
, a ∈ A.

Кроме того, для любого гомоморфизма групп f : A → B дуальный гомомор-
физм f∗ : B∗ → A∗ является не только групповым гомоморфизмом, но также и
гомоморфизмом Ẑ-модулей, потому что

f∗(αϕ) = (αϕ)f = α(ϕf) = αf∗(ϕ), α ∈ Ẑ, ϕ ∈ A∗.

Таким образом, мы получаем предложение.

Предложение 4.3. Hom(–, Q/Z) является контравариантным функтором из
категории абелевых групп в категорию модулей над кольцом полиадических
чисел Ẑ.

Мы напоминаем, что всякий циклический конечно представимый Ẑ-мо-
дуль M изоморфен модулю Zχ для некоторой характеристики χ [10]. Он имеет
вид

M = yZχ = {αy | α ∈ Zχ},
где y является образующим и αy = 0 тогда и только тогда, когда α = 0 для
α ∈ Zχ, или γy = 0 тога и только тогда, когда char(γ) � χ для γ ∈ Ẑ [10]. Этот
модуль будет называться циклическим Ẑ-модулем характеристики χ. Заметим,
что кохарактеристика элемента y в точности равна характеристике χ [5].

Конечно представимые Ẑ-модули раскладываются в конечные прямые сум-
мы конечно представимых циклических Ẑ-модулей, т. е. они имеют вид
y1Zχ1 ⊕ . . . ⊕ ynZχn

, и без потери общности мы можем полагать, что
χ1 � . . . � χn [10].

Далее мы будем рассматривать контравариантный функтор HomẐ(–, Q/Z)
из категории Ẑ-модулей в себя, который совпадает с функтором Hom(–, Q/Z)
на периодических группах.

Обозначение A∗ будет использоваться далее в этом разделе для
HomẐ(A,Q/Z).

Теорема 4.4. Пусть M —циклический Ẑ-модуль характеристики χ. Тогда
M∗ является периодической локально циклической группой характеристики χ.

Доказательство. Мы имеем M = yZχ. Пусть f : yZχ → Q/Z — Ẑ-модуль-
ный гомоморфизм, т. е. f ∈ M∗. Тогда f(y) = k

n + Z ∈ Q/Z, где k
n ∈ Q—

несократимая дробь. В этом случае n является порядком элемента k
n +Z ∈ Q/Z

и характеристика n совпадает с кохарактеристикой элемента f(y) в цикличе-
ской группе 〈f(y)〉, порождённой этим элементом. Свойство 7 параграфа 4 в [5]
показывает, что char(n) � χ.
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Соответствие f ↔ k
n +Z, где f(y) = k

n +Z ∈ Q/Z и n � χ, является изомор-
физмом Ẑ-модулей. Более того, гомоморфизмы cn : M → Q/Z, где cn(y) = 1

n +Z
и n � χ, образуют нормальное множество образующих локально циклической
группы M∗ характеристики χ.

Пусть M —некоторый Ẑ-модуль. Напомним, что Ẑ-модульный гомомор-
физм ΦM : M → M∗∗ = HomẐ(HomẐ(M,Q/Z), Q/Z) определяется равенством
ΦM (a)(ϕ) = ϕ(a) для любого элемента ϕ ∈M∗ = HomẐ(M,Q/Z).

Теорема 4.5. Пусть M —конечная прямая сумма локально циклических
групп. Тогда гомоморфизм ΦM : M →M∗∗ является изоморфизмом.

Доказательство. Согласно теореме 1.5 утверждение достаточно доказать
для локально циклических групп. Пусть M = Cχ—некоторая локально цик-
лическая группа характеристики χ с нормальным множеством образующих
{cn | n � χ}. По теореме 4.1 мы имеем M∗ = yZχ, где y = (c∗n)n�χ ∈

∏

n�χ
C∗
n.

Любой элемент a ∈ M может быть представлен в виде a = kcn, где
0 � k < n. Предполагая ΦM (a) = 0, мы получаем, что ΦM (a)(αy) = (αy)(a) = 0
для всех α ∈ Zχ. В частности,

0 = y(a) = y(kcn) = ky(cn) = k

(
1
n

+ Z

)

=
(
k

n
+ Z

)

∈ Q/Z.

Следовательно, k = 0 и a = 0. Таким образом, гомоморфизм ΦM : M → M∗∗

инъективен.
Пусть f ∈ M∗∗. Это означает, что f : M∗ → Q/Z является Ẑ-модульным

гомоморфизмом. Поскольку модуль M∗ = yZχ является циклическим, то го-
моморфизм f определяется элементом f(y) = ( kn + Z) ∈ Q/Z для некоторого
k
n ∈ Q. Заметим, что также

ΦM (kcn)(y) = y(kcn) =
(
k

n
+ Z

)

∈ Q/Z.

Так как значения двух гомоморфизмов f : M∗ → Q/Z и ΦM (kcn) : M∗ → Q/Z
совпадают на образующем элементе y, то они совпадают на любом элементе мо-
дуля M∗, т. е. f = ΦM (kcn). Отсюда следует, что гомоморфизм ΦM : M →M∗∗

сюръективен.

Теорема 4.6. Пусть M— конечно представимый Ẑ-модуль. Тогда гомомор-
физм ΦM : M →M∗∗ является изоморфизмом.

Доказательство. Любой конечно представимый Ẑ-модуль является ко-
нечной прямой суммой конечно представимых циклических модулей M =
= y1Zχ1 ⊕ . . . ⊕ ynZχn

. Согласно теореме 1.5 достаточно доказать утвержде-
ние для циклических конечно представимых Ẑ-модулей. Пусть M = yZχ—
циклический Ẑ-модуль характеристики χ, порождённый элементом y.

Предполагая ΦM (a) = 0, где a = αy—некоторый элемент модуля M = yZχ,
мы получаем, что

(
ΦM (a)

)
(ϕ) = ϕ(αy) = 0 для всех ϕ ∈M∗ = HomẐ(M,Q/Z).
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Другими словами, α
(
ϕ(y)

)
= 0, где ϕ(y) пробегает все элементы k

n + Z ∈
∈ Q/Z, для которых n � χ. В частности, мы получаем, что α( 1

n + Z) = 0
для всех n � χ. χ-адическое число α ∈ Zχ может быть представлено как сеть
спектра (6): α = (αn)n�χ ∈

∏

n�χ
Z/nZ, где αn = an + Z ∈ Z/nZ и 0 � an < n.

Равенство α( 1
n +Z) = an

n +Z имеет место по определению этого произведения.
Следовательно, an = 0 для всех n � χ. Отсюда следует, что α = 0 и a = αy = 0.
Таким образом, гомоморфизм ΦM : M →M∗∗ инъективен.

По теореме 4.4 Ẑ-модуль M∗ является локально циклической группой ха-
рактеристики χ с нормальным множеством образующих {cn | n � χ}, таким что
cn(y) = 1

n + Z ∈ Q/Z для всех n � χ.
Пусть f ∈ M∗∗, т. е. f является гомоморфизмом f : M∗ → Q/Z. Обозна-

чая f(cn) = an

n + Z ∈ Q/Z для всех n � χ, мы получаем множество целых
чисел {an | n � χ}. Так как множество образующих {cn | n � χ} является
нормальным, то kcm = cn в случае m = kn ∈ Z. Следовательно,

an
n

+ Z = f(cn) = f(kcm) =
kam
m

+ Z =
am
n

+ Z ∈ Q/Z.
Отсюда следует, что am ≡ an (mod n) для всех пар положительных целых
чисел, для которых char(n) � char(m) � χ. Это означает, что элемент α =
= (an + nZ)n�χ ∈

∏

n�χ
Z/nZ является сетью спектра (6), т. е. α ∈ Zχ. Теперь

мы рассмотрим действие элемента ΦM (αy) ∈M∗∗ на образующих cn ∈M∗. Мы
получаем

(
ΦM (αy)

)
(cn) = cn(αy) = αcn(y) = α

(
1
n

+ Z

)

=
an
n

+ Z = f(cn).

Так как действие гомоморфизма ΦM (αy) : M∗ → Q/Z совпадает с действием го-
моморфизма f : M∗ → Q/Z на множестве всех образующих cn ∈M∗, то эти два
гомоморфизма совпадают. Таким образом, равенство f = ΦM (αy) показывает,
что гомоморфизм ΦM : M →M∗∗ сюръективен.

Пусть A и B—две категории. Мы напоминаем, что функтор F : A → B
называется двойственностью, если он контравариантен и существует контрава-
риантный функтор G : B → A, такой что композиции этих функторов изоморф-
ны тождественным функторам, т. е. FG ∼= idB и GF ∼= idA. В этом случае
категории A и B называются двойственными.

Изоморфизм GF ∼= idA означает, что для любого объекта A категории A
имеется изоморфизм ΦA : A→ GF (A), причём диаграммы

GF (A)
GF (g)−−−−→ GF (B)

ΦA

�
⏐
⏐

�
⏐
⏐ΦB

A −−−−→
g

B

коммутативны для любых морфизмов g : A→ B категории A.
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Пусть A—это категория конечных прямых сумм локально циклических
групп, а B—категория конечно представимых Ẑ-модулей. Теорема 4.1 вместе
с теоремой 1.2 показывают, что F = HomẐ(–, Q/Z) является контравари-
антным функтором из категории A в категорию B. Этот функтор совпадает
с функтором Hom(–, Q/Z). Теорема 4.4 вместе с теоремой 1.2 показывают,
что G = HomẐ(–, Q/Z) является контравариантным функтором из категории B
в категорию A. Теоремы 4.5 и 4.6 вместе с теоремой 1.4 показывают, что компо-
зиции FG и GF изоморфны тождественным функторам, и мы получаем главный
результат этого раздела.

Теорема 4.7. Категория конечных прямых сумм локально циклических
групп является двойственной категории конечно представимых Ẑ-модулей.

Если характеристика χ принадлежит нулевому типу, то она соответствует
некоторому целому положительному числу n. Циклический Ẑ-модуль yZχ ха-
рактеристики χ и локально циклическая группа Cχ характеристики χ изоморф-
ны в этом случае циклической группе Cn порядка n. Более того, пересечение
категории конечно представимых Ẑ-модулей и категории конечных прямых сумм
локально циклических групп совпадает с категорией конечных групп. Ограни-
чение двойственности теоремы 4.7 совпадает с двойственностью для конечных
групп. Таким образом, двойственность теоремы 4.7 является расширением двой-
ственности для конечных групп.

Замечание. Если бы рассматривался функтор Hom(–, Q/Z) вместо функто-
ра HomẐ(–, Q/Z), то теоремы 4.4—4.7 не были бы верны.

Например,
Q/Z ∼= HomẐ(Ẑ, Q/Z) � Hom(Ẑ, Q/Z).

Пусть S—максимальное линейно независимое над Z множество в адди-
тивной группе кольца полиадических чисел Ẑ. Мощность множества S равна
континууму. Любая функция S → Q/Z может быть продолжена до гомомор-
физма групп Ẑ → Q/Z, в то время как Ẑ-модульный гомоморфизм полностью
определяется своим значением на образующем элементе 1 ∈ Ẑ в Ẑ-модуле Ẑ.
Таким образом, Hom(Ẑ, Q/Z) больше, чем HomẐ(Ẑ, Q/Z) даже по мощности.

5. Категория F групп без кручения
конечного ранга с отмеченными базисами

Определим категорию F . Объектами категории F являются пары ви-
да (A; a1, a2, . . . , an), где A— группа без кручения конечного ранга и
a1, a2, . . . , an— её базис. Здесь под базисом понимается любая максимальная
линейно независимая система элементов. В частности, число n � 0 совпадает
с рангом группы A.

Пусть (A; a1, . . . , an) и (B; b1, . . . , bk)—два объекта категории F . Любой го-
моморфизм групп ϕ : A→ B однозначно определяет матрицу Mϕ размера k × n
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с рациональными элементами, для которой выполняется матричное равенство

(ϕa1, . . . , ϕan) = (b1, . . . , bk)Mϕ.

Мы определяем морфизмы категории F из объекта (A; a1, . . . , an) в объект
(B; b1, . . . , bk) как гомоморфизмы ϕ : A → B, для которых матрица Mϕ состоит
из целых чисел.

Пусть даны два морфизма категории F :
(A; a1, a2, . . . , an)

ϕ−→ (B; b1, . . . , bk)
ψ−→ (C; c1, . . . , cm).

Тогда произведение гомоморфизмов ψϕ : A → C также является морфизмом
категории F , потому что матрица Mψϕ = Mψ · Mϕ состоит из целых чисел.
Мы можем видеть, что умножение морфизмов ψϕ в категории F совпадает
с обычным умножением гомоморфизмов. Следовательно, оно ассоциативно.

Тождественным гомоморфизмам idA : A → A, где idA(a) = a, соответствуют
единичные матрицы относительно любых базисов. Следовательно, они принад-
лежат категории F и играют роль тождественных морфизмов категории F .
Таким образом, F действительно является категорией.

Предложение 5.1. Каждый морфизм ϕ : (A; a1, . . . , an) → (B; b1, . . . , bk) ка-
тегории F индуцирует гомоморфизм периодических групп ϕ̄ : A/F → B/G, где
ϕ̄(a+F ) = ϕ(a)+G, a ∈ A, F = 〈a1, . . . , an〉 ⊂ A и G = 〈b1, . . . , bk〉 ⊂ B являются
свободными подгруппами, порождёнными соответствующими базисами.

Доказательство. Так как матрица Mϕ состоит из целых чисел, то имеет
место вложение ϕ(F ) ⊂ G и гомоморфизм ϕ̄ корректно определён.

Предложение 5.2. Пусть (A; a1, . . . , an)—объект категории F и F =
= 〈a1, . . . , an〉 ⊂ A— свободная подгруппа, порождённая базисом a1, . . . , an.
Тогда для любого простого числа p p-компонента (A/F )p фактор-группы A/F
имеет вид

(A/F )p ∼= Z(pm1p)⊕ Z(pm2p)⊕ . . .⊕ Z(pmnp),

где 0 � m1p � m2p � . . . � mnp � ∞ являются целыми неотрицательными
числами или символами ∞. Группы Z(pmip) являются циклическими порядка
pmip или группами типа p∞ соответственно.

Доказательство. Цоколь

(A/F )p[p] = {a ∈ (A/F )p | pa = 0}
является векторным пространством над полем Zp из p элементов. Легко про-
верить, что если множество векторов b1 + F, . . . , bk + F ∈ (A/F )p[p] является
линейно независимым над полем Zp, то множество элементов b1, . . . , bk ∈ A
является линейно независимым над кольцом целых чисел Z. Следовательно,
размерность r цоколя меньше либо равна рангу n группы A.

Мы имеем прямое разложение (A/F )p = B ⊕ D, где D—максимальная
делимая подгруппа, а B—редуцированная p-группа. Все цоколи конечны:
(A/F )p[p] = B[p] ⊕ D[p]. Делимая группа D изоморфна прямой сумме копий
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группы Z(p∞) в количестве, равном размерности цоколя D[p]. Редуцированная
p-группа B имеет конечный p-базис и, как показано в [4], является прямой сум-
мой циклических групп. Общее число слагаемых в прямом разложении группы
(A/F )p равно r, и r � n. Если r < n, то мы можем добавить некоторое количе-
ство нулевых слагаемых, чтобы получить окончательный результат.

Напомним, что периодические локально циклические группы находятся
во взаимно-однозначном соответствии с характеристиками. А именно, если
χ = (mp)—некоторая характеристика, то соответствующая периодическая ло-
кально циклическая группа имеет вид

Cχ ∼=
⊕

p

Z(pmp) ∼= Rχ/Z,

где Z ⊂ Rχ ⊂ Q является подгруппой аддитивной группы рациональных чисел,
для которой характеристика единицы в этой подгруппе равна χ.

Теорема 5.3. Пусть (A; a1, . . . , an)—некоторый объект категории F
и F = 〈a1, . . . , an〉. Тогда существует последовательность характеристик
χ1 � . . . � χn, такая что

A/F = Cχ1 ⊕ . . .⊕ Cχn
.

Доказательство. По предложению 5.2 мы получаем, что

A/F =
⊕

p

(A/F )p ∼=
⊕

p

( n⊕

i=1

Z(pmip)
)

=
n⊕

i=1

(⊕

p

Z(pmip)
)
∼=

n⊕

i=1

Cχi
,

где χ1 = (m1p), . . . , χn = (mnp). Неравенства m1p � m2p � . . . � mnp для
каждого простого числа p показывают, что χ1 � . . . � χn. Некоторые характе-
ристики могут оказаться нулевыми.

Определение. Пусть (A; a1, . . . , an)—объект категории F . Последователь-
ность характеристик χ1 � . . . � χn, полученная в теореме 5.3, называется
обобщённой характеристикой данного объекта. Некоторые первые характери-
стики в этой последовательности могут быть равны нулю. В частности, если
A = F — свободная группа, то χ1 = . . . = χn = 0.

Замечание. Предположим, что в группе без кручения конечного ран-
га выделены два различных базиса. Тогда две обобщённые характеристики
χ1 � . . . � χn и κ1 � . . . � κn, вообще говоря, различны. Однако они экви-
валентны в том смысле, что χ1 ∼ κ1, . . . , χn ∼ κn, т. е. соответствующие типы
одинаковы

σ1 = [χ1] = [κ1], . . . , σn = [χn] = [κn].

Последовательность типов σ1 � . . . � σn не зависит от выбора базиса. Она
является инвариантом группы A и называется типом Ричмана группы A.
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6. Основное тождество

Пусть (A; a1, . . . , an)—некоторый объект категории F . Это означает, что A
является группой без кручения конечного ранга и a1, . . . , an ∈ A—максималь-
ное линейно независимое (над Z) множество её элементов.

Элементы a1, . . . , an порождают свободную подгруппу F = 〈a1, . . . , an〉 ⊂ A
группы A. Для любого элемента z ∈ A найдутся целые числа m 
= 0,
m1, . . . ,mn ∈ Z, для которых имеет место равенство

mz = m1a1 + . . .+mnan. (8)

Соответствие
z

λA	−→
(m1

m
, . . . ,

mn

m

)

является правильно определённым инъективным гомоморфизмом групп
λA : A → Qn. Ограничение гомоморфизма λA на подгруппу F ⊂ A является
изоморфизмом λF : F → Zn ⊂ Qn между группами F и Zn. Таким образом,
имеют место включения Zn ⊂ λA(A) ⊂ Qn, и мы можем видеть, что любая
группа без кручения ранга n изоморфна некоторой подгруппе группы Qn, со-
держащей Zn в качестве подгруппы.

Более того, это соответствие является категорным функтором Λ: F → F .
Группа λA(A) с отмеченным базисом

λA(a1) = (1, 0, . . . , 0), . . . , λA(an) = (0, . . . , 0, 1)

является объектом категории F . Мы определяем

Λ(A; a1, . . . , an) =
(
λA(A);λA(a1), . . . , λA(an)

)
.

Пусть f : (A; a1, . . . , an) → (B; b1, . . . , bk)—некоторый морфизм категории F .
Это означает, что (fa1, . . . , fan) = (b1, . . . , bk)Mf и рациональная матрица Mf

состоит из целых чисел. Если a = r1a1 + . . . + rnan ∈ A для некоторых рацио-
нальных коэффициентов r1, . . . , rn, то (r1, . . . , rn) ∈ λA(A). Мы определяем

Λ(f)(r1, . . . , rn) = (r1, . . . , rn)M t
f ,

это умножение справа на транспонированную матрицу M t
f .

Матричные равенства

(
(r1, . . . , rn)M t

f

)
⎛

⎝
b1
. . .
bk

⎞

⎠ = (r1, . . . , rn)

⎛

⎝M t
f

⎛

⎝
b1
. . .
bk

⎞

⎠

⎞

⎠ =

= (r1, . . . , rn)

⎛

⎝
fa1

. . .
fan

⎞

⎠ = r1f(a1) + . . .+ r1f(a1) = f(a) ∈ B,

в частности, показывают, что Λ(f) : λA(A) → λB(B) является гомоморфизмом
групп. Более того, этот гомоморфизм является морфизмом категории F с той
же самой матрицей Mf .
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Предложение 6.1. Функтор Λ: F → F изоморфен тождественному функто-
ру idF : F → F .

Доказательство. Вышеприведённые равенства также показывают, что

λB
(
f(a)

)
= λA(a)M t

f = Λ(f)
(
λA(a)

)
.

Это означает, что следующая диаграмма коммутативна:

Λ(A; a1, . . . , an)
Λ(f)−−−−→ Λ(B; b1, . . . , bk)

λA

�
⏐
⏐

�
⏐
⏐λB

(A; a1, . . . , an) −−−−→
f

(B; b1, . . . , bk)

.

Поскольку все вертикальные стрелки являются изоморфизмами категории F ,
то коммутативность диаграммы для любого морфизма f означает, что функторы
Λ: F → F и idF : F → F изоморфны.

В частности, для n = 1 группы без кручения ранга 1 изоморфны подгруппам
аддитивной группы рациональных чисел Q, содержащим аддитивную группу це-
лых чисел, Z ⊂ Rχ ⊂ Q. Такие подгруппы полностью описываются их характе-
ристиками χ, введёнными Р. Бэром [7] и Ф. Леви [14]. В общем случае группы
ранга 1 полностью описываются с точностью до изоморфизма бэровскими типа-
ми (см. [6,7]). Таким образом, бэровские типы являются удовлетворительными
терминами для описания групп без кручения ранга 1.

Наша главная цель в этой статье— найти некоторые термины для описания
всех групп без кручения конечного ранга.

Изоморфизм Qn/Zn ∼= (Q/Z)n достаточно очевиден. Мы рассмотрим гомо-
морфизм λ̄A : A/F → (Q/Z)n, индуцированный гомоморфизмом λA : A → Qn,
где

λ̄A(z̄) =
(m1

m
+ Z, . . . ,

mn

m
+ Z

)
, z̄ = z + F ∈ A/F

и элемент z ∈ A удовлетворяет условию (8). Гомоморфизм λ̄A инъективен.
Композиции мономорфизма λ̄A с проекциями дают нам n гомоморфизмов
a◦1 : A/F → Q/Z, . . . , a◦n : A/F → Q/Z, таких что

a◦1(z̄) =
m1

m
+ Z, . . . , a◦n(z̄) =

mn

m
+ Z.

Группа A содержится в своей делимой оболочке V = Qa1 ⊕ . . . ⊕ Qan, ко-
торую также можно рассматривать как векторное пространство размерности n
над полем рациональных чисел Q. Элементы a1, . . . , an образуют базис этого
векторного пространства.

Пусть элемент z ∈ A удовлетворяет равенству (8). Элементы m1
m a1, . . . ,

mn

m an
группы V не обязательно принадлежат группе A. Подмножества

a◦1(z̄)a1 =
{(m1

m
+ k

)
a1

∣
∣
∣ k ∈ Z

}
, . . . , a◦n(z̄)an =

{(mn

m
+ k

)
an

∣
∣
∣ k ∈ Z

}
⊂ V
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в группе V также не обязательно содержатся в группе A в общем случае, однако
множество a◦1(z̄)a1 + . . .+a◦n(z̄)an содержится в группе A. Более того, эта сумма
множеств совпадает с множеством

z̄ = z + F =
{
m1a1 + . . .+mnan

m
+ k1a1 + . . .+ knan | k1, . . . , kn ∈ Z

}

⊂ A.

Таким образом, мы получаем следующее равенство двух множеств:

z̄ = a◦1(z̄)a1 + . . .+ a◦n(z̄)an. (9)

Мы будем называть его основным тождеством группы A или, более точно,
объекта (A; a1, . . . , an) категории F . Мы можем сказать, что основное тожде-
ство определяет n гомоморфизмов a◦1, . . . , a

◦
n из группы A/F в группу Q/Z, т. е.

n элементов a◦1, . . . , a
◦
n модуля (A/F )∗ над кольцом полиадических чисел Ẑ.

Теорема 6.2. Коэффициенты a◦1, . . . , a
◦
n основного тождества (9) порождают

Ẑ-модуль (A/F )∗, т. е. (A/F )∗ = 〈a◦1, . . . , a◦n〉Ẑ.
Доказательство. Периодическая группа A/F раскладывается в прямую

сумму A/F = Cχ1 ⊕ . . . ⊕ Cχn
периодических локально циклических групп

по теореме 5.3, где последовательность характеристик χ1 � . . . � χn являет-
ся обобщённой характеристикой нашего объекта (A; a1, . . . , an) категории F .
Конечно представимый Ẑ-модуль M = (A/F )∗ = HomẐ(A/F,Q/Z) имеет вид
M ∼= Zχ1 ⊕ . . .⊕ Zχn

по теоремам 4.1 и 1.2.
Пусть N = 〈a◦1, . . . , a◦n〉Ẑ ⊂ M обозначает Ẑ-подмодуль, порождённый ко-

эффициентами a◦1, . . . , a
◦
n основного тождества (9). Как мы знаем [10], оба мо-

дуля N и M/N являются конечно представимыми Ẑ-модулями. Композиция
канонического гомоморфизма M → M/N и любого ненулевого гомоморфизма
M/N → Q/Z является ненулевым гомоморфизмом M → Q/Z. Таким образом,
предполагая, что модуль M не совпадает с модулем N , т. е. M/N 
= 0, мы
можем найти некоторый ненулевой Ẑ-модульный гомоморфизм f : M → Q/Z,
удовлетворяющий условиям f(a◦1) = 0, . . . , f(a◦n) = 0.

Так как гомоморфизм ΦA/F : A/F → (A/F )∗∗ = M∗ является изоморфизмом
по теореме 4.7, то существует ненулевой элемент 0 
= b̄ = b + F ∈ A/F , такой
что ΦA/F (b̄) = f ∈M∗. Имеем

0 = f(a◦i ) = ΦA/F (b̄)(a◦i ) = a◦i (b̄)

для всех i = 1, . . . , n. Таким образом, мы получаем, что элемент b ∈ A ви-
да b = m1a1+...+mnan

m не принадлежит свободной подгруппе F = 〈a1, . . . , an〉,
в то время как все рациональные числа m1

m , . . . , mn

m являются целыми. Это
противоречие показывает, что M = N = 〈a◦1, . . . , a◦n〉Ẑ.

7. Основная двойственность

Рассмотрим категорию S конечных последовательностей элементов конечно
представимых модулей над кольцом полиадических чисел Ẑ.
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Объектами категории S являются конечные последовательности вида
u1, . . . , un ∈ U , где U —некоторый конечно представимый модуль над коль-
цом Ẑ. В последовательности u1, . . . , un возможны повторения; перестановка
элементов в последовательности u1, . . . , un даёт нам, вообще говоря, другой
объект.

Пусть u1, . . . , un ∈ U и v1, . . . , vk ∈ V —два объекта категории S. Под-
модули, порождённые этими элементами, U1 = 〈u1, . . . , un〉Ẑ ⊂ U и V1 =
= 〈v1, . . . , vk〉Ẑ ⊂ V сами являются конечно представимыми Ẑ-модулями соглас-
но [10]. Морфизмы из объекта u1, . . . , un в объект v1, . . . , vk определяются как
пары (ϕ,M), где ϕ : U1 → V1 является Ẑ-модульным гомоморфизмом, M ∈ Zk×n
является целочисленной матрицей размера k × n и при этом выполняется мат-
ричное равенство

(ϕu1, . . . , ϕun) = (v1, . . . , vk)M.

Пусть даны два морфизма

u1, . . . , un
(ϕ,M)−→ v1, . . . , vk

(ψ,N)−→ w1, . . . , wm.

Композиция этих морфизмов определяется следующим образом: (ψ,N)(ϕ,M) =
= (ψϕ,NM). Тождественный морфизм объекта состоит из тождественного го-
моморфизма и единичной матрицы.

Пример 7.1. Последовательность 0, . . . , 0, состоящая из n нулей, является
объектом категории S. Морфизмы из этого объекта в себя отождествляются
с целочисленными матрицами размера n× n.

7.1. Контравариантный функтор Δ: F → S
Пусть (A; a1, . . . , an)—объект категории F . Это означает, что A является

группой без кручения ранга n и a1, . . . , an является максимальным линейно
независимым множеством элементов группы A. Как и раньше, обозначим через
F = 〈a1, . . . , an〉 ⊂ A свободную подгруппу, порождённую базисом a1, . . . , an.
Фактор-группа A/F раскладывается в прямую сумму локально циклических
групп A/F = Cχ1 ⊕ . . . ⊕ Cχn

, где χ1 � . . . � χn—обобщённая характеристика
этого объекта (теорема 5.3).

Пусть z ∈ A. Основное тождество (9)
z̄ = a◦1(z̄)a1 + . . .+ a◦n(z̄)an

определяет n гомоморфизмов

a◦1, . . . , a
◦
n ∈ (A/F )∗ = HomẐ(A/F,Q/Z).

Ẑ-модуль (A/F )∗ является конечно представимым и имеет вид (A/F )∗ ∼=
∼= Zχ1 ⊕ . . . ⊕ Zχn

по теореме 4.7. Элементы a◦1, . . . , a
◦
n порождают этот модуль

по теореме 6.2, т. е. (A/F )∗ = 〈a◦1, . . . , a◦n〉Ẑ. Таким образом, последовательность
a◦1, . . . , a

◦
n является объектом категории S.

Определение. Мы определяем Δ(A; a1, . . . , an) = (a◦1, . . . , a
◦
n).
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Рассмотрим в категории F какой-либо морфизм f из объекта (A; a1, . . . , an)
в объект (B; b1, . . . , bk). Это означает, что f : A → B является гомоморфизмом
групп, а матрица Mf , определяемая матричным равенством (fa1, . . . , fan) =
= (b1, . . . , bk)Mf , состоит из целых чисел.

Обозначая G = 〈b1, . . . , bk〉 ⊂ B, мы получаем индуцированный гомомор-
физм f̄ : A/F → B/G согласно предложению 5.1, где f̄(z + F ) = f(z) + G,
z ∈ A. Групповой гомоморфизм f̄ : A/F → B/G является также Ẑ-модуль-
ным гомоморфизмом, так как группы периодические, и мы можем применить
к нему контравариантный функтор HomẐ(–, Q/Z). Применяя этот функтор, мы
получаем Ẑ-модульный гомоморфизм (f̄)∗ : (B/G)∗ → (A/F )∗.

Теперь мы применим гомоморфизм f : A → B к основному тождеству (9)
нашего объекта (A; a1, . . . , an), z ∈ A:

f(z) + f(F ) = a◦1(z̄)f(a1) + . . .+ a◦n(z̄)f(an) =
(
f(a1), . . . , f(an)

)
⎛

⎝
a◦1(z̄)
. . .
a◦1(z̄)

⎞

⎠ .

Далее мы имеем

f̄(z̄) = f(z) =
(
(b1, . . . , bk)Mf

)
⎛

⎝
a◦1(z̄)
. . .
a◦1(z̄)

⎞

⎠ +G = (b1, . . . , bk)

⎛

⎝Mf

⎛

⎝
a◦1(z̄)
. . .
a◦1(z̄)

⎞

⎠

⎞

⎠ .

С другой стороны, основное тождество объекта (B; b1, . . . , bk) выглядит для
элементов f̄(z̄) следующим образом:

f̄(z̄) = b◦1
(
f̄(z̄)

)
b1 + . . .+ b◦k

(
f̄(z̄)

)
bk = (b1, . . . , bk)

⎛

⎝
b◦1

(
f̄(z̄)

)

. . .
b◦k

(
f̄(z̄)

)

⎞

⎠ .

Теперь мы можем заключить, что имеет место матричное равенство
⎛

⎝
b◦1

(
f̄(z̄)

)

. . .
b◦k

(
f̄(z̄)

)

⎞

⎠ = Mf

⎛

⎝
a◦1(z̄)
. . .
a◦1(z̄)

⎞

⎠

для всех z̄ ∈ A/F . По определению (1) дуального гомоморфизма

(f̄)∗ : (B/G)∗ → (A/F )∗

мы имеем
(
(f̄)∗(b◦i )

)
(z̄) = b◦i

(
f̄(z̄)

)
для всех z̄ ∈ A/F и для всех i = 1, . . . , k.

Транспонируя последнее матричное равенство, мы окончательно получаем
следующее матричное равенство:

(
(f̄)∗(b◦1), . . . , (f̄)∗(b◦k)

)
= (a◦1, . . . , a

◦
n)M

t
f ,

где M t
f —матрица, транспонированная к матрице Mf , которая тоже состоит

из целых чисел. Таким образом, пара
(
(f̄)∗,M t

f

)
является морфизмом катего-

рии S из объекта Δ(B; b1, . . . , bk) = (b◦1, . . . , b
◦
k) в объект Δ(A; a1, . . . , an) =

= (a◦1, . . . , a
◦
n).
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Определение. Пусть f : (A; a1, . . . , an) → (B; b1, . . . , bk)—морфизм катего-
рии F . Мы определяем морфизм Δ(f) категории S как пару

Δ(f) =
(
(f̄)∗,M t

f

)
: (b◦1, . . . , b

◦
k)→ (a◦1, . . . , a

◦
n).

Предложение 7.1. Δ: F → S является контравариантным функтором.

Доказательство. Пусть даны два морфизма категории F

(A; a1, . . . , an)
f−→ (B; b1, . . . , bk)

g−→ (C; c1, . . . , cm).

Тогда gf : (A; a1, . . . , an) → (C; c1, . . . , cm) является произведением этих мор-
физмов. По определению Δ мы имеем

Δ(gf) =
(
(ḡf)∗, (Mgf )t

)
=

(
(ḡf̄)∗, (MgMf )t

)
=

=
(
(f̄)∗(ḡ)∗,M t

fM
t
g

)
=

(
(f̄)∗,M t

f

)(
(ḡ)∗,M t

g

)
= Δ(f)Δ(g).

Также легко заметить, что функтор Δ отображает тождественные морфизмы
категории F в тождественные морфизмы категории S.

7.2. Контравариантный функтор Θ: S → F
Пусть u1, . . . , un—объект категории S. Это означает, что Ẑ-модуль

U = 〈u1, . . . , un〉Ẑ является конечно представимым. Следовательно, U ∼=
∼=Zχ1⊕ . . .⊕Zχn

для некоторой последовательности характеристик χ1 � . . .�χn.
Ẑ-модуль U∗ = HomẐ(U,Q/Z) является конечной прямой суммой локально

циклических групп по теореме 4.7. Более того, U∗ = Cχ1 ⊕ . . . ⊕ Cχn
для той

же самой последовательности характеристик χ1 � . . . � χn по теореме 4.4.
Рассмотрим гомоморфизм ωU : U∗ → (Q/Z)n, определённый следующим об-

разом:
ωU (ϕ) =

(
ϕ(u1), . . . , ϕ(un)

) ∈ (Q/Z)n

для любого ϕ ∈ U∗. Заметим, что если ϕ(u1) = . . . = ϕ(un) = 0, то ϕ = 0,
потому что элементы u1, . . . , un порождают весь модуль U . Отсюда следует, что
ωU является вложением группы U∗ = Cχ1 ⊕ . . .⊕ Cχn

в группу (Q/Z)n.
Определение. Мы определяем объект Θ(u1, . . . , un) категории F как под-

группу группы Qn, которая состоит из всех элементов (r1, . . . , rn) ∈ Qn, таких
что элементы (r1 + Z, . . . , rn + Z) ∈ (Q/Z)n принадлежат образу гомоморфиз-
ма ωU , т. е.

Θ(u1, . . . , un) = {(r1, . . . , rn) ∈ Qn | (r1 + Z, . . . , rn + Z) ∈ Im(ωU )}.
Естественный базис (1, 0, . . . , 0), . . . , (0, . . . , 0, 1) пространства Qn является от-
меченным базисом объекта Θ(u1, . . . , un) категории F .

Ясно, что обобщённая характеристика объекта Θ(u1, . . . , un) совпадает с по-
следовательностью характеристик χ1 � . . . � χn, определённой конечно пред-
ставимым модулем U ∼= Zχ1 ⊕ . . .⊕ Zχn

.



224 А. А. Фомин

Пусть v1, . . . , vk — ещё один объект категории S и пара

(f, T ) : (v1, . . . , vk)→ (u1, . . . , un)

является морфизмом категории S. Это означает, что f : V → U является
Ẑ-модульным гомоморфизмом, где V = 〈v1, . . . , vk〉Ẑ, T ∈ Zn×k является
целочисленной матрицей размера n × k и выполняется матричное равенство
(fv1, . . . , fvk) = (u1, . . . , un)T .

Применяя контравариантный функтор HomẐ(–, Q/Z) к гомоморфизму
f : V → U , мы получаем дуальный гомоморфизм f∗ : U∗ → V ∗, при котором
f∗(ϕ)(v) = ϕ

(
f(v)

)
для любого гомоморфизма ϕ : U → Q/Z, т. е. ϕ ∈ U∗, и для

любого v ∈ V = 〈v1, . . . , vk〉Ẑ.
Из равенства (fv1, . . . , fvk) = (u1, . . . , un)T следует, что

(
ϕ(fv1), . . . , ϕ(fvk)

)
= (ϕu1, . . . , ϕun)T

для любого гомоморфизма ϕ : U → Q/Z. Отсюда мы получаем равенство(
f∗(ϕ)(v1), . . . , f∗(ϕ)(vk)

)
= (ϕu1, . . . , ϕun)T для любого ϕ ∈ U∗, которое пока-

зывает коммутативность диаграммы

U∗ f∗
−−−−→ V ∗

ωU

⏐
⏐
�

⏐
⏐
�ωV

(Q/Z)n −−−−→
h̄

(Q/Z)k

, (10)

где нижний гомоморфизм h̄ : (Q/Z)n → (Q/Z)k представляет собой умножение
справа на матрицу T , т. е. h̄(r1+Z, . . . , rn+Z) = (r1+Z, . . . , rn+Z)T ∈ (Q/Z)k.

Предположим, что рациональный вектор (r1, . . . , rn) ∈ Qn принадлежит
группе Θ(u1, . . . , un), т. е. (r1 + Z, . . . , rn + Z) ∈ Im(ωU ). Тогда рациональ-
ный вектор (r1, . . . , rn)T ∈ Qk принадлежит группе Θ(v1, . . . , vk), поскольку
диаграмма (10) коммутативна. Следовательно, гомоморфизм

h : Θ(u1, . . . , un)→ Θ(v1, . . . , vk),

где h(r1, . . . , rn) = (r1, . . . , rn)T , правильно определён. Более того, для отмечен-
ных базисов имеет место равенство

(
h(a1), . . . , h(an)

)
= (b1, . . . , bk)T t, (11)

где T t— транспонированная матрица,

a1 = (1, 0, . . . , 0), . . . , an = (0, . . . , 0, 1) ∈ Θ(u1, . . . , un)

и
b1 = (1, 0, . . . , 0), . . . , bk = (0, . . . , 0, 1) ∈ Θ(v1, . . . , vk)—

отмеченные базисы. Таким образом, гомоморфизм h является морфизмом кате-
гории F .

Определение. Мы определяем морфизм Θ(f, T ) = h в категории F . Он
представляет собой умножение справа на матрицу T .
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Предложение 7.2. Θ: S → F является контравариантным функтором.

Доказательство. Предположим, что мы имеем два морфизма в категории S:

(w1, . . . , wm)
(g,S)−→ (v1, . . . , vk)

(f,T )−→ (u1, . . . , un).

Тогда морфизм (fg, TS) : (w1, . . . , wm) → (u1, . . . , un) является произведением
(f, T )(g, S) этих морфизмов. По определению образа этого морфизма мы полу-
чаем

Θ
(
(f, T )(g, S)

)
(r1, . . . , rn) = (r1, . . . , rn)(TS) =

=
(
(r1, . . . , rn)T

)
S =

(
Θ(f, T )(r1, . . . , rn)

)
S =

= Θ(g, S)
(
Θ(f, T )(r1, . . . , rn)

)
=

(
Θ(g, S)Θ(f, T )

)
(r1, . . . , rn).

Следовательно, Θ
(
(f, T )(g, S)

)
= Θ(g, S)Θ(f, T ).

Также легко убедиться, что функтор Θ отображает тождественные морфиз-
мы категории S в тождественные морфизмы категории F .

7.3. Основная двойственность

Теорема 7.3. Контравариантные функторы Δ: F → S и Θ: S → F явля-
ются взаимно-обратными двойственностями, т. е. категории F и S являются
двойственными.

Доказательство. Нам нужно только доказать, что композиции наших функ-
торов ΔΘ и ΘΔ изоморфны тождественным функторам, а именно ΔΘ ∼= idS и
ΘΔ ∼= idF .

Сначала мы рассмотрим функтор ΔΘ: S → S. Пусть
(f, T ) : (v1, . . . , vk)→ (u1, . . . , un)—

морфизм категории S. Отождествляя ωU (ϕ) = ϕ вдоль мономорфизма
ωU : U∗ → (Q/Z)n, мы получаем, что основное тождество для объекта
Θ(u1, . . . , un) выглядит следующим образом:

ϕ = (ϕu1)a1 + . . .+ (ϕun)an,

где a1 = (1, 0, . . . , 0), . . . , an = (0, . . . , 0, 1)—базис нашего объекта и соот-
ветствующего рационального векторного пространства Qn. Согласно равен-
ству (2), которое определяет Ẑ-модульный гомоморфизм ΦU : U → U∗∗, мы
имеем ΦU (ui)(ϕ) = ϕui для любого ϕ ∈ U∗ и для любого i = 1, . . . , n. По-
этому основное тождество может быть переписано в виде

ϕ = ΦU (u1)(ϕ)a1 + . . .+ ΦU (un)(ϕ)an.

По определению функтора Δ мы получаем, что

Δ
(
Θ(u1, . . . , un)

)
=

(
ΦU (u1), . . . ,ΦU (un)

)
,
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где ΦU (u1), . . . ,ΦU (un) являются элементами конечно представимого Ẑ-моду-
ля U∗∗, который изоморфен модулю U по теореме 4.6.

Аналогично для второго объекта

Δ
(
Θ(v1, . . . , vk)

)
=

(
ΦV (v1), . . . ,ΦV (vk)

)
.

Морфизм h = Θ(f, T ) : Θ(u1, . . . , un) → Θ(v1, . . . , vk) является умножением
справа на матрицу T . Диаграмма (10) показывает, что h̄ = f∗ при нашем отож-
дествлении ωU (ϕ) = ϕ и ωV (ψ) = ψ. Равенство (11) показывает, что Mh = T t.
Применяя функтор Δ к морфизму h, мы получаем Δ(h) = (f∗∗, (T t)t). Таким
образом,

Δ
(
Θ(f, T )

)
= (f∗∗, T ).

По теореме 1.4 диаграмма

V ∗∗ f∗∗
−−−−→ U∗∗

ΦV

�
⏐
⏐

�
⏐
⏐ΦU

V −−−−→
f

U

коммутативна. Пусть In и Ik обозначают единичные матрицы размера n × n и
k × k соответственно. Из того что ΦU и ΦV являются Ẑ-модульными изомор-
физмами по теореме 4.6, следует, что морфизмы

(ΦU , In) : (u1, . . . , un)→
(
ΦU (u1), . . . ,ΦU (un)

)

и
(ΦV , Ik) : (v1, . . . , vk)→

(
ΦV (v1), . . . ,ΦV (vk)

)

являются также изоморфизмами категории S. Мы получаем окончательно ком-
мутативную диаграмму в категории S

ΦV (v1), . . . ,ΦV (vk)
(f∗∗,T )−−−−−→ ΦU (u1), . . . ,ΦU (un)

(ΦV ,Ik)

�
⏐
⏐

�
⏐
⏐(ΦU ,In)

v1, . . . , vk −−−−→
(f,T )

u1, . . . , un

,

которая показывает, что ΔΘ ∼= idS .
Теперь мы рассмотрим функтор ΘΔ: F → F . Пусть (A; a1, . . . , an)—объект

категории F . Тогда
Δ(A; a1, . . . , an) = a◦1, . . . , a

◦
n ∈ HomẐ(A/F,Q/Z) = (A/F )∗,

где F — свободная подгруппа, порождённая базисом a1, . . . , an, и a◦1, . . . , a
◦
n—

коэффициенты основного тождества (9)

z̄ = a◦1(z̄)a1 + . . .+ a◦n(z̄)an.
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По теореме 4.5 мы имеем изоморфизм ΦA/F : A/F → (A/F )∗∗, где
ΦA/F (z̄)(ϕ) = ϕ(z̄) для любого ϕ ∈ (A/F )∗ и для любого z̄ ∈ A/F . По опре-
делению функтора Θ любой элемент вида ΦA/F (z̄) группы (A/F )∗∗ определяет
элемент группы (Q/F )n

ω
(
ΦA/F (z̄)

)
=

(
ΦA/F (z̄)(a◦1), . . . ,ΦA/F (z̄)(a◦n)

)
=

(
a◦1(z̄), . . . , a

◦
n(z̄)

)
.

Мы можем видеть, что композиция функторов ΘΔ: F → F совпадает на объ-
ектах с функтором Λ: F → F , определённым в предыдущем разделе.

Если матрица Mf соответствует морфизму f категории F , то Δ(f) =
=

(
(f̄)∗,M t

f

)
и морфизм Θ

(
Δ(f)

)
является умножением справа на матрицу M t

f .
Мы можем видеть, что композиция функторов ΘΔ совпадает с функтором Λ
также и на морфизмах.

Таким образом, ΘΔ = Λ, и этот функтор изоморфен тождественному функ-
тору idF : F → F по предложению 6.1. Теорема полностью доказана.
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