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Аннотация

Настоящая статья носит обзорный характер, в ней изложены результаты авторов,
относящиеся к исследованию групп, содержащих собственную вполне характеристи-
ческую подгруппу, изоморфную самой группе.

Abstract

S. Ya. Grinshpon, M. M. Nikolskaya, Abelian groups isomorphic to a proper fully
invariant subgroup, Fundamentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 22 (2019), no. 5,
pp. 29—53.

The present paper is a survey of the authors’ results related to studying groups
containing a proper fully invariant subgroup isomorphic to the group.

Введение

В теории абелевых групп одним из направлений исследований является изу-
чение групп, содержащих собственную подгруппу, изоморфную самой группе.

Такие группы изучал Р. А. Бьюмонт в [18], он называл их I-группами. В [18]
установлено, что всякая примарная абелева группа, разложимая в бесконечную
прямую сумму коциклических групп, является I-группой. I-модули исследова-
лись в [19] Р. А. Бьюмонтом и Р. С. Пирсом. В частности, в [19] установлено,
что R-модуль без кручения M , не являющийся делимым, является I-модулем,
и никакой периодический модуль M конечного ранга не является I-модулем.
В [20], кроме I-групп, рассматривались IP-группы (группы, изоморфные соб-
ственной сервантной подгруппе) и ID-группы (группы, изоморфные собственно-
му прямому слагаемому).
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В [22] П. Кроули строит пример бесконечной примарной абелевой группы
без элементов бесконечной высоты, которая не изоморфна никакой собственной
подгруппе.

В [26] П. Хилл и Ч. Меджиббен предлагают более общую и простую кон-
струкцию примарных групп без собственных изоморфных подгрупп, чем П. Кро-
ули. В своей работе они также показывают, что для того чтобы бесконечная
редуцированная примарная группа была группой без собственных изоморфных
подгрупп, необходимо, чтобы она была неограниченной, несчётной и имела ко-
нечные инварианты Ульма—Капланского.

В [28] Г. С. Монк исследует абелевы p-группы, не содержащие собственных
сервантных плотных подгрупп, изоморфных самой группе.

В последнее время интерес к группам, содержащим собственную, изоморф-
ную им подгруппу, не угасает. В частности, в [23] Б. Голдсмит, С. Охогейн
и С. Валлутис изучают квазиминимальные группы (группы, изоморфные всем
своим подгруппам такой же мощности, как сами группы), сервантно квазими-
нимальные группы (группы, изоморфные всем своим сервантным подгруппам
такой же мощности, как сами группы), прямо квазиминимальные группы (груп-
пы, изоморфные всем своим прямым слагаемым такой же мощности, как сами
группы).

Настоящая статья носит обзорный характер, в ней изложены результаты
авторов, относящиеся к исследованию групп, содержащих собственную вполне
характеристическую подгруппу, изоморфную самой группе.

Все группы, рассматриваемые в статье, являются абелевыми.

1. Основные определения и известные результаты

В этом разделе приводятся основные определения и известные результаты,
используемые в дальнейшем.

Пусть A—периодическая группа. Через Ap будем обозначать подгруппу
группы A, состоящую из всех элементов a ∈ A, порядок которых равен сте-
пени простого числа p. Подгруппа Ap называется p-компонентой группы A.

Теорема 1.1 [15, с. 55]. Периодическая группа A является прямой суммой
p-групп Ap, принадлежащих различным простым числам p. Группы Ap одно-
значно определяются группой A.

Если группа A не периодическая, то её p-компонентой называют p-компо-
ненту её периодической части T (A).

Группа D называется делимой, если nD = D для любого натурального
числа n. Отметим некоторые свойства делимых групп.

Теорема 1.2 [15, с. 118].

1. Если Di (i ∈ I) — делимые подгруппы группы A, то и
∑

Di —делимая
подгруппа группы A.
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2. Прямая сумма и прямое произведение являются делимыми группами тогда
и только тогда, когда каждая компонента является делимой группой.

Теорема 1.3 [15, с. 124]. Всякая делимая группа D является прямой сум-
мой квазициклических групп и групп, изоморфных полной рациональной груп-
пе. Мощности множеств компонент Z(p∞) (для каждого p) и Q составляют
полную и независимую систему инвариантов группы D.

Группа C называется редуцированной, если она не содержит ненулевых де-
лимых подгрупп.

Теорема 1.4 [15, с. 121]. Всякая группа A является прямой суммой дели-
мой группы D и редуцированной группы C, A = D⊕C. Подгруппа D группы A
здесь определена однозначно, подгруппа C —однозначно с точностью до изо-
морфизма.

Рассмотрим прямые суммы циклических групп. Критерием, позволяющим
установить, когда заданная p-группа разложима в прямую сумму циклических
p-групп, является следующий результат Л. Я. Куликова.

Теорема 1.5 [10]. p-группа A является прямой суммой циклических групп
тогда и только тогда, когда A есть объединение возрастающей последователь-
ности подгрупп

A1 ⊂ A2 ⊂ . . . ⊂ An ⊂ . . . ,

∞⋃

n=1

An = A,

где высоты отличных от нуля элементов, входящих в An, меньше фиксирован-
ного числа kn.

Из данной теоремы следуют два важных результата.

Теорема 1.6 [15, с. 107]. Ограниченная группа является прямой суммой
циклических групп.

Теорема 1.7 [15, с. 107]. Счётная p-группа является прямой суммой цик-
лических групп тогда и только тогда, когда она не содержит отличных от нуля
элементов бесконечной высоты.

Если группа A разложима в прямую сумму циклических групп, то она мо-
жет обладать многими такими прямыми разложениями. Но если рассматривать
только порядки компонент, то имеет место единственность.

Теорема 1.8 [15, с. 108]. Любые два разложения группы в прямую сумму
циклических групп бесконечного порядка и порядков, равных степеням простых
чисел, изоморфны.

Подгруппа B группы A, которая отображается в себя при всяком эндомор-
физме группы A, называется вполне характеристической. Рассмотрим вполне
характеристические подгруппы прямой суммы групп.
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Теорема 1.9. Если
A =

⊕

i∈I

Ai

и S—вполне характеристическая подгруппа группы A, то

S =
⊕

i∈I

(S ∩ Ai),

где S∩Ai —вполне характеристическая подгруппа группы Ai для каждого i ∈ I.

Эту теорему можно доказать, обобщая рассуждения, проведённые в [15] при
доказательстве леммы 9.3.

Следующий результат описывает вполне характеристические подгруппы пря-
мых сумм циклических p-групп.

Теорема 1.10 [21]. Пусть

B =
⊕

k∈N

Bk,

где
Bk =

⊕
Z(pk).

L—вполне характеристическая подгруппа группы B тогда и только тогда, когда

L =
⊕

k∈N

pnkBk,

где
1) nk � k для всех k ∈ N;
2) nk � nk+r � nk + r для всех k ∈ N, r ∈ N.

При изучении p-групп важную роль играют базисные подгруппы, введённые
Л. Я. Куликовым. Подгруппа B p-группы A называется базисной, если она
удовлетворяет следующим условиям:
1) B—прямая сумма циклических p-групп;
2) B— сервантная подгруппа группы A;
3) A/B—делимая группа.
Справедлива следующая теорема.

Теорема 1.11 [15, с. 162, 174].

1. Всякая p-группа содержит базисные подгруппы.
2. Любые две базисные подгруппы данной p-группы изоморфны.

Иногда бывает удобно говорить о базисной подгруппе периодической груп-
пы A, под которой подразумевается прямая сумма

⊕

p
Bp подгрупп Bp, являю-

щихся базисными в p-компонентах группы A.
Вполне характеристическая подгруппа L p-группы A называется широкой,

если L + B = A для любой базисной подгруппы B группы A [29]. Справедливы
следующие утверждения для широких подгрупп:
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1) 0 является широкой подгруппой группы A тогда и только тогда, когда A—
ограниченная группа;

2) всякая вполне характеристическая подгруппа ограниченной группы явля-
ется широкой;

3) если L—широкая подгруппа группы A, то pnL при любом n также широ-
кая подгруппа.

Следующий интересный результат связан с фактор-группой группы по её
широкой подгруппе.

Теорема 1.12 [16, с. 20]. Если L—широкая подгруппа p-группы A, то
A/L—прямая сумма циклических групп.

Приведём результат, показывающий взаимосвязь делимых и редуцирован-
ных частей абелевой группы и её вполне характеристической подгруппы. Пусть
A— p-группа. Через A[pk], где k—целое неотрицательное число, обозначим,
как обычно [15, с. 15], следующую подгруппу группы A: {a ∈ A | pka = 0}; ес-
ли же k = ∞, то полагаем A[p∞] = A. Если a— элемент порядка pk группы A,
то через e(a) обозначим его экспоненту, т. е. e(a) = k.

Теорема 1.13 [2]. Пусть A— группа,

A = R ⊕ D0 ⊕
(⊕

p

Dp

)

,

где R—редуцированная группа, D0 —делимая группа без кручения, Dp —де-
лимые p-группы. Подгруппа S группы A вполне характеристична в A тогда и
только тогда, когда она имеет один из следующих двух видов :

1) S = R′ ⊕
(⊕

p
Dp[pkp ]

)
, где R′ =

⊕

p
R′

p —периодическая вполне харак-

теристическая подгруппа группы R (R′
p — p-компонента группы R′) и

kp � sup{e(r) | r ∈ R′
p} (kp —целое неотрицательное число или сим-

вол ∞);
2) S = R′ ⊕ D0 ⊕

(⊕

p
Dp

)
, где R′—вполне характеристическая подгруппа

группы R.

Для элемента a группы A и данного простого числа p наибольшее неот-
рицательное целое число r, для которого уравнение prx = a разрешимо в A,
называется p-высотой hp(a) элемента a. Если уравнение prx = a имеет решение
при любом r, то a называется элементом бесконечной p-высоты, hp(a) = ∞.
Нуль имеет бесконечную высоту по любому простому числу. Если A— p-группа,
то hp(a), где a ∈ A, называют просто высотой элемента a и пишут h(a).

Характеристикой называется последовательность неотрицательных целых
чисел и символов∞. Обозначим через X множество таких последовательностей.
Если χ1 = (k1, . . . , kn, . . .) и χ2 = (l1, . . . , ln, . . .), то полагают χ1 � χ2 тогда и
только тогда, когда kn � ln для всех n ∈ N.
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Пусть A— группа без кручения, a ∈ A. Последовательность p-высот

χ(a) = (hp1(a), . . . , hpn
(a), . . .),

где p1, . . . , pn, . . .—последовательность всех простых чисел, упорядоченных по
возрастанию, называется характеристикой или высотной последовательно-
стью элемента a. Так как характеристика зависит от группы A, иногда пишут
χA(a), чтобы подчеркнуть роль A.

Если χ1 = (k1, . . . , kn, . . .) и χ2 = (l1, . . . , ln, . . .)—характеристики, то их
сумма определяется как характеристика

χ1 + χ2 = (k1 + l1, . . . , kn + ln, . . .),

где, естественно, ∞ плюс нечто есть ∞. Разность χ1 − χ2 двух характеристик
χ1 � χ2 определяется как характеристика

χ1 − χ2 = (k1 − l1, . . . , kn − ln, . . .),

причём полагаем ∞ − k = ∞ для всякого k. Характеристика χ называется
идемпотентной, если χ + χ = χ. Заметим, что для указанных операций над
характеристиками в [16] используется мультипликативная запись; для наших
исследований удобнее аддитивная запись этих операций.

Две характеристики (k1, . . . , kn, . . .) и (l1, . . . , ln, . . .) считаются эквивалент-
ными, если неравенство kn �= ln имеет место лишь для конечного числа номе-
ров n и только тогда, когда kn и ln конечны. Класс эквивалентности в множестве
характеристик называется типом. Если χ(a) принадлежит типу t, то говорят,
что элемент a имеет тип t, и пишут t(a) = t или tA(a) = t, если необходимо
указать, что тип элемента a рассматривается в группе A.

Тип обычно представляется характеристикой, принадлежащей этому типу.
Другими словами, пишут

t = (k1, . . . , kn, . . .),

понимая, что характеристику (k1, . . . , kn, . . .) можно заменить на эквивалент-
ную. Для двух типов t1 и t2 полагают t1 � t2, если существуют две такие
характеристики χ1 и χ2, принадлежащие типам t1 и t2 соответственно, что
χ1 � χ2.

Так как сложение характеристик согласовано с отношением эквивалентности
в множестве характеристик, то в множестве типов можно ввести естественным
образом сумму и разность типов, а также понятие идемпотентного типа t (t =
= t + t). Отметим, что для любого гомоморфизма ϕ : A → B и элемента a ∈ A
имеет место неравенство t(a) � t

(
ϕ(a)

)
.

Группа без кручения A, в которой все ненулевые элементы имеют один и
тот же тип t, называется однородной группой (типа t). Если однородная группа
имеет тип t, то пишут t(A) = t. Понятно, что всякая группа без кручения
ранга 1 является однородной.

Тип t называется pk-делимым (pk ∈ Π, где Π—множество всех простых чи-
сел, занумерованных в порядке возрастания), если для всякой характеристики
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v =
(
v(1), v(2), . . . , v(n), . . .

)
, принадлежащей типу t, имеем v(k) = ∞. Если A—

однородная группа типа t и тип t pk-делим, то pkA = A.
Пусть A—произвольная группа. Конечная система {a1, a2, . . . , ak} ненуле-

вых элементов группы A называется линейно независимой или просто незави-
симой, если из равенства

n1a1 + n2a2 + . . . + nkak = 0 (ni ∈ Z)

вытекает, что
n1a1 = n2a2 = . . . = nkak = 0.

Данное условие означает, что если порядок элемента ai бесконечен, то ni = 0;
если порядок элемента ai конечен, то ni делится на порядок элемента ai.

Система элементов называется зависимой, если она не является независи-
мой.

Бесконечная система элементов L = {ai}i∈I называется независимой, если
любая конечная подсистема элементов из L является независимой.

Независимая система M элементов группы A называется максимальной, ес-
ли в A не существует независимой системы элементов, строго содержащей M .
По лемме Цорна всякую независимую систему элементов группы A можно рас-
ширить до максимальной.

Рангом r(A) группы A называется мощность её максимальной независимой
системы элементов, содержащей только элементы бесконечного порядка и эле-
менты, порядки которых есть степени простого числа. Если ограничиться только
элементами бесконечного порядка группы A, т. е. выбрать независимую систе-
му, состоящую только из элементов бесконечного порядка и максимальную по
отношению к этому свойству, то мощность такой системы называется рангом
без кручения r0(A) группы A. Если выбрать независимую систему, состоящую
только из элементов, порядки которых есть степени фиксированного простого
числа p, и максимальную по отношению к этому свойству, то мощность такой
системы называется p-рангом rp(A) группы A. Из этих определений следует,
что

r(A) = r0(A) +
∑

p

rp(A).

Имеет место следующая теорема

Теорема 1.14 [15, c. 103]. Ранги r(A), r0(A), rp(A) группы A являются
инвариантами этой группы.

Группа A называется сепарабельной, если любое конечное подмножество её
элементов можно вложить в прямое слагаемое группы A, являющееся прямой
суммой групп ранга 1. По своему строению все делимые группы сепарабельны,
и легко установить, что группа сепарабельна тогда и только тогда, когда её
редуцированная часть сепарабельна. Справедлив следующий результат.

Теорема 1.15 [16, c. 8]. Редуцированная p-группа сепарабельна тогда и
только тогда, когда она не содержит отличных от нуля элементов бесконечной
высоты.
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Пусть A—редуцированная p-группа, σ—порядковое число. Через pσA
обозначается подгруппа группы A, определяемая по индукции: p0A = A,
pσ+1A = p(pσA) и

pσA =
⋂

ρ<σ

pρA,

если σ—предельное порядковое число. Наименьшее порядковое число τ , для
которого pτA = 0, называется длиной λ(A) группы A; σ-м инвариантом Уль-
ма—Капланского fA(σ) группы A называется кардинальное число, равное ран-
гу фактор-группы (pσA)[p]/(pσ+1A)[p] [15, c. 181, 182].

2. α-копии сепарабельных p-групп

В этом разделе, мы, используя описание И. Капланского вполне характе-
ристических подгрупп одного класса p-групп в терминах последовательностей
порядковых чисел и символов ∞, исследуем связи между некоторыми свой-
ствами возрастающей последовательности α неотрицательных целых чисел и
свойствами редуцированной сепарабельной p-группы A при условии изомор-
физма группы A на её вполне характеристическую подгруппу S, задаваемую
последовательностью α.

Пусть α = (α0, α1, . . . , αn, . . .)—возрастающая последовательность неотри-
цательных целых чисел и символов ∞ (для любой пары индексов (i, j), где
i < j, αi < αj , если αi �= ∞, и αi = αj , если αi = ∞). Если αi + 1 < αi+1, то
говорят, что последовательность α имеет скачок в αi+1. Обозначим через N0

множество всех неотрицательных целых чисел. Длиной λ(α) последовательно-
сти α называется наименьшее число i ∈ N0, такое что αi = ∞, причём полагаем
λ(α) = ∞ тогда и только тогда, когда αi < ∞ для всех i ∈ N0.

Возрастающая последовательность α = (α0, α1, . . . , αn, . . .) неотрицательных
целых чисел и символов ∞ называется U -последовательностью для редуциро-
ванной сепарабельной p-группы A, если для любого αi �= ∞ имеем αi < λ(A)
и всякий раз, когда существует скачок в αn, αn−1-й инвариант Ульма—Кап-
ланского группы A отличен от нуля [27]. Обозначим через A(α) следующую
подгруппу группы A:

A(α) = {a ∈ A | h(pna) � αn для всякого n ∈ N0}.
Понятно, что A(α)—вполне характеристическая подгруппа группы A. Из ре-
зультатов И. Капланского [27, c. 56, 66] следует, что всякая вполне характе-
ристическая подгруппа S редуцированной сепарабельной p-группы A имеет вид
A(α) для некоторой U -последовательности α, причём подгруппа S представ-
ляется в указанном виде единственным образом. Нам понадобится следующий
результат.

Теорема 2.1 [17]. Пусть S = A(α)—неограниченная вполне характеристи-
ческая подгруппа редуцированной сепарабельной p-группы A, где
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α = (α0, α1, . . . , αn, . . .)—

U -последовательность для группы A. Тогда для всех i ∈ N0

fS(i) =
ki∑

j=0

fA(αi + j), ki = αi+1 − 1 − αi. (1)

Определение 2.2. Пусть α = (α0, α1, . . . , αn, . . .)—возрастающая последо-
вательность неотрицательных целых чисел и символов ∞. Будем говорить, что
редуцированная сепарабельная p-группа A имеет α-копию, если α—U -после-
довательность для группы A и A ∼= A(α).

Рассмотрим α-копии неограниченных редуцированных сепарабельных
p-групп. Заметим, что если A—неограниченная редуцированная сепарабель-
ная p-группа и A имеет α-копию, то λ(α) = ∞, т. е. в последовательности α
нет символов ∞. Обозначим через W множество всех возрастающих последо-
вательностей неотрицательных целых чисел.

Теорема 2.3. Пусть α ∈ W и A—неограниченная редуцированная сепара-
бельная p-группа, имеющая α-копию. Тогда

1) если последовательность α для некоторого i ∈ N0 имеет скачок в αi+1, то
fA(i) �= 0 и fA(i) � fA(αi);

2) если в αi+1 скачка нет, то fA(i) = fA(αi).

Доказательство. Так как группа A имеет α-копию, то A ∼= A(α), и поэтому
fA(i) = fA(α)(i) для всякого i ∈ N0. Используя теорему 2.1, получаем, что для
всякого i ∈ N0

fA(i) =
ki∑

j=0

fA(αi + j), где ki = αi+1 − 1 − αi. (2)

Рассмотрим два случая.
1. Если последовательность α для некоторого i ∈ N0 имеет скачок в αi+1, то

αi + 1 < αi+1, и по определению U -последовательности имеем fA(αi) �= 0. Зна-
чит, fA(i) �= 0, и правая часть равенства (2) содержит не менее двух слагаемых
(первое слагаемое— fA(αi), последнее слагаемое— fA(αi+1 − 1)). Следователь-
но, fA(i) � fA(αi).

2. Если в αi+1 скачка нет, то αi + 1 = αi+1, и из (2) получаем

fA(i) = fA(αi).

Обозначим через W0 множество всех возрастающих последовательностей
неотрицательных целых чисел, начинающихся с нуля.

Теорема 2.4. Пусть α ∈ W0 и A—неограниченная редуцированная сепара-
бельная p-группа, все инварианты Ульма—Капланского которой конечны. Тогда
если α имеет хотя бы один скачок, то группа A не имеет α-копии.
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Доказательство. Предположим, что группа A имеет α-копию. Пусть α име-
ет первый скачок в αt+1. Тогда

α = (0, 1, . . . , t, t + 2 + n1, t + 3 + n2, . . . , t + m + 1 + nm, . . .),

где 0 � n1 � n2 � . . . .
Используя теорему 2.1, получаем, что для всякого i ∈ N0

fA(i) =
ki∑

j=0

fA(αi + j), где ki = αi+1 − 1 − αi. (3)

Используя (3), найдём fA(t). Имеем αt = t, αt+1 = t+2+n1, kt = αt+1−1−αt =
= t + 2 + n1 − 1 − t = n1 + 1. Значит,

fA(t) = fA(t) + fA(t + 1) + . . . + fA(t + 1 + n1). (4)

Аналогично для всякого j ∈ N получим

fA(t + j) = fA(t + j + 1 + nj) + fA(t + j + 2 + nj) + . . . +
+ fA(t + j + 1 + nj+1). (5)

Из (4) с учётом конечности инвариантов Ульма—Капланского группы A имеем

fA(t + 1) + . . . + fA(t + 1 + n1) = 0,

и значит,
fA(t + 1) = 0.

Пусть m ∈ N и m � 2. Предположим, что для всех i < m (i ∈ N) fA(t + i) = 0.
Покажем, что fA(t + m) = 0. Рассматривая равенства (5) при всех j, изменяю-
щихся от 1 до m − 1, получаем следующую систему равенств:

0 = fA(t + 2 + n1) + . . . + fA(t + 2 + n2),
. . .

0 = fA(t + m + nm−1) + . . . + fA(t + m + nm).

⎫
⎪⎬

⎪⎭
(6)

fA(t+m) входит в правую часть некоторого из равенств системы (6), имеющего
нулевую левую часть, следовательно, fA(t+m) = 0. Таким образом, fA(t+i) = 0
для каждого i ∈ N, а это противоречит тому, что группа A неограниченная.

3. Некоторые свойства IF-групп

Исследуем группы, содержащие собственные вполне характеристические
подгруппы, изоморфные самой группе.
Определение 3.1. Группу назовём IF-группой, если она изоморфна некото-

рой собственной вполне характеристической подгруппе.
Рассмотрим вначале случай ограниченных групп.

Теорема 3.2. Всякая ограниченная p-группа не является IF-группой.
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Доказательство. Пусть B—ограниченная p-группа и pm —наибольший из

порядков элементов группы B. Тогда B =
m⊕

k=1

Bk, где Bk =
⊕

Z(pk) [15]. Пусть

L—вполне характеристическая подгруппа группы B. Тогда по теореме 1.10

L = pn1B1 ⊕ pn2B2 ⊕ . . . ⊕ pnmBm,

где nk удовлетворяют неравенствам 1) и 2) этой теоремы. Если nm = 0, то из
того, что n1 � n2 � . . . � nm = 0, получаем, что L = B1 ⊕ B2 ⊕ . . . ⊕ Bm = B,
а следовательно, L не является собственной подгруппой группы B. Значит,
nm � 1. Имеем pnmBm =

⊕
Z(pm−nm), откуда следует, что в группе L нет

циклических прямых слагаемых порядка pm, и поэтому L не изоморфна B.

Следующая лемма понадобится нам при изучении IF-групп, являющихся
прямыми суммами.

Лемма 3.3. Пусть A =
⊕

i∈I

Ai, и пусть C =
⊕

i∈I

Ci =
⊕

i∈I

C ′
i, где Ci и C ′

i —

подгруппы группы Ai для каждого i ∈ I. Тогда Ci = C ′
i для каждого i ∈ I.

Доказательство. Покажем, что Ci ⊂ C ′
i. Пусть ci ∈ Ci. Тогда ci ∈ C и,

следовательно, ci ∈
⊕

i∈I

C ′
i. Имеем ci = c′i1 + c′i2 + . . . + c′ik

, где c′ij
∈ C ′

ij
, ij ∈ I,

j = 1, k. Так как Ci и C ′
i —подгруппы группы Ai для каждого i ∈ I, то ci ∈ Ai,

c′ij
∈ Aij

. Учитывая, что A—прямая сумма групп Ai (i ∈ I), получаем, что для

некоторого j (j = 1, k) ij = i и c′ij
= ci, а для всех остальных j c′ij

= 0. Значит,
ci ∈ C ′

i. Аналогично C ′
i ⊂ Ci для каждого i ∈ I. Следовательно, Ci = C ′

i для
каждого i ∈ I.

Теорема 3.4. Пусть B =
⊕

i∈I

Bi, где Bi —вполне характеристическая под-

группа группы B для каждого i ∈ I. B является IF-группой тогда и только
тогда, когда существует хотя бы один индекс i ∈ I, для которого группа Bi

является IF-группой.

Доказательство. Необходимость. Пусть S— собственная вполне характе-
ристическая подгруппа группы B, такая что B ∼= S. Имеем S =

⊕

i∈I

Si, где

Si = S ∩ Bi —вполне характеристическая подгруппа группы Bi для каждого
i ∈ I. Пусть ϕ—изоморфное отображение группы B на S. ϕ можно рассмат-
ривать как эндоморфизм группы B. Обозначим через ϕi (i ∈ I) ограничение
эндоморфизма ϕ на подгруппе Bi. Так как Bi —вполне характеристическая
подгруппа группы B, то ϕi — эндоморфизм группы Bi для каждого i ∈ I. Пусть
b ∈ B, b = bi1 + bi2 + . . . + bik

, где bij
∈ Bij

, ij ∈ I, j = 1, k. Имеем

ϕb = ϕ(bi1 +bi2 + . . .+bik
) = ϕbi1 +ϕbi2 + . . .+ϕbik

= ϕi1bi1 +ϕi2bi2 + . . .+ϕik
bik

.

Следовательно, ϕB =
∑

i∈I

ϕiBi. Так как ϕiBi ⊂ Bi, то по [15]

∑

i∈I

ϕiBi =
⊕

i∈I

ϕiBi.
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Итак, S = ϕB =
⊕

i∈I

ϕiBi и S =
⊕

i∈I

Si, где ϕiBi и Si —подгруппы группы Bi для

каждого i ∈ I. По лемме 3.3 ϕiBi = Si. Так как ϕ—изоморфизм, то Ker ϕ = 0,
и следовательно, Ker ϕi = 0 для каждого i ∈ I. Значит, ϕi —изоморфное отоб-
ражение Bi на Si. Учитывая, что S �= B, получаем, что существует хотя бы
один индекс i0 ∈ I, такой что Bi0

∼= Si0 и Bi0 �= Si0 , т. е. группа Bi0 является
IF-группой.

Достаточность. Пусть B =
⊕

i∈I

Bi, где Bi является вполне характеристиче-

ской подгруппой группы B для каждого i ∈ I. Пусть для некоторого i0 ∈ I
Bi0 является IF-группой. Докажем, что B является IF-группой. Так как Bi0 —
IF-группа, то существует собственная вполне характеристическая подгруппа Si0

группы Bi0 , такая что Si0
∼= Bi0 . Пусть

S = Si0 +
(⊕

j∈I
j �=i0

Bj

)

.

По свойствам прямых сумм [15] получаем, что

S = Si0 ⊕
(⊕

j∈I
j �=i0

Bj

)

.

Так как Si0 �= Bi0 , то S— собственная подгруппа группы B. Из того, что
Si0

∼= Bi0 , получаем, что

S = Si0 ⊕
(⊕

j∈I
j �=i0

Bj

)

. ∼= Bi0 ⊕
(⊕

j∈I
j �=i0

Bj

)

=
⊕

i∈I

Bi = B,

т. е. S ∼= B. Пусть η—произвольный эндоморфизм группы B и s ∈ S. Тогда
s = si0 + bi1 + bi2 + . . . + bik

, где bij
∈ Bij

, ij ∈ I, j = 1, k, si0 ∈ Si0 . Имеем

ηs = η(si0 + bi1 + bi2 + . . . + bik
) = ηsi0 + ηbi1 + ηbi2 + . . . + ηbik

.

Так как Bij
—вполне характеристические подгруппы группы B для каждого

j = 1, k, то ηbij
∈ Bij

. Si0 является вполне характеристической подгруп-
пой группы Bi0 , а Bi0 является вполне характеристической подгруппой груп-
пы B. Значит, Si0 —вполне характеристическая подгруппа группы B, и поэтому
ηsi0 ∈ Si0 . Получили, что ηsi0 ∈ Si0 для произвольного элемента s ∈ S, и следо-
вательно, S—вполне характеристическая подгруппа группы B. Таким образом,
B содержит собственную вполне характеристическую подгруппу S, такую что
S ∼= B, т. е. B— IF-группа.

Следствие 3.5. Периодическая группа является IF-группой тогда и только
тогда, когда некоторая её p-компонента является IF-группой.

Доказательство. Действительно, пусть A—периодическая группа. Тогда по
теореме 1.1 A =

⊕

p
Ap, где Ap — p-компоненты группы A. Ap являются вполне
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характеристическими подгруппами группы A. По теореме 3.4 получаем утвер-
ждение следствия.

Теорема 3.6. Никакая ограниченная группа не является IF-группой.

Доказательство. Пусть B—ограниченная группа. Тогда B—периодиче-
ская группа. Понятно, что любая p-компонента группы B также ограничен-
ная p-группа. Поскольку по теореме 3.2 ограниченные p-группы не являются
IF-группами, то согласно следствию 3.5 группа B не является IF-группой.

4. Нередуцированные периодические IF-группы

В этом разделе найдены условия, эквивалентные тому, что нередуцирован-
ная периодическая группа является IF-группой. Показано также, что делимая
периодическая группа не является IF-группой.

Теорема 4.1. Нередуцированная p-группа A является IF-группой тогда и
только тогда, когда её редуцированная часть является IF-группой.

Доказательство. Необходимость. Пусть A—нередуцированная p-группа.
Тогда она имеет вид A = R ⊕ Dp, где Dp —делимая p-группа, R—редуци-
рованная p-группа. Пусть A— IF-группа. Тогда существует такая вполне харак-
теристическая подгруппа S группы A, что S ∼= A и S �= A. По теореме 1.13 S
имеет один из следующих двух видов:

1) S = R′ ⊕Dp[pkp ], где kp � sup{e(r) | r ∈ R′}, R′—вполне характеристиче-
ская подгруппа группы R;

2) S = R′ ⊕ Dp, где R′—вполне характеристическая подгруппа группы R.

Рассмотрим первый случай. Пусть kp �= ∞. Тогда
Dp[pkp ] = {d ∈ Dp | pkpd = 0}—

ограниченная группа, а значит, она не содержит делимых подгрупп. Следова-
тельно, S—редуцированная группа. Так как A—нередуцированная группа и
S ∼= A, то получаем противоречие.

Если kp = ∞, то первый случай совпадёт со вторым.
Рассмотрим второй случай. Пусть S = R′ ⊕ Dp, где R′—вполне характери-

стическая подгруппа группы R. Так как A = R ⊕Dp и S ∼= A, то получаем, что
R′ ∼= R и R′— собственная подгруппа группы R. Значит, R— IF-группа.

Достаточность. Пусть A—нередуцированная p-группа вида A = R ⊕ Dp.
Пусть R— IF-группа. Тогда существует вполне характеристическая подгруп-
па R′ группы R, такая что R′ ∼= R и R′ �= R. Рассмотрим группу S = R′ ⊕ Dp.
S— собственная вполне характеристическая подгруппа группы A и S ∼= A. Сле-
довательно, A— IF-группа.

Теорема 4.2. Делимая p-группа не является IF-группой.
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Доказательство. Пусть A—делимая p-группа. Тогда A = Dp. Предполо-
жим противное, пусть A— IF-группа. Тогда существует такая вполне характе-
ристическая подгруппа S группы A, что S ∼= A и S �= A. Тогда по теореме 1.13
имеют место следующие случаи:

1) S = Dp[pkp ], где kp —любое целое неотрицательное число или ∞;
2) S = Dp.

Рассмотрим первый случай. Если kp �= ∞, то
S = Dp[pkp ] = {d ∈ Dp | pkpd = 0}—

ограниченная группа, а, значит, она не является делимой группой. Так как A—
делимая p-группа и S ∼= A, то получаем противоречие.

Если kp = ∞, то S = Dp, и первый случай совпадёт со вторым.
Рассмотрим второй случай. Пусть S = Dp. Так как A = Dp, то S не является

собственной подгруппой группы A. Значит, A не является IF-группой.

Теорема 4.3. Делимая периодическая группа не является IF-группой.

Доказательство. Пусть A—делимая периодическая группа. Тогда A =
=

⊕

p
Ap, где Ap —делимые p-группы. Применяя теорему 4.2 и следствие 3.5,

получаем, что A не является IF-группой.

Теорема 4.4. Для нередуцированной периодической группы A следующие
условия эквивалентны:

1) A является IF-группой ;
2) некоторая p-компонента группы A не является делимой группой и имеет
редуцированную часть, которая является IF-группой ;

3) редуцированная часть группы A является IF-группой.

Доказательство. Докажем импликацию 1) =⇒ 2). Пусть A—нередуциро-
ванная периодическая группа, являющаяся IF-группой. Тогда по следствию 3.5
некоторая её p-компонента является IF-группой, причём по теореме 4.2 эта
p-компонента не является делимой группой. Применяя теорему 4.1, получа-
ем, что в этой p-компоненте её редуцированная часть является IF-группой.

Докажем импликацию 2) =⇒ 3). Каждую из p-компонент Ap группы A мож-
но записать в виде Ap = Rp ⊕ Dp, где Rp —редуцированная p-группа, а Dp —
делимая p-группа. Тогда редуцированная часть R группы A может быть запи-
сана в виде R =

⊕

p
Rp. Так как хотя бы одна из групп Rp в силу условия 2)

является IF-группой, то по следствию 3.5 группа R является IF-группой.
Докажем импликацию 3) =⇒ 1). Пусть Rp и Dp соответственно редуци-

рованная и делимая части p-компоненты Ap группы A, т. е. Ap = Rp ⊕ Dp.
Тогда

A =
(⊕

p

Rp

)

⊕
(⊕

p

Dp

)

.
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Понятно, что
⊕

p
Rp —редуцированная часть группы A. В силу следствия 3.5

для некоторого простого числа p группа Rp является IF-группой. Применяя
теорему 4.1, получаем, что для этого простого числа p группа Ap является
IF-группой, а тогда по следствию 3.5 и группа A является IF-группой.

Теоремы 4.3 и 4.4 сводят исследование периодических IF-групп к исследова-
нию редуцированных примарных IF-групп.

5. Примарные IF-группы

Перейдём теперь к исследованию примарных сепарабельных IF-групп. Рас-
смотрим вначале прямые суммы циклических p-групп. Так как никакая ограни-
ченная группа не является IF-группой, то нам нужно рассмотреть неограничен-
ные группы. Введём следующее определение.
Определение 5.1. Пусть A— сепарабельная p-группа. Строго возрастающую

последовательность неотрицательных целых чисел i0, i1, . . . , in, . . . назовём до-
пустимой для группы A, если для инвариантов Ульма—Капланского этой груп-
пы выполняется система равенств

fA(k) =
ik+1−1∑

i=ik

fA(i), k ∈ N0. (7)

Теорема 5.2. Пусть B—неограниченная p-группа, являющаяся прямой сум-
мой циклических групп. Группа B является IF-группой тогда и только тогда,
когда для неё существует допустимая последовательность, отличная от после-
довательности всех неотрицательных целых чисел, упорядоченных по возраста-
нию.

Доказательство. Необходимость. Пусть группа B является IF-группой. За-
метим, что последовательность всех неотрицательных целых чисел, упорядочен-
ных по возрастанию, является допустимой для любой сепарабельной p-группы,
так как система равенств (7), определяющих допустимую последовательность,
имеет в этом случае тривиальный вид: fA(k) = fA(k), k ∈ N0. Предположим, что
последовательность всех неотрицательных целых чисел, упорядоченных по воз-
растанию, является единственной допустимой последовательностью для груп-
пы B. Если L—вполне характеристическая подгруппа группы B, то согласно
теореме 1.10 она имеет вид L =

⊕
pnkBk, где nk удовлетворяет неравенствам

1) и 2) теоремы 1.10. Имеем

fL(n) = r

( ⊕

k∈N

pnkBk | pnkBk =
⊕

Z(pn+1)
)

=

= r

( ⊕

k∈N

pnkBk | k − nk = n + 1
)

=
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=
∑

k∈N

(r(pnkBk) | k − nk = n + 1) =
∑

k∈N

(r(Bk) | k − nk − 1 = n) =

=
∑

k∈N

(fB(k − 1) | k − nk − 1 = n).

Таким образом,

fL(n) =
∑

k∈N

(fB(k − 1) | k − nk − 1 = n). (8)

Из теоремы 1.10 вытекают соотношения

(k + 1) − nk+1 − 1 � (k + 1) − (nk + 1) − 1 = k − nk − 1, (9)

(k + 1) − nk+1 − 1 � (k + 1) − nk − 1 = (k − nk − 1) + 1. (10)

Пусть
in = min

k∈N

{k − 1 | k − nk − 1 = n}.

Тогда из (8)—(10) получаем

fL(n) =
in+1−1∑

i=in

fB(i). (11)

Среди сумм правой части равенств (11) могут быть и вырожденные, т. е.
состоящие из одного слагаемого (это получается в случае, когда in+1 = in + 1).
Пусть L ∼= B. Тогда с учётом равенства (11) для всякого целого неотрицатель-
ного числа n

fB(n) = fL(n) =
in+1−1∑

i=in

fB(i).

Последовательность i0, i1, . . . , in, . . . является допустимой для группы B, и по-
этому по условию теоремы in = n для всякого n. Учитывая, что

in = min
k∈N

{k − 1 | k − nk − 1 = n},

получаем, что nk = 0 для всякого k, т. е. L = B. Это противоречит тому, что B
является IF-группой.

Достаточность. Запишем группу B в виде B =
⊕

k∈N

Bk, где Bk =
⊕

Z(pk).

Пусть для группы B существует допустимая последовательность r0, r1, r2, . . . ,
отличная от допустимой последовательности 0, 1, 2, . . . . Тогда для всякого
m ∈ N0 имеем

fB(m) =
rm+1−1∑

r=rm

fB(r). (12)

Возможны два случая: 1) r0 �= 0; 2) r0 = 0. Рассмотрим их.
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Рассмотрим случай 1). Пусть r0 �= 0. Построим подгруппу L группы B
следующим образом:

L = pB1 ⊕ p2B2 ⊕ . . . ⊕ pr0Br0 ⊕ pr0Br0+1 ⊕ pr0+1Br0+2 ⊕ . . . ⊕
⊕ pr1−1Br1 ⊕ pr1−1Br1+1 ⊕ pr1Br1+2 ⊕ pr1+1Br1+3 ⊕ . . . ⊕
⊕ pr2−2Br2 ⊕ pr2−2Br2+1 ⊕ pr2−1Br2+2 ⊕ pr2Br2+3 ⊕ . . . ⊕ pr3−3Br3 ⊕ . . . ,

т. е.
L =

⊕
pnkBk,

где nrj
= nrj+1 = rj − j (j ∈ N0); nrj+k = rj − j + k − 1 (1 < k < rj+1 − rj + 1).

L— собственная подгруппа группы B. Используя теорему 1.10, получаем, что
L—вполне характеристическая подгруппа группы B. Более того, L ∼= B в силу
равенства соответствующих инвариантов Ульма—Капланского. Действительно,
из построения группы L и с учётом равенств (7) получаем

fL(m) = fB(rm) + fB(rm + 1) + . . . + fB(rm+1 − 1) = fB(m)

для всякого m ∈ N0. Значит, L ∼= B, но L �= B. Следовательно, B является
IF-группой.

Рассмотрим случай 2). Пусть r0 = 0. Обозначим через k + 1 (k ∈ N0) наи-
меньшее натуральное число, для которого rk+1 > k+1. Тогда r0 = 0, r1 = 1, . . . ,
rk = k, и допустимая последовательность имеет вид 0, 1, . . . , k, rk+1, rk+2, . . . .
Равенства (12) для такой последовательности запишутся следующим образом:

fB(0) = fB(0),
fB(1) = fB(1),

. . .

fB(k − 1) = fB(k − 1),
fB(k) = fB(k) + fB(k + 1) + . . . + fB(rk+1 − 1),
fB(q) = fB(rq) + . . . + fB(rq+1 − 1) для всякого q > k (q ∈ N0).

(13)

Сумма, стоящая в правой части (k + 1)-го равенства в (13), является первой
невырожденной суммой в (5.7), т. е. суммой, состоящей из более чем одного
слагаемого.

Рассмотрим следующую подгруппу L группы B:

L = B1 ⊕ B2 ⊕ . . . ⊕ Bk ⊕ Bk+1 ⊕ pBk+2 ⊕ . . . ⊕
⊕ prk+1−k−1Brk+1 ⊕ prk+1−k−1Brk+1+1 ⊕ prk+1−kBrk+1+2 ⊕ . . . ⊕
⊕ prk+2−k−2Brk+2 ⊕ prk+2−k−2Brk+2+1 ⊕ prk+2−k−1Brk+2+2 ⊕ . . . ⊕
⊕ prk+3−k−3Brk+3 ⊕ . . . .

Используя теорему 1.10, получаем, что L—вполне характеристическая подгруп-
па группы B. Учитывая строение группы B, имеем
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fL(0) = fB(0),
fL(1) = fB(1),

. . .

fL(k − 1) = fB(k − 1),
fL(k) = fB(k) + fB(k + 1) + . . . + fB(rk+1 − 1),
fL(q) = fB(rq) + . . . + fB(rq+1 − 1) для всякого q > k (q ∈ N0).

(14)

Сравнивая (13) и (14), получаем, что L ∼= B. Так как L �= B, то B является
IF-группой.

Рассмотрим теперь произвольные сепарабельные p-группы.

Теорема 5.3. Сепарабельная p-группа не является IF-группой, если её ба-
зисная подгруппа не является IF-группой.

Доказательство. Пусть A— сепарабельная p-группа, у которой базисная
подгруппа B не является IF-группой. Не умаляя общности, можно считать,
что A—редуцированная p-группа. Если A—ограниченная группа, то по теоре-
ме 3.2 A не является IF-группой (заметим, что в этом случае базисная подгруп-
па группы A совпадает с A). Пусть A—неограниченная группа. Предположим,
что A— IF-группа. Тогда существует собственная вполне характеристическая
подгруппа S группы A, такая что S ∼= A. Так как A—редуцированная сепара-
бельная p-группа, то A не содержит элементов бесконечной высоты [16, с. 7].
S—неограниченная вполне характеристическая подгруппа группы A, и поэтому
S—широкая подгруппа группы A [21, с. 423]. Следовательно, S∩B—базисная
подгруппа группы S [21, с. 422].

Если S ∩ B = 0, то, учитывая, что фактор-группа любой p-группы по её ба-
зисной подгруппе является делимой группой, получаем, что S—делимая груп-
па, чего быть не может, так как A—редуцированная группа.

Если S ∩ B = B, то S содержит базисную подгруппу B группы A. Имеем
S + B = A, так как S—широкая подгруппа группы A, а из того что B ⊂ S,
следует S + B = S, чего быть не может, так как S— собственная подгруппа
группы A.

Итак, S ∩ B— собственная ненулевая подгруппа группы B. Так как S ∼= A,
то базисные подгруппы групп S и A также изоморфны, т. е. S ∩ B ∼= B. Так
как S—широкая подгруппа группы A, то S ∩ B является широкой подгруппой
группы B [29, следствие 2.8]. Итак, мы получили, что базисная подгруппа B
группы A имеет собственную вполне характеристическую подгруппу S ∩ B,
изоморфную B. Противоречие.

Теорема 5.4. Если неограниченная сепарабельная p-группа является
IF-группой, то для неё существует допустимая последовательность, отличная
от последовательности всех неотрицательных целых чисел, упорядоченных по
возрастанию.
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Доказательство. Пусть A—неограниченная сепарабельная p-группа, явля-
ющаяся IF-группой, и пусть B— её базисная подгруппа. Тогда по теореме 5.3
B— IF-группа. Применяя теорему 5.2, получаем, что для группы B существует
допустимая последовательность, отличная от последовательности всех неотри-
цательных целых чисел, упорядоченных по возрастанию. Так как fA(k) = fB(k)
для всякого k ∈ N0 [29, с. 186], то эта же последовательность будет допустимой
и для группы A.

Периодически полной p-группой называется периодическая часть T (B̄)
p-адического пополнения B̄ прямой суммы B циклических p-групп [16, с. 22].
Впервые эти группы стал изучать Л. Я. Куликов, он называл их замкнуты-
ми группами [9]. Такие группы играют фундаментальную роль при изучении
p-групп.

Теорема 5.5. Для периодически полной p-группы A следующие условия эк-
вивалентны:

1) A является IF-группой ;
2) базисная подгруппа группы A является IF-группой ;
3) A—неограниченная группа, для которой существует допустимая последо-
вательность, отличная от последовательности всех неотрицательных це-
лых чисел, упорядоченных по возрастанию.

Доказательство. Докажем эквивалентность 1) ∼ 2). С учётом теоремы 5.3
нужно доказать только импликацию 2) =⇒ 1). Пусть A—периодически полная
p-группа и B— её базисная подгруппа, являющаяся IF-группой. В силу теоре-
мы 3.2 B—неограниченная группа, и поэтому A также неограниченная группа.
Так как B— IF-группа, то существует собственная вполне характеристическая
подгруппа S группы B, такая что B ∼= S. Понятно, что S является собственной
широкой подгруппой группы B. Существует собственная широкая подгруппа S∗

группы A, такая что S∗ ∩ B = S [21, теорема 2.9], причём S—базисная под-
группа группы S∗ [21, c. 422]. S∗ как широкая подгруппа периодически полной
группы является периодически полной группой [1]. Итак, мы получили, что
в группе A есть собственная вполне характеристическая подгруппа S∗, такая
что базисная подгруппа B группы A изоморфна базисной подгруппе S груп-
пы S∗. Так как A и S∗—периодически полные группы, то A ∼= S∗, т. е. A
является IF-группой.

Докажем импликацию 2) =⇒ 3). Пусть B—базисная подгруппа группы A,
причём B является IF-группой. Если A—ограниченная группа, то A = B. Сле-
довательно, B—ограниченная IF-группа, что противоречит теореме 3.6. Если
же A—неограниченная группа, то B—неограниченная группа. Учитывая тео-
рему 5.2 и то, что для каждого k ∈ N0 fA(k) = fB(k), получаем, что для
группы A существует допустимая последовательность, отличная от последова-
тельности всех неотрицательных целых чисел, упорядоченных по возрастанию.

Докажем импликацию 3) =⇒ 1). Пусть A—неограниченная группа, для ко-
торой существует допустимая последовательность, отличная от последователь-
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ности всех неотрицательных целых чисел, упорядоченных по возрастанию. То-
гда её базисная подгруппа B обладает тем же свойством. По теореме 5.2 B
является IF-группой, и с учётом эквивалентности 2) ∼ 1) группа A также явля-
ется IF-группой.

Будем говорить, что последовательность инвариантов Ульма—Капланского
неограниченной сепарабельной p-группы A является периодической, если су-
ществует такое k ∈ N, что для всех n ∈ N0 выполняется равенство fA(n) =
= fA(n + k).

Следствие 5.6. Пусть A—периодически полная p-группа. Если последова-
тельность инвариантов Ульма—Капланского группы A является периодической,
то A— IF-группа.

Доказательство. Пусть A—периодически полная p-группа и существует
такое k ∈ N, что для всех n ∈ N0 выполняется равенство fA(n) = fA(n + k). То-
гда для такой группы последовательность k, k+1, k+2, . . . является допустимой,
и поэтому по теореме 5.5 A является IF-группой.

Следствие 5.7. Если для периодически полной p-группы A существует такое
кардинальное число γ, что fA(n) = γ для каждого n ∈ N0, то A является
IF-группой.

Доказательство. Пусть A—периодически полная p-группа, и пусть для
каждого n ∈ N0 fA(n) = γ, где γ—некоторое кардинальное число. Тогда та-
кая последовательность инвариантов Ульма—Капланского является периодиче-
ской, так как fA(n) = fA(n + 1) для каждого n ∈ N0. Применяя следствие 5.6,
получаем, что A является IF-группой.

6. Нередуцированные и делимые группы
без кручения, содержащие
вполне характеристические подгруппы,
изоморфные самой группе

Рассмотрим группы без кручения, которые содержат собственные вполне
характеристические подгруппы, изоморфные самой группе.

Теорема 6.1. Группа без кручения A содержит собственную вполне характе-
ристическую подгруппу, изоморфную самой группе, тогда и только тогда, когда
A не делимая группа.

Доказательство. Необходимость. Пусть A— группа без кручения, которая
содержит собственную вполне характеристическую подгруппу S, изоморфную
группе A. Предположим, что A—делимая группа. По теореме 1.13 получаем,
что S = A, что противоречит тому, что S— собственная подгруппа группы A.
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Достаточность. Пусть A— группа без кручения, не являющаяся делимой
группой. Существует такое натуральное число n, отличное от 1, что nA �= A.
Рассмотрим S = nA. Тогда S—вполне характеристическая подгруппа группы A.
Так как A— группа без кручения, то S ∼= A. Значит, A содержит собственную
вполне характеристическую подгруппу, изоморфную самой группе.

Таким образом, группа без кручения A, не являющаяся делимой, всегда со-
держит собственную вполне характеристическую подгруппу вида nA, изоморф-
ную самой группе. Будем рассматривать далее группы без кручения, которые
имеют собственную вполне характеристическую подгруппу, отличную от nA,
изоморфную самой группе A.
Определение 6.2. Группу без кручения A назовём IF-группой, если она

содержит собственную вполне характеристическую подгруппу, отличную от nA,
которая изоморфна самой группе.

Из теоремы 6.1 вытекает следующий результат.

Теорема 6.3. Делимая группа без кручения не является IF-группой.

Рассмотрим нередуцированные группы без кручения.

Теорема 6.4. Нередуцированная группа без кручения является IF-группой
тогда и только тогда, когда её редуцированная часть является IF-группой.

Доказательство. Необходимость. Пусть A—нередуцированная группа без
кручения. Тогда она имеет вид A = R ⊕ D0, где D0 —делимая группа без
кручения, R—редуцированная группа без кручения. Пусть A— IF-группа. То-
гда существует такая вполне характеристическая подгруппа S группы A, что
S ∼= A, S �= A и S �= nA. По теореме 1.13 S имеет вид S = R′ ⊕ D0, где R′—
вполне характеристическая подгруппа группы R. Так как A = R ⊕ D0 и S ∼= A,
то получаем, что R′ ∼= R и R′— собственная подгруппа группы R. S �= nA, сле-
довательно, R′ ⊕ D0 �= n(R ⊕ D0) = nR ⊕ D0. Получаем, что R′ �= nR. Значит,
R— IF-группа.

Достаточность. Пусть A—нередуцированная группа без кручения. Тогда
A = R ⊕ D0, где R—редуцированная группа без кручения, D0 —делимая
группа без кручения. Пусть R— IF-группа. Тогда существует вполне харак-
теристическая подгруппа R′ группы R, такая что R′ ∼= R, R′ �= R и R′ �= nR
для каждого n ∈ N. Рассмотрим группу S = R′ ⊕ D0. S— собственная вполне
характеристическая подгруппа группы A, S ∼= A и S �= nA. Следовательно, A—
IF-группа.

7. Однородные χ-группы

Учитывая теоремы 6.3 и 6.4, будем рассматривать далее только редуциро-
ванные группы.

Пусть t—некоторый тип. Рассмотрим характеристики v, удовлетворяющие
следующим условиям:
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а) v =
(
v(1), v(2), . . . , v(n), . . .

)
� w для некоторой w ∈ t;

б) v(k) = ∞, если тип t pk-делим.

Обозначим множество, состоящее из всех характеристик, удовлетворяющих
свойствам а), б), и характеристик, членами которых являются только симво-
лы ∞, через F(t).

Пусть A— группа без кручения. Если v ∈ X, то обозначим через A(v) сле-
дующую подгруппу группы A: A(v) = {a ∈ A | χ(a) � v}. A(v)—вполне ха-
рактеристическая подгруппа группы A. Заметим, что если A—редуцированная
группа и характеристика v состоит только из символов ∞, то A(v) = 0.

Редуцированная группа без кручения A называется χ-группой, если всякая
её вполне характеристическая подгруппа S имеет вид S = A(v), где v—неко-
торая характеристика [2]. Редуцированная группа без кручения A называется
вполне транзитивной, если для любых двух её элементов a и b, для которых
χ(a) � χ(b), существует эндоморфизм ϕ этой группы, такой что ϕ(a) = b [24].

Пусть A—однородная χ-группа типа t. В [3] доказано, что любая вполне
характеристическая подгруппа S группы A единственным образом представи-
ма в виде S = A(v), где v—некоторая характеристика, принадлежащая F(t).
Заметим, что если v ∈ F(t), где v =

(
v(1), v(2), . . . , v(n), . . .

)
, и v � w, где

w =
(
w(1), w(2), . . . , w(n), . . .

) ∈ t, то тип группы A(v) определяется характери-
стикой

w − v =
(
w(1) − v(1), w(2) − v(2), . . . , w(n) − v(n), . . .

)
.

Докажем основную теорему данного раздела.

Теорема 7.1. Однородные χ-группы не являются IF-группами.

Доказательство. Пусть A—однородная χ-группа типа t. Предположим, что
A— IF-группа. Тогда существует такая вполне характеристическая подгруппа S
группы A, что S ∼= A и S �= nA. Имеем S = A(v), где v ∈ F(t). A(v)—
однородная группа. Так как S ∼= A, то A(v) ∼= A, и следовательно, тип группы
A(v) совпадает с типом группы A.

Учитывая, что v ∈ F(t), получаем существование такой характеристики
w =

(
w(1), w(2), . . . , w(n), . . .

)
, принадлежащей типу t, что v � w. Пусть

I(w) =
{
i ∈ N | w(i) �= 0 и w(i) �= ∞}

.

Рассмотрим вначале случай, когда тип t не является идемпотентным. Име-
ем, что I(w)—бесконечное множество. Так как v ∈ F(t), то v(i) = w(i) при
i ∈ N\ I(w). Пусть I ′—подмножество множества I(w), состоящее из всех нату-
ральных чисел i, для которых v(i) �= 0. Так как A(v)— собственная подгруппа
группы A, то I ′ �= ∅. Имеем w(i) − v(i) �= w(i) для всякого i ∈ I ′. Учитывая, что
тип группы A(v) определяется характеристикой w − v и t

(
A(v)

)
= t(A), полу-

чаем, что I ′—конечное множество. Пусть n =
∏

i∈I′
pv(i)

i . Тогда S = A(v) = nA.
Противоречие.
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Пусть теперь тип t идемпотентен. Тогда множество I(w) конечно. Так как
v ∈ F(t) и v � w, то v(i) = w(i) при i ∈ N \ I(w). Пусть

I ′ =
{
i ∈ N | v(i) �= 0 и i ∈ I(w)

}
.

I ′ является непустым конечным подмножеством множества I(w). Тогда S =
= A(v) = nA, где n =

∏

i∈I′
pv(i)

i . Противоречие.

Используя то, что всякая однородная вполне транзитивная группа являет-
ся χ-группой и что всякая однородная редуцированная сепарабельная группа
является вполне транзитивной группой [24], получаем следующие результаты.

Следствие 7.2. Собственная вполне характеристическая подгруппа S одно-
родной вполне транзитивной группы A изоморфна группе A тогда и только
тогда, когда S = nA для некоторого натурального числа n, отличного от едини-
цы.

Следствие 7.3. Собственная вполне характеристическая подгруппа S одно-
родной редуцированной сепарабельной группы A изоморфна группе A тогда и
только тогда, когда S = nA для некоторого натурального числа n, отличного от
единицы.

Исследование выполнено при поддержке Министерства образования и нау-
ки Российской Федерации, соглашение 14.B37.21.0354 «Сохранение алгебраиче-
ских и топологических инвариантов и свойств отображениями», в рамках темы
2.3684.2011 Томского государственного университета.
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