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Аннотация

Обобщаются понятия квазивложения, квазиравенства, квазиизоморфизма и иссле-
дуются их свойства.

Abstract

V. M. Misyakov, On generalizations of quasi-isomorphism on Abelian groups, Fun-
damentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 22 (2019), no. 5, pp. 131—138.

The notions of quasi-embedding, quasi-equality, and quasi-isomorphism are generalized
and their properties are studied.

В [6] для исследования групп конечного ранга Дж. Рейд ввёл понятия «ква-
зивложение», «квазиравенство» и «квазиизоморфизм». В [3, с. 179] они были
распространены на группы без кручения произвольного ранга. Хотя эти поня-
тия не сыграли существенной роли в решении структурной проблемы описания
даже групп без кручения ранга два [4], но идеи, заложенные в них, являются
достаточно интересными. Поэтому возникает вопрос: «Можно ли обобщить эти
понятия, причём так, чтобы они были определены на произвольных абелевых
группах?» В данной статье рассматриваются такие обобщения и исследуются
некоторые их свойства. Также даётся описание абелевых групп, которые e-рав-
ны любой своей ненулевой подгруппе. В заключение показывается (предложе-
ния 7), что условие e-равенства групп оказывается полезным при выяснении
изоморфизма этих групп.

Введём следующие обозначения: o(a)—порядок элемента a; E(G)—коль-
цо эндоморфизмов группы G; C

(
E(G)

)
—центр кольца E(G); K+ —аддитивная

группа кольца K. Все группы, рассматриваемые здесь, являются абелевыми.
Определение 1. Будем говорить, что подгруппа A группы D является

вполне характеристической относительно мономорфизмов из C
(
E(D)

)
, если для

любого мономорфизма ϕ ∈ C
(
E(D)

)
следует, что ϕ(A) ⊆ A.

Определение 2. Пусть A и B—подгруппы группы D.
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1. Будем говорить, что подгруппа A eD-вложена (или просто e-вложена)
в подгруппу B (обозначение: A

eD≺ B или просто A
e≺ B), если суще-

ствует мономорфизм ϕ ∈ C
(
E(D)

)
, такой что ϕ(A) ⊆ B.

2. Будем говорить, что подгруппа A eD-равна (или просто e-равна) подгруп-
пе B (обозначение A

eD≈ B или просто A
e≈ B), если A

e≺ B и B
e≺ A.

Определение 3. Пусть A,C1, C2, . . . , Ck —подгруппы в группе D. Подгруп-
пу A назовём eD-прямой (или просто e-прямой) суммой подгрупп C1, C2, . . . , Ck,
если имеет место eD-равенство A

eD≈ C1 ⊕ C2 ⊕ . . . ⊕ Ck. В этом случае бу-
дем говорить о eD-прямом (или просто e-прямом) разложении подгруппы A, а
подгруппы Ci называть eD-прямыми (или просто e-прямыми) слагаемыми груп-
пы A. Подгруппу A, имеющую лишь тривиальные eD-прямые разложения, будем
называть сильно eD-неразложимой (или просто сильно e-неразложимой).
Определение 4. Пусть A—подгруппа группы D, вполне характеристиче-

ская относительно мономорфизмов из C
(
E(D)

)
. Будем говорить, что подгруп-

па A сохраняет центральные мономорфизмы группы D, если для любого мо-
номорфизма α ∈ C

(
E(D)

)
найдётся мономорфизм ϕ ∈ C

(
E(D/A)

)
, такой что

ϕ(ā) = α(a) +A для любого ā ∈ D/A.
Определение 5. Будем говорить, что группы A и B ieD-изоморфны (или про-

сто ie-изоморфны) (A ieD∼ B или просто A ie∼ B), если они изоморфны eD-равным
подгруппам некоторой группы D.

Замечание. Простая проверка показывает, что если A
e≈ B, то A

ie∼ B.
Обратное не всегда верно.
Определение 6. Эндоморфизм ϕ ∈ E(D) будем называть e-эндоморфизмом

подгруппы A, если имеет место e-вложение ϕ(A)
e≺ A. Множество всех e-эндо-

морфизмов подгруппы A группы D будем обозначать через ÊD(A) (или просто
Ê(A)), если понятно, эндоморфизмы какой группы рассматриваются.

Пусть A—подгруппа группы D, вполне характеристическая относительно
мономорфизмов из C

(
E(D)

)
. Тогда Ê(A) образует подкольцо в кольце E(D),

которое будем называть кольцом e-эндоморфизмов подгруппы A.
Непосредственная проверка показывает, что кольцо Ê(A) является двусто-

ронней алгеброй над C
(
E(D)

)
.

Предложение 1. Для подгрупп A, B, C группы D справедливы следующие
утверждения:

1) если A сохраняет центральные мономорфизмы группы D и A⊕B e≈ A⊕C,
то B ie∼ C;

2) если X, B, C —подгруппы группы D, вполне характеристические относи-

тельно мономорфизмов из C
(
E(D)

)
, причём A

e≺ B ⊕ C и B
e≺ X

e≺ A, то

X
e≈ B ⊕ (X ∩ C);

3) если A—подгруппа группы D, вполне характеристическая относитель-
но мономорфизмов из C

(
E(D)

)
, то для любого идемпотента ε ∈ Ê(A)
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имеет место e-прямое разложение A
e≈ εA ⊕ (1 − ε)A. Обратно, если

A
e≈ B ⊕ C и E(B ⊕ C)—подкольцо в кольце E(D), то найдётся идем-

потент ε ∈ E(B ⊕ C), такой что ε ∈ Ê(A), B
e≈ εA и C

e≈ (1 − ε)A.

Доказательство. Докажем утверждение 1). Так как A ⊕ B
e≈ A ⊕ C, то

существуют мономорфизмы α, β ∈ C
(
E(D)

)
, такие что α(A ⊕ B) ⊆ A ⊕ C и

β(A⊕C) ⊆ A⊕B. Следовательно, найдутся мономорфизмы ϕ,ψ ∈ C
(
E(D/A)

)
,

такие что ϕ(ā) = α(a) +A и ψ(ā) = β(a) +A для любого ā ∈ D/A. Тогда

ϕ
(
(A⊕B)/A

)
= α(A⊕B)/A ⊆ (A⊕ C)/A

и
ψ

(
(A⊕ C)/A

)
= β(A⊕ C)/A ⊆ (A⊕B)/A,

т. е. (A⊕B)/A
e≈ (A⊕ C)/A и B ie∼ C.

Докажем утверждение 2). Так как A
e≺ B ⊕C и B

e≺ X
e≺ A, то существуют

мономорфизмы α, β, ϕ ∈ C
(
E(D)

)
, такие что α(B) ⊆ X, β(X) ⊆ A, ϕ(A) ⊆

⊆ B ⊕ C. Тогда

(αϕ)
(
β(X)

)
= (αϕ)

(
β(X)

) ∩X ⊆
⊆ (

α(B) ⊕ α(C)
) ∩X = α(B) ⊕ (α(C) ∩X) ⊆ B ⊕ (C ∩X).

В то же время
α
(
B ⊕ (C ∩X)

) ⊆ α(B) ⊕ α(C ∩X) ⊆ X.

Таким образом, X
e≈ B ⊕ (X ∩ C).

Докажем утверждение 3). Пусть ε ∈ Ê(A). Тогда найдётся мономорфизм
δ ∈ C

(
E(D)

)
, такой что δ

(
ε(A)

) ⊆ A. Тогда

δ(ε(A) ⊕ (1 − ε)A) ⊆ δ
(
ε(A)

) ⊕
(
δ(A) − δ

(
ε(A)

)) ⊆ A.

С другой стороны,

1E(D)(A) =
(
ε+

(
1E(D) − ε

))
(A) ⊆ ε(A) ⊕ (1E(D) − ε)(A).

Обратно. Пусть A
e≈ B ⊕ C. Тогда существуют α, β ∈ C

(
E(D)

)
, такие что

αA ⊆ B ⊕ C и β(B ⊕ C) ⊆ A. Рассмотрим идемпотент ε ∈ E(B ⊕ C), такой
что ε(B ⊕ C) = B и (1 − ε)(B ⊕ C) = C. Учитывая, что E(B ⊕ C)—подкольцо
в кольце E(D), имеем (βα)(εA) ⊆ A, т. е. ε ∈ Ê(A). Покажем, что B

e≈ εA.

Действительно, так как βB ⊆ εβB ⊆ εA, то B
e≺ εA. С другой стороны, так как

(βα)(εA) ⊆ A, то

(αβα)(εA) ⊆ ε(αβα)(εA) ⊆ εαA ⊆ ε(B ⊕ C) = B,

т. е. εA
e≺ B. Таким образом, B

e≈ εA. Аналогично показывается, что
C

e≈ (1 − ε)A.
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Определение 7. Пусть A1, B1 —подгруппы в группе D. Будем говорить,

что подгруппа A1 eiD-изоморфна (или просто ei-изоморфна) B1 (A1
eiD∼ B1 или

просто A1
ei∼ B1), если существуют подгруппы A2 и B2 в группе D, такие

что A1
eD≈ A2, B1

eD≈ B2 и A2
∼= B2, причём если E(A1),E(B1) ⊆ E(D), то

E(A2),E(B2) ⊆ E(D).

Предложение 2. Пусть A, B—подгруппы группы D, вполне характеристи-
ческие относительно мономорфизмов из C

(
E(D)

)
, причём E(A),E(B) ⊆ E(D)

и для каждого мономорфизма α из C
(
E(D)

)
справедливо αl ∈ C

(
E

(
E+(D)

))
.

Тогда справедливы следующие утверждения:

1) если A
e≈ B, то

а) E+(A)
e≈ E+(B) и Ê(A) = Ê(B);

б) если A∩B—вполне характеристическая подгруппа в группах A и B,
то C+

(
E(A)

) e≈ C+
(
E(B)

)
;

2) если A ei∼ B, то E+(A) ei∼ E+(B).

Доказательство. Докажем утверждение 1). Пусть A
e≈ B. Тогда существу-

ют мономорфизмы α, β ∈ C
(
E(D)

)
, такие что α(A) ⊆ B и β(B) ⊆ A. Тогда

αl, βl являются мономорфизмами центра кольца E
(
E+(D)

)
.

Докажем утверждение а). Покажем, что (αlβl) E+(A) ⊆ E+(B). Пусть
δ ∈ E(A). Тогда

(αlβl)(δ)(B) = α(βδ)(B) = α
(
δ
(
β(B)

)) ⊆ B.

Аналогично показывается, что (αlβl) E+(B) ⊆ E+(A), т. е. E+(A)
e≈ E+(B).

Докажем, что Ê(A) = Ê(B). Пусть ϕ ∈ Ê(A). Покажем, что ϕ(B)
e≺ B. Так

как из предположения, что ϕ ∈ Ê(A), следует существование мономорфизма
τ ∈ C

(
E(D)

)
, такого что τ

(
ϕ(A)

) ⊆ A, то ατβ ∈ C
(
E(D)

)
и

(ατβ)
(
ϕ(B)

)
= (ατϕ)

(
β(B)

) ⊆ α
(
(τϕ)(A)

) ⊆ α(A) ⊆ B.

Аналогично показывается, что Ê(B) ⊆ Ê(A).
Докажем утверждение б). Покажем, что αlβlC+

(
E(A)

) ⊆ C+
(
E(B)

)
. Пусть

δ ∈ C+
(
E(A)

)
. Тогда, как следует из а), (αlβl)(δ) ∈ E(B). Пусть ϕ ∈ E(B) и

b ∈ B. Тогда
((

(αlβl)(δ)
)
ϕ
)
(b) = (αβδϕ)(b) = (αδϕ)

(
β(b)

)
=

(
αδ

(
ϕ|A∩B

))(
β(b)

)
=

=
(
ϕ|A∩Bαδ

)(
β(b)

)
= (ϕαδ)

(
β(b)

)
= (ϕαβδ)(b) =

(
ϕ
(
(αlβl)(δ)

))
(b).

Аналогично показывается, что αlβlC+
(
E(B)

) ⊆ C+
(
E(A)

)
.

Докажем утверждение 2). Пусть A
ei∼ B. Тогда существуют подгруппы A′

и B′ в группе D, такие что A
e≈ A′, B

e≈ B′ и A′ ∼= B′. Следовательно, найдутся
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мономорфизмы α, β, α′, β′ ∈ C
(
E(D)

)
, такие что αA ⊆ A′, α′A′ ⊆ A, βB ⊆ B′

и β′B′ ⊆ B. Тогда γl
1 E+(A′) ⊆ E+(A), γl

2 E+(A) ⊆ E+(A′), δl
1 E+(B′) ⊆ E+(B)

и δl
2 E+(B) ⊆ E+(B′), где γ1 = α′α, γ2 = αα′, δ1 = β′β и δ2 = ββ′. Пока-

жем, например, что γl
1 E+(A′) ⊆ E+(A). Действительно, возьмём произвольные

элементы μ ∈ E(A′) и a ∈ A. Так как E(A) ⊆ E(D), то из определения ei-изо-
морфизма следует, что E(A′) ⊆ E(D). Тогда имеем

(γl
1μ)(a) =

(
(α′α)μ

)
(a) = (α′μ)

(
α(a)

) ∈ A.

Так как по условию γl
1, γ

l
2, δ

l
1, δ

l
1 ∈ C

(
E

(
E+(D)

))
, то E+(A)

e≈ E+(A′) и

E+(B)
e≈ E+(B′). Поскольку A′ ∼= B′, то E(A′) ∼= E(B′), и следовательно,

E+(A′) ∼= E+(B′). Тогда E+(A) ei∼ E+(B).

Предложение 3. Пусть A, B—подгруппы группы D, вполне характеристи-
ческие относительно мономорфизмов из C

(
E(D)

)
, причём E(A),E(B) ⊆ E(D).

Если B = A1 ⊕ . . .⊕Ak и A
e≈ B, то

1) существует полная ортогональная система идемпотентов εi, i = 1, k, коль-
ца Ê(A);

2) соответствие

A
e≈ ε1A⊕ . . .⊕ εkA→ Ê(A) = Ê(A)ε1 ⊕ . . .⊕ Ê(A)εk

является взаимно-однозначным.

Доказательство. Пусть {εi | i = 1, k}—полная ортогональная система
идемпотентных эндоморфизмов группы B, соответствующая данному разло-
жению [2, с. 25]. Поскольку εi, i = 1, k, — эндоморфизмы подгруппы B и
B—вполне характеристическая подгруппа относительно мономорфизмов из
C

(
E(D)

)
, то для любых α ∈ C

(
E(D)

)
и i = 1, k имеем (αεi)(B) ⊆ B. Та-

ким образом, εi ∈ Ê(B), i = 1, k. По предложению 2 Ê(A) = Ê(B), и поэтому
ортогональная система идемпотентов εi ∈ Ê(A), i = 1, k, индуцирует прямое
разложение кольца Ê(A) в сумму левых идеалов: Ê(A) = Ê(A)ε1 ⊕ . . .⊕ Ê(A)εk.
Так как A

e≈ B, то существуют мономорфизмы α, β ∈ C
(
E(D)

)
, такие что

αA ⊆ B, βB ⊆ A. Тогда

(βα)A ⊆ βB ⊆ ε1(βB) ⊕ . . .⊕ εk(βB) ⊆ ε1A⊕ . . .⊕ εkA.

Также имеем

(βα)(ε1A⊕ . . .⊕εkA) = β
(
ε1(αA)⊕ . . .⊕εk(αA)

) ⊆ β(ε1B⊕ . . .⊕εkB) ⊆ βB ⊆ A.

Таким образом, A
e≈ ε1A⊕ . . .⊕ εkA.

Рассмотрим два множества: T = {εiA}i=1,k и L = {Ê(A)εi}i=1,k. Построим

отображение φ : T → L, действующее по правилу φ(εiA) = Ê(A)εi для любого
i = 1, k.
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Покажем, что φ—инъективное отображение. Действительно, пусть φ(εiA) =
= φ(εjA). Тогда Ê(A)εi = Ê(A)εj . Если предположить, что i 
= j, то, умножая
обе части последнего равенства на εi, имеем Ê(A)εi = Ê(A)εjεi = 0, что при-
водит к противоречию, поскольку каждое слагаемое Ê(A)εi в разложении Ê(A)
ненулевое. Таким образом, i = j и εiA = εjA. Очевидно, что отображение φ
сюръективно.

Пусть A—подгруппа группы D. Обозначим через

l(A) = {α ∈ E(D) | α(A) = 0}
аннулятор группы A.

Предложение 4. Пусть A—подгруппа группы D, вполне характеристиче-
ская относительно мономорфизмов из C

(
E(D)

)
, причём E(A) ⊆ E(D). Пусть

ε—идемпотент кольца Ê(A). Тогда выполняются следующие утверждения:
1) группа εA сильно e-неразложима тогда и только тогда, когда Ê(A)ε—

неразложимый левый Ê(A)-модуль ;
2) если l(A) = 0, то Ê(εA) ∼= εÊ(A)ε.

Доказательство. Утверждение 1) вытекает из предыдущего предложения.
Докажем утверждение 2). Для произвольного элемента εαε ∈ εÊ(A)ε существу-
ет e-эндоморфизм ϕεαε ∈ Ê(εA), такой что ϕεαε(εa) = (εαε)(εa) для произволь-
ного εa ∈ εA. Действительно, очевидно, что ϕεαε — гомоморфизм. Поскольку
εαε ∈ Ê(A), то существует β ∈ C

(
E(D)

)
, такой что (βεαε)A ⊆ A. Тогда имеем

(βϕεαε)(εa) = (βεαε)(εa) = ε(βεαε)(a) ∈ εA,

т. е. ϕεαε ∈ Ê(εA).
Построим отображение ψ : εÊ(A)ε → Ê(εA), действующее по правилу

ψ(εαε) = ϕεαε. Простая проверка показывает, что ψ— сюръективный гомомор-
физм. Пусть εαε ∈ kerψ. Тогда 0 = ψ(εαε) = ϕεαε, и для любого εa ∈ εA
имеем

0 = ϕεαε(εa) = (εαε)(εa) = (εαε)(a).

Поскольку a—произвольный элемент группы A, то εαε ∈ l(A) = 0, и следова-
тельно, ψ—мономорфизм. Так как ε является единицей колец εÊε(A) и Ê(εA),
причём ψ(ε) = ε, то ψ—изоморфизм.

Далее описываются абелевы группы, для которых различные в общем случае
понятия, такие, как e-равенство, ie-изоморфизм и ei-изоморфизм групп, совпа-
дают.

Теорема 5. Для ненулевой группы A следующие условия эквивалентны:

1) A
eA≈ B для любой ненулевой подгруппы B из A;

2) A ∼= Z или A ∼= Z(p);

3) A
ieA∼ B для любой ненулевой подгруппы B из A;

4) A
eiA∼ B для любой ненулевой подгруппы B из A.
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Доказательство. Очевидно, что справедливы импликации 2) =⇒ 1) и
2) =⇒ 4). Докажем, что справедлива импликация 1) =⇒ 2). Пусть группа A
e-равна любой своей ненулевой подгруппе и в ней существует элемент a ∈ A,
такой что ◦(a) = ∞. Рассмотрим подгруппу 〈a〉, порождённую элементом a.
Тогда по условию существует мономорфизм α ∈ C

(
E(A)

)
, такой что αA ⊆ 〈a〉.

Следовательно, A ∼= αA ∼= nZ ∼= Z, где n ∈ N. Пусть для любого a ∈ A спра-
ведливо ◦(a) < ∞. Тогда существуют элемент b ∈ A и простое число p, такие
что ◦(b) = p. Следовательно, αA ⊆ 〈b〉 ∼= Z(p) для некоторого мономорфиз-
ма α ∈ C

(
E(A)

)
. Поэтому A ∼= αA ∼= Z(p). Таким образом, A—циклическая

группа простого порядка.
Импликацию 1) =⇒ 3) получаем из замечания. Покажем, что справедлива

импликация 3) =⇒ 2). Пусть B—произвольная ненулевая подгруппа группы A,

такая что A
ieA∼ B. Тогда в группе A найдутся подгруппы A1 и B1, такие что су-

ществуют изоморфизмы ϕ : A → A1 и ψ : B → B1, причём A1
eA≈ B1. Последнее

гарантирует существование мономорфизма α ∈ C
(
E(A)

)
, такого что αA1 ⊆ B1.

Тогда можно построить мономорфизм ψ−1αϕ : A→ B. Таким образом, группу A
мы вложили в любую её ненулевую подгруппу B. Повторяя рассуждения, анало-
гичные рассуждениям, приведённым при доказательстве импликации 1) =⇒ 2),
получаем, что A ∼= Z или A ∼= Z(p).

Покажем, что справедлива импликация 4) =⇒ 2). Пусть A eiA∼ B для любой
ненулевой подгруппы B из A. В частности, если существует 0 
= a ∈ A, такой

что ◦(a) = ∞, то A
eiA∼ 〈a〉 ∼= Z. Следовательно, в группе A найдутся подгруппы

A1, B1, такие что A
eA≈ A1, 〈a〉 eA≈ B1 и A1

∼= B1. Тогда найдутся мономорфизмы
α, β ∈ C

(
E(A)

)
, такие что αA ⊆ A1, βB1 ⊆ 〈a〉. Следовательно, можно постро-

ить мономорфизм ψβϕα : A → Z, где ϕ : A1 → B1 и ψ : 〈a〉 → Z—изоморфизмы
групп. Таким образом, если группа A содержит элемент бесконечного порядка,
то она изоморфна группе Z.

Пусть в группе A порядок любого элемента конечен. Тогда группа A содер-

жит элемент b порядка p, где p—некоторое простое число. По условию A
ei∼ 〈b〉.

Проводя рассуждения, аналогичные рассуждениям, приведённым выше, и заме-
няя при этом группу Z на группу Z(p), получаем, что A ∼= Z(p).

Для иллюстрации e-равенства напомним несколько определений и утвержде-
ний, введённых и доказанных в [1].

Пусть A—прямая сумма циклических групп. Группу A можно представить
в виде A =

⊕

p
Ap ⊕ A0, где A0 — свободная группа и всякая p-компонента Ap

группы A представима в виде Ap =
⊕

i∈N

Aip, причём каждая группа Aip есть

прямая сумма Mip циклических групп порядка pi.

Определение 8 [1]. Группа A называется ступенчатой, если для всякого
простого числа p и для любого i ∈ N , такого что Mip � ℵ0, выполняется
Mjp >Mip для всякого j < i.
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Определение 9 [5]. Две абелевы группы называются почти изоморфными,
если каждая из них изоморфна некоторой подгруппе другой группы.
Определение 10 [1]. Группа A называется корректной, если для любой

группы B из почти изоморфизма групп A и B следует их изоморфизм.

Теорема 6 [1]. Пусть A—прямая сумма циклических групп. Следующие
условия эквивалентны:

1) A—корректная группа ;
2) A определяется своими подгруппами;
3) A— ступенчатая группа и любая её p-компонента ограниченная.

Предложение 7. Пусть A и B— группы, являющиеся прямыми суммами
циклических групп и содержащиеся в группе D, причём A— ступенчатая группа
и любая её p-компонента ограниченная. Если A

e≈ B, то A ∼= B.

Доказательство следует из определения e-равенства и теоремы 6.
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