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Аннотация

Получено описание колец квазиэндоморфизмов абелевых групп G без кручения
ранга 4, квазиразложимых в прямую сумму групп A1, A2 ранга 1 и сильно неразло-
жимой группы B ранга 2 в случае, когда группа квазигомоморфизмов Q⊗Hom(A2, B)
имеет ранг 2.

Abstract

A. V. Cherednikova, Quasi-endomorphism rings of some quasi-decomposable tor-
sion-free Abelian groups of rank 4, Fundamentalnaya i prikladnaya matematika,
vol. 22 (2019), no. 5, pp. 159—176.

We obtain a description of quasi-endomorphism rings of torsion-free Abelian groups G
of rank 4, quasi-decomposable into a direct sum of groups A1 and A2 of rank 1 and
a strongly indecomposable group B of rank 2 in the case where the quasi-homomorphism
group Q ⊗ Hom(A2, B) has rank 2.

В работе под группой понимается абелева группа без кручения конечного
ранга, записанная аддитивно. Приведём необходимые обозначения и определе-
ния.

Пусть Q—поле рациональных чисел, M4(Q)—полная матричная алгебра
порядка 4 над полем Q.

Для групп G и H запись G
.= H означает, что G квазиравна H, т. е.

подгруппа G ∩ H имеет конечный индекс как в G, так и в H.
Под квазиразложением группы G понимается семейство ненулевых под-

групп Gi, i ∈ I, делимой оболочки Q ⊗ G группы G, таких что G
.=

⊕

i∈I

Gi. При

этом каждая из групп Gi называется квазислагаемым группы G. Группа G
называется квазиразложимой, если она обладает нетривиальными квазиразло-
жениями.

Фундаментальная и прикладная математика, 2019, том 22, № 5, с. 159—176.
c© 2019 Национальный Открытый Университет «ИНТУИТ»



160 А. В. Чередникова

Кольцом квазиэндоморфизмов или алгеброй квазиэндоморфизмов E(G)
группы G называется Q-алгебра Q ⊗ E(G), где E(G)—кольцо эндоморфизмов
группы G.

Кольца квазиэндоморфизмов квазиразложимых абелевых групп без круче-
ния ранга 2 были описаны в [10]. Доказано, что с точностью до изоморфизма
существуют три алгебры, являющиеся алгебрами квазиэндоморфизмов квази-
разложимых абелевых групп без кручения ранга 2. Кольца квазиэндоморфизмов
квазиразложимых абелевых групп без кручения ранга 3 были описаны в [6, 7].
Доказано, что с точностью до изоморфизма или антиизоморфизма существуют
14 алгебр и 2 бесконечные серии алгебр, являющиеся алгебрами квазиэндомор-
физмов квазиразложимых абелевых групп без кручения ранга 3. В настоящей
работе получено описание колец квазиэндоморфизмов абелевых групп G без
кручения ранга 4, квазиразложимых в прямую сумму групп A1, A2 ранга 1
и сильно неразложимой группы B ранга 2 в случае, когда группа квазиго-
моморфизмов Q ⊗ Hom(A2, B) имеет ранг 2. Доказано, что с точностью до
изоморфизма существуют 19 алгебр и 6 бесконечных серий алгебр, являющих-
ся алгебрами квазиэндоморфизмов этих групп.

В статье используются также следующие обозначения.
Пусть G— группа. Тогда IT(G) и OT(G)— соответственно внутренний и

внешний типы группы G [11]. Если S ⊆ G, то через 〈S〉 обозначается подгруппа
группы G, порождённая множеством S, а через 〈S〉∗— сервантная подгруппа
группы G, порождённая множеством S.

Пусть Q—поле рациональных чисел. Через Q Hom(A,B) условимся обозна-
чать группу квазигомоморфизмов Q ⊗ Hom(A,B) для произвольных групп A
и B.

Если группа R ранга 1 имеет тип τ , то будем писать t(R) = τ . Пусть
Ri, Rj — группы ранга 1, такие что t(Ri) = τi и t(Rj) = τj . Запись τi ξ τj

означает, что тип τi несравним с типом τj .
Отсутствующие в тексте определения, факты и обозначения можно найти

в [2,5].

Лемма 1. Пусть H —прямая сумма групп A1, A2 ранга 1 и сильно нераз-
ложимой группы B ранга 2. Тогда кольцо квазиэндоморфизмов E(H) группы H
изоморфно подалгебре полной матричной алгебры M4(Q) порядка 4.

Доказательство. Зафиксируем ненулевые элементы ai ∈ Ai, i = 1, 2, и ли-
нейно независимые элементы b1, b2 ∈ B. Положим R1 = 〈a1〉∗, R2 = 〈a2〉∗,
R3 = 〈b1〉∗, R4 = 〈b2〉∗. Обозначим через ik : Rk → H и πl : H → Q ⊗ Rl,
k, l ∈ {1, 2, 3, 4}, возникающие здесь гомоморфизмы вложения и квазигомомор-
физмы проекции соответственно. Тогда элементы i1(a1), i2(a2), i3(b1), i4(b2)
образуют максимальную линейно независимую систему группы H.

Всякий квазиэндоморфизм ϕ : H → H вполне определяется элементами
ϕ i1(a1), ϕ i2(a2), ϕ i3(b1), ϕ i4(b2), которые могут быть записаны в следующем
виде:
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ϕ i1(a1) = π1ϕ i1(a1) + π2ϕ i1(a1) + π3ϕ i1(a1) + π4ϕ i1(a1),
ϕ i2(a2) = π1ϕ i2(a2) + π2ϕ i2(a2) + π3ϕ i2(a2) + π4ϕ i2(a2),
ϕ i3(b1) = π1ϕ i3(b1) + π2ϕ i3(b1) + π3ϕ i3(b1) + π4ϕ i3(b1),
ϕ i4(b2) = π1ϕ i4(b2) + π2ϕ i4(b2) + π3ϕ i4(b2) + π4ϕ i4(b2).

(1)

Таким образом, с каждым элементом ϕ ∈ E(H) ассоциируется квадратная мат-
рица порядка 4:

f : ϕ 	→

⎛

⎜
⎜
⎝

π1ϕ i1 π1ϕ i2 π1ϕ i3 π1ϕ i4
π2ϕ i1 π2ϕ i2 π2ϕ i3 π2ϕ i4
π3ϕ i1 π3ϕ i2 π3ϕ i3 π3ϕ i4
π4ϕ i1 π4ϕ i2 π4ϕ i3 π4ϕ i4

⎞

⎟
⎟
⎠ .

С другой стороны, элементы ϕ i1(a1), ϕ i2(a2), ϕ i3(b1), ϕ i4(b2) могут быть
записаны в виде

ϕ i1(a1) = α11a1 + α21a2 + α31b1 + α41b2,

ϕ i2(a2) = α12a1 + α22a2 + α32b1 + α42b2,

ϕ i3(b1) = α13a1 + α23a2 + α33b1 + α43b2,

ϕ i4(b2) = α14a1 + α24a2 + α34b1 + α44b2,

(2)

где αij ∈ Q.
Пусть задано отображение

g :

⎛

⎜
⎜
⎝

π1ϕ i1 π1ϕ i2 π1ϕ i3 π1ϕ i4
π2ϕ i1 π2ϕ i2 π2ϕ i3 π2ϕ i4
π3ϕ i1 π3ϕ i2 π3ϕ i3 π3ϕ i4
π4ϕ i1 π4ϕ i2 π4ϕ i3 π4ϕ i4

⎞

⎟
⎟
⎠ 	→

⎛

⎜
⎜
⎝

α11 α12 α13 α14

α21 α22 α23 α24

α31 α32 α33 α34

α41 α42 α43 α44

⎞

⎟
⎟
⎠ .

Тогда отображение

gf : ϕ 	→

⎛

⎜
⎜
⎝

α11 α12 α13 α14

α21 α22 α23 α24

α31 α32 α33 α34

α41 α42 α43 α44

⎞

⎟
⎟
⎠

является изоморфизмом E(H) и подалгебры полной матричной алгебры M4(Q)
порядка 4 [2].

Замечание 1. Для групп A и B будем отождествлять естественным образом
Q Hom(A,B) с подгруппой πBE(A ⊕ B)iA из E(A ⊕ B), где iA : A → A ⊕ B
и πB : A ⊕ B → Q ⊗ B являются соответственно гомоморфизмом вложения и
квазигомоморфизмом проекции.

Замечание 2. Пусть t(Rk) = τk и t(Rl) = τl, где k, l ∈ {1, 2, 3, 4}, и rk

обозначает один из элементов системы a1, a2, b1, b2, принадлежащий Rk. В ра-
венствах (1) леммы 1 для слагаемых πlϕik(rk) имеет место πlϕik(rk) = 0 тогда
и только тогда, когда τk > τl или τk ξ τl.
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Для типов τk и τl групп Rk и Rl соответственно τk � τl тогда и только
тогда, когда Q Hom(Rk, Rl) ∼= Q и αlk из равенств (2) леммы 1 пробегает всё
множество рациональных чисел Q [5].

Лемма 2 [11]. Пусть R— группа ранга 1 и A— сильно неразложимая группа
ранга 2. Группа квазигомоморфизмов Q Hom(R,A) имеет ранг 2 тогда и толь-
ко тогда, когда t(R) � IT(A). Группа квазигомоморфизмов Q Hom(A,R) имеет
ранг 2 тогда и только тогда, когда OT(A) � t(R).

Лемма 3 [7]. Пусть R— группа ранга 1 и A— сильно неразложимая группа
ранга 2. Если t(R) � IT(A), то Q Hom(A,R) = 0. Если OT(A) � t(R), то
Q Hom(R,A) = 0.

Замечание 3. Для произвольной абелевой группы A без кручения конечного
ранга IT(A) � OT(A) [11]. Более того, если A— группа без кручения конечного
ранга, такая что IT(A) = OT(A), то A—прямая сумма групп ранга 1 (все
они типа OT(A)). Следовательно, если A— сильно неразложимая группа, то
IT(A) < OT(A).

Соглашение 1. Всюду далее G будет обозначать квазиразложимую абелеву
группу без кручения ранга 4, для которой имеет место квазиразложение

G
.= A1 ⊕ A2 ⊕ B, (3)

где A1 и A2 — группы ранга 1, B— сильно неразложимая группа ранга 2.

Лемма 4 [9]. Пусть H —прямая сумма A1⊕A2⊕B в разложении (3). Тогда
E(G) = E(H).

Соглашение 2. В следующих теоремах 1—6 нижний индекс i в обозначении
алгебры A(j)

i — это её размерность над Q, верхний индекс j—порядковый номер
алгебры. Кроме того, k в обозначении алгебры A(j)

i (k) и в записи представляю-
щей её матрицы— это целое число, свободное от квадратов.

Теорема 1. Пусть G—квазиразложимая абелева группа без кручения ран-
га 4, для которой имеет место квазиразложение (3), где t(A1) = τ1, t(A2) = τ2,
IT(B) = τ3, OT(B) = τ4. Пусть группы квазигомоморфизмов Q Hom(A1, B) и
Q Hom(A2, B) имеют ранг 2. Кольцо K реализуется как алгебра квазиэндомор-
физмов E(G) группы G, K ∼= E(G), тогда и только тогда, когда K изоморфно
одной из следующих алгебр :

A(1)
7 =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

α11 0 0 0
0 α22 0 0

α31 α32 α33 0
α41 α42 0 α33

⎞

⎟
⎟
⎠

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

αij ∈ Q

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭

,

A(1)
8 =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

α11 0 0 0
α21 α22 0 0
α31 α32 α33 0
α41 α42 0 α33

⎞

⎟
⎟
⎠

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

αij ∈ Q

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
,
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A(2)
8 =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

α11 0 0 0
0 α22 0 0

α31 α32 α33 0
α41 α42 α43 α33

⎞

⎟
⎟
⎠

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

αij ∈ Q

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
,

A(3)
8 (k) =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

α11 0 0 0
0 α22 0 0

α31 α32 α33 α34

α41 α42 kα34 α33

⎞

⎟
⎟
⎠

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

αij ∈ Q

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭

,

A(1)
9 =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

α11 0 0 0
α21 α22 0 0
α31 α32 α33 0
α41 α42 α43 α33

⎞

⎟
⎟
⎠

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

αij ∈ Q

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭

,

A(2)
9 (k) =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

α11 0 0 0
α21 α22 0 0
α31 α32 α33 α34

α41 α42 kα34 α33

⎞

⎟
⎟
⎠

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

αij ∈ Q

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭

,

A(3)
9 =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

α11 α12 0 0
α21 α22 0 0
α31 α32 α33 0
α41 α42 0 α33

⎞

⎟
⎟
⎠

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

αij ∈ Q

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
,

A(1)
10 =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

α11 α12 0 0
α21 α22 0 0
α31 α32 α33 0
α41 α42 α43 α33

⎞

⎟
⎟
⎠

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

αij ∈ Q

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭

,

A(2)
10 (k) =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

α11 α12 0 0
α21 α22 0 0
α31 α32 α33 α34

α41 α42 kα34 α33

⎞

⎟
⎟
⎠

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

αij ∈ Q

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭

.

При этом справедливы следующие утверждения:
1) K изоморфно одному из колец A(1)

8 , A(1)
9 , A(2)

9 (k) тогда и только тогда,
когда τ1 < τ2, τ1 < τ3, τ2 � τ3;

2) K изоморфно одному из колец A(3)
9 , A(1)

10 , A(2)
10 (k) тогда и только тогда,

когда τ1 = τ2, τ1 � τ3, τ2 � τ3;
3) K изоморфно одному из колец A(1)

7 , A(2)
8 , A(3)

8 (k) тогда и только тогда,
когда τ1 ξ τ2, τ1 < τ3, τ2 < τ3.

Доказательство. Пусть квазиразложимая группа G удовлетворяет условию
теоремы и H = A1 ⊕ A2 ⊕ B. Согласно лемме 2 группы квазигомоморфизмов
Q Hom(A1, B) и Q Hom(A2, B) имеют ранг 2 тогда и только тогда, когда τ1 � τ3

и τ2 � τ3. На основании леммы 3 отсюда следует, что Q Hom(B,A1) = 0 и
Q Hom(B,A2) = 0. Тогда α13, α14, α23, α24 в равенствах (2) леммы 1 равны
нулю.
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Так как в рассматриваемом случае B является вполне характеристической
подгруппой группы H, для любого ϕ ∈ E(H) ограничение ϕ|B отображения ϕ
на B будет являться некоторым квазиэндоморфизмом группы B.

Воспользуемся классификацией колец квазиэндоморфизмов сильно неразло-
жимых абелевых групп без кручения ранга 2, полученной Дж. Д. Рейдом [10].
Пусть B— сильно неразложимая абелева группа без кручения ранга 2. Тогда
кольцо квазиэндоморфизмов E(B) имеет один из следующих видов:

{(
x 0
0 x

)∣
∣
∣
∣ x ∈ Q

}

,

{(
x 0
y x

)∣
∣
∣
∣ x, y ∈ Q

}

,

{(
x y
ky x

)∣
∣
∣
∣ x, y ∈ Q, k—целое число, свободное от квадратов

}

.

Исходя из возможных соотношений между типами квазислагаемых ранга 1
в разложении (3), классификации колец квазиэндоморфизмов сильно неразло-
жимых групп ранга 2, а также учитывая замечание 2 и лемму 4, мы получаем,
что

1) E(G) изоморфно одному из колец A(1)
8 , A(1)

9 , A(2)
9 (k) тогда и только тогда,

когда τ1 < τ2, τ1 < τ3, τ2 � τ3;
2) E(G) изоморфно одному из колец A(3)

9 , A(1)
10 , A

(2)
10 (k) тогда и только тогда,

когда τ1 = τ2, τ1 � τ3, τ2 � τ3;
3) E(G) изоморфно одному из колец A(1)

7 , A(2)
8 , A(3)

8 (k) тогда и только тогда,
когда τ1 ξ τ2, τ1 < τ3, τ2 < τ3.

Теорема 2. Пусть G—квазиразложимая абелева группа без кручения ран-
га 4, для которой имеет место квазиразложение (3), где t(A1) = τ1, t(A2) = τ2,
IT(B) = τ3, OT(B) = τ4. Пусть группы квазигомоморфизмов Q Hom(A2, B) и
Q Hom(B,A1) имеют ранг 2. Кольцо K реализуется как алгебра квазиэндомор-
физмов E(G) группы G, K ∼= E(G), тогда и только тогда, когда K изоморфно
одной из следующих алгебр :

A(4)
8 =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

α11 α12 α13 α14

0 α22 0 0
0 α32 α33 0
0 α42 0 α33

⎞

⎟
⎟
⎠

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

αij ∈ Q

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
,

A(4)
9 =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

α11 α12 α13 α14

0 α22 0 0
0 α32 α33 0
0 α42 α43 α33

⎞

⎟
⎟
⎠

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

αij ∈ Q

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭

,

A(5)
9 (k) =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

α11 α12 α13 α14

0 α22 0 0
0 α32 α33 α34

0 α42 kα34 α33

⎞

⎟
⎟
⎠

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

αij ∈ Q

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭

.
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При этом кольцо K изоморфно одному из колец A(4)
8 , A(4)

9 , A(5)
9 (k) тогда и

только тогда, когда τ2 � τ3, τ4 � τ1.

Доказательство. Пусть квазиразложимая группа G удовлетворяет условию
теоремы и H = A1 ⊕ A2 ⊕ B. По лемме 4 имеем, что E(G) = E(H). Соглас-
но лемме 2 группы квазигомоморфизмов Q Hom(A2, B) и Q Hom(B,A1) имеют
ранг 2 тогда и только тогда, когда τ2 � τ3 и τ4 � τ1. Согласно замечанию 3
имеет место неравенство τ3 < τ4. Следовательно, τ2 < τ1.

Так как τ2 < τ1, τ2 � τ3, τ4 � τ1, то из замечания 2 и леммы 3 следует, что
α21, α31, α41, α23, α24 в равенствах (2) леммы 1 равны нулю. Тогда на основании
классификации колец квазиэндоморфизмов сильно неразложимых групп ранга 2
[10] получаем:
а) если E(B) ∼= Q, то

E(G) ∼=

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

α11 α12 α13 α14

0 α22 0 0
0 α32 α33 0
0 α42 0 α33

⎞

⎟
⎟
⎠

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

αij ∈ Q

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭

= A(4)
8 ;

б) если

E(B) ∼=
{(

x 0
y x

)∣
∣
∣
∣ x, y ∈ Q

}

,

то

E(G) ∼=

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

α11 α12 α13 α14

0 α22 0 0
0 α32 α33 0
0 α42 α43 α33

⎞

⎟
⎟
⎠

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

αij ∈ Q

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭

= A(4)
9 ;

в) если

E(B) ∼=
{(

x y
ky x

)∣
∣
∣
∣ x, y ∈ Q,k—целое число, свободное от квадратов

}

,

то

E(G) ∼=

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

α11 α12 α13 α14

0 α22 0 0
0 α32 α33 α34

0 α42 kα34 α33

⎞

⎟
⎟
⎠

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

αij ∈ Q

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭

= A(5)
9 (k).

Теорема 3. Пусть G—квазиразложимая абелева группа без кручения ран-
га 4, для которой имеет место квазиразложение (3), где t(A1) = τ1, t(A2) = τ2,
IT(B) = τ3, OT(B) = τ4. Пусть группы квазигомоморфизмов Q Hom(A1, B) и
Q Hom(A2, B) имеют соответственно ранги 1 и 2, Q Hom(B,A1) = 0. Кольцо K
реализуется как алгебра квазиэндоморфизмов E(G) группы G, K ∼= E(G), тогда
и только тогда, когда K изоморфно одной из следующих алгебр :

A(1)
6 =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

α11 0 0 0
0 α22 0 0

α31 α32 α33 0
0 α42 0 α33

⎞

⎟
⎟
⎠

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

αij ∈ Q

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
,
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A(2)
7 =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

α11 0 0 0
0 α22 0 0

α31 α32 α33 α34

0 α42 0 α33

⎞

⎟
⎟
⎠

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

αij ∈ Q

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
,

A(3)
7 =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

α11 α12 0 0
0 α22 0 0

α31 α32 α33 0
0 α42 0 α33

⎞

⎟
⎟
⎠

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

αij ∈ Q

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭

,

A(5)
8 =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

α11 α12 0 0
0 α22 0 0

α31 α32 α33 α34

0 α42 0 α33

⎞

⎟
⎟
⎠

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

αij ∈ Q

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭

.

При этом справедливы следующие утверждения:

1) K изоморфно одному из колец A(1)
6 , A(2)

7 тогда и только тогда, когда
τ1 ξ τ2, τ1 ξ τ3, τ1 < τ4, τ2 � τ3 и существует однозначно определённая
сервантная подгруппа C ранга 1 группы B, такая что t(C) � τ1;

2) K изоморфно одному из колец A(3)
7 , A(5)

8 тогда и только тогда, когда
выполняется одно из следующих условий :

а) τ1 > τ2, τ1 ξ τ3, τ1 < τ4, τ2 < τ3 и существует однозначно определён-
ная сервантная подгруппа C ранга 1 группы B, такая что t(C) � τ1;

б) τ3 < τ1 < τ4, τ2 � τ3 и существует однозначно определённая сер-
вантная подгруппа C ранга 1 группы B, такая что t(C) � τ1, но не
существует сервантная подгруппа D ранга 1 группы B, такая что
t(B/D) � τ1.

Доказательство. Пусть квазиразложимая группа G удовлетворяет условию
теоремы и H = A1 ⊕ A2 ⊕ B. По лемме 4 имеем, что E(G) = E(H).

Согласно лемме 2 группа квазигомоморфизмов Q Hom(A2, B) имеет ранг 2
тогда и только тогда, когда τ2 � τ3. На основании леммы 3 имеем, что
Q Hom(B,A2) = 0. Тогда α23, α24 в равенствах (2) леммы 1 равны нулю.

Далее, Q Hom(A1, B) имеет ранг 1 и Q Hom(B,A1) = 0 тогда и только тогда,
когда выполняется одно из следующих условий [3]:

1) τ1 ξ τ3, τ1 � τ4 и существует однозначно определённая сервантная под-
группа C ранга 1 группы B, такая что t(C) � τ1;

2) τ3 < τ1 < τ4 и существует однозначно определённая сервантная подгруп-
па C ранга 1 группы B, такая что t(C) � τ1, но не существует сервантная
подгруппа D ранга 1 группы B, такая что t(B/D) � τ1.

Рассмотрим случай, когда τ2 � τ3, τ1 ξ τ3, τ1 � τ4 и существует однозначно
определённая сервантная подгруппа C ранга 1 группы B, такая что t(C) � τ1.
Отсюда следует, что типы квазислагаемых ранга 1 могут удовлетворять одному
из следующих условий: а) τ1 ξ τ2; б) τ1 > τ2. Типы квазислагаемых ранга 1 не
могут удовлетворять условию τ1 � τ2. Действительно, в этом случае получаем,
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что τ1 � τ2 � τ3. Следовательно, τ1 � τ3. Получили противоречие. Заметим
также, что в этом случае не может выполняться условие τ1 = τ4, так как иначе
получаем, что τ3 ξ τ4, что противоречит замечанию 3.

Зафиксируем ненулевые элементы ai ∈ Ai, i = 1, 2. Пусть f ∈ E(H) такой,
что f : A1 → B и f : B → B. Предположим, что f(a1) = b1, где b1 ∈ B.
Возьмём элемент b2 ∈ B, такой что b1 и b2 линейно независимы. Положим
R1 = 〈a1〉∗, R2 = 〈a2〉∗, R3 = 〈b1〉∗, R4 = 〈b2〉∗. Обозначим через ik : Rk → H и
πl : H → Q ⊗ Rl, k, l ∈ {1, 2, 3, 4}, возникающие здесь гомоморфизмы вложения
и квазигомоморфизмы проекции соответственно. Тогда элементы i1(a1), i2(a2),
i3(b1), i4(b2) образуют максимальную линейно независимую систему группы H.

Заметим, что B является вполне характеристической подгруппой группы H.
Значит, для любого ϕ ∈ E(H) ограничение ϕ|B отображения ϕ на B является
некоторым квазиэндоморфизмом группы B.

Замечание 4 [8]. Если Q Hom(A1, B) �= 0, то группа B не может быть од-
нородной, так как иначе Q Hom(A1, B), очевидно, имеет ранг 2. Значит, кольцо
квазиэндоморфизмов E(B) не может быть полем квадратичных чисел.

Продолжим доказательство теоремы. Пусть τ1 ξ τ2 и E(B) ∼= Q. Тогда равен-
ства (2) леммы 1 примут следующий вид:

ϕ i1(a1) = α11a1 + α31b1,

ϕ i2(a2) = α22a2 + α32b1 + α42b2,

ϕ i3(b1) = α33b1,

ϕ i4(b2) = α33b2.

Отсюда по лемме 1 получаем, что

E(G) ∼=

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

α11 0 0 0
0 α22 0 0

α31 α32 α33 0
0 α42 0 α33

⎞

⎟
⎟
⎠

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

αij ∈ Q

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭

= A(1)
6 .

Пусть τ1 ξ τ2 и

E(B) ∼=
{(

x 0
y x

)∣
∣
∣
∣ x, y ∈ Q

}
∼=

{(
x y
0 x

)∣
∣
∣
∣ x, y ∈ Q

}

.

В этом случае мощность множества типов группы B равна 2 [8]. По условию
существует однозначно определённая сервантная подгруппа C ранга 1 груп-
пы B, такая что t(C) � τ1. Выберем линейно независимые элементы b1 и b2

группы B, такие что b1 ∈ . Тогда t(b1) > t(b2), так как если бы t(b1) < t(b2),
то Q Hom(A1, B) имел бы ранг 2, что противоречит условию теоремы. В этом
случае равенства (2) леммы 1 примут вид

ϕ i1(a1) = α11a1 + α31b1,

ϕ i2(a2) = α22a2 + α32b1 + α42b2,
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ϕ i3(b1) = α33b1,

ϕ i4(b2) = α34b1 + α33b2.

Тогда по лемме 1

E(G) ∼=

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

α11 0 0 0
0 α22 0 0

α31 α32 α33 α34

0 α42 0 α33

⎞

⎟
⎟
⎠

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

αij ∈ Q

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭

= A(2)
7 .

Если τ1 > τ2, то, рассуждая аналогично, легко видеть, что алгебра квазиэн-
доморфизмов E(G) группы G изоморфна одной из следующих алгебр:

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

α11 α12 0 0
0 α22 0 0

α31 α32 α33 0
0 α42 0 α33

⎞

⎟
⎟
⎠

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

αij ∈ Q

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭

= A(3)
7 ,

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

α11 α12 0 0
0 α22 0 0

α31 α32 α33 α34

0 α42 0 α33

⎞

⎟
⎟
⎠

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

αij ∈ Q

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭

= A(5)
8 .

Перейдём к рассмотрению следующего случая: τ3 < τ1 < τ4 и существует
однозначно определённая сервантная подгруппа C ранга 1 группы B, такая что
t(C) � τ1, но не существует сервантная подгруппа D ранга 1 группы B, такая
что t(B/D) � τ1. Имеем, что τ2 � τ3 < τ1. Следовательно, τ2 < τ1. Очевид-
но, что в этом случае алгебра квазиэндоморфизмов E(G) группы G изоморфна
одной из алгебр A(3)

7 или A(5)
8 .

Теорема 4. Пусть G—квазиразложимая абелева группа без кручения ран-
га 4, для которой имеет место квазиразложение (3), где t(A1) = τ1, t(A2) = τ2,
IT(B) = τ3, OT(B) = τ4. Пусть группы квазигомоморфизмов Q Hom(A2, B) и
Q Hom(B,A1) имеют соответственно ранги 2 и 1, Q Hom(A1, B) = 0. Кольцо K
реализуется как алгебра квазиэндоморфизмов E(G) группы G, K ∼= E(G), тогда
и только тогда, когда K изоморфно одной из следующих алгебр :

A(4)
7 =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

α11 α12 α13 0
0 α22 0 0
0 α32 α33 0
0 α42 0 α33

⎞

⎟
⎟
⎠

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

αij ∈ Q

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭

,

A(6)
8 =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

α11 α12 α13 0
0 α22 0 0
0 α32 α33 0
0 α42 α43 α33

⎞

⎟
⎟
⎠

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

αij ∈ Q

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
.

При этом K изоморфно одному из колец A(4)
7 , A(6)

8 тогда и только тогда, когда
выполняется одно из следующих условий :
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а) τ3 < τ1, τ1 ξ τ4, τ2 � τ3 и существует однозначно определённая сервантная
подгруппа D ранга 1 группы B, такая что t(B/D) � τ1;

б) τ3 < τ1 < τ4, τ2 � τ3 и существует однозначно определённая сервантная
подгруппа D ранга 1 группы B, такая что t(B/D) � τ1, но не существует
сервантная подгруппа C ранга 1 группы B, такая что t(C) � τ1.

Доказательство. Пусть квазиразложимая группа G удовлетворяет условию
теоремы и H = A1 ⊕ A2 ⊕ B. По лемме 4 имеем, что E(G) = E(H).

Зафиксируем ненулевые элементы ai ∈ Ai, i = 1, 2, и линейно независимые
элементы b1, b2 ∈ B. Положим R1 = 〈a1〉∗, R2 = 〈a2〉∗, R3 = 〈b1〉∗, R4 = 〈b2〉∗.
Обозначим через ik : Rk → H и πl : H → Q ⊗ Rl, k, l ∈ {1, 2, 3, 4}, возникающие
здесь гомоморфизмы вложения и квазигомоморфизмы проекции соответственно.
Тогда элементы i1(a1), i2(a2), i3(b1), i4(b2) образуют максимальную линейно
независимую систему группы H.

Согласно лемме 2 группа квазигомоморфизмов Q Hom(A2, B) имеет ранг 2
тогда и только тогда, когда τ2 � τ3. Тогда по лемме 3 имеем, что
Q Hom(B,A2) = 0. Следовательно, α23, α24 в равенствах (2) леммы 1 равны
нулю.

Далее, Q Hom(B,A1) имеет ранг 1 и Q Hom(A1, B) = 0 тогда и только тогда,
когда выполняется одно из следующих условий [3]:

а) τ3 � τ1, τ1 ξ τ4 и существует однозначно определённая сервантная под-
группа D ранга 1 группы B, такая что t(B/D) � τ1;

б) τ3 < τ1 < τ4 и существует однозначно определённая сервантная под-
группа D ранга 1 группы B, такая что t(B/D) � τ1, но не существует
сервантная подгруппа C ранга 1 группы B, такая что t(C) � τ1.

Пусть τ2 � τ3, τ3 � τ1, τ1 ξ τ4 и существует однозначно определённая
сервантная подгруппа D ранга 1 группы B, такая что t(B/D) � τ1. Так как
τ2 � τ3 � τ1, то τ2 � τ1. Но равенство τ2 = τ1 не может иметь место, так как
в противном случае τ1 � τ3 < τ4, откуда вытекает, что τ1 < τ4, что противоречит
условию τ1 ξ τ4. Легко видеть, что в случае а) равенство τ3 = τ1 не может иметь
места.

Пусть τ3 < τ1 < τ4 и существует однозначно определённая сервантная под-
группа D ранга 1 группы B, такая что t(B/D) � τ1, но не существует сервант-
ная подгруппа C ранга 1 группы B, такая что t(C) � τ1. Так как τ2 � τ3 < τ1,
то τ2 < τ1 и в случае б).

Таким образом, если Q Hom(A2, B) имеет ранг 2, Q Hom(B,A1) имеет ранг 1
и Q Hom(A1, B) = 0, то τ2 < τ1. Следовательно, α21 в равенствах (2) леммы 1
равно нулю.

Замечание 5 [8]. Если Q Hom(B,A1) �= 0, то группа B не может быть од-
нородной, так как в противном случае Q Hom(B,A1), очевидно, имеет ранг 2.
Следовательно, кольцо квазиэндоморфизмов E(B) не может быть полем квадра-
тичных чисел.
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Положим, что π1ϕ i3(b1) �= 0 и π1ϕ i4(b2) = 0. Тогда в случае, когда
E(B) ∼= Q, по лемме 1 имеем

E(G) ∼=

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

α11 α12 α13 0
0 α22 0 0
0 α32 α33 0
0 α42 0 α33

⎞

⎟
⎟
⎠

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

αij ∈ Q

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
= A(4)

7 .

Если

E(B) ∼=
{(

x 0
y x

)∣
∣
∣
∣ x, y ∈ Q

}

,

то мощность множества типов группы B равна 2 [8]. Следовательно,
t(b1) < t(b2). Действительно, предположим, что t(b1) > t(b2). Тогда
t(B/ < b2〉∗) = τ4 [3]. Получили противоречие, так как в случаях а) и б)
выполняется условие t(B/ < b2〉∗) � τ1, но в случае а) τ1 ξ τ4, в случае б)
τ1 < τ4. Следовательно, в рассматриваемом случае равенства (2) леммы 1 име-
ют вид

ϕ i1(a1) = α11a1,

ϕ i2(a2) = α12a1 + α22a2 + α32b1 + α42b2,

ϕ i3(b1) = α13a1 + α33b1 + α43b2,

ϕ i4(b2) = α33b2.

Тогда по лемме 1

E(G) ∼=

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

α11 α12 α13 0
0 α22 0 0
0 α32 α33 0
0 α42 α43 α33

⎞

⎟
⎟
⎠

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

αij ∈ Q

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
= A(6)

8 .

Теорема 5. Пусть G—квазиразложимая абелева группа без кручения ран-
га 4, для которой имеет место квазиразложение (3), где t(A1) = τ1, t(A2) = τ2,
IT(B) = τ3, OT(B) = τ4. Пусть группа квазигомоморфизмов Q Hom(A2, B)
имеет ранг 2, а Q Hom(B,A1) и Q Hom(A1, B) имеют ранг 1. Кольцо K реа-
лизуется как алгебра квазиэндоморфизмов E(G) группы G, K ∼= E(G), тогда и
только тогда, когда K изоморфно алгебре

A(6)
9 =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

α11 α12 0 α14

0 α22 0 0
α31 α32 α33 α34

0 α42 0 α33

⎞

⎟
⎟
⎠

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

αij ∈ Q

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭

.

При этом K ∼= A(6)
9 тогда и только тогда, когда τ2 � τ3, τ3 < τ1 < τ4 и

существуют однозначно определённые сервантные подгруппы C и D ранга 1
группы B, такие что t(B/D) � τ1 � t(C).

Доказательство. Пусть квазиразложимая группа G удовлетворяет условию
теоремы и H = A1 ⊕A2 ⊕B. Зафиксируем ненулевые элементы ai ∈ Ai, i = 1, 2.
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Согласно лемме 2 группа квазигомоморфизмов Q Hom(A2, B) имеет ранг 2
тогда и только тогда, когда τ2 � τ3. Тогда по лемме 3 имеем, что
Q Hom(B,A2) = 0. Следовательно, α23, α24 в равенствах (2) леммы 1 равны
нулю.

Группы квазигомоморфизмов Q Hom(B,A1) и Q Hom(A1, B) имеют ранг 1
тогда и только тогда, когда τ3 < τ1 < τ4 и существуют однозначно определённые
сервантные подгруппы C и D ранга 1 группы B, такие что t(B/D) � τ1 �
� t(C) [3]. Имеем, что τ2 � τ3 < τ1. Следовательно, τ2 < τ1. Отсюда следует,
что α21 в равенствах (2) леммы 1 равны нулю.

Из условия теоремы и замечаний 4, 5 следует, что E(B) не может быть полем
квадратичных чисел.

Предположим, что E(B) ∼= Q. Пусть f ∈ E(H) такой, что f : A1 → B и
f : B → B, а g ∈ E(H) такой, что g : B → A1 и g : A1 → A1. Допустим, что
f(a1) = b1, где b1 ∈ B. Возьмём элемент b2 ∈ B, такой что элементы b1 и
b2 линейно независимы. Пусть g(b2) = ra1, где r ∈ Q, и Ker(g) = 〈b1〉∗. То-
гда fg(b2) = rb1. Это означает, что существует ненулевой квазигомоморфизм,
отображающий 〈b2〉∗ в 〈b1〉∗. Получили противоречие, так как по предположе-
нию E(B) ∼= Q. Следовательно, g(b1) = sa1, где s ∈ Q и Ker(g) = 〈b2〉∗. Тогда
(1

sf)g(lb1) = lb1 для произвольного рационального числа l. Отсюда следует, что
короткая точная последовательность

0 −→ Ker(g) −→ B
g−→ A1 −→ 0

расщепляется [1]. Это означает, что группа B разложима в прямую сумму
групп, что противоречит условию теоремы. Таким образом, если группа G
удовлетворяет условию теоремы, то кольцо квазиэндоморфизмов E(B) квазисла-
гаемого B не может быть изоморфно Q.

Пусть

E(B) ∼=
{(

x y
0 x

)

)
∣
∣
∣
∣ x, y ∈ Q

}

.

Покажем, что в этом случае элементы b1 и b2 линейно зависимы.
Предположим, что b1 и b2 линейно независимы. Тогда t(b1) > t(b2). Дей-

ствительно, если t(b1) < t(b2), то τ3 = t(b1) [8]. Так как f(a1) = b1, то
τ1 � τ3. Но τ1 > τ3 по условию теоремы. Итак, t(b1) > t(b2). Следовательно,
t(B/〈b2〉∗) = τ4 [3]. Имеем, что τ4 = t(B/〈b2〉∗) � τ1. Получили противоречие,
так как по условию теоремы τ1 < τ4.

Таким образом, если f(a1) = b1, то Ker(g) = 〈b1〉∗. Выберем элемент b3 ∈ B,
такой что элементы b1 и b3 линейно независимы. При этом t(b1) > t(b3), так
как в противном случае τ1 � t(b1) < t(b3) и, значит, Q Hom(A1, B) = 0 имеет
ранг 2. Положим R1 = 〈a1〉∗, R2 = 〈a2〉∗, R3 = 〈b1〉∗, R4 = 〈b3〉∗. Обозначим
через ik : Rk → H и πl : H → Q ⊗ Rl, k, l ∈ {1, 2, 3, 4}, возникающие здесь го-
моморфизмы вложения и квазигомоморфизмы проекции соответственно. Тогда
элементы i1(a1), i2(a2), i3(b1), i4(b3) образуют максимальную линейно неза-
висимую систему группы H. Следовательно, равенства (2) леммы 1 примут
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следующий вид:

ϕ i1(a1) = α11a1 + α31b1,

ϕ i2(a2) = α12a1 + α22a2 + α32b1 + α42b3,

ϕ i3(b1) = α33b1,

ϕ i4(b3) = α14a1 + α34b1 + α33b3.

Отсюда по лемме 1

E(H) ∼=

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

α11 α12 0 α14

0 α22 0 0
α31 α32 α33 α34

0 α42 0 α33

⎞

⎟
⎟
⎠

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

αij ∈ Q

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
= A(6)

9 .

Отсюда на основании леммы 4 имеем, что E(G) ∼= A(6)
9 .

Теорема 6. Пусть G—квазиразложимая абелева группа без кручения ран-
га 4, для которой имеет место квазиразложение (3), где t(A1) = τ1, t(A2) = τ2,
IT(B) = τ3, OT(B) = τ4. Пусть группа квазигомоморфизмов Q Hom(A2, B) име-
ет ранг 2, Q Hom(A1, B) = 0 и Q Hom(B,A1) = 0. Кольцо K реализуется как
алгебра квазиэндоморфизмов E(G) группы G, K ∼= E(G), тогда и только тогда,
когда K изоморфно одной из следующих алгебр :

A(1)
5 =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

α11 0 0 0
0 α22 0 0
0 α32 α33 0
0 α42 0 α33

⎞

⎟
⎟
⎠

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

αij ∈ Q

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
,

A(2)
6 =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

α11 0 0 0
0 α22 0 0
0 α32 α33 0
0 α42 α43 α33

⎞

⎟
⎟
⎠

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

αij ∈ Q

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭

,

A(3)
6 (k) =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

α11 0 0 0
0 α22 0 0
0 α32 α33 α34

0 α42 kα34 α33

⎞

⎟
⎟
⎠

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

αij ∈ Q

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭

,

A(4)
6 =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

α11 α12 0 0
0 α22 0 0
0 α32 α33 0
0 α42 0 α33

⎞

⎟
⎟
⎠

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

αij ∈ Q

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭

,

A(5)
7 =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

α11 α12 0 0
0 α22 0 0
0 α32 α33 0
0 α42 α43 α33

⎞

⎟
⎟
⎠

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

αij ∈ Q

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
,
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A(6)
7 (k) =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

α11 α12 0 0
0 α22 0 0
0 α32 α33 α34

0 α42 kα34 α33

⎞

⎟
⎟
⎠

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

αij ∈ Q

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
.

При этом справедливы следующие утверждения:
1) K изоморфно одному из колец A(1)

5 , A(2)
6 , A(3)

6 (k) тогда и только тогда,
когда выполняется одно из следующих условий :
а) τ1 ξ τ2, τ1 ξ τ3, τ1 ξ τ4, τ2 � τ3;
б) τ1 ξ τ2, τ1 ξ τ3, τ1 < τ4, τ2 � τ3 и не существует сервантная подгруп-
па C ранга 1 группы B, такая что t(C) � τ1;

2) K изоморфно одному из колец A(4)
6 , A(5)

7 , A(6)
7 (k) тогда и только тогда,

когда выполняется одно из следующих условий :
а) τ1 > τ2, τ1 ξ τ3, τ1 ξ τ4, τ2 < τ3;
б) τ1 > τ2, τ1 ξ τ3, τ1 < τ4, τ2 < τ3 и не существует сервантная подгруп-
па C ранга 1 группы B, такая что t(C) � τ1;

в) τ1 > τ2, τ1 > τ3, τ1 ξ τ4, τ2 � τ3 и не существует сервантная подгруп-
па D ранга 1 группы B, такая что t(B/D) � τ1;

г) τ3 < τ1 < τ4, τ2 � τ3 и не существуют сервантные подгруппы C и D
ранга 1 группы B, такие что t(B/D) � τ1 � t(C).

Доказательство. Пусть квазиразложимая группа G удовлетворяет условию
теоремы и H = A1 ⊕ A2 ⊕ B. По лемме 4 имеем, что E(G) = E(H).

Согласно лемме 2 группа квазигомоморфизмов Q Hom(A2, B) имеет ранг 2
тогда и только тогда, когда τ2 � τ3. Тогда по лемме 3 имеем, что
Q Hom(B,A2) = 0.

Далее, Q Hom(A1, B) = 0 и Q Hom(B,A1) = 0 тогда и только тогда, когда
выполняется одно из следующих условий [3]:
а) τ1 ξ τ3, τ1 ξ τ4;
б) τ1 ξ τ3, τ1 � τ4 и не существует сервантная подгруппа C ранга 1 группы B,
такая что t(C) � τ1;

в) τ1 � τ3, τ1 ξ τ4 и не существует сервантная подгруппа D ранга 1 группы B,
такая что t(B/D) � τ1;

г) τ3 < τ1 < τ4 и не существуют сервантные подгруппы C и D ранга 1
группы B, такие что t(B/D) � τ1 � t(C).

Из условия теоремы следует, что B является вполне характеристической
подгруппой группы H. Следовательно, для любого ϕ ∈ E(H) ограничение ϕ|B
отображения ϕ на B является некоторым квазиэндоморфизмом группы B.

Рассмотрим случай а). Пусть τ1 ξ τ2. Тогда легко видеть, что кольцо квази-
эндоморфизмов E(G) группы G изоморфно одной из следующих алгебр:

A(1)
5 =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

α11 0 0 0
0 α22 0 0
0 α32 α33 0
0 α42 0 α33

⎞

⎟
⎟
⎠

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

αij ∈ Q

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
,
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A(2)
6 =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

α11 0 0 0
0 α22 0 0
0 α32 α33 0
0 α42 α43 α33

⎞

⎟
⎟
⎠

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

αij ∈ Q

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
,

A(3)
6 (k) =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

α11 0 0 0
0 α22 0 0
0 α32 α33 α34

0 α42 kα34 α33

⎞

⎟
⎟
⎠

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

αij ∈ Q

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭

.

Предположим, что τ1 � τ2. Так как τ2 � τ3, то τ1 � τ3. Но тогда
Q Hom(A1, B) имеет ранг 2, что противоречит условию теоремы.

Если τ1 > τ2, то не может выполняться условие τ2 = τ3, так как в противном
случае τ3 ξ τ4, что противоречит замечанию 3. Легко видеть, что в рассматри-
ваемом случае кольцо квазиэндоморфизмов E(G) группы G изоморфно одной из
следующих алгебр:

A(4)
6 =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

α11 α12 0 0
0 α22 0 0
0 α32 α33 0
0 α42 0 α33

⎞

⎟
⎟
⎠

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

αij ∈ Q

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭

,

A(5)
7 =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

α11 α12 0 0
0 α22 0 0
0 α32 α33 0
0 α42 α43 α33

⎞

⎟
⎟
⎠

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

αij ∈ Q

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭

,

A(6)
7 (k) =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

α11 α12 0 0
0 α22 0 0
0 α32 α33 α34

0 α42 kα34 α33

⎞

⎟
⎟
⎠

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

αij ∈ Q

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
.

Перейдём к случаю б). Здесь возможны следующие соотношения между
типами τ1 и τ2 квазислагаемых ранга 1 группы G: τ1 ξ τ2 и τ1 > τ2.

Если τ1 ξ τ2, то не может выполняться условие τ1 = τ4, так как иначе τ3 ξ τ4.
В этом случае E(G) изоморфно одной из алгебр A(1)

5 , A(2)
6 и A(3)

6 (k).
Если τ1 > τ2, то не могут выполняться условия τ1 = τ4 и τ2 = τ3. Действи-

тельно, если τ1 = τ4, то τ3 ξ τ4, а если τ2 = τ3, то τ1 > τ3, что противоречит
условию τ1 ξ τ3. В этом случае E(G) изоморфно одной из алгебр A(4)

6 , A(5)
7 и

A(6)
7 (k).
В случае в) имеем τ2 � τ3 � τ1. Следовательно, τ2 � τ1. Если τ2 = τ1,

то τ1 = τ3. Это равносильно тому, что Q Hom(A1, B) имеет ранг 2. Получили
противоречие. Следовательно, τ2 < τ1 и τ1 �= τ3. В этом случае E(G) изоморфно
одной из алгебр A(4)

6 , A(5)
7 и A(6)

7 (k).
В случае г) имеем: τ2 � τ3 < τ1. Следовательно, τ2 < τ1. Тогда E(G) изо-

морфно одной из алгебр A(4)
6 , A(5)

7 и A(6)
7 (k).
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Замечание 6. Легко проверить, что все алгебры, перечисленные в формули-
ровках теорем 1—6, попарно не изоморфны.

Таким образом, если G—квазиразложимая абелева группа без кручения
ранга 4, для которой имеет место квазиразложение (3) и группа гомомор-
физмов Q Hom(A2, B) имеет ранг 2, то кольцо K реализуется как алгебра
квазиэндоморфизмов E(G) группы G, K ∼= E(G), тогда и только тогда, когда
K изоморфно одной из алгебр, перечисленных в формулировках теорем 1—6.
Доказано, что с точностью до изоморфизма существуют 19 алгебр и 6 бес-
конечных серий алгебр, являющихся алгебрами квазиэндоморфизмов абелевых
групп G без кручения ранга 4, квазиразложимых в прямую сумму групп A1,
A2 ранга 1 и сильно неразложимой группы B ранга 2 в случае, когда группа
квазигомоморфизмов Q Hom(A2, B) имеет ранг 2.

В заключение отметим, что в [7] приводятся примеры реализации всех колец
квазиэндоморфизмов абелевых групп без кручения ранга 3, квазиразложимых
в прямую сумму группы ранга 1 и сильно неразложимой группы ранга 2. На
основе этих примеров легко построить примеры реализации всех колец квази-
эндоморфизмов, перечисленных в формулировках теорем 1—6. Приведём один
из них.

Пример. Выберем в качестве сильно неразложимого квазислагаемого B ран-
га 2 группу из [4, пример 4.11]. Пусть V = Qx1 ⊕ Qx2 —Q-пространство раз-
мерности 2 с базисом x1, x2. Определим группу B как подгруппу V , порождён-
ную элементами x1, x2 и элементами (x1 + px2)/p2 по всем простым числам p.
Пусть A1, A2 — группы ранга 1, такие что t(A1) = [(1, 0, 1, 0, 1, 0, . . .)] и t(A2) =
= [(0, 0, 0, 0, . . .)]. Так как IT(B) = [(0, 0, 0, 0, . . .)] и OT(B) = [(2, 2, 2, 2, . . .)], то
IT(B) < t(A1) < OT(B) и t(A2) = IT(B). При этом в группе B существует
однозначно определённая сервантная подгруппа C = 〈x1〉∗ ранга 1, такая что
t(C) > t(A1), но не существует сервантная подгруппа D ранга 1 группы B,
такая что t(B/D) � t(A1). На основании леммы 5.1 из [3] отсюда следует, что
Q Hom(A1, B) имеет ранг 1 и Q Hom(B,A1) = 0. Так как t(A2) = IT(B), то
по лемме 2 группа квазигомоморфизмов Q Hom(A2, B) имеет ранг 2. Отсюда по
лемме 3 следует, что Q Hom(B,A2) = 0.

Пусть G
.= A1 ⊕ A2 ⊕ B. Обозначим A1 ⊕ A2 ⊕ B через H. Выберем ненуле-

вые элементы a1 и a2, принадлежащие соответственно группам A1 и A2. Тогда
элементы a1, a2, x1, x2 образуют максимальную линейно независимую систе-
му группы H. Допустим, что f — это квазиэндоморфизм группы H, такой что
f : A1 → B и f : B → B. Тогда f(a1) ∈ C. Легко видеть, что в рассматриваемом
случае E(G) ∼= A(5)

8 .
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