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Аннотация

Умножением на абелевой группе G называют гомоморфизм µ : G⊗G → G; абелева
группа с заданным на ней умножением называется кольцом на этой группе. Если на
абелевой группе существует хотя бы одно полупростое ассоциативное кольцо, то она
называется полупростой. Проблема изучения полупростых групп была сформулирова-
на Р. А. Бьюмонтом и Д. А. Лоувером, далее эта проблема была сведена к случаю
редуцированных абелевых групп. В настоящей работе описаны полупростые группы
в классе редуцированных абелевых векторных групп неизмеримой мощности. Показа-
но, что любое умножение на прямом произведении

∏

i∈I
Ai редуцированных абелевых

групп без кручения ранга 1, где множество I неизмеримо, определяется его огра-
ничением на сумму

⊕

i∈I
Ai, причём данное утверждение неверно, если множество I

измеримо или хотя бы одна из групп Ai (i ∈ I) не является редуцированной.

Abstract

E. I. Kompantseva, Rings on vector Abelian groups, Fundamentalnaya i prikladnaya
matematika, vol. 22 (2019), no. 5, pp. 243—258.

A multiplication on an Abelian group G is a homomorphism µ : G ⊗ G → G. An
Abelian group G with a multiplication on it is called a ring on the group G. R. A. Beau-
mont and D. A. Lawver have formulated the problem of studying semisimple groups. An
Abelian group is said to be semisimple if there exists a semisimple associative ring on it.
Semisimple groups are described in the class of vector Abelian nonmeasurable groups. It
is also shown that if a set I is nonmeasurable, G =

∏

i∈I
Ai is a reduced vector Abelian

group, and µ is a multiplication on G, then µ is determined by its restriction on the
sum

⊕

i∈I
Ai; this statement is incorrect if the set I is measurable or the group G is not

reduced.

Умножением на абелевой группе G называется гомоморфизм μ : G⊗G→ G;
это умножение также обозначается знаком ×, т. е. μ(g1 ⊗ g2) = g1 × g2 для всех
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g1, g2 ∈ G. Абелева группа G с заданным на ней умножением × является коль-
цом (не обязательно ассоциативным), аддитивная группа которого совпадает
с G; это кольцо называется кольцом на группе G и обозначается (G,×).

Настоящая работа посвящена изучению колец на векторных абелевых груп-
пах. Векторной группой называют прямое произведение

∏

i∈I

Ai абелевых групп

без кручения ранга 1. Прямые произведения и прямые суммы абелевых групп
без кручения ранга 1 и кольца на них изучались в работах многих алгебраистов
(см., например, [1, 4, 7, 12, 13]). В данной статье доказано, что любое умноже-
ние на редуцированной векторной группе G =

∏

i∈I

Ai неизмеримой мощности

определяется его ограничением на сумму S =
⊕

i∈I

Ai (теорема 1). В частности,

если (G,×)—кольцо на такой группе G и S × S = 0, то G × G = 0 (след-
ствие 2). Показано, что последний результат нельзя улучшить в том смысле,
что если векторная группа G не является редуцированной или имеет изме-
римую мощность, то из условия S × S = 0 уже не следует, что G × G = 0
(примеры 3, 4).

Далее в работе продолжено исследование полупростых абелевых групп, на-
чатое в [9,10]. Абелева группа называется полупростой, если на ней существу-
ет хотя бы одно полупростое кольцо. Получено описание полупростых групп
в классе редуцированных векторных групп неизмеримой мощности (теорема 12).
Проблема описания полупростых групп была сформулирована Р. А. Бьюмонтом
и Д. А. Лоувером в [2], её решению посвящены работы [3,6] и др. В [10] про-
блема изучения полупростых абелевых групп сведена к случаю редуцированных
групп.

В статье рассматриваются только абелевы группы, и слово «группа» всюду
в дальнейшем означает «абелева группа». Пусть G =

∏

i∈I

Ai —векторная груп-

па. Элемент g ∈ G будем записывать в виде g = (gi)i∈I , где gi ∈ Ai, а также
в виде g = (g1, g2, . . .), если I совпадает с множеством N натуральных чисел;
при этом элемент g = (gi)i∈I часто будем обозначать gk, если gi = 0 при всех
i ∈ I \{k}. Кроме того, будем использовать следующие обозначения: t(A), t(g)—
типы однородной группы A и элемента g соответственно; χ(g)—характеристи-
ка элемента g; πi —проекция группы G на подгруппу Ai; если G = A ⊕ B,
то πA —проекция группы G на подгруппу A. Будем рассматривать следующие
множества:

I0 = {i ∈ I | t(Ai)—идемпотентный тип с бесконечным числом нулей},
Inid = {i ∈ I | t(Ai)—неидемпотентный тип};

если J ⊆ I, то J(k) = {i ∈ J | t(Ai) � t(Ak)} для k ∈ I. Как обычно, Z—
кольцо целых чисел, Q—аддитивная группа (поле) рациональных чисел; если
a, b ∈ Z, то запись a | b (a � b) означает, что a делит b (a не делит b). Если
(G,×)—ассоциативное кольцо на группе G, то J(G,×)—радикал Джекобсона
этого кольца. За всеми определениями и обозначениями, если не оговорено
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противное, мы отсылаем к [5,8,11]. Все теоретико-множественные утверждения
доказываются в предположении ZFC [11].

В работе рассматриваются векторные группы G =
∏

i∈I

Ai, где множество I

неизмеримо (в этом случае и сама группа G имеет неизмеримую мощность [11]).
Напомним, что множество I называется измеримым, если оно допускает счёт-
но аддитивную меру η, принимающую значения 0 и 1, такую что η(I) = 1,
η({x}) = 0 для любого x ∈ I. Отметим, что до сих пор неизвестно, проти-
воречит ли аксиомам теории множеств гипотеза о существовании измеримых
чисел.

Теорема 1. Пусть I —неизмеримое множество, G =
∏

i∈I

Ai —редуцирован-

ная векторная группа и (G,×)—кольцо на G. Тогда для любого k ∈ I суще-
ствует конечное подмножество Fk множества I, такое что

πk

(

G×
∏

s∈I\Fk

As

)

= πk

( ∏

s∈I\Fk

As ×G

)

= 0.

Доказательство. Запишем группу G в виде G =
∏

i∈I

Riei, где ei ∈ Ai, Ri —

подгруппы аддитивной группы рациональных чисел, содержащие 1. Для k, s ∈ I
обозначим

Lk(s) = {i ∈ I | πk(ei × es) �= 0},
Mk(s) = {i ∈ I | πk(es × ei) �= 0},
Lk =

⋃

s∈I

Lk(s) = {i ∈ I | (∃ s ∈ I) πk(ei × es) �= 0},

Mk =
⋃

s∈I

Mk(s) = {i ∈ I | (∃ s ∈ I) πk(es × ei) �= 0}.

Покажем, что множества Lk и Mk конечны при всех k ∈ I. Пусть k, s ∈ I.
Рассмотрим гомоморфизм

ϕk,s : G→ Rkek, x 	→ πk(x× es). (1)

Так как Rkek —узкая группа, то ϕ(ei) = 0, т. е. πk(ei × es) = 0 для почти всех
i ∈ I [5]. Следовательно, множество Lk(s) конечно. Аналогично Mk(s) конечно.

Отметим, что если Lk —конечное множество, то Mk =
⋃

i∈Lk

Mk(i) тоже

конечно, и наоборот. Допустим, Lk и Mk бесконечны. Определим последо-
вательности i1, i2, . . . ∈ Lk и j1, j2, . . . ∈ Mk следующим образом: i1 —про-
извольный элемент Lk, j1 —произвольный элемент Mk(i1). Пусть i1, . . . , in
и j1, . . . , jn определены. Так как множество Mk =

⋃

i∈Lk

Mk(i) бесконечно, а

Mk(i)—конечные множества при всех i ∈ I, то Mk(i) �⊆ Mk(i1) ∪ . . . ∪Mk(in)
для бесконечного числа i ∈ Lk. Среди таких i найдётся элемент in+1,
не принадлежащий конечному множеству Lk(j1) ∪ . . . ∪ Lk(jn). Так как
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Mk(in+1) �⊆ Mk(i1) ∪ . . . ∪Mk(in), то в качестве jn+1 возьмём произвольный
элемент из Mk(in+1) \

(
Mk(i1) ∪ . . . ∪Mk(in)

)
.

Покажем, что πk(ein
× ejn

) �= 0 и πk(ein
× ejt

) = 0 при всех t �= n.
Так как jn ∈ Mk(in), то πk(ein

× ejn
) �= 0. Если t > n, то jt ∈

∈ Mk(it) \ (
Mk(i1) ∪ . . . ∪ Mk(it−1)

)
. Следовательно, jt /∈ Mk(in), по-

этому πk(ein
× ejt

) = 0. Если t < n, то in /∈ Lk(jt), так как
in /∈ Lk(j1) ∪ . . . ∪ Lk(jn−1). Следовательно, πk(ein

× ejt
) = 0. По [5, теоре-

ма 94.4] имеем πk

(( ∏

t�=n

Rit
eit

)
× ejn

)
= 0 при любом n ∈ N.

Для каждого g ∈ G определим гомоморфизм

ψk,g : G→ Rkek, x 	→ πk(g × x). (2)

Рассмотрим элемент

a = (ein
)n∈N ∈

∞∏

n=1

Rin
ein

⊆ G.

Для всех n ∈ N имеем

ψk,a(ejn
) = πk(a× ejn

) = πk(ein
× ejn

) + πk

(
(a− ein

) × ejn

)
= πk(ein

× ejn
) �= 0,

так как a−ein
∈ ∏

t�=n

Rit
eit
. Это противоречит теореме 94.4 в [5]. Следовательно,

множества Lk и Mk конечны. Положим Fk = Lk ∪Mk и покажем, что

πk

(

G×
∏

s∈I\Fk

As

)

= 0.

Пусть s ∈ I \Fk. Тогда ϕk,s(ei) = πk(ei × es) = 0 для всех i ∈ I, так как s /∈Mk.
Следовательно,

ϕk,s

(⊕

i∈I

Riei

)

= 0,

поэтому

ϕk,s(G) = ϕk,s

( ∏

i∈I

Riei

)

= 0.

Значит,
πk(g × es) = 0 при любых g ∈ G и s ∈ I \ Fk. (3)

Зафиксируем теперь g ∈ G и рассмотрим гомоморфизм ψk,g, определённый
в (2). Из (3) имеем

ψk,g

( ⊕

s∈I\Fk

Rses

)

= 0,

поэтому

ψk,g

( ∏

s∈I\Fk

Rses

)

= 0,
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т. е.

πk

(

g ×
∏

s∈I\Fk

Rses

)

= 0.

В силу произвольности элемента g ∈ G получаем, что

πk

(

G×
∏

s∈I\Fk

Rses

)

= 0.

Аналогично

πk

( ∏

i∈I\Fk

Rses ×G

)

= 0.

Теорема 1 даёт возможность строить умножения на редуцированных вектор-
ных группах неизмеримой мощности. Чтобы определить умножение на такой
группе G, надо фиксировать разложение G =

∏

i∈I

Riei, где Ri (i ∈ I) — подгруп-

пы аддитивной группы рациональных чисел содержащие 1, и задать множество
рациональных чисел {τ (k)

ij , i, j, k ∈ I} такое, что при любом k ∈ I выполняются
следующие условия:

1) τ (k)
ij ∈ Rk для всех i, j ∈ I,

2) τ (k)
ij = 0 для почти всех i, j ∈ I,

3) χ(τ (k)
ij ek) � χ(ei)χ(ej) для всех i, j ∈ I.

Если числа τ
(k)
ij (i, j ∈ I) удовлетворяют условиям 1)—3), то для каждого

k ∈ I и любых a = (aiei)i∈I , b = (biei)i∈I ∈ G определены конечные суммы
∑

i,j∈I

aibjτ
(k)
ij ek ∈ Rkek. Следовательно, можно определить умножение × на G,

положив

a× b =
( ∑

i,j∈I

aibjτ
(k)
ij ek

)

k∈I

∈
∏

k∈I

Rkek.

Из теоремы 1 следует, что таким образом можно получить любое умножение на
группе G.

Следствие 2. Пусть I —неизмеримое множество, G =
∏

i∈I

Ri —векторная

группа, S =
⊕

i∈I

Ri. Если в кольце (G,×) выполняется S × S = 0, то (G,×)—

кольцо с нулевым умножением.

Отметим, что утверждение следствия 2— наилучший из возможных резуль-
татов в том смысле, что если векторная группа G =

∏

i∈I

Ai не является редуци-

рованной или множество I измеримо, то на G существует такое кольцо (G,×),
что S × S = 0, но G×G �= 0, где S =

⊕

i∈I

Ai.

Пример 3. Пусть G = Q ⊕A, где A =
∏

i∈N

Ai, Ai
∼= Qp при всех i ∈ N (Qp —

группа рациональных дробей со знаменателями, взаимно простыми с простым
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числом p). Обозначим Ā =
∏

i∈N

Ai/
⊕

i∈N

Ai. Тогда Ā содержит делимую подгруппу

∑̃

i∈N

Ai/
⊕

i∈N

Ai без кручения, где

∑̃

i∈N

Ai =
{

(ai)i∈N ∈
∏

i∈N

Ai

∣
∣
∣ ∀ k ∈ N ∃ i0 ∈ N ∀ i > i0 p

k | ai

}

.

Значит, Ā = Q ⊕ B, где B—некоторая группа. Запишем группы G и Ā в виде
G = Qe ⊕ A, Ā = Qe1 ⊕ B. Определим гомоморфизм α : Ā ⊗ Ā → G, положив
α
(
(r1e1 +b1)⊗ (r2e1 +b2)

)
= r1r2e для любых r1e1 +b1, r2e1 +b2 ∈ Ā (r1, r2 ∈ Q,

b1, b2 ∈ B).
Определим теперь операцию × на G следующим образом:

(s1e+ a1) × (s2e+ a2) = α(ā1 ⊗ ā2)

для любых s1e + a1, s2e + a2 ∈ G (s1, s2 ∈ Q, a1, a2 ∈ A, āk = ak +
( ⊕

i∈I

Ai

)
,

k = 1, 2). Непосредственной проверкой можно убедиться, что эта операция яв-
ляется умножением на G. Кроме того, умножение × ассоциативно, так как
произведение любых трёх элементов равно 0.

Если x = s1e+a1, y = s2e+a2 ∈ Qe⊕ ⊕

i∈N

Ai = S (s1, s2 ∈ Q, a1, a2 ∈ ⊕

i∈N

Ai),

то x × y = α(ā1 ⊗ ā2) = 0. Однако если a—прообраз элемента e1 при эпимор-
физме A→ Ā = Qe1 ⊕B, то a× a = α(ā⊗ ā) = α(e1 ⊗ e1) = e �= 0.

Покажем теперь, что условие неизмеримости мощности группы G в след-
ствии 2 существенно.

Пример 4. Пусть I —измеримое множество, G =
∏

i∈I

Ai, где Ai
∼= Zei

при всех i ∈ I. Зафиксируем элемент i0 ∈ I и запишем группу G в виде
G = Zei0 ⊕ ∏

i∈I′
Ai, где I ′ = I \ {i0}. По определению измеримого множества

на I существует двузначная счётно аддитивная мера.
Для любого g = (niei)i∈I ∈ G и любого n ∈ Z рассмотрим множество

Xn(g) = {i ∈ I | ni = n}. Для каждого g ∈ G множества Xn(g) (n ∈ Z) попарно
не пересекаются, а их объединение совпадает с I. Следовательно, ровно одно
из них, пусть это Xm(g), имеет меру 1. Определим отображение α : G → Z,

положив α(g) = m. Тогда α— гомоморфизм [5] и α
( ⊕

i∈I

Ai

)
= 0.

Определим операцию × на G следующим образом:

g1 × g2 = α(g1)α(g2)ei0

для любых g1, g2 ∈ G. Нетрудно заметить, что ×—умножение на G, при этом
S × S = 0, где S =

⊕

i∈I

Ai. Однако если g = (ei)i∈I , то α(g) = 1, и значит,

g × g = α(g)α(g)ei0 = ei0 �= 0.
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Лемма 5. Пусть G =
∏

k∈N

Ak и при всех k � 2 группа Ak имеет идемпо-

тентный тип t(Ak) с бесконечным числом нулей, такой что t(Ak) � t(A1). Тогда
группа G полупроста.

Доказательство. Запишем группу G в виде G =
∏

k∈N

Rkek, где ek ∈ Ak

(k ∈ N) и при каждом k � 2 характеристика χ(ek) состоит только из нулей
и символов ∞, Rk —подкольцо с единицей поля рациональных чисел, причём
аддитивная группа этого кольца содержит подгруппу R1.

Пусть k � 2. Тогда по условию t(ek) � t(e1), и следовательно, существу-
ет такое натуральное число mk, что χ(mkek) � χ(e1). При этом χ(mkek) �
� χ(e1) · χ(ek) и χ(m2

kek) = χ(mkek) · χ(mkek) � χ(e1) · χ(e1). Так как t(ek)
содержит бесконечное число нулей, то существует простое число pk, такое что

pk � |ek, pk � |e1 и pk � |mk. (4)

Таким образом получим последовательность простых чисел

p2, p3, . . . . (5)

При этом для каждого k � 2 чисел pk, удовлетворяющих условию (4), суще-
ствует бесконечно много. Поэтому последовательность (5) можно выбрать так,
чтобы в ней все числа были различны.

Определим теперь бинарную операцию × на G, положив

e1 × e1 = (0,m2
2e2, . . . ,m

2
kek, . . .);

e1 × (0, a2e2, . . . , akek, . . .) = (0, a2e2, . . . , akek, . . .) × e1 =
= (0, (a2m2p2)e2, . . . , (akmkpk)ek, . . .);

(0, a2e2, . . . , akek, . . .) × (0, b2e2, . . . , bkek, . . .) =

= (0, (a2b2p
2
2)e2, . . . , (akbkp

2
k)ek, . . .).

Непосредственная проверка показывает, что операция × является ассоциатив-
ным умножением на G.

Очевидно, A =
∞∏

k=2

Rkek —идеал кольца (G,×). Этот идеал— прямое про-

изведение колец (Rkek,×), где ek × ek = p2
kek (k � 2), которые являются

полупростыми [2]. Следовательно, и идеал A полупрост.
Покажем, что кольцо (G,×) полупросто. Пусть a = (a1e1, a2e2, . . .) ∈ J(G,×)

(ak ∈ Rk). Без потери общности можно считать, что a1 ∈ Z. Рассмотрим элемент
c = (e1, e2, . . . , ek, . . .) ∈ G. Тогда

a× c = (a1e1, . . . , akek, . . .) × (e1, . . . , ek, . . .) =
= a1e1 × e1 + a1e1 × (0, e2, . . . , ek, . . .) +
+ (0, a2e2, . . . , akek, . . .) × e1 + (0, a2e2, . . . , akek, . . .) × (0, e2, . . . , ek, . . .) =

= (0, a1m
2
2e2, . . . , a1m

2
kek, . . .) + (0, a1m2p2e2, . . . , a1mkpkek, . . .) +

+ (0, a2m2p2e2, . . . , akmkpkek, . . .) + (0, a2p
2
2e2, . . . , akp

2
kek, . . .) =
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= (0, (a1m
2
2 + a1m2p2 + a2m2p2 + a2p

2
2)e2, . . . ,

(a1m
2
k + a1mkpk + akmkpk + akp

2
k)ek, . . .).

Так как a× c ∈ J(G,×) ∩A = J(A,×) = 0 [8], то

a1m
2
k + a1mkpk + akmkpk + akp

2
k = 0

для любого k � 2. Пусть k � 2. Поскольку pk � |ek, то существует натуральное
число sk, такое что

pk � |sk и skak ∈ Z. (6)

Значит, pk | ska1m
2
k, так как ska1m

2
k + ska1mkpk + skakmkpk + skakp

2
k = 0. Так

как pk � |sk, pk � |mk в силу (4) и (6), то pk | a1.
Значит, a1 ∈ ⋂

k�2

pkZ = 0, и следовательно,

a = (0, a2e2, . . . , akek, . . .) ∈ J(G,×) ∩A = J(A,×) = 0.

Таким образом, J(G,×) = 0, и значит, группа G полупроста.

Лемма 6. Пусть I —неизмеримое множество, G =
∏

i∈I

Ai —редуцированная

векторная группа. Если среди групп Ai (i ∈ I) есть группа идемпотентного типа
с конечным числом нулей, то группа G не является полупростой.

Доказательство. Если среди групп Ai (i ∈ I) есть группа идемпотентного
типа с конечным числом нулей, то среди таких групп существует группа An,
для которой tn = t(An)—идемпотентный тип с конечным числом нулей, макси-
мальный в множестве {t(Ai) | i ∈ I}.

Пусть G1 =
∏

t(Ai)=tn

Ai. Тогда группа G1 сепарабельна [1]. В [10] показано,

что радикал Джекобсона любого ассоциативного кольца на G1 содержит под-
группу

⋂

p
pG1 �= 0. Согласно теореме 1 группа G1 является идеалом в любом

кольце на группе G, значит, в любом ассоциативном кольце на G есть иде-
ал с ненулевым радикалом Джекобсона. Следовательно, группа G не является
полупростой.

Лемма 7. Пусть I —неизмеримое множество, G =
∏

i∈I

Ai —векторная груп-

па, и пусть все группы Ai имеют неидемпотентный тип. Тогда любое ассоциа-
тивное кольцо на G радикально.

Доказательство. Пусть (G,×)—ассоциативное кольцо на G и k ∈ I. Обо-
значим

Gk = {g ∈ G | (∀ a, b ∈ G) πk(a× g) = πk(g × a) = πk(a× g × b) = 0}.
Очевидно, что Gk —идеал кольца (G,×). Пусть

Fk = {i ∈ I | ∃ j ∈ I πk(Ai ×Aj) �= 0 или πk(Aj ×Ai) �= 0},
Ck =

⊕

i∈Fk

Ai, Bk =
∏

i∈I\Fk

Ai, Nk = Ck ∩Gk.
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Тогда Fk —конечное множество по теореме 1 и Bk ⊆ Gk, G = Ck ⊕ Bk и
Gk = Nk ⊕ Bk. Определим умножение ×k на Ck, положив a ×k b = πCk

(a × b)
для всех a, b ∈ Ck. Кольцо (Ck,×k), вообще говоря, может быть неассоциа-
тивным, при этом Nk —идеал этого кольца и (G/Gk,×) ∼= (Ck/Nk,×k) при
изоморфизме g + Gk 	→ πCk

(g) + Nk. Из доказательства леммы 6.10 в [10]
следует, что существует nk ∈ N, такое что для любых g1, . . . , gnk

∈ Ck про-
изведение g1 ×k g2 ×k · · · ×k gnk

в кольце (Ck,×k) при некоторой расстанов-
ке скобок равно нулю. Значит, это же выполняется в ассоциативном кольце
(G/Gk,×) ∼= (Ck/Nk,×k), другими словами, кольцо (G/Gk,×) нильпотентно.
Следовательно,

(∃nk ∈ N) (∀ g ∈ G) gnk ∈ Gk

(здесь gnk — степень элемента g в кольце (G,×)), поэтому

(∀n > nk) (∀ g ∈ G) πk(gn) = 0. (7)

Значит, для любого элемента g ∈ G определён элемент g′ = −g−g2−g3−. . ., т. е.
g′ = (gk)k∈I , где gk = πk(−g− g2 − . . .− gnk). Покажем, что g′ —квазиобратный
к элементу g в кольце (G,×). Согласно (7)

(∃mk � nk) (∀n > mk) (∀ g ∈ G) πCk
(gn) = 0.

Поэтому −gmk+1 − gmk+2 − . . . ∈ Bk, откуда получаем, что

πk(g × g′) =

= πk

(
g × (−g − g2 − . . .− gmk) + g × (−gmk+1 − gmk+2 − . . .)

)
=

= πk

(
g × (−g − g2 − . . .− gmk)

)
= πk(−g2 − g3 − . . .− gmk).

Следовательно,

πk(g+g′−g×g′) = πk(g)+πk(−g−g2− . . .−gmk)−πk(−g2−g3− . . .−gmk) = 0.

Так как индекс k ∈ I произволен, элемент g′ является квазиобратным к g.
Значит, кольцо (G,×) радикально.

Подгруппа группы G называется абсолютным идеалом этой группы, если она
является идеалом в любом кольце на G.

Лемма 8. Пусть G = A⊕B, где B—абсолютный идеал без кручения груп-
пы G, имеющий конечный ранг. Если группа A не является полупростой, то и
группа G не является полупростой.

Доказательство. Пусть (G,×)—ассоциативное кольцо на G. Если в этом
кольце идеал B не является полупростым, то и кольцо (G,×) не полупросто.

Пусть B—полупростой идеал кольца (G,×). Кольцо (B,×) вкладывается
в качестве подкольца в кольцо (B̃,×) на делимой оболочке B̃ группы B,
которое можно рассматривать как конечномерную алгебру над полем Q. По
основной теореме Веддербёрна о конечномерных сепарабельных алгебрах ал-
гебру B̃ можно представить в виде B̃ = P ⊕N , где P —полупростая подалгебра
(не обязательно идеал), являющаяся прямой суммой полных матричных колец,
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N —радикал алгебры B̃, обязательно нильпотентный. Если N �= 0, то N ∩B—
ненулевый ниль-идеал полупростого кольца (B,×). Следовательно, N = 0, и
значит, B̃ = P , т. е. (B̃,×)—кольцо с единицей e.

Введём бинарную операцию ×A на группе A, положив a1×Aa2 = πA(a1×a2)
для любых a1, a2 ∈ A. Тогда ×A —ассоциативное умножение на A [10, теоре-
ма 7.1]. Поскольку группа A не является полупростой, то J(A,×A) �= 0.

Естественным образом кольцо (G,×) вкладывается в кольцо (E,×), где
E = A⊕ B̃. По [10, теорема 7.2]

T = {a− a× e | a ∈ J(A,×A)} = J(E,×);

очевидно, T �= 0. Пусть m— такое натуральное число, что me ∈ G. То-
гда mT = {a − a × me | a ∈ J(A,×A)} ⊆ G. Нетрудно видеть, что mT —
ненулевой квазирегулярный идеал кольца (G,×). Следовательно, группа G не
полупроста.

Отметим, что условие конечности ранга абсолютного идеала B в лемме 8
существенно. Пусть, например, G = A ⊕ B, где A— группа без кручения ран-
га 1 неидемпотентного типа, B =

∏

i∈N

Bi —векторная группа, в которой t(Bi)—

идемпотентный тип с бесконечным числом нулей и t(Bi) � t(A) при всех i ∈ N.
Тогда B—абсолютный идеал без кручения группы G, а группа A не является
полупростой, однако по лемме 5 группа G полупроста.

Лемма 9. Пусть I —неизмеримое множество, G =
∏

i∈I

Ai —редуцированная

векторная группа. Пусть среди групп Ai (i ∈ I) есть группа неидемпотентного
типа и лишь конечное число групп имеют идемпотентный тип с бесконечным
числом нулей. Тогда группа G не является полупростой.

Доказательство. Если среди групп Ai (i ∈ I) есть группа идемпотентного
типа с конечным числом нулей, то по лемме 6 группа G не является полупро-
стой. Пусть теперь среди групп Ai (i ∈ I) нет групп с указанными типами. Сре-
ди групп идемпотентного типа есть группа (пусть для определённости это Ai0),
тип которой максимален в множестве идемпотентных типов {t(Ai) | i ∈ I0}.
Допустим, t(Ai0) не является максимальным в множестве {t(Ai) | i ∈ I}. Тогда
существует индекс i1 ∈ I, такой что t(Ai1) > t(Ai0). Рассмотрим множество
K = {i ∈ I | t(Ai) � t(Ai1)}. Тогда K �= ∅ и t(Aj)—неидемпотентный тип при
всех j ∈ K. Пусть C =

∏

i∈K

Ai и (G,×)—ассоциативное кольцо на G. Тогда C —

идеал этого кольца. Действительно, пусть b = (bi)i∈I ∈ C, g = (gi)i∈I ∈ G и
πk(b× g) �= 0 (k ∈ I). Тогда

πk(b× g) = πk

( ∑

i,j∈Fk

(bi × gj)
)

=
∑

i,j∈Fk

πk(bi × gj)

по теореме 1 (Fk —конечное подмножество множества I). Поскольку

t
(
πk(bi × gj)

)
� t(bi × gj) � t(bi) � t(Ai1)
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при любых i, j ∈ Fk, то b×g ∈ C. По лемме 7 идеал C не является полупростым,
следовательно, и группа G не полупроста.

Пусть теперь t(Ai0) является максимальным в {t(Ai) | i ∈ I}. Положим
T = {i ∈ I | t(Ai) = t(Ai0)}. Тогда T —конечное множество, так как множество
групп идемпотентного типа конечно. Обозначим B =

∏

i∈T

Ai, A =
∏

i∈I\T

Ai. Тогда

G = A⊕B. Нетрудно убедиться, что B—абсолютный идеал группы G. В самом
деле, если (G,×)—кольцо на G, b ∈ B, g ∈ G, то

t
(
πk(b× g)

)
� t(b× g) � t(b) = t(Ai0),

откуда следует, что b × g ∈ B, так как тип t(Ai0) максимален в {t(Ai) | i ∈ I}.
Аналогично g × b ∈ B.

Пусть среди групп Ai (i ∈ I) ровно n групп имеют идемпотентный тип. Ин-
дукцией по n покажем, что группа G не является полупростой. Если n = 1, то
Ai0 — единственная группа идемпотентного типа среди групп Ai (i ∈ I), т. е. при
i �= i0 тип группы Ai неидемпотентен. По лемме 7 группа A =

∏

i�=i0

Ai не явля-

ется полупростой, а по лемме 8 полупростой не является и группа G = A⊕ B.
Предположим, что группа G не является полупростой, если число групп Ai

идемпотентного типа в её представлении меньше n. Пусть теперь мощность
множества I0 равна n. Тогда по предположению индукции группа A =

∏

i∈I\T

Ai

не является полупростой. Следовательно, по лемме 8 полупростой не является
группа G.

Далее нам потребуются следующие понятия и обозначения. Пусть G =
=

∏

i∈I

Ai —векторная группа, I —неизмеримое множество, (G,×)—кольцо

на G. Пусть n ∈ N, n � 2. Будем говорить, что индекс i ∈ I n-предшеству-
ет индексу k ∈ I (или k n-следует за i) в кольце (G,×), если существуют
последовательности индексов i = i1, i2, . . . , in = k и j1, . . . , jn из I, такие что
πis+1(Ais

×Ajs
) �= 0 или πis+1(Ajs

×Ais
) �= 0 при всех s = 1, n− 1. Будем гово-

рить, что индекс i ∈ I предшествует индексу k ∈ I (или k следует за i) в кольце
(G,×), если k n-следует за i при некотором n � 2. Заметим, что отношение
следования на множестве I транзитивно. Кроме того, если i следует за k, то
t(Ai) � t(Ak).

Для всех k ∈ I, n � 2 обозначим

U
(n)
k = {i ∈ I | i n-предшествует k},

Uk =
∞⋃

n=2

U
(n)
k = {i ∈ I | i предшествует k},

V
(n)
k = {i ∈ I | i n-следует за k},

Vk =
∞⋃

n=2

V
(n)
k = {i ∈ I | i следует за k}.
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Лемма 10. Пусть I —неизмеримое множество, G =
∏

i∈I

Ai —редуцированная

векторная группа, (G,×)—кольцо на G. Тогда множество Uk не более чем
счётно при любом k ∈ I.

Доказательство. Обозначим

Ft = {i ∈ I | ∃ j ∈ I πt(Ai ×Aj) �= 0 или πt(Aj ×Ai) �= 0}.
Тогда множество Ft конечно при всех t ∈ I.

Пусть k ∈ I. Индукцией по n покажем, что U (n)
k конечно при любом n � 2.

Пусть i ∈ U
(2)
k . Тогда i 2-предшествует элементу k, т. е. существует j ∈ I, такой

что πk(Ai × Aj) �= 0 или πk(Aj × Ai) �= 0. Значит, i ∈ Fk, поэтому U
(2)
k ⊆ Fk,

и следовательно, U (2)
k конечно.

Пусть U
(n)
k конечно, и пусть i ∈ U

(n+1)
k . Тогда i (n + 1)-предшествует

элементу k, т. е. существуют последовательности i = i1, i2, . . . , in, in+1 = k
и j1, . . . , jn+1 элементов из I, такие что πis+1(Ais

× Ajs
) �= 0 или

πis+1(Ajs
× Ais

) �= 0 при любом s = 1, n. В частности, πi2(Ai × Aj1) �= 0
или πi2(Aj1 × Ai) �= 0, поэтому i ∈ Fi2 . Так как i2 n-предшествует элемен-
ту k, то i2 принадлежит множеству U

(n)
k , которое по предположению индукции

является конечным. Следовательно, i ∈ ⋃

t∈U
(n)
k

Ft, поэтому U
(n+1)
k содержится

в конечном множестве
⋃

t∈U
(n)
k

Ft. Таким образом, U (n)
k конечно при всех n � 2,

и значит, Uk =
∞⋃

n=2
U

(n)
k не более чем счётно.

Лемма 11. Пусть M ⊆ N и Ik (k ∈ M) — бесконечные подмножества мно-
жества I. Тогда существуют счётные попарно не пересекающиеся множества Jk

(k ∈M), такие что Jk ⊆ Ik при любом k ∈M .

Доказательство. Так как декартово произведение

M × N = {(k, i) | k ∈M, i ∈ N}
счётно, то оно служит множеством значений последовательности {ϕn}n∈N с по-
парно различными членами. Без потери общности можно считать, что 1 ∈ M
и ϕ1 = (1, 1). Поскольку каждое из множеств Ik бесконечно, то можно опре-
делить последовательность {αn}n∈N элементов из

⋃

k∈N

Ik следующим образом.

Пусть α1 —произвольный элемент из I1, αn (n > 1) — элемент из
⋃

k∈N

Ik, удо-
влетворяющий условиям:
1) αn ∈ Ik, если ϕn = (k, i) при некотором i ∈ N;
2) αn �= αs при всех s < n.

В силу свойства 2) все элементы последовательности {αn}n∈N различны. Поло-
жим теперь

Jk = {αn | n ∈ N ϕn = (k, i) при некотором i ∈ N}.
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Нетрудно убедиться, что множества Jk счётны и попарно не пересекаются. При
этом Jk ⊆ Ik при всех k ∈M в силу 1).

Теорема 12. Пусть I —неизмеримое множество. Редуцированная векторная
группа G =

∏

i∈I

Ai полупроста тогда и только тогда, когда выполняется каждое

из следующих условий :

1) среди групп Ai (i ∈ I) нет групп идемпотентного типа с конечным числом
нулей ;

2) существует система {Jk | k ∈ Inid} бесконечных попарно не пересекаю-
щихся множеств Jk ⊆ I0(k).

Доказательство. Пусть группа G полупроста. В силу леммы 6 выполняется
условие 1). Предположим, что Inid �= ∅, и докажем, что выполняется условие 2).
По условию на группе G существует полупростое ассоциативное кольцо (G,×).
Для каждого k ∈ Inid обозначим V ′

k = Vk ∪ {k}, Gk =
∏

i∈V ′
k

Ai. Тогда Gk —

идеал кольца (G,×), содержащий Ak. Действительно, пусть a = (ai)i∈V ′
k
∈ Gk,

g = (gi)i∈I ∈ G и πs(a× g) �= 0 (s ∈ I). Так как по теореме 1

πs(a× g) =
∑

i,j∈Fs

πs(ai × gj),

где Fs —конечное подмножество множества I, то существуют i0 ∈ V ′
k и j0 ∈ I,

такие что πs(Ai0 × Aj0) �= 0. Значит, s следует за i0. Так как i0 ∈ V ′
k, то i0

следует за k (или совпадает с k). В силу транзитивности отношения следования
s следует за k, поэтому s ∈ V ′

k. Таким образом,

a× g ∈
∏

s∈V ′
k

As = Gk.

Аналогично g × a ∈ Gk.
Так как кольцо (G,×) полупросто, то полупросты и идеалы Gk (k ∈ Inid).

Поэтому в силу леммы 9 в семействе {Ai | i ∈ V ′
k} бесконечное число групп

имеют идемпотентный тип (с бесконечным числом нулей). В каждом из беско-
нечных множеств Vk ∩ I0 ⊆ I0(k) (k ∈ Inid) выберем счётное подмножество Sk.

В каждом непустом подмножестве M ⊆ Inid фиксируем один элемент
x1 = x1(M) ∈ M и определим множества Cn = Cn(M) и Dn = Dn(M) (n ∈ N)
следующим образом:

C1 = {x1}, D1 = Sx1 ,

Cn+1 =
( ⋃

k∈Dn

Uk

)

∩M, Dn+1 =
⋃

k∈Cn+1

Sk.

Положим
C(M) =

⋃

n∈N

Cn, D(M) =
⋃

n∈N

Dn,
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кроме того, C(∅) = D(∅) = ∅. Нетрудно заметить, что множество C(M) не
более чем счётно при любом M ⊆ Inid в силу леммы 10. Если M �= ∅, то
D(M)— счётное подмножество множества I0.

Пусть τ1, τ —порядковые числа, мощность которых больше мощности мно-
жества Inid, причём τ1 < τ [11, гл. VIII, § 2, теорема 6]. Для каждого порядко-
вого α < τ определим множества Tα, Xα, Yα, положив

T1 = Inid, X1 = C(Inid), Y1 = D(Inid),

Tα = Inid \
( ⋃

σ<α

Xσ

)

, Xα = C(Tα), Yα = D(Tα).

Заметим, что условие Tα = ∅ равносильно каждому из условий Xα = ∅ и
Yα = ∅.

Пусть W (τ)—множество порядковых чисел, меньших чем τ . Тогда мощ-
ность W (τ) равна мощности τ [11, гл. VII, § 2, теорема 4]. Так как⋃

α<τ
Xα ⊆ Inid, то Tα = ∅ по крайней мере при всех α � τ1. Следовательно,

существует множество

W = {α ∈W (τ) | Xα �= ∅} = {α ∈W (τ) | Tα �= ∅}.
Если α ∈W и β < α, то β ∈W , так как

Tβ = Inid \
( ⋃

σ<β

Xσ

)

=

=
(

Inid \
( ⋃

σ<α

Xσ

))

∪
( ⋃

β�σ<α

Xσ

)

= Tα ∪
( ⋃

β�σ<α

Xσ

)

�= ∅.

Значит, W = W (ζ) = {α ∈ W (τ) | α < ζ} при некотором ζ < τ [11, гл. VII, § 2,
следствие 9]. Тогда

Tζ = Inid \
( ⋃

α<ζ

Xα

)

= ∅,

так как в противном случае Xζ �= ∅. Следовательно,

Inid =
⋃

α<ζ

Xα.

Очевидно, непустые множества Xα (α < ζ) не более чем счётны и попарно
не пересекаются, а каждое из множеств Yα (α < ζ) счётно.

Покажем, что множества Yα (α < ζ) попарно не пересекаются. Пусть
α, β < ζ и для определённости β > α [11, гл. VII, § 2, теорема 1]. Допу-
стим, y = Yα ∩ Yβ . Так как

Xβ =
⋃

n∈N

Cn(Tβ) =
⋃

n∈N

(( ⋃

i∈Dn−1(Tβ)

Ui

)

∩ Tβ

)

=
( ⋃

i∈Yβ

Ui

)

∩ Tβ ,

то Uy ∩ Tβ ⊆ Xβ . Аналогично Uy ∩ Tα ⊆ Xα.
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Следовательно, Uy ∩ Tβ ⊆ Uy ∩ Tα ⊆ Xα. Поскольку Xα ∩Xβ = ∅, то

Uy ∩Xβ = ∅. (8)

Так как
y ∈ Yβ =

⋃

n∈N

Dn(Tβ) =
⋃

n∈N

⋃

k∈Cn(Tβ)

Sk =
⋃

k∈Xβ

Sk,

то y ∈ Sx при некотором x ∈ Xβ . В этом случае x ∈ Uy ∩ Xβ , что противоре-
чит (8). Таким образом, Yα ∩ Yβ = ∅.

Пусть α < ζ. Применяя лемму 11 к множествам Sk (k ∈ Xα), получаем, что
существует семейство Pα = {Jk | k ∈ Xα} счётных попарно не пересекающихся
множеств Jk ⊆ Sk ⊆ Vk ∩ I0 ⊆ I0(k). Множества Yα =

⋃

k∈Xα

Sk (α < ζ) попарно

не пересекаются, значит, если α �= β, то Sk ∩ Si = ∅ при k ∈ Xα, i ∈ Xβ .
Отсюда следует, что Jk ∩Ji = ∅ при Jk ∈ Pα, Ji ∈ Pβ . Поскольку Inid =

⋃

α<ζ

Xα,

то
⋃

α<ζ

Pα = {Jk | k ∈ Inid}— семейство счётных попарно не пересекающихся

множеств.
Пусть теперь группа G удовлетворяет условиям 1) и 2). Без потери общности

можно считать, что множества Jk (k ∈ Inid) счётны. Для каждого k ∈ Inid

обозначим
Bk = Ak ⊕

∏

i∈Jk

Ai.

Тогда группа G имеет вид

G =
∏

k∈Inid

Bk ⊕
∏

i∈K

Ai,

где K ⊆ I0. При всех i ∈ K группа Ai является полупростой (см., напри-
мер, [2]), по лемме 5 полупроста также каждая из групп Bk. Следовательно,
определяя на G кольцо, являющееся прямым произведением полупростых колец,
получаем, что группа G полупроста.

Следствие 13. Пусть I —не более чем счётное множество. Редуцированная
векторная группа G =

∏

i∈I

Ai полупроста тогда и только тогда, когда выполняет-

ся каждое из следующих условий :

1) среди групп Ai (i ∈ I) нет групп идемпотентного типа с конечным числом
нулей ;

2) для любой группы Ak неидемпотентного типа множество I0(k) бесконечно.

Доказательство. Пусть задано не более чем счётное семейство {I0(k) | k ∈
∈ Inid} счётных множеств. Тогда по лемме 11 существует семейство
{Jk | k ∈ Inid} попарно не пересекающихся счётных множеств Jk ⊆ I0(k). Следо-
вательно, при не более чем счётном множестве I условие 2) нашего утверждения
равносильно условию 2) теоремы 12.
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В заключение отметим, что если G =
∏

i∈I

Ai —векторная группа, I —неиз-

меримое множество и mt —мощность множества {i ∈ I | t(Ai) = t}, где t ∈ �,
�—множество всех типов, то кардиналы mt (t ∈ �) являются инвариантами
группы G. Поэтому формулировки теоремы 12 и следствия 13 не зависят от
разложения группы G в прямое произведение групп без кручения ранга 1.

Литература

[1] Мишина А. П. Сепарабельность полных прямых сумм абелевых групп без кручения
ранга 1 // Матем. сб. — 1962. — Т. 57. — С. 375—383.

[2] Beamont R. A., Lawver D. A. Strongly semisimple Abelian groups // Publ. J. Math. —
1974. —Vol. 53, no. 2. — P. 327—336.

[3] Eclof P. C., Mez H. C. Additive groups of existentially closed rings // Abelian
Groups and Modules: Proc. of the Udine Conference. —New York: Springer, 1984. —
P. 243—252.

[4] Fink T. A note on direct decompositions of large powers of the group of integers //
Commun. Algebra. — 1998. —Vol. 26. — P. 3553—3562.

[5] Fuchs L. Infinite Abelian Groups. Vols. 1, 2. — London: Academic Press, 1973.

[6] Gardner B. J. Radicals of Abelian groups and associative rings // Acta Math. Hung. —
1973. —Vol. 24. — P. 259—268.

[7] Gardner B. J., Jackett D. R. Rings on certain classes of torsion free Abelian groups //
Comment. Math. Univ. Carol. — 1976. —Vol. 17. — P. 493—506.

[8] Jacobson N. Structure of Rings. — Providence: Amer. Math. Soc., 1956.

[9] Kompantseva E. I. Semisimple rings on completely decomposable Abelian groups //
J. Math. Sci. — 2009. —Vol. 154, no. 3. — P. 324—332.

[10] Kompantseva E. I. Torsion free rings // J. Math. Sci. — 2010. —V. 171, no. 2. —
P. 213—247.

[11] Kuratowski K., Mostowski A. Set Theory. —Amsterdam: North-Holland, 1976.

[12] Los J. On the complete direct sum of countable Abelian groups // Publ. Math. Debre-
cen. — 1954. —Vol. 3. — P. 269—272.

[13] Woronowicz M. A note on additive groups of some specific associative rings // Ann.
Math. Siles. — 2016. —Vol. 30. — P. 219—229.



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Gray Gamma 2.2)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Off
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages false
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Perceptual
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams true
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts false
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Remove
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 290
  /ColorImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 600
  /ColorImageDepth 8
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.01667
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 290
  /GrayImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 600
  /GrayImageDepth 8
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 2.03333
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 800
  /MonoImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 2400
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000500044004600206587686353ef901a8fc7684c976262535370673a548c002000700072006f006f00660065007200208fdb884c9ad88d2891cf62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef653ef5728684c9762537088686a5f548c002000700072006f006f00660065007200204e0a73725f979ad854c18cea7684521753706548679c300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /DAN <>
    /ESP <>
    /FRA <>
    /ITA <>
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020b370c2a4d06cd0d10020d504b9b0d1300020bc0f0020ad50c815ae30c5d0c11c0020ace0d488c9c8b85c0020c778c1c4d560002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken voor kwaliteitsafdrukken op desktopprinters en proofers. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /PTB <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /DEU <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents for quality printing on desktop printers and proofers.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure true
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles true
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [594.000 792.000]
>> setpagedevice


