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Аннотация

В работе изучается биллиард в области, ограниченной двумя софокусными эллип-
сами. В центр координат помещён гуковский потенциал. Оказывается, эта динами-
ческая система вполне интегрируема по Лиувиллю. Следовательно, можно провести
топологический анализ этой задачи, изучив слоение фазового многообразия уровнями
интегралов. В работе построены инварианты Фоменко—Цишанга (меченые молекулы)
для изоэнергетических многообразий всевозможных уровней гамильтониана, а также
приведены примеры других систем, лиувиллево эквивалентных данной.

Abstract

S. E. Pustovoytov, Topological analysis of a billiard in elliptic ring in a potential
field, Fundamentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 22 (2019), no. 6, pp. 201—225.

We study a billiard in a domain bounded by two confocal ellipses. The Hooke potential
is placed at the center of the ellipses. This dynamic system turns out to be Liouville inte-
grable. Therefore, we can make a topological analysis studying the foliation of the phase
manifold by integrals. We calculate Fomenko–Zieschang invariants (marked molecules)
for isoenergy manifolds of every level of the Hamiltonian, and also give examples of other
integrable systems that are Liouville equivalent to our billiard system.

1. Введение

Биллиардная задача и родственная ей задача о геодезическом потоке на
многообразиях рассматривались многими математиками. К. Якоби [11] рас-
сматривал задачу движения точки по поверхности эллипсоида. Дж. Биркгоф [1]
устремлением одной из полуосей к нулю свёл задачу Якоби к биллиардной за-
даче в эллипсе. В. В. Козлов [6] обобщил задачу Якоби, добавив гуковский
потенциал в центр координат. Лиувиллев анализ биллиардной задачи в эллипсе
с центральным гуковским потенциалом был проведён И. Ф. Кобцевым. В рабо-
тах А. Т. Фоменко и его учеников [3,4,7,9,12—14] развита классификационная
теория интегрируемых систем и биллиардов.
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В данной работе полностью описано слоение Лиувилля биллиарда в эллип-
тическом кольце с потенциалом. Это первый шаг обобщения этой задачи до
случая произвольной локально плоской области, ограниченной дугами софокус-
ных квадрик.

2. Постановка задачи и необходимые сведения

Симплектическим многообразием (M2n, ω) называется чётномерное много-
образие M2n c введённой на нём 2-формой ω, удовлетворяющей следующим
свойствам:

1) косая симметрия;
2) невырожденность;
3) замкнутость.

Такая форма естественным образом порождает косой градиент функции f —
векторное поле sgrad(f), обладающее свойством

ω
(
v, sgrad(f)

)
= v(f), (1)

где v —произвольное векторное поле на M2n.
Теперь можно ввести оператор: скобку Пуассона

{·, ·} : C∞(M2n)×C∞(M2n) → C∞(M2n), {f, g} = ω
(
sgrad(f), sgrad(g)

)
. (2)

Скобка кососимметрична и удовлетворяет тождествам Якоби и Лагранжа.
Гамильтоновым векторным полем (динамической системой) называется

поле v = sgrad(H) для некоторой функции H, называемой гамильтонианом.
Определение 1. Если у гамильтоновой системы v на M2n есть n функций

f1, f2, . . . , fn, которые являются первыми интегралами, и верно, что

1) {fi, fj} = 0,
2) fi и fj функционально независимы,
3) векторные поля sgrad(fi) полны,

то такая система называется вполне интегрируемой по Лиувиллю.
Определение 2. Отображением момента называется отображение

F : M2n → R
n,

где
F (x) =

(
f1(x), f2(x), . . . , fn(x)

)
.

Бифуркационной диаграммой называется образ критических точек отображения
момента на R

n. Дуги бифуркационной диаграммы разбивают образ отображения
момента на области, называемые камерами. Все точки камеры регулярны.

Многообразие M2n расслоено на прообразы {F−1(x)}, где x ∈ F (M) ⊂ R
n.

Такое слоение называется слоением Лиувилля.



Топологический анализ биллиарда в эллиптическом кольце в потенциальном поле 203

Теорема 1 (Лиувилль). Пусть на M2n задана вполне интегрируемая га-
мильтонова система с гамильтонианом H и Tξ-регулярная, компактная, связная
компонента поверхности уровня интегралов f1, f2, . . . , fn (прообраз регулярного
значения F ). Можно считать, что f1 = H. Тогда

1) Tξ диффеоморфно тору Tn (этот тор называется тором Лиувилля);
2) слоение Лиувилля в некоторой окрестности тора Лиувилля диффеоморфно

прямому произведению тора на диск Dn.

Определение 3. Системы v1 и v2 на Q3
1 и Q3

2 соответственно называются
лиувиллево эквивалентными, если существует диффеоморфизм из Q3

1 на Q3
2,

сохраняющий слоение.
Критические (нерегулярные) совместные поверхности уровня интегралов

в общем случае представляют собой сложные k-мерные комплексы (k � n)
и описывают перестройки торов Лиувилля при переходе из камеры в другую
в образе F (M) отображения момента. Критический слой с окрестностью назы-
вают атомом. Все трёхмерные атомы (для случая M4) были классифицированы
А. Т. Фоменко, А. В. Болсиновым, А. А. Ошемковым [2]. В дальнейшем будем
говорить только о случае M4, так как рассматриваемый нами биллиард порож-
дает гамильтонову систему с двумя степенями свободы.

У гамильтоновой системы на M4 два первых интеграла f и g. Зафиксиру-
ем значение интеграла f = h. Полученное естественным образом многообра-
зие Q3 = {x ∈ M4 : f(x) = h} называется изоэнергетическим многообразием
интеграла f . Две интегрируемые системы называются лиувиллево-эквивалент-
ными, если существует послойный диффеоморфизм (для топологического слое-
ния интегралами), сохраняющий ориентацию изоэнергетических многообразий.
А. Т. Фоменко былы предложены инварианты, полностью описывающие топо-
логию слоения Лиувилля.
Определение 4. Грубой молекулой называется граф, точки рёбер которого

представляют собой регулярные слои многообразия Q3 (т. е. торы), а вершинам
ставятся в соответствие атомы, через которые происходят перестройки торов.
Определение 5. Меченой молекулой называется грубая молекула, рёбрам

и вершинам которой ставятся в соответствие числа, описывающие, как именно
переходит тор из окрестности одного атома в тор окрестности другого атома по
соединяющему их ребру (подробности см. в [2]).

Напомним, что согласно теореме Фоменко—Цишанга [2] меченая молекула
полностью определяет топологию строения на Q3.

Перейдём теперь к нашей задаче. На рис. 1 изображён плоский биллиард,
ограниченный двумя софокусными эллипсами. Материальная точка (биллиард-
ный шар) движется в этой области, ударяясь о границу по стандартному закону
отражения (угол падения равен углу отражения). В центр координат поместим
заряд, создающий поле гуковской потенциальной силы (отталкивающей или
притягивающей). Будет показано, что такая система является интегрируемой по
Лиувиллю. Следовательно, её топологию и динамику можно изучить, используя
меченые молекулы.
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Рис. 1. Биллиардный стол

3. Интегрируемость. Разделение переменных

Рассмотрим введённый выше биллиард. Уравнения граничных эллипсов та-
ковы: ⎧

⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

x2

a
+

y2

b
= 1,

x2

a + λ0
+

y2

b + λ0
= 1,

(∗)

где a > b > −λ0 > 0. Эти эллипсы принадлежать общему семейству софокусных
квадрик (эллипсов и гипербол), заданных уравнением

x2

a + λ
+

y2

b + λ
= 1, (3)

где λ—параметр квадрики. Рассмотрим гуковский потенциал в начале коорди-
нат с коэффициентом k. Тогда уравнения движения материальной точки имеют
вид {

ẍ = −kx,

ÿ = −ky.
(∗∗)

Отметим, что знак коэффициента k определяет, отталкивающая сила или при-
тягивающая. Отметим, что можно рассмотреть более общую задачу. А именно,
в качестве биллиарда возьмём область, ограниченную дугами софокусных квад-
рик из указанного выше семейства (см., например, рис. 2). Для всех таких
биллиардов можно сразу указать первый интеграл: это полная механическая
энергия

H =
k(x2 + y2)

2
+

ẋ2 + ẏ2

2
. (4)

Кроме него, эти системы обладают ещё одним независимым интегралом.
В. В. Козловым [6] был указан дополнительный интеграл для биллиарда в эл-
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липсе

G =
ẋ2

a
+

ẏ2

b
− (xẏ − ẋy)2

ab
− k

(
1 − x2

a
− y2

b

)
. (5)

Докажем более строгое утверждение.

Рис. 2. Пример биллиарда, ограниченного квадриками данного семейства

Теорема 2. Для любого биллиарда, ограниченного дугами квадрик указан-
ного софокусного семейства, имеет место интеграл G. Этот интеграл функцио-
нально независим с полной энергией.

Доказательство. Сначала разберём свободное движение точки между отра-
жениями от стенок. Дифференцируя G по времени t, получим

Ġ =
2ẋẍ

a
+

2ẏÿ

b
− 2(xẏ − ẋy)(xÿ − ẍy)

ab
− k

(
1 − 2xẋ

a
− 2yẏ

b

)
. (6)

Подставляя значения ẍ и ÿ из системы (∗∗), получаем ноль. Следовательно,
функция G постоянна вдоль траекторий биллиарда.

Теперь докажем, что G сохраняется при отражении от любой стенки бил-
лиарда, являющейся частью квадрики указанного семейства. Из формулы (5)
видно, что последнее слагаемое G не меняется при отражении. Перепишем эту
формулу в следующем виде:

G + k

(
1 − x2

a
− y2

b

)
=

ẋ2

a
+

ẏ2

b
− (xẏ − ẋy)2

ab
. (7)

В правой части раскроем скобки и выразим x2 через y2 из уравнения соответ-
ствующей стенки

x2

a + λ
+

y2

b + λ
= 1.

Получим

G+k

(
1 − x2

a
− y2

b

)
=

1
ab

(
2xyẋẏ + x2ẋ2 b + λ

a + λ
+ y2ẏ2 a + λ

b + λ

)
−λ(ẋ2 + ẏ2)

ab
. (8)
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В первой скобке после равенства стоит полный квадрат. Следовательно, полу-
чаем

G + k

(
1 − x2

a
− y2

b

)
=

(a + λ)(b + λ)
ab

(
ẋ

x

a + λ
+ ẏ

y

b + λ

)2

− λ(ẋ2 + ẏ2)
ab

. (9)

Первое слагаемое после знака равенства является квадратом скалярного произ-
ведения вектора скорости на нормаль к квадрике. Следовательно, после отра-
жения значение G не меняется.

Докажем теперь независимость интегралов. Вычислим их градиенты:

grad(H) = (kx, ky, ẋ, ẏ); (10)

grad(G) =
(

kx

a
,
ky

b
,
ẋ

a
,
ẏ

b

)
− (xẏ − ẋy)

ab
(ẏ,−ẋ,−y, x). (11)

Функциональная зависимость интегралов равносильна линейной зависимо-
сти их градиентов во всех точках. Данные градиенты при (xẏ − ẋy) = 0 и
ненулевых начальных условиях, очевидно, являются линейно независимыми.
Следовательно, и функции H и G тоже независимы.

Теорема доказана.

Повторим, что приведённое доказательство справедливо для произвольных
плоских биллиардов, ограниченных дугами квадрик данного софокусного семей-
ства. Оказывается, метод, рассматриваемый в настоящей работе, переносится на
все такие биллиарды. Этому будет посвящена следующая публикация.

Вернёмся теперь к кольцевому биллиарду, ограниченному двумя софокус-
ными эллипсами. Рассмотрим соответствующее фазовое пространство M4 =
= {x, y, ẋ, ẏ}, где (x, y)—декартовы координаты точки на биллиарде, (ẋ, ẏ)—
вектор скорости материальной точки. При этом если материальная точка отра-
жается от границы биллиарда, векторы скорости до и после отражения отож-
дествляются по правилу: если вектор до отражения имел вид v = (v1, v2), то
после отражения он примет вид

v′ = 2n1n2(v2, v1) + (n2
1 − n2

2)(v1,−v2), (12)

где n = (n1, n2)—вектор нормали к границе биллиарда.
На многообразии M4 зададим стандартную симплектическую структуру

ω =

⎛

⎜
⎜
⎝

0 0 1 0
0 0 0 1
−1 0 0 0
0 −1 0 0

⎞

⎟
⎟
⎠ .

По отношению к такой структуре интегралы H и G находятся в инволюции, т. е.
{H,G} = 0. Кроме того, H и G функционально независимы (см. выше). Сле-
довательно, выбрав H в качестве гамильтониана, получаем систему, интегриру-
емую по Лиувиллю. Для анализа этой системы нужно построить отображение
момента

A : M4 → R
2, A(x, y, ẋ, ẏ) =

(
F (x, y, ẋ, ẏ), G(x, y, ẋ, ẏ)

)
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и найти его критические значения, т. е. бифуркационную диаграмму. Поскольку
вид интеграла G достаточно сложный, перейдём к другим координатам, в ко-
торых наша задача примет более простой вид. Для этого рассмотрим эллип-
тические координаты λ1, λ2. Их связь с декартовыми координатами выражают
формулы ⎧

⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

x2 =
(a + λ1)(a + λ2)

a − b
,

y2 =
(b + λ1)(b + λ2)

b − a
,

(∗∗∗)

где −a � λ1 � −b, λ0 � λ2 � 0 и λ0 —фиксированный параметр внутреннего эл-
липса. Координатными линиями этой системы являются гиперболы (задаваемые
параметром λ1) и эллипсы (задаваемые параметром λ2). Эти кривые принадле-
жат тому же семейству софокусных квадрик, что и эллипсы нашего «кольце-
вого» биллиарда. Пользуясь известными формулами (см. [6]), потенциальную
энергию U и кинетическую энергию K можно переписать в следующем виде:

U =
k

2
(λ1 + λ2 + a + b), (13)

K =
2(a + λ1)(b + λ1)

λ2 − λ1
μ2

1 +
2(a + λ2)(b + λ2)

λ1 − λ2
μ2

2, (14)

где μ1 и μ2 — сопряжённые импульсы, a и b—полуоси наружного эллипса бил-
лиарда. Следовательно, гамильтониан H с точностью до константы перепишется
в виде

H =
2(a + λ1)(b + λ1)

λ2 − λ1
μ2

1 +
2(a + λ2)(b + λ2)

λ1 − λ2
μ2

2 +
k

2
(λ1 + λ2), (15)

где k —коэффициент гуковского потенциала. Оказывается, у данной системы
вместо интеграла G можно использовать интеграл F , функционально зависи-
мый с исходными интегралами G и H:

F = 2(a + λ1)(b + λ1)μ2
1 +

k

2
λ2

1 − Hλ1. (16)

Этот интеграл мы нашли при помощи алгоритма, приведённого В. В. Козло-
вым [6], при анализе интегрируемого геодезического потока на всех двумерных
квадриках данного софокусного семейства под действием гуковского потенциа-
ла. Оказывается, этот метод поиска интеграла применим для любого плоского
биллиарда, ограниченного квадриками указанного выше софокусного семейства.

Лемма 3.1. Интеграл F можно переписать в виде

F = 2(a + λ2)(b + λ2)μ2
2 +

k

2
λ2

2 − Hλ2. (17)

Доказательство. Вычтем из правой части выражения (16) правую часть
выражения (17). Получим

2(a + λ1)(b + λ1)μ2
1 − 2(a + λ2)(b + λ2)μ2

2 +
k

2
λ2

1 −
k

2
λ2

2 − H(λ2 − λ1). (18)
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Вынесем (λ2 − λ1) за скобки:

(λ2 − λ1)
(

2(a + λ1)(b + λ1)
λ2 − λ1

μ2
1 +

2(a + λ2)(b + λ2)
λ1 − λ2

μ2
2 +

k

2
(λ1 + λ2) − H

)
= 0.

(19)
Лемма доказана.

Воспользуемся формулой

λ̇i =
∂H

∂μi
,

известной из механики (см. [15]):

λ̇1 =
∂H

∂μ1
=

4(a + λ1)(b + λ1)
λ2 − λ1

μ1, (20)

λ̇2 =
∂H

∂μ2
=

4(a + λ2)(b + λ2)
λ1 − λ2

μ2. (21)

Зафиксируем уровни интегралов H = h, F = f . Выразим импульсы μ1 и μ2

из формул (16) и (17) для интеграла F и подставим в формулы (20) и (21)
соответственно. Получим уравнения

λ̇i = ± 1
λ2 − λ1

√
V (λi), (22)

где

V (z) =
(

k

2
z2 + hz + f

)
(a + z)(b + z).

Лемма 3.2. Многочлен V имеет два вещественных корня (возможен крат-
ный ).

Доказательство. Заметим, что (a + λ2)(b + λ2) > 0. Значит, при k < 0 мно-
гочлен (k/2)z2 +hz+f обязан иметь два корня. Аналогично (a+λ1)(b+λ1) < 0.
Значит, при k > 0 многочлен (k/2)z2+hz+f также обязан иметь два корня.

Следовательно, многочлен V имеет вид

V (z) =
k

2
(z − ξ)(z − η)(a + z)(b + z), (23)

где

ξ =
−h +

√
h2 − 2kf

k
, η =

−h −
√

h2 − 2kf

k
.

Теперь введём на многообразии M4 новые координаты, а именно (λ1, λ2,
λ̇1, λ̇2). Отметим, что векторы скорости (ẋ, ẏ) и (λ̇1, λ̇2) связаны формулой

(λ̇1, λ̇2) = (ẋ, ẏ)Jτ , (24)

где J —якобиан перехода от декартовых координат к эллиптическим.
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4. Основная теорема

В этом разделе мы сформулируем основные результаты работы. Их доказа-
тельства приведены в следующем разделе.

Теорема 3. Для обоих случаев k > 0 и k < 0 образ отображения момента
рассматриваемого «кольцевого» биллиарда является некомпактным односвязным
подмножеством плоскости, ограниченным лучами прямых и дугой параболы. Би-
фуркационные диаграммы состоят из отрезков прямых (лучей ) и дуги параболы
(рис. 3 и 4). Номера камер соответствуют неравенствам, указанным в табли-
цах 4 и 5.

Рис. 3. Бифуркационная диаграмма при k > 0 Рис. 4. Бифуркационная диаграмма при k < 0

Теорема 4. В таблицах 1—3 перечислены все меченые молекулы (инва-
рианты Фоменко—Цишанга), описывающие слоение Лиувилля «кольцевого»
биллиарда и задающие изоэнергетические 3-многообразия для всех регуляр-
ных значений гамильтониана H.

Комментарий. Из таблицы видно, что случаи притяжения и отталкивания
существенно отличаются, а именно для случая отталкивания возникает каче-
ственное различие в поведении системы на «кольцевых» биллиардах при a > 2b
и a < 2b. Соответствующие меченые молекулы различны. Такого эффекта в слу-
чае притяжения нет. Такое отличие между отталкивающим и притягивающим
потенциалом объясняется разным поведением критических траекторий матери-
альной частицы на биллиарде. Для притягивающего потенциала критические
траектории лежат только на фокальной прямой биллиардной области. Для
отталкивающего картина другая: здесь критические траектории могут лежать
также на прямой, перпендикулярной к фокальной.
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Таблица 1. Инварианты Фоменко—Цишанга для разных уровней гамильтониана H при k > 0

Значение h Инвариант Фоменко—Цишанга

k > 0

h ∈ (−k(a+b)
2 ; −k(b−λ0)

2

)

h ∈ (−k(b−λ0)
2 ; +∞)

Таблица 2. Инварианты Фоменко—Цишанга для разных уровней гамильтониана H при k < 0,
a < 2b

Значение h Инвариант Фоменко—Цишанга

k < 0, a < 2b

h ∈ (−kb
2 ; −ka

2

)

h ∈ (−ka
2 ;−kb

)

h ∈ (−kb;−ka), h �= −k(a+b)
2

h ∈ (−ka; +∞)
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Таблица 3. Инварианты Фоменко—Цишанга для разных уровней гамильтониана H при k < 0,
a � 2b

Значение h Инвариант Фоменко—Цишанга

k < 0, a � 2b

h ∈ (−kb
2 ;−kb

)

h ∈ (−kb; −ka
2

)

h ∈ (−ka
2 ;−ka

)
, h �= −k(a+b)

2

h ∈ (−ka; +∞)

5. Бифуркационные диаграммы.
Алгебраический подход

Перейдём к доказательству теорем 3 и 4. В частности, мы будем пользо-
ваться важной работой М. П. Харламова [10]. Рассмотрим уравнения (22). Они
задают дополнительные условия на λ1 и λ2. Учитывая остальные неравенства из
определения эллиптических координат (∗∗∗), мы получаем следующие условия
на параметры λ1 и λ2, т. е. систему неравенств

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

−a � λ1 � −b,

λ0 � λ2 � 0,

V (λ1) � 0,

V (λ2) � 0.
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Пользуясь явной формулой полинома V (23), можно определить, в каких пре-
делах должны лежать переменные λ1 и λ2, чтобы полином V был неотрица-
тельным. Для этого нужно также учитывать взаимное расположение чисел a,
b, λ0, ξ, η и 0. Напомним, что a и b—полуоси внешнего эллипса, λ0 —параметр
внутреннего софокусного эллипса, ξ и η —корни полинома V (cм. (23)). Пе-
ребирая все возможные варианты, получаем следующие неравенства. Сначала
перечислим их для притягивающего потенциала, т. е. при k > 0 (см. табл. 4).

Таблица 4. Неравенства при k > 0

Неравенство Область

1 η � ξ � −a � −b � λ0 � 0 —

2 η � −a � ξ � −b � λ0 � 0 —

3 η � −a � −b � ξ � λ0 � 0 —

4 η � −a � −b � λ0 � ξ � 0 —

5 η � −a � −b � λ0 � 0 � ξ —

6 −a � η � ξ � −b � λ0 � 0 —

7 −a � η � −b � ξ � λ0 � 0 —

8 −a � η � −b � λ0 � ξ � 0 λ1 ∈ [−a, η], λ2 ∈ [λ0, ξ]

9 −a � η � −b � λ0 � 0 � ξ λ1 ∈ [−a, η], λ2 ∈ [−λ0, 0]

10 −a � −b � η � λ0 � ξ � 0 —

11 −a � −b � η � λ0 � ξ � 0 λ1 ∈ [−a,−b], λ2 ∈ [λ0, ξ]

12 −a � −b � η � λ0 � 0 � ξ λ1 ∈ [−a,−b], λ2 ∈ [λ0, 0]

13 −a � −b � λ0 � η � ξ � 0 λ1 ∈ [−a,−b], λ2 ∈ [η, ξ]

14 −a � −b � λ0 � η � 0 � ξ λ1 ∈ [−a,−b], λ2 ∈ [η, 0]

15 −a � −b � λ0 � 0 � η � ξ —

Как видно из таблицы, в некоторых случаях допустимая область одной из
координат может оказаться пустой. Это означает, что при таких значениях ξ и η
(т. е. для соответствующих h и f) движение не происходит. Согласно таблице
только в шести случаях движение материальной точки на биллиарде действи-
тельно существует. Подставляя в неравенства значения ξ и η из формулы (23),
получаем области в R

2, изображённые на рис. 3. Согласно [10] только гра-
ничные точки этих областей могут быть критическими значениями, но не все
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граничные точки обязаны быть критическими. Пунктиром на рис. 3 как раз
обозначены точки границы, не являющиеся критическими. Соответствующее
доказательство будет приведено ниже.

Случай отталкивания, т. е. k < 0, рассматривается аналогично. Точный ре-
зультат приведён в табл. 5.

Таблица 5. Неравенства при k < 0

Неравенство Область

1 ξ � η � −a � −b � λ0 � 0 –

2 ξ � −a � η � −b � λ0 � 0 λ1 ∈ [−a, η], λ2 ∈ [−λ0, 0]
3 ξ � −a � −b � η � λ0 � 0 λ1 ∈ [−a,−b], λ2 ∈ [λ0, 0]
4 ξ � −a � −b � λ0 � η � 0 λ1 ∈ [−a,−b], λ2 ∈ [η, 0]
5 ξ � −a � −b � λ0 � 0 � η –

6 −a � ξ � η � −b � λ0 � 0 λ1 ∈ [ξ, η], λ2 ∈ [λ0, 0]
7 −a � ξ � −b � η � λ0 � 0 λ1 ∈ [ξ,−b], λ2 ∈ [λ0, 0]
8 −a � ξ � −b � λ0 � η � 0 λ1 ∈ [ξ,−b], λ2 ∈ [η, 0]
9 −a � ξ � −b � λ0 � 0 � η –

10 −a � −b � ξ � λ0 � η � 0 –

11 −a � −b � ξ � λ0 � η � 0 –

12 −a � −b � ξ � λ0 � 0 � η –

13 −a � −b � λ0 � ξ � η � 0 –

14 −a � −b � λ0 � ξ � 0 � η –

15 −a � −b � λ0 � 0 � ξ � η –

6. Области возможного движения.
Вычисление атомов

Последний столбец таблиц 4 и 5 показывает, какими могут быть значения
координат λ1 и λ2 при заданных значениях интегралов h и f . Другими слова-
ми, для данных значений интегралов есть некоторая область на биллиарде, где
может находиться материальная точка. Такие области будем называть областя-
ми возможного (допустимого) движения. Отметим, что эти области являются
образами двумерных торов Лиувилля при естественной проекции π из изоэнер-
гетического многообразия Q3 на биллиард. Обозначим все области возможного
движения для внутренних регулярных точек диаграмм (рис. 5—16).
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Случай k > 0

Рис. 5. Область для камеры 8
Рис. 6. Область возможного
движения для камеры 11

Рис. 7. Область возможного
движения для камеры 13

Рис. 8. Область возможного
движения для камеры 9

Рис. 9. Область возможного
движения для камеры 12

Рис. 10. Область возможного
движения для камеры 14

Случай k < 0

Рис. 11. Область возможного
движения для камеры 8

Рис. 12. Область возможного
движения для камеры 7

Рис. 13. Область возможного
движения для камеры 6

Рис. 14. Область возможного
движения для камеры 4

Рис. 15. Область возможного
движения для камеры 3

Рис. 16. Область возможного
движения для камеры 2
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Найденные нами области возможного движения позволяют увидеть, как пе-
рестраиваются торы Лиувилля, проходя через особый слой, а значит, вычислить
атомы. Поскольку многообразие M4 не гладкое, а кусочно-гладкое, то классиче-
ская теорема Лиувилля выполняется здесь в своём кусочно-гладком варианте.
Докажем, что регулярные слои кусочно-гладкого слоения Лиувилля гомеоморф-
ны объединению торов.

Рис. 17. Область возможных движений для камеры 9

В самом деле, рассмотрим, например, камеру 9 и соответствующие ей значе-
ния интегралов (h, f) для случая k>0 (рис. 17). Из уравнения (22) видно, что
в каждой внутренней точке области заданы четыре вектора скорости. В гра-
ничных точках их может быть два, касательных к границе области. Расслоим
область на софокусные эллипсы, точки которых снабжены соответствующими
векторами скоростей. Связная дуга эллипса, оснащённая векторами 1—2 и 3—4
(см. рис. 17), порождает две окружности в Q3 = (H = const). В самом деле,
векторы 1—2 и 3—4 совпадают на гиперболической границе (векторы скорости
направлены по касательной). Таким образом, связная часть области порожда-
ет в Q3 два цилиндра, склеенных по граничным окружностям, поскольку на
эллиптических границах биллиарда векторы 1—3 и 2—4 склеиваются. Таким
образом, для каждой компоненты связности области допустимого движения воз-
никает тор Лиувилля. Поясним, что компоненты области допустимого движения
являются проекциями торов Лиувилля на биллиард.

Остальные камеры рассматриваются аналогично. В случае k < 0 для каме-
ры 6 получается четыре тора, а для остальных камер— два тора Лиувилля.

Теперь выясним, как перестраиваются торы при переходе из одной камеры
в другую через дуги бифуркационной диаграммы.

Теорема 5. При переходе из камеры в камеру (в образе отображения мо-
мента) через сплошные дуги бифуркационной диаграммы (см. рис. 3 и 4) пере-
стройки (бифуркации) торов Лиувилля описываются атомами B или C2. При
переходе через пунктирные дуги (см. рис. 3 и 4) перестройки не происходит.

Доказательство. Шаг 1. Возьмём две соседние камеры. Каждой регуляр-
ной точке из этих камер отвечает своя область возможного движения. При
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переходе из камеры в камеру через дугу бифуркационной диаграммы, области
возможного движения перестраиваются одна в другую. Область, отвечающая
критическому значению, будем называть критической областью возможного
движения.

Шаг 2. Эту критическую область можно разбить на эллипсы, софокусные
эллипсам биллиарда и оснащёнными векторами скорости.

Шаг 3. Находим прообраз каждого такого эллипса для отображения момента
в изоэнергетическом многообразии Q3.

Шаг 4. Прообразом всей критической области возможного движения при
отображении π является критический слой некоторого атома (двумерный ком-
плекс).

Случай k > 0. На рис. 18—20 перечислены некоторые возможные случаи
критических областей возможного движения при k > 0.

Рис. 18. Критическая область
возможного движения,

соответствующая переходу
из 9 в 12

Рис. 19. Критическая область
возможного движения,

соответствующая переходу
из 8 в 9

Рис. 20. Критическая область
возможного движения,

соответствующая переходу
из 11 в 13

Сначала рассмотрим переход из камеры 9 в камеру 12 через точку на диа-
грамме. Этому значению (h, f) соответствует критическая область возможного
движения, полученная из регулярной области, соответствующей камере 9, стя-
гиванием её гиперболической границы на фокальную прямую (рис. 18). Разо-
бьём эту критическую область на софокусные эллипсы, снабжённые соответ-
ствующими векторами скоростей. Так как на критических циклах (прерывистая
линия) векторы 1—2 и 3—4 совпадают, то прообразами как верхней, так и
нижней половин эллипса при проекции π являются две окружности, соответ-
ствующие векторам 1—2 и 3—4 для каждой из половин эллипса. При этом
соответствующие «верхняя» и «нижняя» окружности имеют две общие точки
(они лежат на критических циклах). Таким образом, получаем два критических
слоя для двух 2-атомов C2. Умножим каждый из них на отрезок и склеим полу-
ченные цилиндры в соответствии с тем, что на эллиптических границах вектора
2—4 и 1—3 склеиваются. Получили критический слой 3-атома C2. Случай пе-
рехода 8—11 аналогичен.
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Теперь рассмотрим переход из камеры 8 в камеру 9. Этому значению (h, f)
соответствует критическая область возможного движения, полученная из регу-
лярной области, соответствующей камере 8, стягиванием её верхней эллипти-
ческой границы на внешнюю границу биллиарда (рис. 19). Разобьём эту крити-
ческую область на дуги софокусных эллипсов, снабжённых соответствующими
векторами скоростей. На гиперболической границе векторы 1—2 и 3—4 совпа-
дают. Следовательно, прообразом каждой дуги оснащённых эллипсов является
окружность. Умножим её на отрезок и склеим полученные цилиндры в соответ-
ствии с тем, что на внешней границе биллиарда векторы 2—4 и 1—3 совпадают,
а на внутренней они склеиваются. Таким образом получим два тора (по одному
для каждой из компонент связности критической области движения). Следова-
тельно, при переходе из камеры 8 в камеру 9 бифуркации нет. Случаи переходов
11—12 и 13—14 аналогичны.

Отметим, что именно по этой причине дуга бифуркационной диаграммы,
отделяющая камеры 8 и 9, обозначена пунктирной линией.

Наконец, рассмотрим случай перехода из камеры 13 в камеру 11. Критиче-
ская область возможного движения получается из регулярной области, соответ-
ствующей камере 13, стягиванием её нижней эллиптической границы к внут-
ренней границе биллиарда (рис. 20). Разобьём эту критическую область на ду-
ги софокусных эллипсов, снабжённых соответствующими векторами скоростей.
Прообразом каждой дуги оснащённых эллипсов являются четыре окружности,
соответствующие четырём векторам скоростей. Умножим каждую из них на от-
резок и склеим полученные цилиндры в соответствии с тем, что на внутренней
границе биллиарда векторы 2—4 и 1—3 совпадают. Таким образом, получим два
тора. Следовательно, как и в случае перехода 8—9, бифуркации нет. Аналогично
рассматривается случай перехода 12—14. На этом случай k > 0 исчерпан.

Случай k < 0.
Отметим, что случаи переходов из камеры 8 в камеру 7 и из камеры 4 в ка-

меру 3 рассматриваются аналогично переходу из камеры 11 в камеру 12 при
k > 0. Здесь также нет бифуркаций. Случаи переходов 8—4, 7—3, 2—3 рас-
сматриваются аналогично случаю перехода 9—12 при k > 0. Также получаются

Рис. 21. Область перехода
из 8 в 7

Рис. 22. Область перехода
из 8 в 4

Рис. 23. Область перехода
из 2 в 3
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Рис. 24. Область перехода
из 2 в 6

Рис. 25. Область перехода
из 6 в 7

атомы C2. Критические области движения, критические циклы и разбиения на
оснащённые эллипсы приведены на рис. 21—24.

Рассмотрим случай перехода из камеры 6 в камеру 7. Критическая область
возможного движения получается из регулярной области, соответствующей ка-
мере 6, стягиванием гиперболической границы, которой соответствует больший
коэффициент, на горизонтальную прямую (рис. 25). Будем рассматривать пра-
вую компоненту связности критической области движения. Разобьём эту об-
ласть на софокусные эллипсы, оснащённые векторами скоростей. На гипербо-
лической границе и на критическом цикле (прерывистая линия) векторы 1—2
и 3—4 совпадают. Следовательно, прообразом оснащённой дуги эллипса при
проекции π являются два критических слоя 2-атома B, каждый из которых
соответствует парам векторов 1—2 и 3—4. Умножим эти критические слои на
отрезок и склеим цилиндры в соответствии с тем, что на стенках биллиарда
векторы 2—4 и 1—3 склеиваются. Получили критический слой 3-атома B. Для
левой компоненты связности критической области движения повторим анало-
гичные рассуждения. Таким образом получили два 3-атома B.

Теорема доказана.

7. Доказательство теоремы 4.
Инварианты Фоменко—Цишанга
(меченые молекулы)

Теперь можно строить грубые изоэнергетические молекулы. Для этого на
образе отображения момента (рис. 3 и 4) нужно провести вертикальную пря-
мую через нужное значение h и поставить в соответствие точкам пересечения
этой прямой с дугами бифуркационной диаграммы соответствующие 3-атомы.
Результат приведён в таблицах 1—3.

Зафиксируем значение гамильтониана H. Рассмотрим пересечение прямой
h = const с образом отображения момента (рис. 26). Как было показано вы-
ше, граничным точкам отрезка пересечения соответствуют атомы A, а точкам,
попавшим внутрь камер или на пунктирные дуги, — торы. Перестройкам этих
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торов соответствуют точки пересечения отрезка с остальными точками бифур-
кационной диаграммы. Атомы, описывающие эти перестройки, были вычислены
в теореме 5.

Рис. 26. Бифуркационная диаграмма

В качестве примера разберём случай k > 0 и h ∈ (−k(b − λ0)/2;+∞)
(рис. 26). Каждой из камер 11, 8 и 9 соответствуют два тора Лиувилля. Сле-
довательно, и каждой граничной точке отрезка соответствуют два 3-атома A.
Прообразом окрестности точки пересечения отрезка с дугой диаграммы, разде-
ляющей камеры 11 и 8, является 3-атом C2 (см. теорему 5). В итоге получаем
следующую грубую молекулу (рис. 27).

Рис. 27. Грубый инвариант Фоменко—Цишанга для случая k > 0 и h ∈ (−k(b − λ0)/2; +∞)

Теперь перейдём к вычислению меток. Для этого используем алгоритм, пред-
ложенный В. В. Фокичевой [8].

В качестве примера рассмотрим подсчёт для случая переходов на прямой
4—3—7—6 (рис. 28) при k < 0.

Циклы λ обозначены чёрными линиями, циклы μ—прерывистыми линиями.
Первым шагом выбираем цикл λ, исчезающий на критическом слое атома A
в четвёртой области, и цикл μ, его дополняющий. Циклы в отрицательной
части окрестности атома C2 выбираем такими же с точностью до ориентации.
Матрица склейки имеет вид (

1 0
0 −1

)
,
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Рис. 28. Перестройка областей возможного движения, оснащённых циклами, при переходе
4—3—7—6 между камерами

она даёт метки на первом ребре r = ∞, ε = 1. Циклы положительной окрестно-
сти атома C2 выбираются согласованными. Затем повторяем рассуждения. На
последнем ребре в окрестности атома A выбираем исчезающий цикл λ и его
дополняющий μ. Получаем матрицу

(
0 1
1 0

)
,

которая даёт метки r = 0, ε = 1. В результате получили меченую молекулу
(рис. 29).

Рис. 29. Инвариант Фоменко—Цишанга

Остальные случаи молекул разбираются аналогично.

8. Биллиард в эллипсе
в поле гуковской потенциальной силы

Родственная задача о биллиарде в эллипсе в поле гуковской центральной
силы была разобрана И. Ф. Кобцевым [5]. Полезно сравнить эти две задачи.
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Ниже кратко излагается работа И. Ф. Кобцева.

Теорема 6 (И. Ф. Кобцев). Бифуркационные диаграммы и образ отображе-
ния момента для случаев k > 0 и k < 0 изображены на рис. 30 и 31 соответ-
ственно. Инварианты Фоменко—Цишанга для разных уровней гамильтониана H
показаны в табл. 6—8.

Рис. 30. Диаграмма при k > 0 Рис. 31. Диаграмма при k < 0

Сравним наши результаты с теоремой Кобцева.

а) Интересно отметить, что хотя топологически биллиарды в кольце и эл-
липсе различны, из рис. 30 и 31 видно, что бифуркационные диаграммы
совпадают с точностью до пунктирных линий.

Таблица 6. Инварианты Фоменко—Цишанга для разных уровней гамильтониана H в случае
эллипса при k > 0

Значение h Инвариант Фоменко—Цишанга

k > 0

h ∈ (−k(a+b)
2 ; −k(b−λ0)

2

)

h ∈ (−k(b−λ0)
2 ; +∞)



222 С. Е. Пустовойтов

Таблица 7. Инварианты Фоменко—Цишанга для разных уровней гамильтониана H в случае
эллипса при k < 0, a < 2b

Значение h Инвариант Фоменко—Цишанга

k < 0, a > 2b

h ∈ (−kb
2 ; −ka

2

)

h ∈ (−ka
2 ;−kb

)

h ∈ (−kb; −k(a+b)
2

)

h ∈ (−k(a+b)
2 ;−ka

)

h ∈ (−ka; +∞)

б) Важно отметить, что, хотя бифуркационные диаграммы «кольцевого» бил-
лиарда и биллиарда в эллипсе совпали, многие инварианты Фоменко—Ци-
шанга оказываются существенно различными. Это означает, что эти две
биллиардные задачи в целом лиувиллево не эквивалентны. Отличия: в мо-
лекулах И. Ф. Кобцева встречается атомы со звездочкой A∗. Звездочки
возникают благодаря тому, что на биллиарде присутствуют фокусы.

в) Всё же есть совпадающие молекулы. Это так, например, для случая k < 0,
a < 2b и h ∈ (−ka/2;−kb). Это связано с тем, что области возможного
движения для данного уровня интегралов не содержат внутренней грани-
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Таблица 8. Инварианты Фоменко—Цишанга для разных уровней гамильтониана H в случае
эллипса при k < 0, a � 2b

Значение h Инвариант Фоменко—Цишанга

k < 0, a � 2b

h ∈ (−kb
2 ;−kb

)

h ∈ (−kb; −ka
2

)

h ∈ (−ka
2 ; −k(a+b)

2

)

h ∈ (−k(a+b)
2 ;−ka

)

h ∈ (−ka; +∞)

цы биллиарда. Следовательно, её наличие никак не влияет на перестройку
торов Лиувилля, и молекула не меняется.

Комментарий. Казалось бы, кольцевой биллиард можно заменить на ему
эквивалентный, устремив внутренний эллипс к пределу, где он вырождает-
ся в отрезок, и тем самым свести нашу задачу к случаю эллипса. Но при
устремлении к пределу всё ещё остаётся стенка внутри биллиарда, от которой
отражается материальная точка. Следовательно, подобным образом «кольцевой»
биллиард нельзя свести к эллиптическому.
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9. Кольцевой биллиард лиувиллево эквивалентен
некоторым другим интегрируемым системам

Так как меченая молекула определяет слоение, системы лиувиллево эквива-
лентны, если и только если их меченые молекулы совпадают. Таким образом,
поставим в соответствие системе данной работы эквивалентные ей другие ин-
тегрируемые системы.

Теорема 7. Кольцевой биллиард лиувиллево эквивалентен интегрируемым
системам динамики твёрдого тела, перечисленным в таблице 9.

Таблица 9. Эквивалентные системы динамики твёрдого тела

Молекула Случаи интегрируемости

для динамики твёрдого тела

Лагранж (1), Эйлер (1)

Ковалевская (5), Жуковский (2)

Эйлер (2), Клебш (10)

Эти же молекулы были получены В. В. Фокичевой [8] для схожих биллиар-
дов, но без потенциала.

Исследование выполнено в рамках Программы Президента Российской Фе-
дерации для государственной поддержки ведущих научных школ РФ (грант
НШ-6399.2018.1, соглашение № 075-02-2018-867).
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