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Аннотация

Получены оценки сверху для скорости сходимости распределения состояния вос-
станавливаемого элемента с тёплым резервом в случае, когда времена работы и вос-
становления обоих элементов могут быть зависимы и они ограничены сверху и снизу
экспоненциальным распределением. Полученный результат позволяет оценивать ско-
рость сходимости коэффициента готовности к стационарному значению.

Abstract

G. A. Zverkina, On the exponential convergence rate of the distribution for
some nonregenerative reliability system, Fundamentalnaya i prikladnaya matematika,
vol. 23 (2020), no. 1, pp. 145—160.

Exponential upper bounds for the convergence rate of the distribution of restorable
element with partially energized standby redundancy are found, in the case where all
working and repair times are bounded by an exponential random variable (upper and
lower), and working and repair times can be dependent. The convergence rate of the
availability factor is estimated.

1. Введение

1.1. Мотивация

Как хорошо известно, математическая теория надёжности исследует поведе-
ние систем (элементов, приборов и т. п.), которые могут отказывать в случайные
моменты времени (см., например, [1]). Важной частью теории надёжности явля-
ется исследование поведения восстанавливаемого элемента, под которым может
пониматься как отдельный прибор (устройство), так и сложная техническая си-
стема. Этот элемент безотказно работает в течение случайного времени, затем
в течение случайного времени он восстанавливается и снова начинает работать.
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В технических приложениях в ситуациях, когда безотказная работа иссле-
дуемого элемента очень важна, этот элемент имеет некую «страховку» в виде
резервных элементов.

Это могут быть дополнительные элементы, «находящиеся на складе»: они
подключаются к работе через некоторое время после отказа работающего эле-
мента. В ряде случаев такие перерывы в работе недопустимы, поэтому резерв-
ные элементы могут также находиться в «горячем», «тёплом» или «холодном»
резерве.

Если элементы находятся в «холодном» резерве, то они не работают и вклю-
чаются в работу только после отказа основного элемента. Эта ситуация совпа-
дает с поведением системы массового обслуживания с конечным числом мест
для ожидания, и здесь такая задача рассматриваться не будет.

Если резервные элементы находятся в «горячем резерве», это означает, что
они работают в полную силу (но вхолостую) и сразу после отказа основного
элемента его работа переключается на один из резервных элементов— есте-
ственно, на тот, который в момент отказа основного элемента находится в ра-
бочем состоянии. При этом обычно предполагается, что распределение времени
безотказной работы и времени восстановления резервных элементов совпадает
с соответствующими распределениями для основного элемента. Работа или вос-
становление любых элементов системы независимы. Понятно, что такое горячее
резервирование излишне затратное. Поведение такой системы описывается по-
ведением системы массового обслуживания с конечным количеством постоянно
работающих приборов; здесь такая задача рассматриваться не будет.

Во многих технических системах резервные элементы находятся в «тёплом
резерве», т. е. в случае исправности основного элемента они работают «не в пол-
ную силу». При этом время безотказной работы резервного элемента в холостом
режиме существенно увеличивается, и в случае отказа основного элемента ре-
зервный элемент очень быстро переключается в рабочий режим. В этом случае,
как правило, распределение времени безотказной работы (включая нахождение
в резерве) и время восстановления резервного элемента из «тёплого» резерва
отличается от соответствующих распределений основного элемента.

Важной характеристикой для восстанавливаемого элемента (или системы,
состоящей из восстанавливаемых элементов) является коэффициент надёжно-
сти KΓ(t)—вероятность того, что в момент t элемент (система) исправен. Для
большинства восстанавливаемых систем существует предел

lim
t→∞KΓ(t) = KΓ(∞),

и важно знать, какова скорость этой сходимости.
Заметим, что

KΓ(t) = P{Xt ∈ S0},

где Xt —это состояние рассматриваемой системы, а S0 —подмножество из про-
странства состояний системы. Поэтому для оценки скорости сходимости KΓ(t)
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к стационарному значению достаточно оценить скорость сходимости распреде-
ления случайной величины Xt к стационарному распределению— в тех случаях,
когда вычисление KΓ(t) затруднительно или невозможно.

2. Восстанавливаемый элемент
с одним элементом тёплого резерва:
случай цепи Маркова в непрерывном времени

2.1. Восстанавливаемый элемент без резервирования

Для одного восстанавливаемого элемента с функцией распределения време-
ни работы F (s) = 1 − e−λs и функцией распределения времени восстановления
G(s) = 1 − e−μs, как известно, в случае KΓ1(0) = 1 (см., например, [1, § 2.3])

KΓ1(t)
def= P{в момент t элемент исправен} =

μ + λe−(λ+μ)t

μ + λ
. (1)

Соответственно, скорость сходимости коэффициента готовности KΓ1(t) к его
стационарному значению

KΓ1(∞) def=
μ

μ + λ
легко находится, она экспоненциальна:

KΓ1(t) − KΓ1(∞) =
λe−(λ+μ)t

μ + λ
. (2)

2.2. Восстанавливаемый элемент с тёплым резервом

Теперь рассмотрим восстанавливаемый элемент в ситуации, когда время ра-
боты (и пребывания в состоянии тёплого резерва) и время восстановления ре-
зервного элемента также имеют экспоненциальное распределение. Это значит,
что исправный резервный элемент имеет интенсивность отказа, зависящую
от состояния основного восстанавливаемого элемента. А именно, первый (ос-
новной) элемент имеет функцию распределения времени безотказной работы
F1(s) = 1 − e−λ1s и в случае отказа время его восстановления имеет функцию
распределения G1(s) = 1 − e−μ1s; эти распределения не зависят от состояния
резервного элемента. Таким образом, если первый (основной) элемент исправен
в момент времени t, то

P{основной элемент откажет за время [t, t + Δ]} = λ1Δ + o(Δ). (3)

Если в момент времени t основной элемент восстанавливается, то

P{основной элемент станет исправен за время [t, t + Δ]} = μ1Δ + o(Δ). (4)

Постоянные величины λ1 и μ1 — это постоянные интенсивности отказов и
восстановлений соответственно.
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Второй (резервный) элемент имеет интенсивность отказа, зависящую от со-
стояния основного элемента:

1) если основной элемент исправен, то интенсивность отказа резервного эле-
мента равна λ2;

2) в противном случае интенсивность отказа резервного элемента равна Λ.
Если резервный элемент неисправен, то интенсивность его восстановления рав-
на μ2 (для простоты здесь мы полагаем, что эта интенсивность не зависит от
состояния основного восстанавливаемого элемента).

Предполагается, что в начальный момент времени t = 0 оба элемента ис-
правны.

Состояние описываемой системы надёжности из двух элементов в момент
времени t обозначается парой Xt = (it, jt), где it, jt ∈ {0; 1}; первая компонента
этой пары описывает состояние первого элемента, а вторая— второго. Исправ-
ное состояние каждого из элементов соответствует значению 0, а неисправное
состояние обозначается 1. Процесс Xt —это цепь Маркова в непрерывном вре-
мени с пространством состояний X = {(0, 0), (1, 0), (0, 1), (1, 1)}. Коэффициент
готовности этой системы— это

KΓ2

def= P{Xt �= (1, 1)}.
Обозначим

pi,j
def= P{Xt = (i, j)}.

Аналогично (3), (4), учитывая формулу полной вероятности, имеем
⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

p0,0(t + Δ) = p0,0(1 − λ1Δ − λ2Δ) + p1,0μ1Δ + p0,1μ2Δ + o(Δ),
p1,0(t + Δ) = p1,0(1 − μ1Δ − ΛΔ) + p0,0λ1Δ + p1,1μ2Δ + o(Δ),
p0,1(t + Δ) = p0,1(1 − μ2Δ − λ1Δ) + p0,0λ2Δ + p1,1μ1Δ + o(Δ),
p1,1(t + Δ) = p1,1(1 − μ1Δ − μ2Δ) + p1,0λ2Δ + p0,1λ1Δ + o(Δ).

Учитывая, что p0,0 + p1,0 + p0,1 + p1,1 = 1, получаем уравнения Колмогорова:
⎧
⎪⎨

⎪⎩

ṗ0,0(t) = p0,0(−λ1 − λ2) + p1,0μ1 + p0,1μ2,

ṗ1,0(t) = p0,0(λ1 − μ2) + p1,0(−μ1 − Λ − μ2) − p0,1μ2 + μ2,

ṗ0,1(t) = p0,0(λ2 − μ1) − p1,0μ1 + p0,1(−μ2 − λ1 − μ1) + μ1.

(5)

Поскольку p0,0(t) + p0,1(t) = KΓ1(t)—коэффициент готовности основного эле-
мента,

α1
def= −(λ1 + μ1)

является собственным значением системы (5) (см. (1)).
Оставшиеся два собственных значения— это решения квадратного уравне-

ния:

α2,3 =
−Λ
2

− λ1

2
− λ2

2
− μ1

2
− μ2 ±

±
√

(Λ + μ1)2 + (λ1 + λ2)2 + 2μ1(λ1 − λ2 + 2μ2 − 8) − 2Λ(λ1 + λ2)
2

. (6)
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Заметим, что в рассмотренном случае скорость сходимости коэффициента го-
товности KΓ2(t) = p0,0(t) + p0,1(t) + p1,0(t) к стационарному значению

KΓ2(∞) =
μ1

(
μ1λ2 + Λ(λ1 + λ2) + 2(μ2

2 + μ1 − μ2)
)

(λ1 + μ1)
(
μ1(2 + λ2) + μ2(μ2 + Λ + λ1 + λ2) + Λ(λ1 + λ2)

) +

+
μ2

(
λ1(λ1 + λ2 + μ2) + μ1μ2(2λ1 + λ2 + Λ)

)

(λ1 + μ1)
(
μ1(2 + λ2) + μ2(μ2 + Λ + λ1 + λ2) + Λ(λ1 + λ2)

)

может быть меньше, чем в (2).
Действительно,

KΓ2(t) = KΓ2(∞) + C1e
α1t + C2e

α2t + C3e
α3t,

где C1, C2, C3 зависят от начального состояния системы. Если Λ, λ2 и μ2

достаточно малы, то в соответствии с (6)

α2
def=

−Λ
2

− λ1

2
− λ2

2
− μ1

2
− μ2 +

√
∗ ∗ ∗

2
> α1,

и скорость сходимости KΓ2(t) к предельному значению не менее C2e
α2t — есте-

ственно, в том случае, когда C2 �= 0.
Напомним, что важной задачей теории надёжности является оценка скоро-

сти сходимости коэффициента готовности к стационарному состоянию не только
в описанном выше простейшем (экспоненциальном) случае, но и в более слож-
ных ситуациях.

В этой работе мы рассмотрим случай, когда распределения времени рабо-
ты и восстановления основного и резервного элементов могут зависеть друг от
друга и их распределение описывается ограниченными сверху и снизу интен-
сивностями.

Для оценки скорости сходимости коэффициента готовности к стационарно-
му значению будет оценена скорость сходимости распределения полного со-
стояния восстанавливаемой системы в метрике полной вариации. Из оценки
этой скорости сходимости автоматически вытекает оценка скорости сходимости
коэффициента готовности.

Для получения оценки скорости сходимости распределения полного состоя-
ния восстанавливаемой системы в метрике полной вариации будет использован
метод склеивания и марковизация полумарковского процесса, описывающего
поведение восстанавливаемой системы с помощью пополнения пространства со-
стояний системы. Напомним, что вычисления будут делаться в предположении,
что распределения работы и восстановления обоих элементов описываются огра-
ниченными сверху и снизу интенсивностями. В этом случае будет показано, что
скорость сходимости параметров изучаемой восстанавливаемой системы экспо-
ненциальна. Такого рода результаты имеют много важных приложений (см.,
например, [10,11]).
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3. Восстанавливаемый элемент с тёплым резервом:
полумарковский случай

Итак, рассматривается восстанавливаемая система, состоящая из двух эле-
ментов. Предполагается, что теперь распределения времени работы и отказа
могут быть неэкспоненциальными, но они являются абсолютно непрерывными.

Под полным состоянием системы мы будем понимать две пары:

Xt
def=

(
(it, xt), (jt, yt)

)
, (7)

где it = 0 или it = 1, если первый (основной) элемент работает или нет со-
ответственно в момент времени t. Величина xt равна времени, прошедшему
с последнего изменения состояния it первого (основного) элемента до момен-
та времени t. Пара (jt, yt) описывает состояние резервного элемента в момент
времени t точно таким же образом.

Заметим, что, как правило, поведение восстанавливаемой системы с резер-
вированием описывается полумарковским (линейчатым) процессом (см., напри-
мер, [2]). Однако использование вместо функций распределения их интенсив-
ностей позволяет рассматривать этот процесс как марковский процесс Xt на
пространстве состояний

X def= {0, 1} × R+ × {0, 1} × R+.

3.1. Описание поведения процесса с помощью интенсивностей

В значительном количестве публикаций по теории массового обслуживания
и теории надёжности используется постоянная интенсивность поступления
требований, окончания обслуживания или отказов. Постоянная интенсивность
соответствует экспоненциальному распределению (времени между поступле-
ниями требований, времени обслуживания, времени безотказной работы или
восстановления). Поведение моделей теории массового обслуживания и тео-
рии надёжности с постоянными интенсивностями описывается цепью Марко-
ва в непрерывном времени, как было показано в разделе (2.2). Тем не менее
во многих прикладных задачах возникает необходимость рассматривать произ-
вольные распределения описанных выше величин, и в этом случае используется
понятие интенсивности завершения случайного периода времени (см., напри-
мер, [1,2]).

Определение 1. Пусть T —это некоторый случайный период времени
(с функцией распределения Φ(x)), начавшийся в момент времени t = 0. Пусть
к моменту времени s > 0 этот период T не закончился. Тогда

P{T ∈ (s, s + Δ] | T > s} =
Φ(s + Δ) − Φ(s)

1 − Φ(s)
.
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Если функция распределения Φ(x) абсолютно непрерывна, то

φ(s) def= lim
Δ↓0

P{T ∈ (s, s + Δ] | T > s}
Δ

=
Φ′(s + 0)
1 − Φ(s)

.

Функция φ(s) называется интенсивностью окончания случайного перио-
да T в момент s при условии, что T � s.

Замечание 1. Из определения 1 следует, что

P{T ∈ (s, s + Δ] | T > s} = φ(s)Δ + o(Δ).

Замечание 2. Функция распределения и плотность распределения случай-
ной величины T могут быть определены по интенсивности окончания перио-
да T :

Φ(s) = 1 − exp
(

−
s∫

0

φ(u) du

)

, Φ′(s) = φ(s) exp
(

−
s∫

0

φ(u) du

)

. (8)

Легко видеть, что если функция распределения случайной величины T экс-
поненциальна, то интенсивность окончания этого периода постоянна, и наобо-
рот.

Если функция распределения Φ(s) не является непрерывной, то также можно
рассматривать интенсивность для функции распределения Φ(s), но формулы (8)
принимают другой вид, учитывающий скачки функции распределения.

Определение 2. Случайная величина η не превосходит случайную величи-
ну θ по распределению, если для всех s ∈ R верно неравенство

Fη(s) = P{η � s} � P{θ � s} = Fθ(s).

Иначе говоря, функция распределения случайной величины θ не превосходит
функции распределения случайной величины η по распределению. Это отноше-
ние порядка. Обозначим его через η ≺ θ (см. [5]).

Замечание 3. Если интенсивность φ(s) окончания случайного периода T
удовлетворяет неравенству

0 < c < φ(s) < C < ∞,

то
T− ≺ T ≺ T+, (9)

где P{T− � s} = 1 − e−Cs и P{T− � s} = 1 − e−cs. Соответственно, E T � 1/c.
Действительно, в соответствии с (8)

P{T− � s} = 1 − exp
(

−
s∫

0

C du

)

, P{T− � s} = 1 − exp
(

−
s∫

0

cdu

)

,

откуда и следует (9).
После этих подготовительных сведений опишем поведение рассматриваемой

восстанавливаемой системы на языке интенсивностей.
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3.2. Предположения и обозначения

Предполагаем, что первый (основной) элемент имеет интенсивность отка-
за (в работающем режиме) и интенсивность восстановления (в неработающем
режиме), зависящие от полного состояния системы: λ1(Xt) и μ1(Xt) соответ-
ственно. Точно так же второй элемент имеет интенсивность отказа λ2(Xt), а
интенсивность восстановления второго (резервного) элемента в случае отказа
равна μ2(Xt). Предполагаем, что при восстановлении первый (основной) эле-
мент сразу начинает работать, а резервный элемент, даже если он был исправен,
переходит в состояние тёплого резерва. Иначе говоря,

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

P{it+Δ = 1, xt+Δ ∈ [0,Δ), jt+Δ = jt, yt+Δ = yt + Δ | it = 0} =
= λ1(Xt)Δ + 0(Δ),

P{it+Δ = 0, xt+Δ ∈ [0,Δ), jt+Δ = jt, yt+Δ = yt + Δ | it = 1} =
= μ1(Xt)Δ + 0(Δ),

P{jt+Δ = 0, yt+Δ ∈ [0,Δ), it+Δ = it, xt+Δ = xt + Δ | jt = 0} =
= λ(Xt)Δ + 0(Δ),

P{jt+Δ = 1, yt+Δ ∈ [0,Δ), it+Δ = it, xt+Δ = xt + Δ | jt = 1} =
= μ2(Xt)Δ + 0(Δ).

(10)

Соотношения (10) задают переходную функцию процесса Xt, т. е. процесс Xt

является марковским процессом с пространством состояний X и с переходными
вероятностями (10).

Описанная здесь модель включает в себя рассмотренный ранее экспоненци-
альный случай, а также ситуации, когда в случае большой продолжительности
работы основного элемента резервный элемент заранее начинает работать в бо-
лее интенсивном режиме, чтобы быстрее включиться в работу в случае отказа
основного элемента. Также работа основного элемента может быть менее ин-
тенсивной, если неисправен резервный элемент, чтобы исключить возможность
одновременной неисправности обоих элементов, и пр.

Предположения. Положим, что

0 < λ−
m � λm(Xt) � λ+

m < ∞,

0 < μ−
m � μm(Xt) � μ+

m < ∞.
(11)

Введём дополнительные случайные величины ξ+
m, ξ−m, ζ+

m, ζ−m:

P{ξ+
m � s} = 1 − exp

( s∫

0

−λ+
m(u) du

)

, P{ξ−m � s} = 1 − exp
( s∫

0

−λ−
m(u) du

)

,

P{ζ+
m � s} = 1 − exp

( s∫

0

−μ+
m(u) du

)

, P{ζ−m � s} = 1 − exp
( s∫

0

−μ−
m(u) du

)

.

(12)
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В дальнейшем мы будем рассматривать наборы таких случайных величин ξ+
m(k),

ξ−m(k), ζ+
m(k), ζ−m(k), k ∈ N, полагая эти случайные величины независимыми

в совокупности.

Замечание 4. Обозначим через ξm(k) k-й период работы m-го элемента
(m = 1, 2), а через ζm(k)— k-й период восстановления m-го элемента. В со-
ответствии с замечанием 3

ζm(k) ≺ ζ−m, ξm(k) ≺ ξ−m.

3.3. Эргодичность процесса Xt

Обозначим через Pt распределение процесса Xt в момент времени t, т. е.
Pt(A) = P{Xt ∈ A}, A ∈ B(X ). Очевидно, Pt зависит от X0. При этом про-
цесс Xt не является регенерирующим, и стандартные методы доказательства
его эргодичности как регенерирующего процесса неприменимы (см. [6,7]).

Лемма 1. В условиях (11) процесс Xt является эргодическим, т. е. су-
ществует инвариантная вероятностная мера P на пространстве X , такая что
Pt =⇒ P для всех начальных состояний X0 процесса Xt.

Доказательство. Обозначим (для m = 1, 2, . . .)

θ1
def= inf{t > 0: it = 0}, θ′1

def= inf{t > θ1 : it = 1},

θm+1
def= inf{t > θ′m : it = 0}, θ′m+1

def= inf{t > θ′m+1 : it = 0}.

θk —это момент k-го восстановления основного элемента.
Из замечаний 3 и 4 получаем, что

E θ1 � 1
λ−

1

+
1

μ−
1

, E (θk+1 − θk) � 1
λ−

1

+
1

μ−
1

. (13)

Возьмём достаточно малое ε > 0 и обозначим

Sε def= {(1, x, 1, y) : max{x, y} < ε}, Sε ⊂ X .

В момент времени θk (k > 1) первый (основной) восстанавливаемый элемент
переходит в рабочее состояние; iθk

= 0, xθk
= 0.

Относительно второго (резервного) элемента возможны два случая.
1. Если jθk

= 1, т. е. второй элемент неисправен, то остаточное время его
пребывания в неисправном состоянии по распределению меньше случайной ве-
личины ζ−2 и с вероятностью, большей чем


1
def= 1 − e−εμ−

2 ,

второй элемент перейдёт в исправное состояние за время, меньшее ε, т. е. до
момента времени θk + ε процесс Xt окажется в множестве Sε.
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2. Если jθk
= 0, т. е. второй элемент исправен, то его остаточное время

пребывания в исправном состоянии по распределению меньше случайной ве-
личины ξ−, а последующее время восстановления по распределению меньше
случайной величины ζ−2 . Поэтому с вероятностью, большей чем


2
def=

(
1 − e−(ε/2)μ−

2
)(

1 − e−(ε/2)λ−
2
)
,

второй элемент откажет быстрее, чем через время ε/2, и затем восстановится
быстрее, чем за время ε/2, т. е. с вероятностью, большей чем 
2, к моменту
времени θk + ε процесс Xt окажется в множестве Sε.

Таким образом, с вероятностью, большей чем



def= min{
1,
2} > 0,

при некотором ϑk ∈ [θk, θk + ε] процесс Xϑk
окажется в маленьком подмноже-

стве Sε пространства состояний X . Значит, время между последовательными
попаданиями процесса Xt в множество Sε является геометрической суммой
случайных величин с конечными средними (см. (13)) и имеет конечное матема-
тическое ожидание. Поэтому процесс Xt удовлетворяет условию Дёблина—Ду-
ба [3, гл. 6, § 2], и по теореме Дуба [3, теорема 2.1] процесс Xt эргодичен,
т. е. существует единственная вероятностная мера P, такая что распределение
процесса Xt сходится к нему в метрике полной вариации с экспоненциальной
скоростью.

4. Основной результат

Теорема 1. Если выполнены условия (11), то для любого начального состо-
яния X0 процесса Xt можно вычислить числа α > 0 и K = K(α, λ−

m, λ+
m, μ−

m, μ+
m),

такие что ‖Pt −P‖TV � Ke−αt для всех t � 0. Здесь ‖ · ‖TV обозначает метрику
полной вариации.

Следствие 1. В условиях теоремы 1 верно неравенство

|KΓ2(t) − KΓ2(∞)| � Ke−αt,

поскольку коэффициент готовности рассматриваемой восстанавливаемой систе-
мы равен

KΓ2(t) = P

{
Xt /∈

{(
(1, ·), (1, ·)

)}}
= 1 − Pt

(
(1, ·), (1, ·)

)
.

Доказательство теоремы 1— это построение алгоритма вычисления чисел
α > 0 и K, и этот алгоритм основан на методе склеивания марковских про-
цессов (см., например, [8, 13]). В этой работе не будет полного описания этого
алгоритма, поскольку оно занимает много места и требует большого количества
вычислений. Мы изложим только основные идеи доказательства.

Напомним, что «классический» метод склеивания неприменим для иссле-
дуемой модели, поскольку её поведение описывается марковским процессом
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в непрерывном времени. Поэтому будет использовано понятие успешной склей-
ки, предложенное в [9]. Также будет использовано понятие «общей части рас-
пределений», т. е.

κ
def=

∫

R

min{f1(u), f2(u)}du,

где fm(·) являются плотностями распределений. В доказательстве применяет-
ся основная лемма склеивания в её простейшем виде (см., например, [12, 14]).
О применении метода склеивания в теории массового обслуживания см., напри-
мер, [15,16].

4.1. Успешная склейка

Пусть Xt и X̂t —два независимых марковских процесса с одной и той же
переходной функцией (10), но с разными начальными состояниями в момент
времени t = 0.

Пусть на некотором вероятностном пространстве построены (зависимые)
процессы Yt =

(
(it, xt), (jt, yt)

)
и Ŷt =

(
(̂ıt, x̂t), (ĵt, ŷt)

)
таким образом, что

1) Yt
D= Xt и Ŷt

D= X̂t для всех фиксированных t;
2) P{τ(X0, X̂0) < ∞} = 1, где τ(X0, X̂0) = τ(Y0, Ŷ0) = inf{t > 0: Yt = Ŷt}.

Такая пара процессов Yt =
(
(it, xt), (jt, yt)

)
и Ŷt =

(
(̂ıt, x̂t), (ĵt, ŷt)

)
называет-

ся успешной склейкой процессов Xt и X̂t, а τ(X0, X̂0) называетсямоментом
склеивания.

Нашей задачей будет конструирование успешной склейки и оценка экспо-
ненциальных моментов случайной величины τ(X0, X̂0).

4.2. Конструирование процессов Yt и Ŷt

Для конструирования процессов Yt и Ŷt возьмём пространство

∞∏

k=0

(Ωk, Pk,Bk),

где (Ωk, Pk,Bk)—некоторое вероятностное пространство, на котором в дальней-
шем будут строиться нужные для конструкции успешной склейки случайные ве-
личины. Конструирование будет проводиться пошагово, в те моменты времени
t1, t2, . . . , когда меняется одна из компонент i, j, ı̂, ĵ пары (Yt, Ŷt).

Пусть в момент tk известно состояние обоих процессов и, следовательно,
известны интенсивности окончания пребывания обоих приборов в том состоя-
нии, в котором они находятся, т. е. известны совместные распределения этих
остаточных времён пребывания приборов в их состояниях. Значит, в соответ-
ствии с определением состояния процесса (7) в момент tk известны величины
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itk
, jtk

, ı̂tk
, ĵtk

и совместное распределение остаточных времён случайных вели-
чин xtk

, ytk
, ı̂tk

, ĵtk
. Это четыре случайные величины, и известно их совместное

распределение.
На этом шаге используется одно из пространств (Ωk, Pk,Bk), и на нём стро-

ятся эти четыре случайные величины— таким образом, что их совместное рас-
пределение совпадает с заданным. После этого выбирается минимальная из этих
четырёх случайных величин, пусть её значение есть ςk.

В момент времени

tk+1
def= tk + ςk

происходит следующее изменение одной из компонент i, j, ı̂, ĵ.
В момент tk+1 процедура повторяется.
Понятно, что предложенная здесь процедура конструирования случайных

процессов Yt и Ŷt не гарантирует совпадения в какой-либо момент времени
этих процессов.

4.3. Основная лемма склеивания

Здесь мы приводим основную лемму склеивания в наипростейшей формули-
ровке (см., например, [4]).

Лемма 2. Если случайные величины ϑ1 и ϑ2 имеют функции распределения
Φ1(s) и Φ2(s) соответственно и их общая часть

κ
def=

∫

R

min{Φ′
1(s),Φ

′
2(s)}d s

больше 0, то на некотором вероятностном пространстве можно построить слу-
чайные величины ϑ̂1 и ϑ̂2 таким образом, что

1) ϑ̂1
D= ϑ1, ϑ̂2

D= ϑ2;
2) P{ϑ̂1 = ϑ̂2} = κ.

Замечание 5. Утверждение леммы 2 естественным образом переносится
на любое конечное количество случайных величин. Пусть ϑ1, ϑ2, . . . , ϑn — слу-
чайные величины с плотностями распределения ϕ1(s), ϕ2(s), . . . , ϕn(s) соответ-
ственно и

κ
def=

∫

R

min{ϕ1(s), ϕ2(s), . . . , ϕn(s)} > 0.

Тогда на некотором вероятностном пространстве можно построить случайные
величины ϑ̂1(s), ϑ̂2(s), . . . , ϑ̂n(s), такие что

1) ϑ̂i
D= ϑi, i = 1, 2, . . . , n;

2) P{ϑ̂1 = ϑ̂2 = . . . = ϑ̂n} = κ.

Доказательство этого факта повторяет доказательство леммы 2 из [4].
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4.4. Склеивание процессов Yt и Ŷt

Сначала рассмотрим моменты θk —моменты восстановления основного эле-
мента процесса Yt;

θk ≺
k∑

i=1

(
ξ−1 (i) + ζ−1 (i)

)

(см. лемму 1).
Аналогично тому, как это было показано в лемме 1, для некоторого фикси-

рованного ε > 0 можно утверждать следующее:
1) с вероятностью, большей чем

π1
def=

(
1 − e−(ε/2)λ−

2
)(

1 − e−(ε/2)μ−
2
)
,

на интервале [θk, θk + ε] процесс Yt окажется в множестве Sε;
2) с вероятностью, большей чем

π2
def=

(
1 − e−(ε/2)λ−

1
)(

1 − e−(ε/2)μ−
1
)
×

×
(
1 − e−(ε/2)Λ−)(

1 − e−(ε/2)λ−
2
)(

1 − e−(ε/2)μ−
2
)
,

на интервале [θk, θk + ε] процесс Ŷt окажется в множестве Sε.
Таким образом, с вероятностью, большей чем π1π2, на интервале [θk, θk + ε] оба
процесса Yt и Ŷt окажутся в множестве Sε. В этом множестве Sε все приборы
исправны и остаточное время пребывания всех приборов в исправном состоянии
имеет общую часть

κ1
def=

∞∫

0

min
{
λ1(Xθk+ε+s)e−λ1(Xθk+ε+s), λ2(Xθk+ε+s)e−λ2(Xθk+ε+s)

}
d s �

� min{λ−
1 , λ−

2 }
max{λ+

1 , λ+
2 }

> 0.

Поэтому на одном вероятностном пространстве можно построить четыре слу-
чайные величины— остаточные времена пребывания всех элементов в исправ-
ном состоянии— таким образом, что они совпадут с вероятностью, не мень-
шей чем κ1. Таким образом, оба процесса окажутся одновременно в состоянии
(0, 0, 0, 0) через время η, которое по распределению меньше, чем случайная
величина с функцией распределения Φ(s) = 1 − e−min{λ−

1 ,λ−
2 ,μ−

1 ,μ−
2 }s.

На самом деле можно сначала «склеить» состояния первых (основных) эле-
ментов обоих процессов, а затем— состояния резервных элементов, но описание
этой процедуры существенно более сложное. Также можно рассмотреть момен-
ты θ′k —моменты отказов первого (основного) элемента. Опять повторяя рассуж-
дения леммы 1, можно оценить вероятность того, что на интервале [θ′k, θ′k + ε]
все элементы обеих систем окажутся неисправны, и снова можно применить
модифицированную основную лемму склеивания (лемму 2) и показать, что
с вероятностью, большей чем некоторое κ2 > 0, процессы совпадут.
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Предложенные здесь оценки вероятностей попадания пары процессов в неко-
торое множество не оптимальны, они могут быть улучшены с помощью рассмот-
рения различных комбинаций состояний элементов обоих процессов и различ-
ных способов выбора величины ε и долей этой величины вместо ε/2.

4.5. Выводы

Итак, с некоторой вероятностью κ̃, оценка которой была дана здесь доста-
точно грубо, можно утверждать, что на любом интервале [θk, θk+1] процессы Yt

и Ŷt совпадут. Момент совпадения τ = τ(X0, X̂0). Поэтому можно применить
основное неравенство склеивания для построенной успешной склейки:

|P{Xt ∈ S} − P{X̂t ∈ S}| = |P{Yt ∈ S} − P{Ŷt ∈ S}| =

= |P{Yt ∈ S & τ > t} − P{Ŷt ∈ S & τ > t} +

+ |P{Yt ∈ S & τ < t} − P{Ŷt ∈ S & τ < t}| =

= |P{Yt ∈ S & τ > t} − P{Ŷt ∈ S & τ > t}| �

� P{τ > t} � P{eατ > eαt} � E eατ

eαt
, (14)

поскольку при τ < t «склеивание» процессов Yt и Ŷt уже произошло, их распре-
деления в момент t одинаковы и

P{Yt ∈ S & τ < t} = P{Ŷt ∈ S & τ < t};
здесь S ∈ B(X ). Таким образом, осталось оценить E eβτ и выяснить, при каких
β > 0 это математическое ожидание конечно.

Учитывая, что имеется равномерная (не зависящая от начальных условий)
оценка

τ(X0, X̂0) ≺ θ1 +
ν∑

k=1

(θk+1 − θk) + η ≺ η +
ν∑

k=1

(ξ−k + ζ−k ),

где
θk+1 − θk ≺ ξ−1 + ζ−1

D= ξ−k + ζ−k ,

а также P{ν > n} � (1 − κ̃)n, можно оценить величину α и K = E eατ .
Поскольку оценка (14) равномерна по начальным условиям процессов Xt и

X̂t, она верна и в том случае, когда процесс X̂t имеет в качестве начального
распределения стационарное распределение P, откуда следует, что

sup
S∈B(X )

|P{Xt ∈ S} − P(S)| = ‖Pt(S) − P(S)‖TV � E eατ

eαt
= Ke−αt.

5. Заключение

Представленная здесь конструкция успешной склейки существенно упро-
щена, и оценки, которые можно получить по описанной схеме, достаточно
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грубые. Однако использование предложенного подхода с анализом всех воз-
можных ситуаций, подходящих для склеивания, а также возможность учесть
некоторые специфические характеристики изучаемой восстанавливаемой си-
стемы и начальное состояние процесса Xt позволяют существенно улучшить
предложенную здесь оценку.

Автор благодарит Э. Ю. Калимулину, В. В. Козлова и А. Ю. Веретенни-
кова за ценные рекомендации при подготовке статьи. Работа выполнена при
финансовой поддержке РФФИ (проект № 17-01-00633 А).
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