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Аннотация

Для T > 0 доказаны теоремы о точных асимптотиках при u → ∞ вероятностей
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где wj(t), j = 1, . . . , n, — независимые винеровские процессы и wj0,T (t), j =
= 1, . . . , n, — независимые броуновские мосты на отрезке [0, T ]. Методом исследо-
вания является метод двойных сумм для гауссовских процессов и полей. Описано
применение полученных результатов в статистической задаче проверки гипотезы од-
нородности k одномерных выборок.
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For T > 0, we prove theorems concerning sharp asymptotics of the probabilities
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as u → ∞, where wj(t), j = 1, . . . , n, are independent Wiener processes and wj0,T (t),
j = 1, . . . , n, are independent Brownian bridges on the segment [0, T ]. Our research
method is the double sum method for the Gaussian processes and fields. We also give an
application of the obtained results to the statistical tests for the homogeneity hypothesis
of k one-dimensional samples.

1. Введение и формулировка основных результатов

Как известно, многомерный винеровский процесс (или многомерное бро-
уновское движение) служит основой для многих математических моделей в раз-
личных областях теории случайных процессов, статистической физики, кван-
товой механики, теории поля, техники и естествознания (см., в частности,
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[2—4; 14, § 21, с. 108; 27, 28]). В упомянутых работах изложены некоторые
важные результаты о распределениях различных функционалов от векторно-
го винеровского процесса. Ряд асимптотических результатов для функционалов
типа супремум и интегральных функционалов от указанного процесса доказаны
в [10, 19, 20]. В настоящей работе мы вычислим точные асимптотики больших
уклонений для распределений супремума евклидовых норм многомерных ви-
неровского процесса и броуновского моста. Перейдём к точной формулировке
полученных результатов. Ниже [Ω,F ,P]—достаточно богатое основное вероят-
ностное пространство, E—математическое ожидание, взятое по вероятностной
мере P.
Пусть Rn —обычное n-мерное евклидово пространство векторов

x = (x1, . . . , xn)

с нормой

‖x‖ =
( n∑

k=1

x2
k

)1/2

.

Обозначим через w(t) =
(
w1(t), w2(t), . . . , wn(t)

)
, t � 0, n-мерный винеровский

процесс, где wk(t), wk(0) = 0, k = 1, 2, . . . , n, — независимые одномерные вине-
ровские процессы, выходящие из нуля (см. [4, гл. 1, § 7, с. 48; 27, гл. 1, § 1]).
Многомерным условным винеровским процессом на отрезке [0, T ], T > 0, или
многомерным броуновским мостом называется следующий процесс:

w0,T (t) = [w(t) | w(T ) = 0], t ∈ [0, T ]. (1.1)

Ниже мы будем использовать координатную запись:

w0,T (t) =
(
w10,T (t), w20,T (t), . . . , wn0,T (t)

)
, t ∈ [0, T ],

где wk0,T (t), k = 1, . . . , n, — независимые одномерные броуновские мосты на
отрезке [0, T ]. При T = 1 для краткости будем обозначать

w0(t) := w0,1(t), wk0(t) := wk0,1(t), k = 1, . . . , n, t ∈ [0, 1].

Ниже Γ(·) обозначает гамма-функцию. Для векторного винеровского процес-
са w мы докажем следующий результат.

Теорема 1. Для целого n � 1 и T > 0 при u→ ∞ справедливы соотношения

P
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T (n−2)/2 2(n−4)/2 Γ(n/2)
(
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)
. (1.2)

Для многомерного броуновского моста w0,T , заданного в (1.1), соответству-
ющий результат имеет следующий вид.
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Теорема 2. Для целого n � 1 и T > 0 при u→ ∞ справедливы соотношения

P
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(
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)
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Теоремы 1 и 2 доказаны на основе метода двойных сумм, предназначенно-
го для вычисления точных асимптотик распределения супремума гауссовских
процессов и полей (см. [11,12,15—18,25,26]). Этот метод имеет универсальный
характер и пригоден как для однородных, так и для неоднородных гауссовских
полей. Отметим, что евклидова норма n-мерного векторного винеровского про-
цесса w(t) совпадает по распределению с бесселевским процессом ξν(t) порядка
ν = n/2 − 1,

{[w2
1(t) + . . .+ w2

n(t)]1/2, t � 0} =(d) {ξν(t), t � 0}, ν =
n

2
− 1 (1.4)

(см. [2, с. 91]). Таким образом, используя равенство (1.4), теоремы 1 и 2 можно
сформулировать в терминах бесселевских процессов (ср. [2, ч. 2, § 4—6]).

Применения в статистике.
Проверка гипотезы однородности для k одномерных выборок
при помощи критериев типа Колмогорова—Смирнова

Пусть мы имеем k одномерных выборок
{
X

(1)
1 ,X

(1)
2 , . . . , X(1)

n1

}
,
{
X

(2)
1 ,X

(2)
2 , . . . , X(2)

n2

}
, . . . ,

{
X

(k)
1 ,X

(k)
2 , . . . , X(k)

nk

}
,
(1.5)

и пусть при этом j-я выборка
{
X

(j)
1 ,X

(j)
2 , . . . , X

(j)
nj

}
извлечена из распределе-

ния с неизвестной непрерывной функцией распределения Fj , j = 1, 2, . . . , k.
Рассмотрим проверку гипотезы однородности

H1 : F1 = F2 = . . . = Fk (1.6)

о том, что все k выборок взяты из одного и того же неизвестного непрерывного
распределения. В качестве класса альтернатив к H1 возьмём всевозможные
наборы (F1, F2, . . . , Fk), для которых соотношение (1.6) не выполнено. Для
j = 1, . . . , k введём эмпирическую функцию распределения, построенную по
j-й выборке, следующим образом

S(j)
nj

(x) =
1
nj

#
{
i ∈ {1, 2, . . . , nj} : X(j)

i < x
}
,

здесь #A означает число элементов конечного множества A. Составим вектор

N = (n1, . . . , nk)
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и определим эмпирическую функцию распределения, построенную по объеди-
нению k выборок, следующим образом:

SN (x) =

k∑
j=1

njS
(j)
nj (x)

k∑
j=1

nj

.

Аналог статистики Колмогорова—Смирнова для проверки гипотезы однородно-
сти H1 можно записать в следующем виде:

TN = sup
x∈R

k∑
j=1

nj [S(j)
nj

(x) − SN (x)]2.

Из результатов [9, гл. 3; 22] (k = 2) следует, что при выполнении гипо-
тезы H1 предельное распределение статистики TN не зависит от вида об-
щей неизвестной функции распределения. Поэтому при изучении предельного
распределения статистики TN мы можем и будем полагать, что все k выбо-
рок (1.5) извлечены из равномерного распределения на отрезке [0, 1]. Пусть
w10(t), w20(t), . . . , wk−1,0(t)— семейство независимых броуновских мостов на от-
резке [0, 1].

Утверждение 1. Для любого u > 0 выполнено соотношение

lim
nj→∞, j=1,...,k

P{TN > u} = P
{

sup
t∈[0,1]

k−1∑
j=1

w2
j0(t) > u

}
. (1.7)

Утверждение предложения 1 можно получить, используя метод, изложенный
в [22, § 2].
Таким образом, теорема 2 позволяет приближённо вычислять вероятность

из правой части формулы (1.7) при больших значениях u. Это даёт возмож-
ность приближённо вычислить критические точки статистики TN и построить
критерий для проверки гипотезы однородности H1, основанный на указанной
статистике. При k = 2 логарифмическая асимптотика умеренных уклонений ста-
тистики TN (эффективность по Бахадуру) найдена в [21] и приведена в [9, тео-
рема 3.1.1]. Эта логарифмическая асимптотика согласуется с формулой (1.3).

2. Основные утверждения метода двойных сумм

Следуя [11], изложим основные результаты, на которых базируется асимпто-
тический метод двойных сумм для гауссовских полей с параметрическим мно-
жеством в евклидовом пространстве Rn, n � 1.

Теорема 3 (неравенство Д. Слепяна). Пусть T —произвольное парамет-
рическое множество, X(t), Y (t), t ∈ T , — действительные сепарабельные гаус-
совские процессы с нулевым средним и ограниченной дисперсией. Пусть для
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ковариационных функций RX(t, s) и RY (t, s) этих процессов выполнены соот-
ношения

RX(t, t) ≡ RY (t, t), t ∈ T, RX(t, s) � RY (t, s), t, s ∈ T.

Тогда для любого x ∈ R имеет место неравенство

P
{

sup
t∈T

X(t) > x
}

� P
{

sup
t∈T

Y (t) > x
}
.

Доказательство теоремы 3, а также изложение связанных с ней результа-
тов можно найти в [7, § 14, теорема 3, с. 149]. Всюду ниже DZ обозначает
дисперсию случайной величины Z: DZ = EZ2 − (EZ)2 � 0.

Лемма 1 (В. И. Питербарг). Пусть X(t)— гауссовское сепарабельное поле,
заданное на компактном многообразии S ⊂ Rn размерности 1 � dimS � n.
Предположим, что для некоторых положительных чисел m и σ2 имеют место
неравенства

sup{|EX(t)| : t ∈ S} � m <∞, sup{DX(t) : t ∈ S} � σ2 <∞
и функции EX(t), DX(t) непрерывны. Пусть для некоторых L > 0,
γ1 > 0, . . . , γn > 0 справедливо неравенство

D
(
X(t) −X(s)

)
� L

n∑
i=1

|ti − si|γi , t = (t1, . . . , tn) ∈ S, s = (s1, . . . , sn) ∈ S.

Тогда найдутся константы C > 0 и k = k(γ1, . . . , γn,dimS), такие что для всех
u > 0 имеет место оценка

P
{

sup
t∈S

X(t) > u
}

� Cuk exp
{
− (u−m)2

2σ2

}
.

Доказательство леммы 1 проводится на основе энтропийных оценок ана-
логично доказательству леммы 6.5 из [11, § 6]. При выводе асимптотических
оценок, связанных с распределением супремума гауссовских процессов и полей
общей природы, часто бывает полезным следующий результат.

Теорема 4 (Г. Дж. Ландау, М. Б. Маркус, Л. А. Шепп [23,24]). Пусть
X(t)— гауссовская сепарабельная случайная функция, заданная на параметри-
ческом множестве S, которая является почти наверное ограниченной, т. е.

P
{

sup
t∈S

|X(t)| <∞
}

= 1.

Предположим, что EX(t) = 0, и обозначим σ2
X = sup

t∈S
EX2(t). Тогда для любого

θ > 0 найдётся постоянная c0 = c0(θ) > 0, такая что для всех u > 0 справедливо
неравенство

P
{

sup
t∈S

X(t) > u
}

� c0 exp
{
− u2

2σ2
X + θ

}
.
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Пусть заданы вектор a ∈ Rn и векторы S = (S1, . . . , Sn), T = (T1, . . . , Tn),
такие что Si < Ti, i = 1, . . . , n. Ниже мы будем использовать следующие обо-
значения:

K(S, T ) := {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : Si � xi � Ti, i = 1, . . . , n},
K(T ) :=K(0, T ), Ka(T ) = K(T ) + a = {x+ a : x ∈ K(T )}. (2.1)

Пусть задан вектор α = (α1, . . . , αn) с положительными координатами
αi > 0, i = 1, . . . , n. Введём обозначение

|t|α :=
n∑

i=1

|ti|αi , где t = (t1, . . . , tn) ∈ Rn. (2.2)

Для числа u > 0 и вектора b = (b1, . . . , bn), bi � 0, i = 1, . . . , n, определим
отображения gu : Rn → Rn и hb : Rn → Rn следующим образом:

gut := (u−2/α1t1, . . . , u
−2/αntn), (2.3)

hbt := (b1/α1
1 t1, . . . , b

1/αn
n tn), t = (t1, . . . , tn). (2.4)

Легко видеть, что справедливо равенство |gut|α = u−2|t|α. Для отображения
G : Rn → Rn и множества A ⊂ Rn ниже будем полагать G(A) := {Gt : t ∈ A}.
Пусть χ(t) ≡ χα(t), t ∈ Rn, обозначает гауссовское поле Леви—Шёнберга

(многопараметрическое дробное броуновское движение) с п. н. непрерывными
траекториями, для которого среднее значение и ковариационная функция имеют
вид

Eχ(t) = −|t|α, Cov
(
χ(t), χ(s)

)
= |t|α + |s|α − |t− s|α. (2.5)

Учитывая формулы (2.1), (2.4), (2.5), для векторов T = (T1, . . . , Tn), Ti � 0,
i = 1, . . . , n, S = (S1, . . . , Sn), Si � 0, i = 1, . . . , n, и невырожденной матрицы C
определим величины

Hb
α(S, T ;C) := E exp

{
sup

t∈K(S,T )

(χ(Ct) − |hbt|α)
}
. (2.6)

Лемма 2 (В. И. Питербарг [11]). Пусть X(t)— гауссовское однородное
поле на Rn с непрерывными траекториями, нулевым средним, ковариацион-
ная функция которого удовлетворяет для некоторых αi > 0, i = 1, . . . , n, и
диагональной матрицы C соотношению

r(t) = 1 − |Ct|α
(
1 + o(1)

)
, t→ 0. (2.7)

Тогда для любых b1 � 0, . . . , bn � 0, T1 � 0, . . . , Tn � 0, S1 � 0, . . . , Sn � 0,
Tj − Sj > 0, j = 1, . . . , n, имеет место соотношение

lim
u→∞P

{
sup

gu(K(S,T ))

X(t)
1 + |hbt|α > u

}
exp

{
u2

2

}
u
√

2π = Hb
α(S, T ;C).

В случае когда C = I, лемма 2 доказана в [11, § 6, лемма 6.1]. Утверждение
леммы в приведённой формулировке вытекает из утверждения леммы для слу-
чая C = I вследствие соотношения Cgu = guC, справедливого для диагональной
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матрицы C. При размерности n = 1 для краткости обозначим

Hb
α(S, T ) = Hb

α(S, T ; 1), Hα(S, T ) = H0
α(S, T ), Hα(T ) = H0

α(0, T ), (2.8)

где b � 0, S � 0 � T . Для целого числа 0 � k � n, векторов α = (α1, . . . , αn),
b = (0, . . . , 0, bk+1, . . . , bn) ∈ Rn, bk+1 > 0, . . . , bn > 0, и диагональной матри-
цы C = diag(c1, . . . , cn) с числами c1 > 0, . . . , cn > 0 на главной диагонали
выполнено следующее факторизационное тождество, в котором многомерные
константы типа Пикандса записаны в виде произведения одномерных констант:

Hb
α(S, T ;C) =

k∏
j=1

Hαj
(cjSj , cjTj)

n∏
j=k+1

H
bj/c

αj
j

αj (cjSj , cjTj), (2.9)

здесь S = (S1, . . . , Sn), T = (T1, . . . , Tn), одномерные константы типа Пиканд-
са определены в формуле (2.8). Тождество (2.9) следует непосредственно из
определения (2.6). В [11, гл. 2, с. 75, 79] доказано существование трёх положи-
тельных пределов в случае размерности n = 1:

0 < Hα := lim
T→∞

Hα(T )
T

<∞, (2.10)

0 < Hb,1
α := lim

T→∞
Hb

α(−T, T ) <∞, 0 < Hb,2
α ≡ H̃b

α := lim
T→∞

Hb
α(0, T ) <∞.

(2.11)

В силу соотношения (2.10) существует число T0 = T0(α) > 0, такое что для
всех T > T0 выполнено неравенство

Hα(T ) � 2HαT. (2.12)

Отметим также, что из [1, лемма 5] вытекает непрерывность величины Hα(T )
по переменной T > 0.
Определение 1. Будем говорить, что ковариационная функция r(t, s), t, s ∈

∈ S ⊂ Rn, некоторого гауссовского поля удовлетворяет условию локальной
однородности, если

(C1) существуют положительные числа εr, D1, D2 и вектор α = (α1, . . . , αn),
такие что для всех t, s ∈ S, ‖t− s‖ < εr, имеет место неравенство

1 −D1|t− s|α � r(t, s) � 1 −D2|t− s|α.

Введённое условие локальной однородности (стационарности) незначитель-
но обобщает условие локальной стационарности (ЛС) из [11, § 6, с. 70].
Любое гауссовское однородное поле с единичной дисперсией и ковариационной
функцией r(t), для которой выполнено соотношение (2.7) с некоторой диаго-
нальной матрицей C, удовлетворяет условию локальной однородности; обратное
утверждение, вообще говоря, неверно.
Для оценивания двойных сумм, возникающих при доказательстве теорем

1 и 2, нам понадобятся следующие два утверждения.
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Лемма 3. Пусть ковариационная функция r(t, s) гауссовского поля X(t),
t ∈ S ⊂ Rn, EX(t) = 0, удовлетворяет условию локальной однородности (C1).
Пусть A ⊂ S, B ⊂ S—два непустых непересекающихся замкнутых ограни-
ченных множества, таких что для некоторых векторов T̄ = (T, . . . , T ) ∈ Rn,
t0 ∈ Rn, s0 ∈ Rn имеют место включения

A ⊂ Kt0(T̄ ) ⊂ S, B ⊂ Ks0(T̄ ) ⊂ S.

Обозначим через u0 > 0 число, для которого выполнено неравенство

sup
t∈gu0A, s∈gu0B

‖t− s‖ � εr.

Тогда для любых фиксированных a > 0, b > 0 найдутся постоянные T0 =
= T0(α) > 0 и C = C(a, b, α,D1,D2) > 0, такие что для всех u > max(a, b, u0) и
всех T > T0 имеет место оценка

P
{

sup
t∈guA

X(t) > au, sup
s∈guB

X(t) > bu
}

�

� C T 2nΨ
(
a+ b

2
u

)
exp

{
− (a+ b)2

16
D1 ρα(A,B)

}
,

где

Ψ(u) =
1

u
√

2π
exp

{
−u

2

2

}
, u > 0,

ρα(A,B) = inf
t∈A, s∈B

|t− s|α. (2.13)

Доказательство леммы проводится аналогично доказательству леммы 6.6 из
[11, § 6] с использованием формулы (2.12).

Лемма 4. Пусть ковариационная функция r(t, s) гауссовского поля X(t),
t ∈ S ⊂ Rn, EX(t) = 0, удовлетворяет условию локальной однородности (C1).
Положим

T = (T1, . . . , Tn) ∈ Rn, Ti > 1, i = 1, . . . , n,

t0 = (T̂1, . . . , T̂n) ∈ Rn,

где каждое T̂i может принимать одно из следующих трёх значений: 0, Ti, −Ti,
i = 1, . . . , n. Для фиксированного натурального числа k, 1 � k � n, обозначим

T̃ = (T1, . . . , Tk−1, T0, Tk+1, . . . , Tn), K̃ = t0 +K(T̃ ),

где T0 ∈ (1,min{T1, . . . , Tn}). Тогда для любой непрерывной положитель-
ной функции f(t), любых чисел a > 0, b > 0 найдётся постоянная C =
= C(a, b, α,D1,D2) > 0, такая что для всех достаточно больших u > 0 и
достаточно больших T > 0 справедливо неравенство
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P
{

sup
t∈guK(T )

X(t)
f(t)

> au, sup
t∈guKt0 (T )

X(t)
f(t)

> bu

}
�

� P
{

sup
t∈guK̃

X(t)
f(t)

> bu

}
+ C

n∏
i=1

T 2
i Ψ

(
a+ b

2
u

)
exp

{
− (a+ b)2

16
D1f

2
0T

α0
0

}
,

где
α0 = min{α1, . . . , αn}, f0 = min{f(t) : t ∈ guK(T ) ∪ guK

t0(T )}.
Доказательство леммы проводится аналогично доказательству следствия 6.1

из [11, § 6] с учётом формулы (2.12).
Используя метод доказательства указанного следствия, можно доказать сле-

дующее утверждение.

Утверждение 2. Пусть гауссовское однородное поле X(t) удовлетворяет
условиям леммы 4, обозначения которой сохранены. Тогда для любых чисел
a > 0, b > 0 найдётся постоянная C = C(a, b, α,D1,D2) > 0, такая что для всех
достаточно больших u > 0 и достаточно больших T > 0 имеет место оценка

P
{

sup
t∈guK(T )

X(t) > au, sup
t∈guKt0 (T )

X(t) > bu
}

�

� P
{

sup
t∈guK̃

X(t) >
a+ b

2
u

}
+ C

n∏
i=1

T 2
i Ψ

(
a+ b

2
u

)
exp

{
− (a+ b)2

16
D1T

α0
0

}
,

где α0 = min{α1, . . . , αn}.
В заключение этого раздела укажем известные численные значения одно-

мерных констант типа Пикандса (см. [6, п. 12.1, с. 259; 11, § 9, с. 91; 18,
лемма 3.2; 26, лемма 4]):

H1 = 1, H2 =
1√
π
, H1,2

1 ≡ H1
1 = 2,

Hb,2
1 ≡ H̃b

1 =
b+ 1
b

, Hb,1
2 ≡ Hb

2 =

√
b+ 1
b

.

(2.14)

В трёх последних равенствах в (2.14) мы привели также более краткие обозна-
чения для указанных констант, которые встречаются в литературе.

3. Доказательство теоремы 1

Это доказательство проводится методом двойных сумм аналогично доказа-
тельству теоремы 1 из [26], где был рассмотрен случай дифференцируемого
в среднем квадратическом векторного гауссовского процесса. Докажем сначала
соотношение (1.2) при T = 1. Напомним, что одномерный винеровский про-
цесс wk(t), t � 0, представляет собой гауссовский процесс с нулевым средним,
Ewk(t) = 0, и ковариационной функцией вида

Ewk(t)wk(s) = min(t, s), t, s � 0, k = 1, . . . , n. (3.1)
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3.1. Переход от векторного винеровского процесса w(t)
к гауссовскому неоднородному полю на цилиндре

Пусть

V ≡ V (n) =
{
v = (v1, . . . , vn) ∈ Rn :

n∑
k=1

v2
k = 1

}
— (3.2)

единичная сфера в n-мерном евклидовом пространстве Rn. Из соображений
двойственности для левой части формулы (1.2) при T = 1 справедливо следую-
щее равенство для любого u > 0:

P
{

sup
t∈[0,1]

‖w(t)‖ > u
}

= P
{

sup
(t,v)∈[0,1]×V

Z(t, v) > u
}
, (3.3)

где

Z(t, v) :=
n∑

k=1

vkwk(t)— (3.4)

гауссовское п. н. непрерывное поле, заданное на компактном множестве

[0, 1] × V = {(t, v) : t ∈ [0, 1], v ∈ V }. (3.5)

Множество (3.5), представляющее собой цилиндрическую поверхность
в (n + 1)-мерном евклидовом пространстве (t, v) ∈ Rn+1, мы будем кратко
называть цилиндром. Ось этого цилиндра совпадает с осью t. Заметим, что
гауссовское поле Z(t, v), вообще говоря, не определено внутри множества (3.5).
Определим скалярное произведение в евклидовом пространстве Rn обычным
образом:

〈x, y〉 =
n∑

k=1

xkyk ≡ 1
2
(‖x‖2 + ‖y‖2 − ‖x− y‖2),

где x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn). Как известно, скалярное произведение
в Rn инвариантно относительно собственных вращений (см. [8, гл. 4, § 3,
с. 209, 219]), а именно для любой ортогональной матрицы C ∈ SO(n), detC = 1,
выполнено соотношение

〈Cx,Cy〉 = 〈x, y〉, x, y ∈ Rn.

Лемма 5.
(i) Гауссовское поле Z(t, v) имеет нулевое среднее. Дисперсия поля Z(t, v)

равна
DZ(t, v) ≡ σ2(t, v) ≡ σ2(t) = t, (t, v) ∈ [0, 1] × V, (3.6)

и достигает на [0, 1]×V своего максимума на многообразии T0 = {1}×V ,
при этом

max
(t,v)∈[0,1]×V

σ2(t, v) = 1. (3.7)

Справедливо разложение

σ(t, v) = 1− 1
2
(1− t)(1+o(1)

)
при (t, v) ∈ [0, 1]×V, (t, v) → (1, v). (3.8)
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(ii) Ковариационная функция поля Z(t, v) имеет вид

R[(t, v), (s, y)] ≡ EZ(t, v)Z(s, y) =

= min(t, s)
n∑

k=1

vkyk ≡ min(t, s)
(
1 − 1

2
‖v − y‖2

)
, (3.9)

где (t, v), (s, y) ∈ [0, 1] × V , v = (v1, . . . , vn), y = (y1, . . . , yn). Справедливо
разложение

min(t, s)√
ts

= 1 − 1
2
|t− s|(1 + o(1)

)
as t, s→ 1, |t− s| → 0.

(iii) Для всех (t, v), (s, y) ∈ [0, 1] × V выполнено неравенство

E[Z(t, v) − Z(s, y)]2 � |t− s| +
n∑

i=1

|vi − yi|2. (3.10)

Доказательство. Формулы (3.6), (3.9) вытекают непосредственно из со-
отношений (3.1), (3.2), (3.4) и независимости координатных процессов wk(t),
k = 1, . . . , n. Разложение (3.8) легко выводится из формул (3.6), (3.7). Второе
утверждение пункта (ii) следует из соотношений (3.6), (3.9), третье утвержде-
ние пункта (ii) вытекает из тождества

min(t, s) =
1
2
(t+ s− |t− s|), t, s ∈ [0, 1].

Докажем неравенство (3.10). Используя формулы (3.1), (3.2), (3.4), (3.9), полу-
чаем для (t, v), (s, y) ∈ [0, 1] × V соотношения

E[Z(t, v) − Z(s, y)]2 = EZ2(t, v) + EZ2(s, y) − 2EZ(t, v)Z(s, y) =

= [t+ s− 2min(t, s)] + 2min(t, s)[1 − 〈v, y〉] � |t− s| +
n∑

i=1

|vi − yi|2.

Неравенство (3.10), а вместе с ним и лемма 5, доказаны.

Замечание 1. Из формулы (3.9) вытекает, что ковариационная функция по-
ля Z(t, v) инвариантна относительно вращений цилиндра [0, 1]×V вокруг оси t,
т. е. для любой ортогональной матрицы C ∈ SO(n), detC = 1, выполнено
соотношение

R[(t, Cv), (s, Cy)] = R[(t, v), (s, y)], (t, v), (s, y) ∈ [0, 1] × V.

Пусть непрерывная функция δ = δ(u), u > 0, такова, что при u → ∞ имеют
место соотношения

δ(u) ↓ 0, uδ(u) → 0,
u2δ(u)
lnu

→ ∞. (3.11)

Определим множество

Tδ = [1 − δ(u), 1] × V ≡ {(t, v) ∈ [0, 1] × V : 1 − δ(u) � t � 1}. (3.12)
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Лемма 6 (о локализации). Для любой функции δ(u), удовлетворяющей
соотношениям (3.11), справедливо равенство

lim
u→∞

P
{

sup
(t,v)∈[0,1]×V

Z(t, v) > u
}

P
{

sup
(t,v)∈Tδ

Z(t, v) > u
} = 1.

Доказательство. Для любого u > 0 имеет место неравенство

P
{

sup
(t,v)∈[0,1]×V

Z(t, v) > u
}

�

� P
{

sup
(t,v)∈Tδ

Z(t, v) > u
}

+ P
{

sup
(t,v)∈([0,1]×V )\Tδ

Z(t, v) > u
}
. (3.13)

Для u > 0 определим компактное многообразие в Rn+1

K = Ku = {(t, v) ∈ [0, 1] × V : 0 � t � 1 − δ(u)},
которое является замыканием в Rn+1 множества ([0, 1] × V ) \ Tδ. Согласно
неравенству (3.10) гауссовское поле Z(t, v), (t, v) ∈ K, удовлетворяет условиям
леммы 1 с L = 1, γ1 = 1, γ2 = . . . = γn+1 = 2. Для достаточно больших u в силу
формулы (3.6) выполнено неравенство

sup{DZ(t, v) : (t, v) ∈ K} � 1 − δ(u). (3.14)

Используя лемму 1 и формулы (3.11), (3.14), убеждаемся, что для достаточно
больших u, некоторых постоянных C1 > 0, k1 = k1(n) справедливы следующие
оценки сверху:

P
{

sup
(t,v)∈([0,1]×V )\Tδ

Z(t, v) > u
}

� P
{

sup
(t,v)∈K

Z(t, v) > u
}

�

� C1u
k1 exp

{
− u2

2(1 − δ(u))

}
= o

(
u−1 exp

(
−u

2

2

))
. (3.15)

С другой стороны, для произвольной точки v0 ∈ V имеет место оценка снизу

P
{

sup
(t,v)∈Tδ

Z(t, v) > u
}

� P{Z(1, v0) > u} =
exp{−u2/2}√

2π u

(
1 + o(1)

)
, u→ ∞,

(3.16)
так как согласно (3.6) Z(1, v0) является гауссовской случайной величи-
ной со средним 0 и дисперсией 1. Разделив почленно равенство (3.13) на
P
{

sup
(t,v)∈Tδ

Z(t, v) > u
}
и применяя оценки (3.15), (3.16), мы получаем утвер-

ждение леммы. Лемма 6 доказана.

Для малого фиксированного ε0 > 0 положим

Tε0 = {(t, v) ∈ [0, 1] × V : 1 − ε0 � t � 1} (3.17)
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и для c > 0 определим гауссовское случайное поле

Zc(t, v) = Z(t, v)
σc(t)√
t
, (t, v) ∈ Tε0 , где σc(t) =

1
1 + (c/2)(1 − t)

. (3.18)

Лемма 7. Для любого достаточно малого ε > 0 справедливы неравенства

lim sup
u→∞

P
{

sup
(t,v)∈Tδ

Z1+ε(t, v) > u
}

P
{

sup
(t,v)∈Tδ

Z(t, v) > u
} � 1 � lim inf

u→∞

P
{

sup
(t,v)∈Tδ

Z1−ε(t, v) > u
}

P
{

sup
(t,v)∈Tδ

Z(t, v) > u
} .

(3.19)

Доказательство леммы проводится аналогично выводу неравенства (8.2)
в [16]. Таким образом, для нахождения интересующей нас асимптотики нужно
получить асимптотически точные оценки для вероятности

P
{

sup
(t,v)∈Tδ

Zc(t, v) > u
}

(3.20)

для значений c, сколь угодно близких к единице.

3.2. Разбиение сферы V и окрестности Tδ на множества
малого диаметра и переход к n-параметрическому
гауссовскому полю Yc(t, ṽ)

На протяжении всего этого раздела будем полагать, что фиксировано произ-
вольное малое число ε > 0.
Будем рассматривать сферу V как топологическое пространство с тополо-

гией, индуцированной из Rn (см. [5, гл. 1, с. 77]). При помощи кубической
решётки разобьём сферу V на замкнутые множества с кусочно-гладкой грани-
цей и непустой внутренностью (в топологии сферы) Vj = Vj(ε1), j = 1, . . . , N ,
малого диаметра ε1 = ε1(ε), и пусть при этом множества Vi, Vj , i = j, могут пе-
ресекаться только по своим границам, выбор числа ε1 будет описан ниже (см.,
в частности, замечание 2 и формулу (3.130)). Таким образом,

V =
N⋃

j=1

Vj , причём Vi ∩ Vj = ∂Vi ∩ ∂Vj , i = j; (3.21)

здесь N = N(ε) и ∂S обозначает границу множества S в соответствующей
относительной топологии. Положим

Tδj = [1 − δ(u), 1] × Vj , j = 1, . . . , N. (3.22)

Согласно формулам (3.12), (3.21) выполнено равенство

Tδ =
N⋃

j=1

Tδj , причём Tδi ∩ Tδj = ∂Tδi ∩ ∂Tδj , i = j. (3.23)
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Применяя метод статьи [26], выведем асимптотически точные оценки для веро-
ятностей

P
{

sup
(t,v)∈Tδj

Zc(t, v) > u
}
, j = 1, . . . , N, (3.24)

при c = 1 ± ε, а затем, используя связь полученных оценок с вероятно-

стью (3.20), найдём точную асимптотику вероятности P
{

sup
(t,v)∈Tδ

Z(t, v) > u
}
.

Нужные нам асимптотические оценки вероятностей (3.24) выводятся одина-
ковым способом и записаны ниже в лемме 16. Выведем оценки вероятности

P
{

sup
(t,v)∈Tδ1

Zc(t, v) > u
}
.

В силу формулы (3.18) и замечания 1 ковариационная функция гауссовского
центрированного поля Zc(t, v) инвариантна относительно вращений цилиндра
[0, 1] × V вокруг оси t, следовательно, распределение поля Zc(t, v) также инва-
риантно относительно указанных вращений. Отсюда вытекает, что без ограни-
чения общности мы можем полагать, что

(1, 0, . . . , 0)︸ ︷︷ ︸
n

является внутренней точкой множества V1 в топологии сферы.

(3.25)

Согласно формуле (3.2) и условию (3.25) для достаточно малого ε1 > 0 точка
v = (v1, . . . , vn) из множества V1 = V1(ε1) представима в виде

v = (v1, ṽ) =
(√

1 − ‖ṽ‖2, ṽ
)
, (3.26)

где
ṽ = (v2, . . . , vn), ‖ṽ‖2 = v2

2 + . . .+ v2
n. (3.27)

Отсюда по формулам (3.11), (3.22) вытекает, что для достаточно малого ε1 > 0
и достаточно больших u > 0 n-мерное многообразие Tδ1 представимо в виде

Tδ1 =
{(
t,
√

1 − ‖ṽ‖2, ṽ
)

: t ∈ [1 − δ, 1], ṽ ∈ Ṽ1

}
, (3.28)

где
Ṽ1 ≡ Ṽ1(ε1) :=

{
ṽ :
(√

1 − ‖ṽ‖2, ṽ
)
∈ V1

}
. (3.29)

Таким образом, множество Tδ1 описывается n параметрами (t, ṽ).
Из вышеизложенного следует, что для достаточно малого ε1 > 0 и достаточ-

но больших u > 0 (n+1)-параметрическое гауссовское поле Zc(t, v), (t, v) ∈ Tδ1,
представимо в виде n-параметрического неоднородного гауссовского поля

Yc(t, ṽ) := Zc

(
t,
√

1 − ‖ṽ‖2, ṽ
)
, (3.30)

заданного на множестве

T̃δ1 := [1 − δ(u), 1] × Ṽ1(ε1). (3.31)

Таким образом,

P
{

sup
(t,v)∈Tδ1

Zc(t, v) > u
}

= P
{

sup
(t,ṽ)∈T̃δ1

Yc(t, ṽ) > u
}
. (3.32)
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3.3. Описание характеристик
неоднородного гауссовского поля Yc(t, ṽ)
и переход к однородному гауссовскому полю ξq(t, ṽ)

Ниже мы будем часто использовать обозначения (3.27).

Лемма 8.
(i) Гауссовское n-параметрическое поле Yc(t, ṽ), (t, ṽ) ∈ T̃δ1, имеет среднее

нуль, дисперсию и корреляционную функцию следующего вида :

DYc(t, ṽ) ≡ EY 2
c (t, ṽ) = σ2

c (t) =
1

[1 + (c/2)(1 − t)]2
, (3.33)

rY [(t, ṽ), (s, ỹ)] ≡ EYc(t, ṽ) EYc(s, ỹ)√
DYc(t, ṽ)DYc(s, ỹ)

=

=
min(t, s)√

ts

[
1 − 1

2

(√
1 − ‖ṽ‖2 −

√
1 − ‖ỹ‖2

)2

− 1
2
‖ṽ − ỹ‖2

]
, (3.34)

где (t, ṽ), (s, ỹ) ∈ T̃δ1, ỹ = (y2, . . . , yn).
(ii) Для фиксированного произвольно малого числа ε > 0 найдётся число

ε1 = ε1(ε) > 0, такое что для всех достаточно больших u > 0 и всех
(t, ṽ), (s, ỹ) ∈ T̃δ1 выполнены неравенства

1 −
(

1
2

+ ε

)
(|t− s| + ‖ṽ − ỹ‖2) � rY [(t, ṽ), (s, ỹ)] �

� 1 −
(

1
2
− ε

)
(|t− s| + ‖ṽ − ỹ‖2). (3.35)

Таким образом, ковариационная функция rY [(t, ṽ), (s, ỹ)] поля
Yc(t, ṽ)/σc(t), (t, ṽ) ∈ T̃δ1, удовлетворяет условию локальной одно-
родности с параметрами

α1 = 1, α2 = . . . = αn = 2. (3.36)

Доказательство. Соотношения (3.33), (3.34) пункта (i) леммы непосред-
ственно вытекают из леммы 5 и формул (3.18), (3.26), (3.30). Докажем утвер-
ждение (ii) леммы, используя подход работы [26, с. 330]. Применяя неравенство
Коши—Буняковского, после несложных вычислений убеждаемся, что для всех
ṽ, ỹ ∈ Ṽ1(ε1) справедливы соотношения

(√
1 − ‖ṽ‖2 −

√
1 − ‖ỹ‖2

)2 =
(‖ṽ‖2 − ‖ỹ‖2)2(√

1 − ‖ṽ‖2 +
√

1 − ‖ỹ‖2
)2 =

=
〈ṽ − ỹ, ṽ + ỹ〉2(√

1 − ‖ṽ‖2 +
√

1 − ‖ỹ‖2
)2 � ‖ṽ − ỹ‖2ψ(ṽ, ỹ), (3.37)

где

ψ(ṽ, ỹ) :=
‖ṽ + ỹ‖2(√

1 − ‖ṽ‖2 +
√

1 − ‖ỹ‖2
)2 . (3.38)
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По определению (3.29) максимальное значение непрерывной функции (3.38) на
компакте Ṽ1(ε1) × Ṽ1(ε1) может быть сделано произвольно малым в результате
выбора достаточно малого диаметра ε1 компактного множества V1. Используя
этот факт и формулы (3.34), (3.37), с учётом разложения

min(t, s)√
ts

= 1 − 1
2
|t− s|(1 + o(1)

)
при t, s→ 1, |t− s| → 0,

мы получаем утверждение (ii) леммы. Лемма 8 доказана.

Замечание 2. Далее полагаем, что число ε1 > 0 выбрано таким, что для
всех достаточно больших u > 0 и всех (t, ṽ), (s, ỹ) ∈ T̃δ1 выполнено неравенство
(3.35).
Для числа q > 0 обозначим через ξq(t, ṽ), (t, ṽ) ∈ Rn, однородное гауссовское

поле с нулевым средним, единичной дисперсией и ковариационной функцией

Rq
ξ [(t, ṽ), (s, ỹ)] ≡ E ξq(t, ṽ) ξq(s, ỹ) = exp{−q(|t− s| + ‖ṽ − ỹ‖2)}. (3.39)

Рассматривая поле ξq(t, ṽ) на множестве (t, ṽ) ∈ T̃δ1 и используя стандартное
разложение экспоненты в ряд, несложно убедиться, что в силу неравенства
(3.35) для всех достаточно больших u > 0 и всех (t, ṽ), (s, ỹ) ∈ T̃δ1 справедливы
соотношения

R
q+
ξ [(t, ṽ), (s, ỹ)] � rY [(t, ṽ), (s, ỹ)] � R

q−
ξ [(t, ṽ), (s, ỹ)], (3.40)

R
q+
ξ [(t, ṽ), (t, ṽ)] = R

q−
ξ [(t, ṽ), (t, ṽ)] = rY [(t, ṽ), (t, ṽ)] = 1, (3.41)

где

q+ =
1
2

+ 2ε, q− =
1
2
− 2ε. (3.42)

Применяя, с учётом (3.33), (3.40), (3.41), теорему 3 Д. Слепяна, заключаем, что
для достаточно больших u > 0 выполнены неравенства

P
{

sup
(t,ṽ)∈T̃δ1

ξq−(t, ṽ)σc(t) > u
}

� P
{

sup
(t,ṽ)∈T̃δ1

Yc(t, ṽ) > u
}

�

� P
{

sup
(t,ṽ)∈T̃δ1

ξq+(t, ṽ)σc(t) > u
}
. (3.43)

3.4. Разбиение множества T̃δ1 на малые параллелепипеды
и применение неравенства Бонферрони

Точные асимптотики первой и последней вероятностей из формулы (3.43)
вычисляются аналогично, далее для краткости записи вместо q± будем писать
просто q. В соответствии с формулой (3.36) для параметров λ > 0, u > 0
определим величины

Δ1 =
λ

u2
, Δ2 =

λ

u
, Δ = (Δ1,Δ2, . . . ,Δ2) ∈ Rn. (3.44)
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По формуле (3.11) справедливо соотношение

δ(u)
Δ1

→ ∞ при u→ ∞. (3.45)

Ниже u > 0 и λ > 0—большие параметры. Пусть Zn —множество точек с цело-
численными координатами в Rn. Для векторов l = (l1, . . . , ln) ∈ Zn и Δ введём
операцию

l · Δ := (l1Δ1, l2Δ2, . . . , lnΔ2) ∈ Rn. (3.46)

Разобьём множество T̃δ1 семейством измельчающихся с ростом u параллелепи-
педов

Kl(Δ) :=K0(Δ) + l · Δ ≡ {(t, ṽ) ∈ Rn :
1 + (l1 − 1)Δ1 � t � 1 + l1Δ1, ljΔ2 � vj � (lj + 1)Δ2, j = 2, . . . , n}, (3.47)

где l = (l1, . . . , ln) ∈ Zn,

K0(Δ) := {(t, ṽ) ∈ Rn : 1 − Δ1 � t � 1, 0 � vj � Δ2, j = 2, . . . , n}.
Применяя неравенство Бонферрони, получаем следующее соотношение для до-
статочно больших u > 0:∑

l∈L+

P
{

sup
(t,ṽ)∈Kl(Δ)

ξq(t, ṽ)σc(t) > u
}

� P
{

sup
(t,ṽ)∈T̃δ1

ξq(t, ṽ)σc(t) > u
}

�

�
∑

l∈L−
P
{

sup
(t,ṽ)∈Kl(Δ)

ξq(t, ṽ)σc(t) > u
}
−

−
∑

l,m∈L+, l �=m

P
{

sup
(t,ṽ)∈Kl(Δ)

ξq(t, ṽ)σc(t) > u, sup
(t,ṽ)∈Km(Δ)

ξq(t, ṽ)σc(t) > u
}
,

(3.48)

где L+ (L−) — множество тех l ∈ Zn, для которых параллелепипеды Kl(Δ)
имеют с T̃δ1 непустое пересечение (соответственно содержатся в T̃δ1).
Параллелепипеды Kl(Δ), для которых l1 = 0, назовём главными паралле-

лепипедами, параллелепипеды Kl(Δ), для которых l1 = 0, назовём неглавными
параллелепипедами. Положим

L0 = {l = (l1, . . . , ln) ∈ L+ : l1 = 0}. (3.49)

Лемма 9.
(i) Гауссовские однородные центрированные поля

[ξq(t, ṽ), (t, ṽ) ∈ Rn], [ξq(1 − t, ṽ), (t, ṽ) ∈ Rn]

имеют одинаковое распределение.
(ii) Для l ∈ L0 при u→ ∞ выполнено соотношение

P
{

sup
(t,ṽ)∈Kl(Δ)

ξq(t, ṽ)σc(t) > u
}

=

= exp
{
−u

2

2

}
1√
2π u

H
c/(2q)
1 (qλ)[H2(

√
q λ)]n−1

(
1 + o(1)

)
. (3.50)



236 В. Р. Фаталов

Доказательство. Первое утверждение леммы следует из формулы для кова-
риационной функции (3.39). Докажем второе утверждение. Учитывая формулы
(3.18), (3.46), (3.47), однородность поля ξq(t, ṽ) и утверждение (i) леммы, полу-
чаем следующие соотношения для l ∈ L0 и достаточно больших u > 0:

P
{

sup
(t,ṽ)∈Kl(Δ)

ξq(t, ṽ)σc(t) > u
}

= P
{

sup
(t,ṽ)∈Kl(Δ)

ξq(t, ṽ)
1 + (c/2)(1 − t)

> u
}

=

= P
{

sup
(t,ṽ)∈[0,Δ1]×[0,Δ2]n−1

ξq(t, ṽ)
1 + (c/2)t

> u
}
. (3.51)

Согласно (3.39), (3.44) к последней вероятности в (3.51) применима лемма 2
с параметрами

α1 = 1, α2 = . . . = αn = 2, b1 =
c

2
, b2 = . . . = bn = 0, (3.52)

S1 = . . . = Sn = 0, T1 = . . . = Tn = λ, C = diag(q,
√
q, . . . ,

√
q). (3.53)

Применяя лемму 2 к указанной вероятности и учитывая формулы (2.8), (2.9),
(3.52), (3.53), получаем соотношение (3.50). Лемма 9 доказана.

3.5. Асимптотические оценки одномерных сумм
из формулы (3.48)

3.5.1. Асимптотики сумм по главным параллелепипедам

Обозначим через M+ = M+(u) число главных параллелепипедов, которые
участвуют в первой сумме из формулы (3.48) по множеству индексов L+, и
через M− = M−(u)—число главных параллелепипедов, которые участвуют во
второй сумме по множеству L− из той же формулы. Несложно видеть, что
согласно формулам (3.31), (3.44), (3.47) числаM+(u),M−(u) имеют одинаковую
асимптотику при u→ ∞ следующего вида:

M±(u) = mesn−1(Ṽ1)
un−1

λn−1

(
1 + o(1)

)
. (3.54)

Лемма 10. Для фиксированных λ > 0 при u→ ∞ справедливы соотношения∑
l∈L0

P
{

sup
(t,ṽ)∈Kl(Δ)

ξq(t, ṽ)σc(t) > u
}

= G(u, λ)
(
1 + o(1)

)
, (3.55)

∑
l∈L−∩L0

P
{

sup
(t,ṽ)∈Kl(Δ)

ξq(t, ṽ)σc(t) > u
}

= G(u, λ)
(
1 + o(1)

)
, (3.56)

где

G(u, λ) = exp
{
−u

2

2

}
un−2

√
2π

mesn−1(Ṽ1)
λn−1

H
c/(2q)
1 (qλ) [H2(

√
q λ)]n−1. (3.57)

Доказательство. Соотношения (3.55)—(3.57) непосредственно вытекают из
формул (3.49), (3.50), (3.54), поскольку выражение в правой части форму-
лы (3.50) не зависит от индекса l ∈ L0. Лемма 10 доказана.
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3.5.2. Асимптотические оценки сумм по неглавным параллелепипедам

Лемма 11. Найдутся постоянные C1 > 0 и C2 > 0, такие что для достаточно
больших u > 0 и достаточно больших λ > 0 справедливо неравенство

∑
l∈L+\L0

P
{

sup
(t,ṽ)∈Kl(Δ)

ξq(t, ṽ)σc(t) > u
}

�

� C1 mesn−1(Ṽ1) exp
{
−u

2

2

}
un−2 exp{−C2λ}. (3.58)

Доказательство. Оценим сверху отдельно каждое слагаемое суммы из ле-
вой части формулы (3.58). Несложно видеть, что если l = (l1, . . . , ln) ∈ L+ \ L0,
то согласно формулам (3.31), (3.47), (3.50) выполнено неравенство

l1 � −1. (3.59)

Учитывая формулы (3.18), (3.47), однородность поля ξq(t, ṽ) и утверждение (i)
леммы 9, получаем следующие равенства для l ∈ L+ \L0 и достаточно больших
u > 0:

P
{

sup
(t,ṽ)∈Kl(Δ)

ξq(t, ṽ)σc(t) > u
}

= P
{

sup
(t,ṽ)∈Kl(Δ)

ξq(t, ṽ)
1 + (c/2)|1 − t| > u

}
=

= P
{

sup
−l1Δ1�t�(1−l1)Δ1, ṽ∈[0,Δ2]n−1

ξq(t, ṽ)
1 + (c/2)|t| > u

}
. (3.60)

Если −l1Δ1 � t � (1 − l1)Δ1, то в силу неравенства (3.59) справедлива оценка
|t| � |l1|Δ1. Используя эту оценку, формулу (3.44) и однородность поля ξq(t, ṽ),
получаем следующие соотношения для достаточно больших u > 0:

P
{

sup
−l1Δ1�t�(1−l1)Δ1, ṽ∈[0,Δ2]n−1

ξq(t, ṽ)
1 + (c/2)|t| > u

}
�

� P
{

sup
−l1Δ1�t�(1−l1)Δ1, ṽ∈[0,Δ2]n−1

ξq(t, ṽ) > uθl1

}
=

= P
{

sup
(t,ṽ)∈[0,Δ1]×[0,Δ2]n−1

ξq(t, ṽ) > uθl1

}
, (3.61)

где

θl1 = 1 +
c

2
|l1|Δ1 = 1 +

c

2
|l1| λ

u2
. (3.62)

Согласно (3.39), (3.44) к последней вероятности в (3.61) применима лемма 2
с больши́м параметром ũ = uθl1 и параметрами

α1 = 1, α2 = . . . = αn = 2, b1 = b2 = . . . = bn = 0, (3.63)

S1 = . . . = Sn = 0, T1 = λθ2l1 , T2 = . . . = Tn = λθl1 , C = diag(q,
√
q, . . . ,

√
q).

(3.64)
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Применяя лемму 2 к указанной вероятности и учитывая формулы (2.8), (2.9),
(3.63), (3.64), получаем следующее соотношение при u→ ∞:

P
{

sup
(t,ṽ)∈[0,Δ1]×[0,Δ2]n−1

ξq(t, ṽ) > uθl1

}
=

= exp

{
−u

2θ2l1
2

}
1√

2π u θl1

H1(qλθ2l1) [H2(
√
q λ θl1)]

n−1
(
1 + o(1)

)
. (3.65)

Согласно формулам (2.12), (2.14) для достаточно больших u > 0 и достаточно
больших λ > 0 справедливо неравенство

H1(qλθ2l1) [H2(
√
q λθl1)]

n−1 � q(n+1)/2

π(n−1)/2
2nλnθn+1

l1
. (3.66)

Отметим, что последняя вероятность в (3.60), а также все последующие форму-
лы вплоть до формулы (3.66) не зависят от индексов l2, . . . , ln. Используя этот
факт и учитывая определение числаM+(u) и соотношения (3.54), (3.60)—(3.62),
(3.65), (3.66), убеждаемся, что найдутся постоянные Ci > 0, такие что для всех
достаточно больших u > 0 и достаточно больших λ > 0 справедливы неравен-
ства

∑
l∈L+\L0

P
{

sup
(t,ṽ)∈Kl(Δ)

ξq(t, ṽ)σc(t) > u
}

� C3
M+(u)
u

λn
∞∑

l1=1

θn
l1 exp

{
−u

2θ2l1
2

}
�

� C4 mesn−1(Ṽ1) exp
{
−u

2

2

}
un−2

∞∑
l1=1

exp{−C5l1λ}. (3.67)

Отсюда, очевидно, вытекает утверждение леммы. Лемма 11 доказана.

3.6. Асимптотические оценки двойной суммы
из формулы (3.48)

Оценим сверху двойную сумму из формулы (3.48), которую для краткости
мы обозначим Σc(u):

Σc(u) :=
∑

l,m∈L+,l �=m

P
{

sup
(t,ṽ)∈Kl(Δ)

ξq(t, ṽ)σc(t) > u, sup
(t,ṽ)∈Km(Δ)

ξq(t, ṽ)σc(t) > u
}
.

(3.68)

Несложно видеть, что если l = (l1, . . . , ln) ∈ L+, согласно формулам (3.31),
(3.44), (3.46) выполнены неравенства

−Ent
(
δ(u)
λu−2

)
− 1 � l1 � 0, (3.69)

где Ent(x) обозначает целую часть положительного числа x. Отметим, что в си-
лу (3.45), число из левой части неравенства (3.69) стремится к −∞ при u→ ∞.



Супремум евклидовых норм многомерных винеровского процесса и броуновского моста 239

Для l ∈ L+ определим множество

Πl ≡ Πl(Δ) := {(t, ṽ) :
− l1Δ1 � t � (1 − l1)Δ1, ljΔ2 � vj � (lj + 1)Δ2, j = 2, . . . , n}. (3.70)

Учитывая формулы (3.18), (3.47), (3.70) и утверждение (i) леммы 9, получаем
следующие равенства для l = (l1, . . . , ln),m = (m1, . . . ,mn) ∈ L+ и достаточно
больших u > 0

P
{

sup
(t,ṽ)∈Kl(Δ)

ξq(t, ṽ)σc(t) > u, sup
(t,ṽ)∈Km(Δ)

ξq(t, ṽ)σc(t) > u
}

=

= P
{

sup
(t,ṽ)∈Πl(Δ)

ξq(t, ṽ)
1 + (c/2)|t| > u, sup

(t,ṽ)∈Πm(Δ)

ξq(t, ṽ)
1 + (c/2)|t| > u

}
. (3.71)

Если −l1Δ1 � t � (1 − l1)Δ1, то в силу неравенства (3.69) справедлива оцен-
ка |t| � |l1|Δ1; аналогично если −m1Δ1 � t � (1 − m1)Δ1, то справедлива
оценка |t| � |m1|Δ1. Используя эти оценки и формулы (3.44), (3.62), получаем
следующее неравенство для достаточно больших u > 0:

p̃l,m(u) :=P
{

sup
(t,ṽ)∈Πl(Δ)

ξq(t, ṽ)
1 + c

2 |t|
> u, sup

(t,ṽ)∈Πm(Δ)

ξq(t, ṽ)
1 + c

2 |t|
> u

}
� pl,m(u), (3.72)

где

pl,m(u) := P
{

sup
(t,ṽ)∈Πl(Δ)

ξq(t, ṽ) > uθl1 , sup
(t,ṽ)∈Πm(Δ)

ξq(t, ṽ) > uθm1

}
. (3.73)

Для борелевских множеств A,B ⊂ Rn определим евклидово расстояние между
ними:

ρ(A,B) = inf
x∈A, y∈B

‖x− y‖. (3.74)

Множество суммирования в двойной сумме Σc разобьём на две части:

L+
1 := {(l,m) : l,m ∈ L+, l = m, ρ(Πl,Πm) > 0}, (3.75)

L+
2 := {(l,m) : l,m ∈ L+, l = m, ρ(Πl,Πm) = 0}. (3.76)

Согласно формулам (3.68), (3.71)—(3.73) справедливо неравенство

0 � Σc � Σc
1 + Σc

2, (3.77)

где
Σc

i :=
∑

(l,m)∈L+
i

p̃l,m(u), i = 1, 2. (3.78)

В двойной сумме Σc
1 суммирование производится по несоседним параллелепи-

педам Πl, Πm, т. е. в случае когда множества Πl, Πm не имеют общих вершин;
в двойной сумме Σc

2 суммирование производится по соседним параллелепипедам
Πl, Πm, которые имеют хотя бы одну общую вершину.
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3.6.1. Асимптотические оценки двойной суммы Σc
1

по несоседним параллелепипедам

Лемма 12.

(i) Пусть (l,m) ∈ L+
1 . Тогда найдутся постоянные C̃i > 0, i = 1, 2, 3, такие что

для достаточно больших u > 0 и достаточно больших λ > 0 справедливо
неравенство

pl,m(u) � C̃1 exp
{
−u

2

2

}
λ2n

u
×

× exp
{
−C̃2λ(|l1| + |m1|) − C̃3λ

2
n∑

j=2

(|lj −mj | − 1)2
}
. (3.79)

(ii) Найдутся постоянные C̃i > 0, i = 4, 5, такие что для достаточно больших
u > 0 и достаточно больших λ > 0 справедливо неравенство

Σc
1 � C̃4 mesn−1(Ṽ1) exp

{
−u

2

2

}
un−2 exp{−C̃5λ}. (3.80)

Доказательство. Докажем первое утверждение леммы. Учитывая определе-
ние 1 и формулу (3.39), убеждаемся, что однородное гауссовское поле ξq(t, ṽ),
(t, ṽ) ∈ Rn, удовлетворяет условию локальной однородности (C1) с параметрами

α1 = 1, α2 = . . . = αn = 2, D1 =
q

2
, D2 = 2q. (3.81)

Зафиксируем произвольную пару (l,m) ∈ L+
1 . Учитывая (3.75), (3.78), к вероят-

ности (3.73) применим лемму 3, положив в ней

a = θl1 , b = θm1 , T = λ,

A = [0, λ]n + λ(−l1, l2, . . . , ln), B = [0, λ]n + λ(−m1,m2, . . . ,mn).
(3.82)

Легко видеть, что согласно формулам (2.3), (3.44), (3.70), (3.81), (3.82) спра-
ведливы равенства

Πl(Δ) = guA, Πm(Δ) = guB. (3.83)

Если параллелепипеды Πl, Πm являются несоседними, то кубы A и B также
являются несоседними, кроме того, среди индексов {1, 2, . . . , n} найдётся хотя
бы один индекс ν = ν(l,m), такой что выполнено неравенство

|lν −mν | � 2. (3.84)

Пусть

x = h+ λ(−l1, l2, . . . , ln) ∈ A, y = z + λ(−m1,m2, . . . ,mn) ∈ B, (3.85)

где
h = (h1, . . . , hn) ∈ [0, λ]n, z = (z1, . . . , zn) ∈ [0, λ]n. (3.86)
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Используя определение величины |t|α в формуле (2.2), а также соотношения
(3.81), (3.85), (3.86), получаем равенство

|x− y|α = |h1 − z1 + λ(m1 − l1)| +
n∑

j=2

|hj − zj + λ(lj −mj)|2. (3.87)

Пусть F — это множество пар (l,m) ∈ L+
1 , для которых выполнено хотя бы одно

из неравенств
|l2 −m2| � 2, . . . , |ln −mn| � 2. (3.88)

Согласно формулам (3.86)—(3.88) справедливы неравенства

|x− y|α � IF (l,m)
n∑

j=2

|hj − zj + λ(lj −mj)|2 �

� IF (l,m)λ2 max
2�j�n

(|lj −mj | − 1)2 � IF (l,m)
λ2

n− 1

n∑
j=2

(|lj −mj | − 1)2, (3.89)

здесь и ниже IF (x)—индикаторная функция множества F , т. е. IF (x) = 1,
если x ∈ F , IF (x) = 0, если x /∈ F . По формуле (2.13) из соотношения (3.89)
вытекает, что для величин (3.81), (3.82) справедливо неравенство

ρα(A,B) � IF (l,m)
λ2

n− 1

n∑
j=2

(|lj −mj | − 1)2. (3.90)

Используя лемму 3 и формулы (3.62), (3.81)—(3.83), (3.90), убеждаемся, что
найдутся постоянные C̃i > 0, i = 6, 7, такие что для достаточно больших u > 0
и достаточно больших λ > 0 выполнено неравенство

pl,m(u) � C̃6λ
2n exp

{
−u

2

2

}
exp{−(c/4)λ(|l1| + |m1|)}

u(1 + (c/4)(|l1| + |m1|)λu−2)
×

× exp
{
−C̃7IF (l,m)λ2

n∑
j=2

(|lj −mj | − 1)2
}
. (3.91)

Отсюда, очевидно, вытекает утверждение (i) леммы. Докажем второе утвер-
ждение леммы, используя подход, применённый в аналогичной ситуации
в [26, с. 324]. Будем записывать индексы l, m в виде

l = (l1, l̃), m = (m1, m̃), где l̃ = (l2, . . . , ln), m̃ = (m2, . . . ,mn). (3.92)

Тогда согласно (3.72), (3.78), (3.92) имеют место следующие соотношения:

Σc
1 =

∑
l1,m1

∑
k̃

∑
l̃,m̃ : l̃−m̃=k̃

p̃l,m(u)IL+
1
(l,m) �

∑
l1,m1

∑
k̃

∑
l̃,m̃ : l̃−m̃=k̃

pl,m(u)IL+
1
(l,m).

(3.93)

При фиксированных l1, m1, k̃ = (k2, . . . , kn) последняя сумма
∑

l̃,m̃ : l̃−m̃=k̃

в (3.93)

содержит число слагаемых, которое не превышает числа главных параллеле-
пипедов M+(u). Учитывая этот факт и формулы (3.54), (3.69), (3.79), (3.84),
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(3.93), заключаем, что для постоянных C̃i > 0, i = 1, 2, 3, достаточно больших
u > 0 и достаточно больших λ > 0 справедливо неравенство

Σc
1 � 2C̃1 mesn−1(Ṽ1) exp

{
−u

2

2

}
un−2λn+1

∑
l1,m1

exp{−C̃2λ(|l1| + |m1|)} ×

×
∑

k̃

exp
{
−C̃3λ

2
n∑

j=2

(|kj | − 1)2
}
I
{|l1|+|m1|+

n∑
j=2

(|kj |−1)2>0}
(l1,m1, k̃). (3.94)

Из неравенства (3.94), очевидно, вытекает утверждение (ii) леммы. Лемма 12
доказана.

3.6.2. Асимптотические оценки двойной суммы Σc
2

по соседним параллелепипедам

Множество суммирования L+
2 , заданное в (3.76), разобьём на две части:

L+
3 := {(l,m) ∈ L+

2 : l1 = m1 = 0}, (3.95)

L+
4 := {(l,m) ∈ L+

2 : |l1| + |m1| > 0}. (3.96)

Таким образом, справедливы равенства

L+
2 = L+

3 ∪ L+
4 , (3.97)

Σc
2 = Σc

3 + Σc
4, (3.98)

где
Σc

j :=
∑

(l,m)∈L+
j

p̃l,m(u), j = 3, 4. (3.99)

Отметим, что согласно (3.49) в двойной сумме Σc
3 суммирование производится

по соседним главным параллелепипедам Πl, Πm, в то время как в двойной сум-
ме Σc

4 суммирование производится по соседним параллелепипедам Πl, Πm, хотя
бы один из которых является неглавным параллелепипедом. Асимптотическая
оценка двойной суммы Σc

3 даётся в следующей лемме.

Лемма 13.

(i) Пусть (l,m) ∈ L+
3 . Тогда найдётся постоянная Ĉ1 > 0, такая что для

достаточно больших u > 0 и достаточно больших λ > 0 справедливо
неравенство

p̃l,m(u) � Ĉ1 exp
{
−u

2

2

}
λn−3/2

u
. (3.100)

(ii) Найдётся постоянная Ĉ2 > 0, такая что для достаточно больших u > 0 и
достаточно больших λ > 0 справедливо неравенство

Σc
3 � Ĉ2 mesn−1(Ṽ1) exp

{
−u

2

2

}
un−2

√
λ
. (3.101)
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Доказательство. Доказательство леммы проводится аналогично выводу со-
ответствующего неравенства в [26, с. 324]. Докажем первое утверждение лем-
мы при помощи леммы 4. Как уже было указано, однородное гауссовское поле
ξq(t, ṽ), (t, ṽ) ∈ Rn, удовлетворяет условию локальной однородности (C1) с па-
раметрами (3.81). Зафиксируем произвольную пару (l,m) ∈ L+

3 , где

l = (0, l2, . . . , ln), m = (0,m2, . . . ,mn). (3.102)

Для соседних главных параллелепипедов Πl, Πm, каждая из разностей mj − lj ,
j = 2, . . . , n, может принимать одно из следующих трёх значений: 0, 1, −1,
причём хотя бы одна из указанных разностей принимает значение 1 или −1
(так как l = m). Без ограничения общности предположим, что

m2 − l2 = 1. (3.103)

Используя однородность поля ξq(t, ṽ) по аргументу ṽ и формулы (3.44), (3.70),
(3.72), получаем следующее равенство для u > 0:

p̃l,m(u) = P

{
sup

(t,ṽ)∈guÃ

ξq(t, ṽ)
1 + (c/2)|t| > u, sup

(t,ṽ)∈guB̃

ξq(t, ṽ)
1 + (c/2)|t| > u

}
, (3.104)

где в соответствии с (2.3), (3.81), (3.102), (3.103)

Ã = [0, λ]n, B̃ = [0, λ]n + t0, (3.105)

t0 = λ(0, 1,m3 − l3, . . . ,mn − ln). (3.106)

Из вышеизложенного следует, что к вероятности в правой части форму-
лы (3.104) можно применить лемму 4, в которой мы положим k = 2,

a = b = 1, f(t) = 1 +
c

2
|t| � 1, T1 = . . . = Tn = λ, T0 =

√
λ, (3.107)

T̃ = (λ,
√
λ, λ, . . . , λ), K̃ = [0, λ] × [0,

√
λ] × [0, λ]n−2 + t0. (3.108)

Применяя лемму 4 с учётом формул (3.81), (3.105)—(3.108), убеждаемся, что
найдётся постоянная Ĉ3 > 0, такая что для достаточно больших u > 0 и доста-
точно больших λ > 0 справедливо неравенство

p̃l,m(u) � P

{
sup

(t,ṽ)∈guK̃

ξq(t, ṽ)
1 + (c/2)|t| > u

}
+ Ĉ3 exp

{
−u

2

2

}
λ2n

u
exp

{
−q

8

√
λ
}
.

(3.109)
Вероятность в правой части формулы (3.109) оценим сверху методом, исполь-
зованным при выводе соотношения (3.50), учитывая при этом формулы (2.10),
(2.11), (2.14). В результате убеждаемся, что найдётся постоянная Ĉ4 > 0, такая
что для достаточно больших u > 0 и достаточно больших λ > 0 справедливы
неравенства
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P

{
sup

(t,ṽ)∈guK̃

ξq(t, ṽ)
1 + (c/2)|t| > u

}
�

� exp
{
−u

2

2

}
2√
2π u

H
c/(2q)
1 (qλ)H2(

√
q λ) [H2(

√
q λ)]n−2 �

� Ĉ4 exp
{
−u

2

2

}
λn−3/2

u
. (3.110)

Из соотношений (3.109), (3.110) вытекает первое утверждение леммы при усло-
вии (3.103). Аналогично рассматриваются остальные возможные случаи, когда
|mν − lν | = 1 для некоторого индекса 3 � ν � n. Поскольку правая часть нера-
венства (3.100) не зависит от значений индексов (l,m) ∈ L+

3 , то легко видеть,
что первое утверждение леммы доказано полностью.
Докажем второе утверждение леммы. Для фиксированного l ∈ L+ суще-

ствует конечное число c0(n) параллелепипедов Πm, m = l, имеющих общую
вершину с Πl. Отсюда следует, что число различных пар соседних главных па-
раллелепипедов из суммы Σc

3 не превосходит величины c0(n)M+(u). Из этого
факта и формул (3.54), (3.95), (3.99), (3.100) вытекает утверждение (ii) леммы.
Лемма 13 доказана.

Приведём теперь асимптотическую оценку двойной суммы Σc
4 (см. (3.99)).

Лемма 14. Найдутся постоянные C̄1 > 0 и C̄2 > 0, такие что для достаточно
больших u > 0 и достаточно больших λ > 0 справедливо неравенство

Σc
4 � C̄1 mesn−1(Ṽ1) exp

{
−u

2

2

}
un−2 exp{−C̄2λ}. (3.111)

Доказательство. Однородное гауссовское поле ξq(t, ṽ), (t, ṽ) ∈ Rn, удовле-
творяет условию локальной однородности (C1) с параметрами (3.81). Зафикси-
руем произвольную пару (l,m) ∈ L+

4 , где согласно (3.96)

l = (l1, l2, . . . , ln), m = (m1,m2, . . . ,mn), |l1| + |m1| > 0. (3.112)

Для рассматриваемых соседних параллелепипедов Πl, Πm каждая из разностей
mj − lj , j = 1, . . . , n, может принимать одно из следующих трёх значений: 0,
1, −1, причём хотя бы одна из указанных разностей принимает значение 1 или
−1 (так как l = m) и при этом |l1| + |m1| > 0. Без ограничения общности
предположим, что

l1 −m1 = 1. (3.113)

Используя однородность поля ξq(t, ṽ) и формулы (3.44), (3.70), (3.73), получаем
следующее равенство для u > 0:

pl,m(u) = P
{

sup
(t,ṽ)∈guÃ

ξq(t, ṽ) > uθl1 , sup
(t,ṽ)∈guB̃

ξq(t, ṽ) > uθm1

}
, (3.114)
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где в соответствии с (2.3), (3.81), (3.112), (3.113)

Ã = [0, λ]n, B̃ = [0, λ]n + t0, (3.115)

t0 = λ(1,m2 − l2,m3 − l3, . . . ,mn − ln). (3.116)

Из вышеизложенного следует, что к вероятности в правой части форму-
лы (3.114) можно применить предложение 2, где мы положим k = 1,

a = θl1 , b = θm1 , T1 = . . . = Tn = λ, T0 =
√
λ, (3.117)

T̃ = (
√
λ, λ, . . . , λ), K̃ = [0,

√
λ] × [0, λ]n−1 + t0. (3.118)

Применяя предложение 2 с учётом формул (3.81), (3.115)—(3.118), убеждаемся,
что найдётся постоянная C̄3 > 0, такая что для достаточно больших u > 0 и
достаточно больших λ > 0 справедливо неравенство (ср. с (3.91))

pl,m(u) � P

{
sup

(t,ṽ)∈guK̃

ξq(t, ṽ) >
θl1 + θm1

2
u

}
+

+ C̄3 λ
2n exp

{
−u

2

2

}
exp{−(c/4)λ(|l1| + |m1|)}

u(1 + (c/4)(|l1| + |m1|)λu−2)
. (3.119)

Первое слагаемое выражения, стоящего справа в (3.119), мы оценим сверху, ис-
пользуя лемму 2 и формулы (2.8), (2.9), (2.12), (2.14), аналогично тому, как это
было сделано при выводе формул (3.65), (3.66). Второе слагаемое выражения,
стоящего справа в (3.119), зависит только от l1, m1 и не зависит от подвекторов

l̃ = (l2, . . . , ln), m̃ = (m2, . . . ,mn). (3.120)

Учитывая (3.120), представим сумму Σc
4 в следующем виде (ср. с (3.93)):

Σc
4 =

∑
l1,m1

∑
l̃,m̃

pl,m(u)IL+
4
(l,m). (3.121)

Как уже было указано, для фиксированного l ∈ L+ существует конечное число
c0(n) параллелепипедов Πm, m = l, имеющих общую вершину с Πl. Отсюда
следует, что при фиксированных l1, m1 число слагаемых в последней сумме
в (3.121) не превышает величины c0(n)M+(u). Учитывая этот факт, формулы
(3.54), (3.119) и оценку типа (3.67), относящуюся к суммированию вероятно-
стей, стоящих справа в (3.119), убеждаемся, что найдутся постоянные C̄1 > 0
и C̄2 > 0, такие что для достаточно больших u > 0 и достаточно больших λ > 0
справедливо неравенство (3.111), поскольку у нас |l1| + |m1| > 0. Лемма 14
доказана.
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3.7. Асимптотика вероятности P
{

sup
(t,ṽ)∈T̃δ1

ξq(t, ṽ) σc(t) > u
}

из формулы (3.49)

Лемма 15. При u→ ∞ выполнено соотношение

P
{

sup
(t,ṽ)∈T̃δ1

ξq(t, ṽ)σc(t) > u
}

=

= exp
{
−u

2

2

}
un−2

√
2π

mesn−1(Ṽ1)
(c+ 2q)q(n−1)/2

cπ(n−1)/2

(
1 + o(1)

)
. (3.122)

Доказательство. Соотношение (3.122) докажем при помощи двух оценок
для верхнего и нижнего пределов. Сначала выведем нужную нам оценку для
верхнего предела. Согласно формулам (3.48), (3.49) для достаточно больших
u > 0 справедливо неравенство

P
{

sup
(t,ṽ)∈T̃δ1

ξq(t, ṽ)σc(t) > u
}

�
∑
l∈L0

P
{

sup
(t,ṽ)∈Kl(Δ)

ξq(t, ṽ)σc(t) > u
}

+

+
∑

l∈L+\L0

P
{

sup
(t,ṽ)∈Kl(Δ)

ξq(t, ṽ)σc(t) > u
}
. (3.123)

Учитывая формулы (3.55), (3.58), (3.123), заключаем, что найдётся постоянная
C0 > 0, такая что для достаточно больших λ > 0 выполнено неравенство

lim sup
u→∞

P
{

sup
(t,ṽ)∈T̃δ1

ξq(t, ṽ)σc(t) > u
}

exp{−u2/2}un−2
�

� mesn−1(Ṽ1)√
2π

[
H2(

√
q λ)

λ

]n−1

H
c/(2q)
1 (qλ) + exp{−C0λ}. (3.124)

Беря предел при λ → ∞ от обеих частей неравенства (3.124) и используя
формулы (2.10), (2.11), (2.14), получаем соотношения

lim sup
u→∞

P
{

sup
(t,ṽ)∈T̃δ1

ξq(t, ṽ)σc(t) > u
}

exp{−u2/2}un−2

� mesn−1(Ṽ1)√
2π

(
√
qH2)n−1H̃

c/(2q)
1 =

mesn−1(Ṽ1)√
2π

(c+ 2q)q(n−1)/2

cπ(n−1)/2
. (3.125)

Мы вывели нужную нам оценку для верхнего предела. Выведем теперь оценку
для нижнего предела. Согласно формулам (3.48), (3.49), (3.77), (3.97), (3.98),
для достаточно больших u > 0 справедливо неравенство

P
{

sup
(t,ṽ)∈T̃δ1

ξq(t, ṽ)σc(t) > u
}

�

�
∑

l∈L−∩L0

P
{

sup
(t,ṽ)∈Kl(Δ)

ξq(t, ṽ)σc(t) > u
}
− Σc

1 − Σc
3 − Σc

4. (3.126)



Супремум евклидовых норм многомерных винеровского процесса и броуновского моста 247

Учитывая формулы (3.56), (3.80), (3.101), (3.111), (3.126), заключаем, что най-
дутся постоянные Ci > 0, i = 1, 2, такие что для достаточно больших λ > 0
выполнено неравенство

lim inf
u→∞

P
{

sup
(t,ṽ)∈T̃δ1

ξq(t, ṽ)σc(t) > u
}

exp{−u2/2}un−2
�

� mesn−1(Ṽ1)√
2π

[
H2(

√
q λ)

λ

]n−1

H
c/(2q)
1 (qλ) − exp{−C1λ} − C2√

λ
. (3.127)

Взяв предел при λ → ∞ от обеих частей неравенства (3.127) и используя
формулы (2.10), (2.11), (2.14), получаем следующее соотношение, дополняющее
(3.125):

lim inf
u→∞

P
{

sup
(t,ṽ)∈T̃δ1

ξq(t, ṽ)σc(t) > u
}

exp{−u2/2}un−2
� mesn−1(Ṽ1)√

2π
(c+ 2q)q(n−1)/2

cπ(n−1)/2
. (3.128)

Из формул (3.125), (3.128), очевидно, вытекает соотношение (3.122). Лемма 15
доказана.

3.8. Асимптотические оценки вероятностей

P
{

sup
(t,v)∈Tδj

Z1±ε(t, v) > u
}
из формулы (3.24),

j = 1, . . . , N

Для фиксированного числа j, 1 � j � N , для достаточно малого ε1 > 0
по аналогии с формулами (3.28), (3.29), (3.31) введём малые множества Ṽj и
положим для достаточно больших u > 0

T̃δj := [1 − δ(u), 1] × Ṽj(ε1). (3.129)

Для произвольного малого числа ε > 0 можно выбрать диаметр разбиения
ε1 = ε1(ε) > 0 настолько малым, что наряду с уже указанными выше усло-
виями (см., в частности, замечание 2), выполнялось бы также условие

1 − ε � mesn−1(Ṽj)
mesn−1(Vj)

� 1 + ε для всех j = 1, . . . , N. (3.130)

Аналогично формуле (3.122) с учётом (3.129) доказывается, что для
j = 1, . . . , N выполнено следующее соотношение при u→ ∞:

P
{

sup
(t,ṽ)∈T̃δj

ξq(t, ṽ)σc(t) > u
}

=

= exp
{
−u

2

2

}
un−2

√
2π

mesn−1(Ṽj)
(c+ 2q)q(n−1)/2

cπ(n−1)/2

(
1 + o(1)

)
. (3.131)
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Лемма 16. Для фиксированного числа j, 1 � j � N , и произвольного фик-
сированного малого ε > 0 справедливы соотношения

lim sup
u→∞

P
{

sup
(t,v)∈Tδj

Z1−ε(t, v) > u
}

exp{−u2/2}un−2
� mesn−1(Vj)

(2π)n/2

1 + ε

1 − ε
(2 + 3ε)(1 + 4ε)(n−1)/2,

(3.132)

lim inf
u→∞

P
{

sup
(t,v)∈Tδj

Z1+ε(t, v) > u
}

exp{−u2/2}un−2
� mesn−1(Vj)

(2π)n/2

1 − ε

1 + ε
(2 − 3ε)(1 − 4ε)(n−1)/2.

(3.133)

Доказательство. Докажем соотношение (3.132) для фиксированного j,
1 � j � N . Используя очевидные аналоги формул (3.30), (3.32), (3.42), (3.43), а
также формулу (3.131) с q = q+ = 1/2 + 2ε, c = 1 − ε, можно показать, что для
произвольного фиксированного малого ε > 0 справедливы соотношения

lim sup
u→∞

P
{

sup
(t,v)∈Tδj

Z1−ε(t, v) > u
}

exp{−u2/2}un−2
�

� lim sup
u→∞

P
{

sup
(t,ṽ)∈T̃δj

ξq+(t, ṽ)σ1−ε(t) > u
}

exp{−u2/2}un−2
=

=
mesn−1(Ṽj)√

2πn/2

2 + 3ε
1 − ε

(
1
2

+ 2ε
)(n−1)/2

. (3.134)

Из формул (3.130) и (3.134) вытекает соотношение (3.132).

Докажем соотношение (3.133). Используя очевидные аналоги формул (3.30),
(3.32), (3.42), (3.43), а также формулу (3.131) с q = q− = 1/2−2ε, c = 1+ε, мож-
но показать, что для произвольного фиксированного малого ε > 0 справедливы
соотношения

lim inf
u→∞

P
{

sup
(t,v)∈Tδj

Z1+ε(t, v) > u
}

exp{−u2/2}un−2
� lim inf

u→∞

P
{

sup
(t,ṽ)∈T̃δj

ξq−(t, ṽ)σ1+ε(t) > u
}

exp{−u2/2}un−2
=

=
mesn−1(Ṽj)√

2πn/2

2 − 3ε
1 + ε

(
1
2
− 2ε

)(n−1)/2

. (3.135)

Из формул (3.130) и (3.135) вытекает соотношение (3.133). Лемма 16 доказана.
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3.9. Асимптотически точная верхняя оценка

вероятности P
{

sup
(t,v)∈Tδ

Z(t, v) > u
}

Напомним, что площадь поверхности единичной сферы V ≡ V (n), заданной
в (3.2), выражается формулой

mesn−1

(
V (n)

)
=

2πn/2

Γ(n/2)
. (3.136)

Лемма 17. Имеет место соотношение

lim sup
u→∞

P
{

sup
(t,v)∈Tδ

Z(t, v) > u
}

exp{−u2/2}un−2
� 1

2(n−4)/2 Γ(n/2)
. (3.137)

Доказательство. Используя второе неравенство в (3.19) и определение
верхнего и нижнего пределов (см. [13, п. 3.16, с. 66]), убеждаемся, что для
любого малого ε > 0 справедливы соотношения

1 � lim inf
u→∞

P
{

sup
(t,v)∈Tδ

Z1−ε(t, v) > u
}

P
{

sup
(t,v)∈Tδ

Z(t, v) > u
} �

� lim sup
u→∞

P
{

sup
(t,v)∈Tδ

Z1−ε(t, v) > u
}

exp{−u2/2}un−2

⎡
⎢⎢⎣lim sup

u→∞

P
{

sup
(t,v)∈Tδ

Z(t, v) > u
}

exp{−u2/2}un−2

⎤
⎥⎥⎦
−1

.

(3.138)

Учитывая формулы (3.23), (3.132), (3.136) и одно известное свойство верхнего
предела (см. [13, гл. 3, упр. 5, с. 89]), получаем следующие соотношения для
произвольного фиксированного малого ε > 0:

lim sup
u→∞

P
{

sup
(t,v)∈Tδ

Z1−ε(t, v) > u
}

exp{−u2/2}un−2
�

N∑
j=1

lim sup
u→∞

P
{

sup
(t,v)∈Tδj

Z1−ε(t, v) > u
}

exp{−u2/2}un−2
�

� 2 + 3ε
(2π)n/2

1 + ε

1 − ε
(1 + 4ε)(n−1)/2

N∑
j=1

mesn−1(Vj) =

=
2(2 + 3ε)

2n/2Γ(n/2)
1 + ε

1 − ε
(1 + 4ε)(n−1)/2, (3.139)

поскольку в силу (3.21)

N∑
j=1

mesn−1(Vj) = mesn−1(V ).



250 В. Р. Фаталов

Ввиду произвольности ε > 0 из формул (3.138), (3.139) вытекает соотношение
(3.137). Лемма 17 доказана.

3.10. Асимптотически точная нижняя оценка
вероятности P

{
sup

(t,v)∈Tδ

Z(t, v) > u
}

В этом разделе мы докажем следующее утверждение, дополняющее лем-
му 17.

Лемма 18. Имеет место соотношение

lim inf
u→∞

P
{

sup
(t,v)∈Tδ

Z(t, v) > u
}

exp{−u2/2}un−2
� 1

2(n−4)/2 Γ(n/2)
. (3.140)

Для доказательства леммы 18 нам понадобятся некоторые утверждения.
Применяя с учётом (3.23) неравенство Бонферрони, получаем следующее нера-
венство для произвольного фиксированного малого ε > 0 и достаточно больших
u > 0

P
{

sup
(t,v)∈Tδ

Z1+ε(t, v) > u
}

�
N∑

j=1

P
{

sup
(t,v)∈Tδj

Z1+ε(t, v) > u
}
− Σε(u), (3.141)

где

Σε(u) =
N∑

i,j=1,i �=j

P
{

sup
(t,v)∈Tδi

Z1+ε(t, v) > u, sup
(t,v)∈Tδj

Z1+ε(t, v) > u
}
. (3.142)

Выведем асимптотические оценки для одномерной и двойной сумм в (3.141).

Лемма 19. Для произвольного фиксированного малого ε > 0 справедливо
соотношение

lim inf
u→∞

N∑
j=1

P
{

sup
(t,v)∈Tδj

Z1+ε(t, v) > u
}

exp{−u2/2}un−2
� 2(2 − 3ε)

2n/2 Γ(n/2)
1 − ε

1 + ε
(1 − 4ε)(n−1)/2.

(3.143)

Доказательство. Учитывая формулы (3.133), (3.136) и одно известное свой-
ство нижнего предела, получаем для произвольного фиксированного малого
ε > 0 соотношения

lim inf
u→∞

N∑
j=1

P
{

sup
(t,v)∈Tδj

Z1+ε(t, v) > u
}

exp{−u2/2}un−2
�

�
N∑

j=1

lim inf
u→∞

P
{

sup
(t,v)∈Tδj

Z1+ε(t, v) > u
}

exp{−u2/2}un−2
�
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� 2 − 3ε
(2π)n/2

1 − ε

1 + ε
(1 − 4ε)(n−1)/2

N∑
j=1

mesn−1(Vj) =

=
2(2 − 3ε)

2n/2 Γ(n/2)
1 − ε

1 + ε
(1 − 4ε)(n−1)/2,

поскольку в силу (3.21)

N∑
j=1

mesn−1(Vj) = mesn−1(V ).

Получили соотношение (3.143). Лемма 19 доказана.

Лемма 20. Найдётся постоянная c1 = c1(n) > 0, такая что для всех доста-
точно малых ε > 0 справедливо соотношение

lim sup
u→∞

Σε(u)
exp{−u2/2}un−2

� c1 ε. (3.144)

Доказательство. Представим двойную сумму (3.142) в виде

Σε(u) = Σε,1(u) + Σε,2(u), (3.145)

где суммирование в сумме Σε,1(u) ведётся по всем парам несоседних множеств
Tδi, Tδj , а суммирование в сумме Σε,2(u) ведётся по всем парам соседних мно-
жеств Tδi, Tδj . Докажем соотношение (3.144), рассматривая отдельно суммы
Σε,1(u) и Σε,2(u).
1. Пусть пара индексов (i, j), i, j = 1, . . . , N , i = j, такова, что множества

Tδi = [1 − δ(u), 1] × Vi, Tδj = [1 − δ(u), 1] × Vj

являются несоседними, т. е.

ρ(Tδi, Tδj) > 0, ρ(Vi, Vj) > 0; (3.146)

здесь и ниже расстояние в евклидовых пространствах различной размерности
мы обозначаем одной и той же буквой ρ (см. (3.74)). Докажем, что при условии
(3.146) для произвольного малого числа ε > 0 выполнено соотношение

lim
u→∞

P
{

sup
(t,v)∈Tδi

Z1+ε(t, v) > u, sup
(t,v)∈Tδj

Z1+ε(t, v) > u
}

exp{−u2/2}un−2
= 0. (3.147)

Выведем асимптотическую оценку сверху для вероятности из формулы (3.147),
используя теорему 4. Выберем достаточно большое u0 > 0, такое что δ0 :=
:= δ(u0) � 1 (см. (3.11)), и положим

Tδ0i = [1 − δ0, 1] × Vi, Tδ0j = [1 − δ0, 1] × Vj . (3.148)
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Для всех достаточно больших u > u0 справедливо неравенство

P
{

sup
(t,v)∈Tδi

Z1+ε(t, v) > u, sup
(t,v)∈Tδj

Z1+ε(t, v) > u
}

�

� P
{

sup
[(t,v),(s,y)]∈Tδ0i×Tδ0j

[Z1+ε(t, v) + Z1+ε(s, y)] > 2u
}
. (3.149)

Применим теорему 4 к гауссовскому полю

Wε[(t, v), (s, y)] := Z1+ε(t, v) + Z1+ε(s, y), (3.150)

заданному на компактном множестве Tδ0i × Tδ0j и имеющему нулевое среднее.
По неравенству (3.146) найдётся малое число 0 < κ0 = κ0(ε) < 1, такое что

ρ(Vi, Vj) > κ0. (3.151)

Используя формулы (3.6), (3.9), (3.18), (3.150), получаем следующие соотноше-
ния для [(t, v), (s, y)] ∈ Tδ0i × Tδ0j :

DWε[(t, v), (s, y)] =
1[

1 +
(
(1 + ε)/2

)
(1 − t)

]2 +
1[

1 +
(
(1 + ε)/2

)
(1 − s)

]2 +

+
2min(t, s)〈v, y〉√

ts
[
1 +

(
(1 + ε)/2

)
(1 − t)

][
1 +

(
(1 + ε)/2

)
(1 − s)

] �

� 2 +
2min(t, s)〈v, y〉√

ts
[
1 +

(
(1 + ε)/2

)
(1 − t)

][
1 +

(
(1 + ε)/2

)
(1 − s)

] . (3.152)

Из (3.152) следует, что

DWε[(t, v), (s, y)] � 2, если 〈v, y〉 � 0. (3.153)

Если 〈v, y〉 > 0, то согласно (3.148), (3.151) справедливы оценки

0 < 〈v, y〉 = 1 − 1
2
‖v − y‖2 � 1 − 1

2
κ2

0. (3.154)

Так как коэффициент корреляции не превосходит единицы, то при
t, s ∈ [1 − δ0, 1] выполнено неравенство

min(t, s)√
ts

� 1,

следовательно, согласно формулам (3.152), (3.154) справедливо неравенство

DWε[(t, v), (s, y)] � 4 − κ2
0, если 〈v, y〉 > 0. (3.155)

Поскольку 0 < κ0 < 1, то из формул (3.153), (3.155) вытекает следующее
неравенство для всех [(t, v), (s, y)] ∈ Tδ0i × Tδ0j :

DWε[(t, v), (s, y)] � 4 − κ2
0. (3.156)

Выберем число 0 < θ < 2κ2
0. Применяя теорему 4 с этим выбранным θ к гаус-

совскому полю Wε[(t, v), (s, y)], получаем с учётом (3.150), (3.156) неравенство
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для u > u0

0 �
P
{

sup
[(t,v),(s,y)]∈Tδ0i×Tδ0j

[Z1+ε(t, v) + Z1+ε(s, y)] > 2u
}

exp{−u2/2}un−2
�

� c0
exp{−4u2/(2(4 − κ2

0) + θ)}
exp{−u2/2}un−2

. (3.157)

Вследствие выбора числа θ < 2κ2
0 последнее выражение в формуле (3.157) стре-

мится к нулю при u → ∞. Согласно (3.149) отсюда вытекает справедливость
соотношения (3.147) для несоседних множеств Tδi, Tδj . Из формулы (3.147)
следует, что для произвольного малого числа ε > 0 выполнено соотношение

lim
u→∞

Σε,1(u)
exp{−u2/2}un−2

= 0. (3.158)

2. Рассмотрим теперь второй случай. Пусть пара индексов (i, j), i, j =
= 1, . . . , N , i = j, такова, что множества Tδi = [1 − δ(u), 1] × Vi, Tδj =
= [1 − δ(u), 1] × Vj являются соседними, т. е.

ρ(Tδi, Tδj) = 0, ρ(Vi, Vj) = 0. (3.159)

Для всех u > 0 и всех малых ε > 0 имеет место равенство

P
{

sup
(t,v)∈Tδi

Z1+ε(t, v) > u, sup
(t,v)∈Tδj

Z1+ε(t, v) > u
}

=

= P
{

sup
(t,v)∈Tδi

Z1+ε(t, v) > u
}

+ P
{

sup
(t,v)∈Tδj

Z1+ε(t, v) > u
}
−

− P
{

sup
(t,v)∈Tδi∪Tδj

Z1+ε(t, v) > u
}
. (3.160)

Для соседних множеств Vi, Vj малого диаметра ε1 множество Vi ∪ Vj имеет ма-
лый диаметр, не превышающий числа 2ε1. Отсюда вытекает, что для множества

Tδi ∪ Tδj = [1 − δ(u), 1] × Vi ∪ Vj

можно вывести оценки, аналогичные уже полученным оценкам для множе-
ства Tδj . В частности, можно показать, что при условии (3.159), для фикси-
рованной пары индексов (i, j), i = j, и произвольного малого ε > 0 справедлив
аналог формулы (3.133), а именно выполнено соотношение

lim inf
u→∞

P
{

sup
(t,v)∈Tδi∪Tδj

Z1+ε(t, v) > u
}

exp{−u2/2}un−2
�

� 2
mesn−1(Vi) + mesn−1(Vj)

(2π)n/2

1 − ε

1 + ε
(1 − 3ε/2) (1 − 4ε)(n−1)/2. (3.161)
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Используя формулы (3.132) (дважды), (3.160), (3.161), убеждаемся, что при
условии (3.159) для фиксированной пары индексов (i, j), i = j, и произвольного
малого ε > 0 справедливо соотношение

lim sup
u→∞

P
{

sup
(t,v)∈Tδi

Z1+ε(t, v) > u, sup
(t,v)∈Tδj

Z1+ε(t, v) > u
}

exp{−u2/2}un−2
�

� 2
mesn−1(Vi) + mesn−1(Vj)

(2π)n/2
[μ1(ε) − μ2(ε)], (3.162)

где

μ1(ε) =
1 + ε

1 − ε
(1 + 3ε/2)(1 + 4ε)(n−1)/2, μ2(ε) =

1 − ε

1 + ε
(1− 3ε/2)(1− 4ε)(n−1)/2.

(3.163)
Применяя разложение бинома Ньютона для последних сомножителей в (3.163),
несложно показать, что для достаточно малых ε� 1 выполнены неравенства

0 < μ1(ε) − μ2(ε) � (4n+ 4) ε. (3.164)

Из формул (3.162), (3.164) следует, что найдётся постоянная c2 = c2(n) > 0,
такая что при условии (3.159) для всех достаточно малых ε > 0 справедливо
соотношение

lim sup
u→∞

P
{

sup
(t,v)∈Tδi

Z1+ε(t, v) > u, sup
(t,v)∈Tδj

Z1+ε(t, v) > u
}

exp{−u2/2}un−2
�

� c2 ε
[
mesn−1(Vi) + mesn−1(Vj)

]
. (3.165)

Для фиксированного множества Tδi существует конечное число c3(n) (не зави-
сящее от ε > 0) множеств Tδj , j = i, имеющих общие точки с Tδi. Учитывая
этот факт, формулу (3.165) и равенство

N∑
i=1

mesn−1(Vi) = mesn−1(V ),

заключаем, что найдётся постоянная c4(n) > 0, такая что для всех достаточно
малых ε > 0 справедливо соотношение

lim sup
u→∞

Σε,2(u)
exp{−u2/2}un−2

� c4 ε mesn−1(V ). (3.166)

Из формул (3.145), (3.158) и (3.166) вытекает соотношение (3.144). Лемма 20
доказана.

Доказательство леммы 18 проводится по схеме доказательства леммы 17.
Используя первое неравенство в (3.19) и определение верхнего и нижнего пре-
делов, убеждаемся, что для любого малого ε > 0 справедливы соотношения
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1 � lim sup
u→∞

P
{

sup
(t,v)∈Tδ

Z1+ε(t, v) > u
}

P
{

sup
(t,v)∈Tδ

Z(t, v) > u
} �

� lim inf
u→∞

P
{

sup
(t,v)∈Tδ

Z1+ε(t, v) > u
}

exp{−u2/2}un−2

⎡
⎢⎢⎣lim inf

u→∞

P
{

sup
(t,v)∈Tδ

Z(t, v) > u
}

exp{−u2/2}un−2

⎤
⎥⎥⎦
−1

.

(3.167)

Учитывая формулы (3.141), (3.143), (3.144) и известные свойства нижнего пре-
дела, получаем следующие соотношения для произвольного фиксированного ма-
лого ε > 0:

lim inf
u→∞

P
{

sup
(t,v)∈Tδ

Z1+ε(t, v) > u
}

exp{−u2/2}un−2
� lim inf

u→∞

N∑
j=1

P
{

sup
(t,v)∈Tδj

Z1+ε(t, v) > u
}

exp{−u2/2}un−2
−

− lim sup
u→∞

Σε(u)
exp{−u2/2}un−2

� 2(2 − 3ε)
2n/2 Γ(n/2)

1 − ε

1 + ε
(1 − 4ε)(n−1)/2 − c1 ε. (3.168)

Ввиду произвольности ε > 0 из формул (3.167), (3.168) вытекает соотношение
(3.140). Лемма 18 доказана.

3.11. Доказательство соотношения (1.2) теоремы 1

В силу лемм 17, 18 справедливо соотношение

lim
u→∞

P
{

sup
(t,v)∈Tδ

Z(t, v) > u
}

exp{−u2/2}un−2
=

1
2(n−4)/2 Γ(n/2)

. (3.169)

Из формул (3.3), (3.169) и леммы 6 вытекают следующие соотношения при
u→ ∞:

P
{

sup
t∈[0,1]

‖w(t)‖ > u
}
≡ P

{
sup

t∈[0,1]

n∑
j=1

w2
j (t) > u2

}
=

= exp
{
−u

2

2

}
un−2

2(n−4)/2 Γ(n/2)
(
1 + o(1)

)
. (3.170)

Таким образом, формула (1.2) доказана при T = 1. По известному свойству
автомодельности винеровского процесса (см. [2, гл. 4, п. 2, с. 71]) для любых
T > 0, u > 0 выполнено равенство

P
{

sup
t∈[0,T ]

‖w(t)‖ > u
}

= P
{

sup
t∈[0,1]

‖w(t)‖ > u√
T

}
. (3.171)
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Из формул (3.170), (3.171) вытекает соотношение (1.2) для любого T > 0.
Теорема 1 доказана.
Доказательство теоремы 2 проводится методом двойной суммы по схеме

доказательства теоремы 1. Это доказательство довольно длинное, и по этой
причине оно здесь не приводится.

Автор выражает благодарность рецензенту за полезные замечания.
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