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Аннотация

В статье доказана верхняя оценка старшего коэффициента характеристического
многочлена градуированного идеала кольца обобщённых многочленов. Примерами та-
ких колец являются как кольцо обычных многочленов (для которого выполняется
классическая теорема Безу), так и некоторые кольца дифференциальных операторов.
Для системы обобщённых однородных уравнений от нескольких переменных в ма-
лых коразмерностях получены точные полиномиальные по d оценки. В общем случае

оценка дважды экспоненциальная по τ : O
(
d2τ−1)

, где d —максимальная степень
образующих градуированного идеала, τ — его коразмерность. Для систем линейных
дифференциальных уравнений оценки такой же асимптотики, но иными методами
были получены Д. Григорьевым.

Abstract

M. V. Kondratieva, Generalized typical dimension of a graded module, Fundamen-
talnaya i prikladnaya matematika, vol. 23 (2020), no. 2, pp. 147—161.

In this paper, we prove an upper bound for the leading coefficient of the characteristic
polynomial of a graded ideal in a ring of generalized polynomials. Examples of such rings
are the rings of commutative polynomials (for which the classical Bézout theorem holds),
as well as some rings of differential operators. For a system of generalized homogeneous
equations in small codimensions we obtain exact estimates that are polynomial in d. In

the general case, the estimate is double exponential in τ : O
(
d2τ−1)

, where d is the
maximal degree of generators of a graded ideal and τ is its codimension. For systems of
linear differential equations, bounds of the same asymptotics, but by other methods, were
obtained by D. Grigoriev.

1. Введение

В алгебраической геометрии и коммутативной алгебре многие исследования
посвящены многочлену Гильберта. Такую же важную роль в дифференциаль-
ной алгебре играет дифференциальный размерностный многочлен, введённый
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Э. Колчиным [6]. Оценка его коэффициентов относится к классическим нере-
шённым проблемам дифференциальной алгебры.

В последние годы повысился интерес к компьютерной алгебре, одним из на-
правлений которой является изучение базисов Грёбнера. Для полиномиальных
идеалов это понятие изучено достаточно полно, в частности, найдены верхние
и нижние оценки степеней полиномов в базисе Грёбнера по степеням обра-
зующих идеала (см., например, [3, 8]). Интересно, что сложности вычисления
базиса Грёбнера и нахождения старшего коэффициента многочлена Гильберта
имеют различные асимптотические оценки.

Для колец дифференциальных операторов над полем большого успеха в этой
области достигли Д. Григорьев и А. Чистов (см. [4, 5]). Здесь ситуация иная,
чем для полиномиальных идеалов, и известна только верхняя дважды экспо-
ненциальная оценка (как для порядков элементов базиса Грёбнера, так и для
старшего коэффициента размерностного многочлена).

Для обобщения этих результатов мы будем рассматривать кольцо, введённое
в [7, определение 4.1.4]. Для идеалов этих (в общем случае некоммутативных)
колец обобщённых многочленов работает техника базисов Грёбнера и определе-
но понятие характеристического многочлена.

Полученная в работе оценка (теорема 3) в ситуации, когда степень харак-
теристического многочлена на 1 меньше максимально возможной (мы будем
употреблять термин коразмерность τ ) равна 1, совпадает с оценкой Э. Колчина
(см. [6, с. 199]).

Э. Колчин полагал, что по аналогии с этой линейной оценкой в других ко-
размерностях оценка старшего коэффициента размерностного многочлена также
будет полиномом степени O(τ). В общем случае это до сих пор не опровергнуто.

В коразмерности 2 для дифференциального размерностного многочлена до-
казана оценка (см. [7, 5.6.7]), совпадающая с полученной в данной статье для
однородных систем обобщённых многочленов от нескольких переменных.

В коразмерностях 3, 4 и 5 (теорема 4) впервые получены точные верхние
оценки обобщённой типовой размерности однородного идеала, причём в кораз-
мерности 3 оценка достигается (пример 6).

В случае когда характеристический многочлен однородного идеала кольца
обобщённых многочленов является константой, получена верхняя дважды экс-
поненциальная оценка этой величины от количества обобщённых неизвестных.
Этот результат аналогичен результату Д. Григорьева [4].

2. Предварительные факты

Основные понятия и факты изложены в [6,7,9].
Обозначим через Z множество целых чисел, через N0 множество неотрица-

тельных целых чисел,
(
n
k

)
= s(s−1)...(s−m+1)

m! —количество сочетаний из n эле-
ментов по k.
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Пусть e = (j1, . . . , jm) ∈ N
m
0 . Тогда число

m∑

k=1

jk будем называть порядком

элемента e и обозначать через ord e. Отметим, что любой целозначный (т. е. при-
нимающий в целых точках целые значения) полином v(s) может быть записан
в виде

v(s) =
d∑

i=0

ai

(
s + i

i

)
, где ai ∈ Z.

Будем называть числа (ad, . . . , a0) стандартными коэффициентами многочле-
на v(s).

Определение 1 (см. [1; 7, определение 2.4.9]). Пусть ω = ω(s) является
целозначным многочленом степени d от переменной s. Назовём последователь-
ностью минимизирующих коэффициентов многочлена ω вектор

b(ω) = (bd, . . . , b0) ∈ Z
d+1,

определяемый индуктивно по d следующим образом. Если d = 0 (т. е. ω являет-
ся константой), то положим b(ω) = (ω). Пусть d > 0 и (ad, . . . , a0) – стандартные
коэффициенты многочлена ω, т. е.

ω(s) =
d∑

i=0

ai

(
si

i

)
.

Обозначим

v(s) = ω(s + ad) −
(

s + 1 + d + ad

d + 1

)
+
(

s + d + 1
d + 1

)
.

Так как deg v < d, можно вычислить последовательность минимизирующих ко-
эффициентов

b(v) = (bk, . . . , b0) (0 � k < d)

многочлена v(s). Определим

b(ω) = (ad, 0, . . . , 0, bk, . . . , b0) ∈ Z
d+1.

Теперь дадим определение размерностного многочлена Колчина подмноже-
ства E ⊂ N

m
0 .

Определение 2. Определим частичный порядок на N
m
0 следующим образом:

отношение (i1, . . . , im) � (j1, . . . , jm) равносильно ik � jk для всех k = 1, . . . , m.
Рассмотрим функцию ωE(s), принимающую в точке s значение Card VE(s), где
VE(s) —множество векторов v ∈ N

m
0 , таких что ord v � s и для каждого e ∈ E

не выполняется условие e � v. Тогда (см., например, [6, с. 115] или [7, теоре-
ма 5.4.1]) функция ωE(s) для всех достаточно больших s является целозначным
многочленом. Будем называть её размерностным многочленом Колчина мно-
жества E и обозначать через ωE(s).

Не каждый целозначный многочлен является размерностным многочленом
Колчина для некоторого множества E. Связь этих понятий установлена в сле-
дующей теореме.
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Теорема 1 (см. [1; 7, утверждение 2.4.10]). Все минимизирующие коэф-
фициенты размерностного многочлена Колчина неотрицательны. Верно и об-
ратное : если последовательность минимизирующих коэффициентов некоторого
целозначного полинома состоит из неотрицательных чисел, то он является раз-
мерностным многочленом Колчина некоторого множества E. Будем обозначать
множество таких многочленов через W .

Отметим, что множество W замкнуто относительно сложения, взятия опе-
ратора

Δ1ω(s) = ω(s) − ω(s − 1) (1)

и положительного сдвига:

ω(s) = ω(s + j), j ∈ N

(см. [7, утверждения 2.4.13 и 2.4.22]).
Пусть X = {x1, . . . , xm}. Обозначим через T = T (X) свободную комму-

тативную полугруппу с единицей (записываемую мультипликативно), порож-
дённую множеством X. Элементы T будем называть мономами. Пусть θ ∈ T ,
θ = xe1

1 . . . xem
m . Порядком монома θ будем называть ord(e1, . . . , em) и обозначать

через ord θ. Предположим, что множество мономов линейно упорядочено и для
всех θ ∈ T выполняются следующие условия:

1 � θ;

если θ1 < θ2, то
θθ1 < θθ2.

В этом случае будем говорить, что на множестве мономов T определён ранжир.
Пусть F —поле, P —векторное F-пространство с базисом T = T (X). Опре-

делим на P функцию «взятия лидера» следующим образом: каждый g из P
представляется в виде суммы

g =
∑

θ∈T

aθθ,

где только конечное число коэффициентов aθ ∈ F ненулевые. Среди всех мо-
номов, входящих в это представление с ненулевым коэффициентом, выберем
максимальный в смысле порядка, введённого на множестве T . Этот моном бу-
дем называть лидером g ∈ P и обозначать через ug.

Определение 3. Пусть на множестве мономов T = T (X) задан ранжир, и
пусть P —векторное F-пространство с базисом T . Предположим, что P явля-
ется F-алгеброй и uAB = uAuB для всех A,B ∈ P . Также предположим, что
1θ1 · 1θ2 = 1θ1θ2 ∈ P для всех θ1, θ2 ∈ T ; в частности, образующие x1, . . . , xm

попарно коммутируют. Такое кольцо будем называть кольцом обобщённых мно-
гочленов от переменных X = {x1, . . . , xm} над полем F .

Пример 1 (кольцо коммутативных многочленов над полем). Рассмотрим
произвольный ранжир на T = T (X). Пусть P —алгебра F [X] коммутатив-
ных многочленов над полем F . Нетрудно видеть, что условие uAB = uAuB
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выполняется, поэтому F [X] можно рассматривать как кольцо обобщённых мно-
гочленов от переменных X = {x1, . . . , xn} над полем F .

Определение 4. Оператор ∂, действующий на коммутативном кольце K

с единицей, называется дифференциальным оператором (или дифференци-
рованием), если он линеен, ∂(a + b) = ∂(a) + ∂(b), и удовлетворяет правилу
Лейбница, ∂(ab) = ∂(a)b + a∂(b) для всех элементов a, b ∈ K.

Дифференциальным кольцом (или Δ-кольцом) будем называть коммутатив-
ное кольцо K с конечным множеством Δ = {∂1, . . . , ∂m} попарно коммутирую-
щих дифференцирований на K.

Определение 5. Для дифференциального поля F с множеством дифферен-
цирований Δ = {∂1, . . . , ∂m} определим (в общем случае некоммутативное)
кольцо D = F [∂1, . . . , ∂m] косых многочленов от переменных ∂1, . . . , ∂m с ко-
эффициентами в F так, что выполняется ∂i∂j = ∂j∂i, ∂ia = a∂i + ∂i(a) для всех
a ∈ F , ∂i, ∂j ∈ Δ. D называется кольцом (линейных) дифференциальных (или
Δ-) операторов над F .

Пример 2 (кольцо дифференциальных операторов над полем). Пусть F —
Δ-поле. Рассмотрим произвольный ранжир на множестве T = T (Δ). Кольцо
D = F [∂1, . . . , ∂m] линейных дифференциальных операторов над F (см. опреде-
ление 5) является кольцом обобщённых многочленов от переменных ∂1, . . . , ∂m

над полем F .

Пример 3 (кольцо дифференциальных операторов над кольцом многочле-
нов). Пусть F — Δ = {∂1, . . . ∂m}-поле и R —кольцо коммутативных многочле-
нов от переменных y1, . . . , yn над F . Определим дифференцирования из Δ′ =
= {∂′

1, . . . ∂
′
m} на кольце R следующим образом. Положим ∂′

i(yj) = 0 для всех
i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n. Фиксируем для каждого 1 � i � m число 1 � j � n
(для различных i соответствующие им индексы j могут совпадать) и положим
∂′

i(c) = ∂i(f)yj для всех j = 1, . . . , n, c ∈ F . Кольцо DR линейных Δ′-опе-
раторов над R является кольцом обобщённых многочленов над полем F от
переменных X = {∂′

1, . . . , ∂
′
m, y1, . . . , yn}. В самом деле, рассмотрим следующий

ранжир: ∂′
i > yj для всех i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , n. Тогда условие ufug = ufg

выполняется.

Пусть D —кольцо обобщённых многочленов от X = {x1, . . . , xm} над по-
лем F и F — свободный D-модуль с базисом B = {f1, . . . , fn}. Прямое произ-
ведение T × B является F-базисом векторного пространства F . Это множество
будем называть множеством термов модуля F ,

TF = {xi1
1 . . . xim

m fj | (i1, . . . , im) ∈ N
m
0 , j = 1, . . . , n}.

Мы можем определить произведение терма на моном и расширить понятие ран-
жира на множество термов.

Определение 6. Ранжир на множестве термов TF —это полный порядок,
для которого выполняются следующие условия:
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u � θu для всех термов u и любого монома θ;
если u � v, u, v ∈ TF , для любого монома θ ∈ T выполняется θu � θv.

Определение 7. Будем называть ранжир степенным, если выполняется
следующее условие: ord θ1 < ord θ2 (θ1, θ2 ∈ T ) влечёт θ1fi < θ2fj для всех
1 � i, j � n.

Пример 4. Пусть дан ранжир на множестве мономов T . Рассмотрим такой
ранжир на множестве термов TF : θ1fi < θ2fj , если либо i < j, либо i = j и
θ1 < θ2. Такой ранжир на TF не является степенным.

Пример 5. Рассмотрим следующий ранжир на множестве мономов T : θ1 <θ2,
если либо ord θ1 < ord θ2, либо ord θ1 = ord θ2 и θ1 < θ2 в смысле лекси-
кографического порядка на множестве мономов. Пусть t1, t2 ∈ TF . Положим
t1 = θ1fi < t2 = θ2fj , если ord θ1 < ord θ2, либо ord θ1 = ord θ2 и i < j, ли-
бо ord θ1 = ord θ2, i = j и θ1 < θ2. Такой ранжир является степенным. Будем
называть его стандартным.

В подмодуле свободного модуля F над кольцом обобщённых многочленов D
существует базис Грёбнера.

Определение 8 (см. [7, определение 4.1.25]). Пусть D —кольцо обобщён-
ных многочленов над полем F от X = {x1, . . . , xm}, F — свободный D-модуль.
Пусть M ⊆ F —подмодуль F , G ⊂ M —конечное множество и < —ранжир на
множестве термов TF . Будем называть G базисом Грёбнера подмодуля M , если
для любого f ∈ M существует представление

f =
r∑

i=1

ciθigi, 0 �= ci ∈ F , θi ∈ T (X), gi ∈ G, θiugi
> θi+1ugi+1 ,

откуда, в частности, следует, что uf = θ1ug1 .
Рассмотрим теперь градуированные модули над кольцом обобщённых мно-

гочленов. Сначала определим градуировку на множестве мономов T = T (X)

Ts =
{

xi1
1 . . . xim

m

∣
∣
∣
∣

m∑

k=1

ik = s, (i1, . . . , im) ∈ N
m
0

}
, s ∈ Z,

причём Ts = ∅ для s < 0.
Определение 9. Пусть D —кольцо обобщённых многочленов над полем F

от неизвестных X = {x1, . . . , xm}. Предположим, что ранжир на множестве
мономов T = T (X) степенной и

Ds =
{ ∑

θ∈Ts

aθθ

∣
∣
∣
∣ aθ ∈ F и почти все коэффициенты aθ равны 0

}
.

Кольцо D называется градуированным, если

D =
⊕

s∈N0

Ds

и DsDr ⊆ Ds+r для всех s, r ∈ N0.
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Кольца (примеры 1, 3), снабжённые степенным ранжиром (пример 5), яв-
ляются градуированными. Кольцо дифференциальных операторов над полем F
(пример 2) градуированным не является, если в поле F есть элементы, не яв-
ляющиеся константами.

Определение 10. Пусть D — градуированное кольцо обобщённых многоче-
нов над полем F . Будем называть D-модуль M градуированным, если для
любого s ∈ N0 определено F-подпространство Ms модуля M и выполняются
следующие свойства:

M =
⊕

s∈N0

Ms

и

DsMr ⊆ Ms+r

для всех s, r ∈ N0. Элементы Ms будем называть однородными элементами M
степени s.

Свободные модули над кольцами (примеры 1, 3), снабжённые стандартным
ранжиром, являются градуированными.

Определение 11. Пусть DM —конечно порождённый модуль над кольцом
обобщённых многочленов и M =

⊕

s∈N0

Ms — его градуировка. Функцию φgr
M ,

значение которой в точке s ∈ N0 равно dimF Ms будем называть характери-
стической функцией градуированного модуля M .

Теорема 2 (см. [7, теорема 4.3.20]). Пусть D — градуированное кольцо
обобщённых многочленов над полем от переменных X = {x1, . . . , xm}, DM —
градуированный модуль, {m1, . . . ,mn}— его образующие, mi ∈ Mαi . Существу-
ют множества Ei ⊂ N

m
0 (i = 1, . . . , n), такие что для всех достаточно больших s

значение характеристической функции модуля M в точке s равно

φgr
M (s) = Δ1

n∑

i=1

ωEi
(s − αi), (2)

где ωE(s) —размерностный многочлен Колчина множества E (см. определе-
ние 2, уравнение (1)).

Как следует из доказательства, множества Ei соответствуют лидерам од-
нородного базиса Грёбнера соотношений между образующими (модулю сизи-
гий). Легко видеть, что для достаточно больших s функция φgr

M (s) является
многочленом. Будем обозначать его через ωM (s) и называть характеристи-
ческим многочленом градуированного конечно порождённого модуля DM . Его
степень d(M) = deg(ωM ) называют (обобщённым) типом модуля M (хотя пра-
вильнее было бы называть размерностью), разность m − 1 − d — (обобщённой)
коразмерностью, а стандартный старший (ненулевой) коэффициент τd(M) —
(обобщённой) типовой размерностью, хотя эта величина является аналогом
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степени алгебраического многообразия. Мы будем использовать термины, вве-
дённые Э. Колчиным (традиционные для дифференциальной алгебры). Отме-
тим, что типвая размерность и тип являются инвариантами градуированного
модуля, т. е. не зависят от выбора градуировки.

У градуированных модулей над кольцом обобщённых многочленов есть
свойства, аналогичные свойствам дифференциальных модулей: d(M) < m и
am−1(ωM ) = rkD M .

Пусть F — свободный D-модуль с образующими f1, . . . , fn. Каждый эле-
мент f ∈ F представляется в виде f =

∑

1�j�n

θjfj , где θj ∈ D. Обозначим
ordfi

f = ord θi и ord f = max
1�i�n

(ord θi).

Рассмотрим на F градуировку Fs =
n∑

i=1

Tsfi. Пусть H —подмодуль моду-

ля F , порождённый однородными элементами Σ ⊂ H, причём ordfj
h � ej

для всех j = 1, . . . , n, h ∈ Σ. На модуле H возникает индуцированная гра-
дуировка Hs = H ∩ Fs. Фактор-модуль F/H также можно рассматривать как
градуированный: (F/H)s = (Fs/Hs), причём

ωF/H(s) = ωF (s) − ωH(s) =
n∑

i=1

(
s + m − 1

m − 1

)
− ωH(s).

Иногда этот многочлен называют характеристическим многочленом системы
обобщённых полиномиальных уравнений Σ (или системой D-уравнений) и обо-
значают через ωΣ.

Как следует из теоремы 2 (положим αi = 0 (i = 1, . . . , n), M = F/H), ха-
рактеристический многочлен системы обобщённых полиномиальных уравнений
можно вычислять так же, как в дифференциальном случае [7, теорема 4.3.5]:

ωΣ(s) =
n∑

i=1

Δ1ωEi
(s), (3)

где Ei ⊂ N
m
0 .

Нас интересует следующий вопрос.

Вопрос 1. Как оценить обобщённую типовую размерность Σ через извест-
ные величины e1, . . . , en?

В дифференциальной алгебре этот вопрос впервые поставил Д. Ритт, кото-
рый занимался системами обыкновенных дифференциальных уравнений. Позд-
нее Э. Колчин решил эту задачу в коразмерности 1 для нелинейной системы.
Его оценка (см. [6, с. 199]) следующая: типовая дифференциальная размерность
не превосходит e1 + . . . + en.

В коразмерности 2 известен следующий результат (см. [7, 5.6.7]). Пусть
n = 1. Тогда am−2(ωΣ) � e2

1.
Оба эти результата верны и для систем однородных обобщённых полиноми-

альных уравнений.
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3. Основные результаты

Итак, для однородных идеалов кольца обобщённых многочленов в кораз-
мерностях 1 и 2 выполняется классическая теорема Безу. Если коразмерность
больше 2, в общем случае это неверно. Рассмотрим пример.

Пример 6. Пусть k ∈ N, F = C(x1, x2, x3), n = 1, D = F{∂1, ∂2, ∂3, y1}—
кольцо дифференциальных операторов над кольцом многочленов от одной пере-
менной y1 (см. пример 3) над полем F , m = 4, ei = k (i = 1, . . . , 4), ∂i(xj) = δj

i ,
Σ = {∂k

1 f1, (∂k
2 + x1∂

k
3 )f1}. Утверждается, что обобщённая коразмерность Σ

равна 3, а обобщённая типовая размерность равна k2(k + 1)2/2.
Рассмотрим степенной ранжир ∂1 > ∂2 > ∂3 > y1 и найдём однородный

базис Грёбнера идеала Σ. Он состоит из элементов

G={∂k
1 f1, (∂k

2 +x1∂
k
3 )f1, ∂k−1

1 ∂k
3 y1f1, ∂k−2

1 ∂2k
3 y2

1f1,. . . ,∂
k−i
1 ∂i∗k

3 yi
1f1,. . . ,∂

k2

3 yk
1f1}.

Тогда согласно уравнению (3) ωΣ = Δ1ωE , где

E =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

k 0 0 0
0 k 0 0

k − 1 0 k 1
. . . . . . . . . . . .

k − i 0 ik i
. . . . . . . . . . . .
0 0 k2 k

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.

Одним из основных методов вычисления размерностного многочлена матрицы
является применение формулы (см. [7, теорема 2.2.10])

ωE(s) = ωE∪e + ωH

(
s − ord(e)

)
, (4)

где e ∈ Nm
0 , H —матрица, полученная вычитанием из каждой строки E векто-

ра e (при этом отрицательные числа заменяются нулями).
Применив формулу (4) для e = (0, k, 0, 0) k раз, получим ωE = kωE1 , где

E1 =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

k 0 0
k − 1 k 1
. . . . . . . . .

k − i ik i
. . . . . . . . .
0 k2 k

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.

По [7, теорема 2.2.17] Δ1(ωE1) = ωE2 + ωE3 , где E2, E3 —матрицы, получен-
ные вычёркиванием соответственно второго и третьего столбца из матрицы E1.
Применив [7, следствие 2.3.21], получим ωE2 = 1 + 2 + . . . + k = k(k + 1)/2 и
ωE3 = k(1 + 2 + . . . + k) = k2(k + 1)/2, поэтому ωE = k2(k + 1)2/2. Если бы для
системы Σ выполнялась классическая теорема Безу, мы должны были бы иметь
ωΣ = k2(k + 1)2/2 � k3 (система имеет коразмерность 3, при этом у неё две
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однородные образующие), что неверно. Таким образом, в коразмерности 3 для
обобщённых градуированных идеалов не выполняется теорема Безу.

Теорема 3. Пусть D — градуированное кольцо обобщённых многочленов над

полем F от переменных X = {x1, . . . , xm}, F =
n⊕

i=1

Dfi — свободный градуи-

рованный D-модуль с образующими f1, . . . , fn, Σ ⊂ F — система однородных
D-уравнений. Пусть ordfj

h � ej для всех h ∈ Σ. Тогда верны следующие
оценки:

— если коразмерность системы равна 0, то типовая размерность не превос-
ходит n;

— если коразмерность системы Σ равна 1, то τd(Σ) � e1 + . . . + en;
— если коразмерность d(Σ) равна 2, то

τd(Σ) � (e1 + . . . + en) max
1�i�n

ei +
∏

i<j

eiej � (e1 + . . . en)2.

Эта оценка достигается, см. пример из [2].

Сначала докажем лемму.

Лемма 1. Пусть в условиях теоремы 3 обобщённая коразмерность систе-
мы Σ больше 1. Тогда

ωΣ(s) =
n∑

i=1

((
s + m − 1

m − 1

)
−
(

s + m − 1 − ẽi

m − 1

))
− w(s), (5)

где w(s + e) ∈ W , e = max
1�i�n

(ei), ẽi � ei.

Доказательство. Обозначим через H подмодуль D-модуля F , порождённый
системой Σ. D является кольцом Оре, и, так как коразмерность Σ больше 1,
rkD F/H = 0, откуда следует, что rkD H = n. Выберем n D-независимых урав-
нений из системы Σ, и пусть DM — D-фактор-модуль F по этими уравнениям
(обозначим их Σ1 = {h1, . . . , hn}). Имеем точную последовательность градуиро-
ванных D-модулей:

0 → N → M → F/H → 0. (6)

Можно считать, что N — градуированный подмодуль модуля M , порождён-
ный уравнениями Σ \ Σ1 =

⋃

j

gj , и пусть αj —порядки этих уравнений. Сдви-

нутая градуировка, связанная с выбором этой системы однородных образующих
(Ns =

∑

j

Ds−αj gj), и градуировка, индуцированная с M (Ns = Ms ∩ N), совпа-

дают.
Пусть e = max(e1, . . . , en). Из теоремы 2 следует, что ωN (s + e) ∈ W . Дей-

ствительно, образующие gj модуля N имеют порядки αj , не большие чем e, и
из формулы (2) получаем, что

ωN (s + e) =
k∑

j=1

ωj(s + e − αj),
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где ωj ∈ W (здесь k = Card(Σ) − n). Так как αj � ej , учитывая замкну-
тость W относительно положительного сдвига и суммирования, получаем, что
ωN (s + e) ∈ W .

Для вычисления ωM = ωΣ1 воспользуемся D-независимостью уравнений Σ1.
Доказательство леммы 5.8.2 из [7] можно провести и для системы обобщённых
полиномиальных уравнений, поэтому J(Σ1) �= ∞, где J —число Якоби матри-
цы (ordfi

hj)n
i,j=1, hi ∈ Σ1. Выбрав конечную диагональную сумму матрицы и

перенумеровав уравнения Σ1, так как ord hfi
hi �= ∞, получим

ωΣ1(s) = ωF (s) −
n∑

i=1

(
s + m − 1 − ord hi

m − 1

)
=

=
n∑

i=1

(
s + m − 1

m − 1

)
−

n∑

i=1

(
s + m − 1 − ẽi

m − 1

)
,

где ẽi = ordfi
hi � ei. Для доказательства леммы осталось воспользоваться

равенством ωM = ωN + ωF/H , полученным из последовательности (6).

Вернёмся к доказательству теоремы 3.

Доказательство. Случай d(Σ) = m − 1 непосредственно следует из теоре-
мы 2.

Пусть d(Σ) = m − 2. Из леммы 1 следует, что
n∑

i=1

(
(s + 1) − (s + 1 − ẽi)

)− Δm−2
1 ωΣ(s) ∈ W

(так как W замкнуто относительно операции Δ1, см. формулу (1)). Тогда
n∑

i=1

ẽi − τd(Σ) ∈ W.

Поскольку минимизирующие коэффициенты многочлена из W неотрицательны,
отсюда сразу получаем, что

τd(Σ) �
n∑

oi=1

ẽi �
n∑

i=1

ei.

Пусть d(Σ) = m − 3. Как и выше, к соотношению (5) применяем опера-
тор Δm−3

1 . Получаем

Δm−3
1

( n∑

i=1

(
s + m − 1

m − 1

)
−
(

s + m − 1 − ẽi

m − 1

))
− τd(Σ) = w′(s), w′(s + e) ∈ W,

поэтому
( n∑

i=1

(
s + 2

2

)
−
(

s + 2 − ẽi

2

))
− τd(Σ) = w′(s), w′(s + e) ∈ W,
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и
n∑

i=1

(
ẽi(s + 1) −

(
ẽi

2

))
− τd(Σ) = w′(s).

Пусть минимизирующие коэффициенты многочлена w′(s + e) равны (b1, b0). То-
гда

w′(s + e) = b1(s + 1) −
(

b1

2

)
+ b0

и b1 � 0, b0 � 0. Имеем

τd(Σ) =
( n∑

i=1

ẽi − b1

)
(s + 1) −

n∑

i=1

(
ẽi

2

)
+ eb1 +

(
b1

2

)
− b0.

Приравняв к нулю коэффициент при s в правой части равенства, получим

b1 =
n∑

i=1

ẽi,

откуда, учитывая, что b0 � 0, получаем

τd(Σ) �
( n∑

i=1

ẽi

)
e −

n∑

i=1

(
ẽi

2

)
+
( n∑

i=1

ẽi

2

)
=

=
∏

i<j

ẽiẽj +
( n∑

i=1

ẽi

)
e �

( n∑

i=1

ei

)
max

1�i�n
ei +

n∏

i,j=1,i�j

eiej .

Далее будем рассматривать однородные идеалы в кольце обобщённых мно-
гочленов, т. е. случай n = 1. Пусть идеал порождён элементами степени не
выше e. Если обобщённый тип идеала равен m − 2, то из теоремы 3 следует,
что его типовая размерность не превосходит e2, т. е. выполняется классическая
теорема Безу.

Теорема 4. Пусть D — градуированное кольцо обобщённых многочленов
над полем F от переменных T = {x1, . . . , xm}, Σ ⊂ D — система однородных
D-уравнений. Пусть ordh � e для всех h ∈ Σ. Тогда верны следующие оценки:

— если коразмерность Σ равна 3, то τd(Σ) � e2(e+1)2/2 (согласно примеру 6
эта оценка достигается);

— если коразмерность Σ равна 4, то

τd(Σ) � e2(e + 1)2(3e4 + 6e3 + 11e2 + 8e + 8)/24;

— если коразмерность Σ равна 5, то

τd(Σ) � e2(e+1)2(288+480e+952e2 +1264e3 +1592e4 +1648e5 +1529e6 +

+ 1174e7 + 775e8 + 420e9 + 183e10 + 54e11 + 9e12)(e + 1)2/1152;
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— в любой коразмерности τ > 0 обобщённая типовая размерность τd(Σ) не
превосходит O(e2τ−1

).

Доказательство основано на лемме 1 и том факте, что минимизирующие
коэффициенты многочлена из множества W неотрицательны. В качестве Σ′

выберем элемент Σ максимального порядка. Пусть он равен e. Тогда в выраже-
нии (5) n = 1, ẽ1 = e.

Рассмотрим случай коразмерности 3. Применяем оператор Δm−4
1 к обеим

частям равенства (5):

τd(Σ) =
((

s + 3
3

)
−
(

s + 3 − e

3

))
− w′(s), w′(s + e) ∈ W.

Пусть (b2, b1, b0) —последовательность минимизирующих коэффициентов
многочлена w′. Согласно определению 1 можно явно выразить стандартные
коэффициенты w′ через числа b2, b1, b0 и найти коэффициенты «сдвинуто-
го» многочлена w′(s + e). Приравняв коэффициенты при s2, s в правой части
уравнения к 0, получим b2 = e, b1 = e2 и

τd(Σ) =
((

s + 3
3

)
−
(

s + 3 − e

3

))
−
((

s + 3 − e

3

)
−
(

s + 3 − 2e

3

))
−

−
((

s + 2 − 2e

2

)
−
(

s + 2 − 2e − b1

2

))
− b0, b0 � 0.

Подставляя s = −1, получаем τd(Σ) � e2(e + 1)2/2.
Таким же образом вычисляются оценки в любой коразмерности. Каждый раз

будем получать многочлен от e.
Если не важны конкретные коэффициенты этого многочлена, а только его

степень по e, утверждается, что она равна 2τ−1. Действительно, пусть d —
обобщённая типовая размерность системы Σ, т. е. коразмерность τ многочле-
на ωΣ равна τ = m − 1 − d. Применяем в (5) Δd

1 (при этом Δd
1ωΣ —многочлен

нулевой степени, т. е. константа, равная τd(Σ)). Из сравнения степеней полу-
чим, что степень w′ = Δd

1w меньше τ . Пусть минимизирующие коэффициенты
многочлена w′ равны (0, . . . , 0, bτ−1, . . . , b0). Заменим в полученном уравнении
переменную s на e и получим следующее соотношение:

τd(Σ) =
(

s + τ + e

τ

)
−
(

s + τ

τ

)
− w′(s).

Используем определение 1 и получим

τd(Σ) =
(

s + τ + e

τ

)
−
(

s + τ

τ

)
−

1∑

k=τ

((s + k −
k∑

j=τ

bj

k

)
−
(s + k −

k−1∑

j=τ

bj

k

))

. (7)

Обозначим

ci =
τ−1∑

j=i

bj
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и перепишем уравнение (7) в виде

τd(Σ) =
(

s + τ + e

τ

)
−
(

s + τ

τ

)
−

1∑

k=τ

((
s + k − ck

k

)
−
(

s + k − ck−1

k

))
, (8)

Используя тождество
(

s + k − 1 − a

k

)
=
(

s + k − a

k

)
−
(

s + k − 1 − a

k − 1

)
,

преобразуем уравнение (8) к виду

τd(Σ) =
(

s + τ + e

τ

)
− 2
(

s + τ

τ

)
+

2∑

k=τ

(
s + k − 1 − ck−1

k

)
+ (s + 1 − c0). (9)

Возьмём Δτ−1
1 от обеих частей равенства (9). Будем иметь

0 = (s + 1 + e) − 2(s + 1) + (s − cτ−1) + 1,

следовательно, cτ−1 = e.
Индукцией по i докажем, что для 1 � i < τ − 1 выполняется

ci = O
(
e2(τ−1)−i)

.

Пусть cj = O
(
e2(τ−1)−j)

для всех j, i � j < τ −1. Возьмём Δi−1
1 от обеих частей

равенства (9) и получим

0 =
(

s + τ − i + 1 + e

τ − i + 1

)
− 2
(

s + τ − i + 1
τ − i + 1

)
+

i−1∑

k=τ

(
s + k − i − ck−1

k − i + 1

)
.

Подставляя вместо s число −1, получаем

0 =
(

τ − i + e

τ − i + 1

)
− 2
(

τ − i

τ − i + 1

)
+

i+1∑

k=τ

(
k − i − 1 − ck−1

k − i + 1

)
− ci−1.

Сделаем в последней сумме замену j = k − i + 1 и получим

0 =
(

τ − i + e

τ − i + 1

)
+

j=τ+1−i∑

j=2

(
j − ci+j−2

j

)
− ci−1.

Теперь мы имеем формулу, выражающую ci−1 через ci, . . . , cτ−1:

ci−1 =
τ−i+1∑

j=2

O

((
ci+j−2

j

))
=

τ−i+1∑

j=2

O(cj
i+j−2) =

τ−i+1∑

j=2

O
(
ej2τ−i−j+1)

=

= O
(
e2·2τ−1−i)

+
τ−i+1∑

j=3

O
(
ej2τ−i−j+1)

= O
(
e2τ−i)

+
τ−i+1∑

j=3

O
(
e2j−1·2τ−i−j+1)

=

= O
(
e2τ−i)

+
τ−i∑

j=3

O
(
e2τ−i)

= O
(
e2τ−i)
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(мы использовали индуктивное предположение и тот факт, что j � 2j−1 для
всех j � 2).

Подставляя s = −1 в уравнение (9), получаем τd(Σ) = O(c2
1)− c0 � O(2τ−1).

Неизвестно, достигается ли полученная дважды экспоненциальная оценка
типовой размерности градуированного идеала кольца обобщённых многочле-
нов. Отметим, что в [8] доказано, что для степеней элементов базиса Грёбнера
полиномиального идеала дважды экспоненциальная оценка достигается снизу.
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