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Аннотация

В работе показано, что технику вычисления длины двублочных матричных алгебр,
разработанную автором ранее, можно применить для вычисления длин групповых
алгебр абелевых групп. Вычислена длина групповой алгебры нециклической абелевой
группы порядка 2p2, p > 2—простое число, над полем характеристики p, а именно
доказано, что длина данной алгебры равна 3p − 2.

Abstract

O. V. Markova, An example of length computation for a group algebra of a non-
cyclic Abelian group in the modular case, Fundamentalnaya i prikladnaya matematika,
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We demonstrate that the technique for calculating the length of two-block matrix
algebras, developed by the author earlier, can be used to calculate the lengths of group
algebras of Abelian groups. We find the length of the group algebra of a noncyclic Abelian
group of order 2p2, where p > 2 is a prime number, over a field of characteristic p,
namely, we prove that the length of this algebra is equal to 3p − 2.

Светлой памяти моего отца Виктора Тимофеевича Маркова

1. Введение

Напомним основные определения, связанные с функцией длины. Термины
и результаты теории колец, использованные в статье, можно найти, например,
в [21]. Все рассматриваемые в работе алгебры— ассоциативные конечномер-
ные алгебры с единицей над полями. Важную роль в изучении конечномерных
алгебр играет такой инвариант алгебры, как длина. Определим её, следуя [18].
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Пусть B = {b1, . . . , bm}—непустое конечное множество (алфавит). Конеч-
ные последовательности букв из B назовём словами. Пусть B∗ обозначает мно-
жество всех слов в алфавите B, FB — свободный моноид над алфавитом B, т. е.
B∗ с операцией конкатенации.

Определение 1.1. Длина l(v) слова v = bi1 . . . bit
, bij

∈ B, равна t. Пустое
слово считается словом от элементов B длины 0.

Пусть Bi обозначает множество всех слов в алфавите B длины, не боль-
шей i, i � 0.

Рассмотрим алгебру A над произвольным полем F и её конечную систему по-
рождающих S. Произведения элементов из порождающего множества S можно
рассматривать как образы элементов свободного моноида FS при естественном
гомоморфизме в мультипликативный моноид алгебры A, и их также можно на-
зывать словами от образующих и использовать естественное обозначение Si.
Заметим, что S0 =

{
1A

}
.

Обозначение 1.2. Положим Li(S) = 〈Si〉, где 〈S〉 обозначает линейную обо-
лочку множества S в некотором линейном пространстве над полем F. Заметим,

что L0(S) = 〈1A〉 = F. Пусть также L(S) =
∞⋃

i=0

Li(S) обозначает линейную
оболочку всех слов в алфавите S.

Из конечномерности A получаем, что найдётся такой номер h, что Lh(S) =
= Lh+1(S). Если для некоторого h � 0 выполнено Lh(S) = Lh+1(S), то

Lh+2(S) = 〈L1(S)Lh+1(S) + L1(S)〉 = 〈L1(S)Lh(S) + L1(S)〉 = Lh+1(S)

и также Li(S) = Lh(S) для всех i � h.
Определение 1.3. Длиной системы порождающих S алгебры A называется

число
l(S) = min{k ∈ Z+ : Lk(S) = A}.

Определение 1.4. Длиной алгебры A называется число

l(A) = max{l(S) : L(S) = A}.
Отметим, что вычисление длины заданного множества S является стандарт-

ной задачей линейной алгебры построения некоторого специального базиса про-
странства L(S), хотя её вычислительная сложность основана на том факте, что
количество слов в каждом множестве Si растёт в геометрической прогрессии.
С другой стороны, в определении длины алгебры A мы рассматриваем множе-
ство всех порождающих систем для A. Этим объясняется сложность вычисле-
ния длины даже для классических алгебр.

Для длины алгебры всегда справедлива следующая тривиальная верхняя
оценка.

Замечание 1.5 [4, лемма 5.3]. Пусть A—алгебра размерности n над произ-
вольным полем A. Тогда l(A) � n− 1, причём оценка превращается в равенство
тогда и только тогда, когда алгебра A является однопорождённой, из чего авто-
матически следует, что она коммутативна.
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Обозначение 1.6. Пусть F —произвольное поле и G—конечная группа. Че-
рез FG (иногда через F[G]) будем обозначать групповую алгебру группы G над
полем F. Через Mn(R) будем обозначать алгебру матриц над произвольным
кольцом R.

В общей формулировке проблема вычисления длины впервые была сформу-
лирована А. Пазом [20] в 1984 году для полной алгебры матриц Mn(F) над
полем и до сих пор является открытой. Вычисление длины в общем слу-
чае является довольно трудной задачей, однако для конкретных подмножеств
и собственных подалгебр матричной алгебры удаётся явно вычислить длину
или получить хорошие оценки (см. [2,5,14,15,18] и библиографию там).

Отдельный интерес представляет вопрос вычисления длины групповых ал-
гебр. Ввиду наличия их матричных представлений решение этого вопроса тесно
связано и с решением проблемы Паза. Для групповых алгебр групп малых по-
рядков удаётся вычислить длину точно над произвольными полями. Так, для
группы подстановок S3, группы Клейна V4 и группы кватернионов Q8 значения
длины найдены в [1,16].

В общем случае из тривиальной оценки для групповых алгебр получаем,
что для произвольной конечной группы G и произвольного поля F справедливы
следующие утверждения:

1) l(FG) � |G| − 1, причём оценка превращается в равенство тогда и только
тогда, когда алгебра FG является однопорождённой;

2) если G—циклическая группа, то l(FG) = |G| − 1;
3) если G неабелева, то l(FG) � |G| − 2.

Изучению общей задачи нахождения длины групповых алгебр конечных абе-
левых групп посвящены работы [12, 13]. В [12] исследованы длины групповых
алгебр абелевых групп в так называемом модулярном случае, т. е. в предпо-
ложении, что характеристика основного поля делит порядок группы. Этой же
теме посвящена данная работа.

В [12] для получения оценки длины групповых алгебр использованы методы
теории полей, теории колец и методы работы с функцией длины алгебры сведе-
нием к длине фактор-алгебры по радикалу Джекобсона и индексу нильпотент-
ности радикала (см. [6, теорема 1, следствие 1]) и оценке длины коммутативных
алгебр (см. [4, теорема 3.11]). Вычисление индекса нильпотентности радикала
Джекобсона групповой алгебры основано на теории Дженнингса (см. [17; 19,
гл. 11, § 1]).

Напомним некоторые понятия теории идеалов.

Определение 1.7. Фундаментальный идеал алгебры FG— это

Δ(FG) =
{ ∑

g∈G

agg
∣
∣
∣

∑

g∈G

ag = 0
}

.

Лемма 1.8 [19, лемма 3.1.6]. Если G—конечная p-группа, то идеал Δ(FG)
совпадает с радикалом Джекобсона J(FG) алгебры FG.
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Используя теорию Дженнингса, можно построить взвешенный базис идеа-
ла Δ(FG), т. е. базис, составленный из базисных элементов каждого из идеа-
лов Δ(FG)i, i ∈ N. Эти степени фундаментального идеала также используются
в [9], [3], [7], [8] для построения некоторых линейно оптимальных кодов, ко-
дов Рида—Соломона и кодов Рида—Маллера соответственно. Предполагается
использование вычисленных нами числовых характеристик групповых алгебр,
в частности длины, для решения вопросов, связанных с групповыми кодами,
представленных в [10,11].

В данной работе предложен ещё один подход к вычислению длины группо-
вых алгебр, отличный от методов из [12]. Показано, что для вычисления длин
групповых алгебр абелевых групп можно применить технику вычисления дли-
ны двублочных матричных алгебр, разработанную автором в [5]. С её помощью
вычислена длина групповой алгебры нециклической абелевой группы порядка
2p2, где p > 2—простое число, над полем характеристики p, а именно доказано,
что длина данной алгебры равна 3p − 2.

2. Длина групповой алгебры F[Z2 ⊕ Zp ⊕ Zp]

Всюду в данном разделе F обозначает поле характеристики p > 2, P обо-
значает группу Zp ⊕ Zp в мультипликативной записи, т. е. P = 〈a〉p × 〈b〉p, и
A = FP — её групповая алгебра.

Сперва докажем несколько вспомогательных утверждений.

Лемма 2.1. Элементы x = a − 1A и y = b − 1A являются порождающи-
ми для радикала Джекобсона J(A) алгебры A, удовлетворяют соотношениям
xp = yp = 0, xy = yx,

J(A) = 〈xiyj | 0 � i, j � p − 1, i + j � 1〉
и

A = 〈1A, xiyj | 0 � i, j � p − 1, i + j � 1〉.
Доказательство. Соотношения xp = yp = 0, xy = yx следуют из коммута-

тивности группы и условий на поле. По определению P = {aibj | 0 � i, j � p−1}.
Образующие a, b группы P порождают её групповую алгебру A, следовательно,
порождающими будут и элементы 1A, x = a − 1A, y = b − 1A ∈ A и

A = 〈xiyj | 0 � i, j � p − 1〉.
Поскольку любое нетривиальное слово от x, y является нильпотентным элемен-
том, то мы также получаем, что

J(A) = 〈xiyj | 0 � i, j � p − 1, i + j � 1〉.
Следствие 2.2. Индекс нильпотентности радикала J(A) равен 2p − 1, при

этом любой элемент A ∈ J(A) удовлетворяет соотношению Ap = 0.
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Доказательство. Утверждение следует из соотношений xp = yp = 0, xy =
= yx и конструкции базиса пространства J(A).

В дальнейшем мы возьмём элементы xiyj , 0 � i, j � p − 1, в качестве
стандартного базиса алгебры A.

Далее мы несколько раз будем использовать описание поведения длины при
изменении системы порождающих (см. [15, предложения 2.1, 2.2 и 2.4]), поэто-
му для удобства приведём формулировки этих утверждений.

Предложение 2.3 [15, предложение 2.1]. Пусть F —произвольное поле и
A—алгебра над F. Если S = {a1, . . . , ak}— система порождающих этой алгебры
и C = {ci,j} ∈ Mk(F)—невырожденная матрица, то множество

Sc = {c1,1a1 + c1,2a2 + . . . + c1,kak, . . . , ck,1a1 + ck,2a2 + . . . + ck,kak}
является системой порождающих алгебры A и l(Sc) = l(S).

Предложение 2.4 [15, предложение 2.2]. Пусть F —произвольное поле и
A—алгебра с единицей над F. Пусть S = {a1, . . . , ak}— система порождающих
этой алгебры, такая что 1A /∈ 〈a1, . . . , ak〉. Тогда для любых γ1, . . . , γk ∈ F

множество
S1 =

{
a1 + γ11A, . . . , ak + γk1A

}
—

система порождающих алгебры A и l(S1) = l(S).

Предложение 2.5 [15, предложение 2.4]. Пусть F —произвольное поле,
пусть A— F-алгебра с единицей 1A, и пусть S = {a1, . . . , ak}— система порож-
дающих для алгебры A. Тогда существует система порождающих S ′ для A,
удовлетворяющая следующим условиям:

1) S ′ ⊆ S;
2) 1A /∈ 〈S ′〉;
3) dimL1(S ′) = |S ′| + 1;
4) l(S ′) = l(S).

Техника, используемая в этом разделе для работы с прямой суммой двух
копий групповой алгебры A, основана на методе, изначально разработанном
в [5, разд. 5.1.1] для двублочных алгебр верхнетреугольных матриц со скаляр-
ной диагональю.

Лемма 2.6. Пусть S = {Ai | i = 1, . . . , k}—произвольная система порожда-
ющих алгебры B = A ⊕ A, которая по определению имеет вид A1 = (u1, w1),
Ai = (ui, vi), где u1, w1, ui, vi ∈ A, i = 2, . . . , k, множества

S ′ = {ui | i = 1, . . . , k}, S ′′ = {w1, vi | i = 2, . . . , k}
являются порождающими системами для A. Тогда достаточно вычислить длину
l(S) при условии, что все элементы ui, i = 1, . . . , k, нильпотентны, w1 = 1A + v1

и все vi, i = 1, . . . , k, также нильпотентны.



222 О. В. Маркова

Доказательство. Применяя предложения 2.3—2.5 к S, действуя по анало-
гии с [5, лемма 5.17], мы построим множество S̃ ⊆ L1(S), длины l(S̃) = l(S),
порождающее алгебру A и удовлетворяющее требуемым условиям на элементы.
Поэтому без ограничения общности в дальнейшем корректно будет рассматри-
вать S̃ вместо S.

Будем последовательно преобразовывать S до системы порождающих, удо-
влетворяющей условиям на элементы.

Обозначим

ut =
∑

0�i,j�p−1

αt;i,jx
iyj , t = 1, . . . , k;

w1 =
∑

0�i,j�p−1

β1;i,jx
iyj , vt =

∑

0�i,j�p−1

βt;i,jx
iyj , t = 2, . . . , k.

ШАГ 1. Поскольку (1, 0) ∈ L(S), то существует элемент Am ∈ S, такой что
αm;0,0 �= βm;0,0. При необходимости перенумеровав элементы S, не ограничивая
общности считаем, что m = 1. Положим

A′
1 = (β1;0,0 − α1;0,0)−1(A1 − α1;0,01B).

По предложению 2.4 с сохранением длины перейдём к системе порождающих

S1 = {A′
1, A2, . . . , Ak}.

Элемент A′
1 удовлетворяет условиям леммы.

ШАГ 2. По предложению 2.4 с сохранением длины перейдём к системе по-
рождающих

S2 = {A′
1, A′

i = Ai − αi;0,01B | i = 2, . . . , k}.
Мы добились нильпотентности первых компонент всех элементов системы об-
разующих.

ШАГ 3. По предложению 2.3 с сохранением длины перейдём к системе по-
рождающих

S3 = {A′
1, A′′

i = A′
i − (βi;0,0 − αi;0,0)A′

1 | i = 2, . . . , k}.
Этим мы добились нильпотентности вторых компонент всех элементов системы
образующих, кроме первого.

Таким образом, можно взять S̃ = S3.

Лемма 2.7. Пусть S = {Ai | i = 1, . . . , k}—произвольная система порожда-
ющих алгебры B = A ⊕ A. Предположим, что A1 = (u1, w1), Ai = (ui, vi), где
все элементы ui ∈ A, i = 1, . . . , k, нильпотентны, w1 = 1A + v1 и все элементы
vi ∈ A, i = 1, . . . , k, также нильпотентны. Тогда

1) найдутся индексы 1 � l < m � k, такие что ul, um линейно независимы
по модулю J(A)2, т. е.

〈ul + J(A)2, um + J(A)2〉 = 〈x + J(A)2, y + J(A)2〉;
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2) найдутся индексы 1 � q < r � k, такие что vq, vr линейно независимы по
модулю J(A)2.

Доказательство. Замечаем, что любое слово длины, не меньшей 2, от эле-
ментов {ui | i = 1, . . . , k} либо от элементов {vi | i = 1, . . . , k} содержится
в J(A)2. Значит, для того чтобы породить J(A), необходимо выполнение усло-
вия

〈ui + J(A)2 | i = 1, . . . , k〉 = 〈vi + J(A)2 | i = 1, . . . , k〉 =

= J(A)/J(A)2 = 〈x + J(A)2, y + J(A)2〉.
Лемма 2.8. В условиях леммы 2.7

1) если l > 1, то можно выбрать базис {B1, B2} пространства 〈Al, Am〉 вида

B1 = (x + Y1, Z1), B2 = (y + Y2, Z2),

где Y1, Y2 ∈ J(A)2, Z1, Z2 ∈ J(A); в противном случае 〈A1, Am〉 содержит
базис {B1, B2} вида

B1 =
(
βx + Y1, 1A + Z1

)
, B2 = (γx + y + Y2, Z2),

где β, γ ∈ F, β �= 0, Y1, Y2 ∈ J(A)2, Z1, Z2 ∈ J(A). (Заметим, что не требу-
ется рассматривать случай B1 = (βy + Y1, 1 + Z1), B2 = (γy + x + Y2, Z2)
отдельно, поскольку структура J(A) симметрична относительно x, y.);

2) если q > 1, то пространство 〈Aq, Ar〉 содержит базис {D1,D2} вида

D1 = (U1, x + W1), D2 = (U2, y + W2),

где U1, U2 ∈ J(A), W1,W2 ∈ J(A)2; в противном случае 〈A1, Ar〉 содержит
базис {D1,D2} одного из двух видов : либо

D1 = (U1, 1A + δx + W1), D2 = (γU2, εx + y + W2),

либо
D1 = (U1, 1A + δy + W1), D2 = (γU2, εy + x + W2),

где δ, ε ∈ F, δ �= 0, U1, U2 ∈ J(A), W1,W2 ∈ J(A)2.

Доказательство. Утверждение 1 аналогично пункту 4.a леммы 5.17 из [5].
Утверждение 2 аналогично пункту 4.b леммы 5.17 из [5].

Рассмотрим по отдельности все возможности для значений l и q в нескольких
последующих технических леммах.

Лемма 2.9. В условиях леммы 2.8

1) если l > 1, то J(A) ⊕ {0} ⊂ L2p−1({B1, B2, A1});
2) если q > 1, то {0} ⊕ J(A) ⊂ L2p−1({D1,D2, A1});
3) если l > 1 и q > 1, то J(A) ⊕ J(A) ⊂ L2p−1(S).
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Доказательство. 1. Достаточно доказать, что базис

{(xiyj , 0) | 0 � i, j � p − 1, i + j � 1}
пространства J(A) ⊕ {0} содержится в пространстве L2p−1({B1, B2, A1}).

Используем индукцию по параметру n = 2p − 2 − l(xiyj) = 2p − 2 − (i + j),
n = 0, . . . , 2p − 3.

Начнём с базы индукции n = 0, т. е. базисного элемента (xp−1yp−1, 0).
Рассмотрим произведение Bp−1

1 Bp−1
2 ∈ L2p−2({B1, B2}):

Bp−1
1 Bp−1

2 = (xp−1yp−1, Zp−1
1 Zp−1

2 ),

где
Zp−1

1 Zp−1
2 ∈ J(A)2p−2, Zp−1

1 Zp−1
2 = αxp−1yp−1.

Чтобы обнулить вторую координату, домножаем на 1B − A1. Получаем

Bp−1
1 Bp−1

2 (1B − A1) =

= (xp−1yp−1(1A − u1), −Zp−1
1 Zp−1

2 v1) = (xp−1yp−1, 0) ∈ L2p−1({B1, B2, A1}),
поскольку xp−1yp−1u1, Z

p−1
1 Zp−1

2 v1 ∈ J(A)2p−1 и J(A)2p−1 = {0}.
Для n из промежутка [1, 2p − 3] и одночлена ft(x1, x2) ∈ F[x1, x2] степени

t = 2p − 2 − n имеем

ft(B1, B2)(1 − A1)n+1 = (ft(x, y) + V f
t+1, ft(Z1, Z2)(−v1)n+1),

где V f
t+1 ∈ J(A)t+1 и ft(Z1, Z2)(−v1)n+1 ∈ J(A)2p−1 = {0}. Элемент V f

t+1 выра-
жается через базисные слова радикала длин, не меньших t+1, поэтому по пред-
положению индукции выполнено включение (V f

t+1, 0) ∈ L2p−1({B1, B2, A1}).
Следовательно,

(ft(x, y), 0) = ft(B1, B2)(1 − A1)n+1 − (V f
t+1, 0) ∈ L2p−1({B1, B2, A1}).

Поэтому пространство L2p−1({B1, B2, A1}) содержит стандартный базис про-
странства J(A) ⊕ {0}.

2. Повторяя тот же процесс с D1, D2 вместо B1, B2 и с A1 вместо 1B − A1,
получаем, что пространство L2p−1({D1,D2, A1}) содержит базис пространства
{0} ⊕ J(A).

3. Поскольку по построению

L2p−1({B1, B2, A1}),L2p−1({D1,D2, A1}) ⊆ L2p−1(S),

то, объединяя утверждения 1) и 2), получаем, что выполнено включение
J(A) ⊕ J(A) ⊂ L2p−1(S).

Лемма 2.10. В условиях леммы 2.8, если l = 1 и q > 1, то L2p−1(S) ⊃
⊃ J(A) ⊕ J(A).

Доказательство. Поскольку q > 1, то включение {0} ⊕ J(A) ⊂ L2p−1(S)
выполнено по лемме 2.9.
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Остаётся доказать, что базис

{(xiyj , 0) | 0 � i, j � p − 1, i + j � 1}
пространства J(A) ⊕ {0} содержится в пространстве L2p−1(S). Как и при до-
казательстве леммы 2.9, используем индукцию по параметру n—длине слова,
n = 0, . . . , 2p − 3.

1. Начнём с базы индукции n = 0, т. е. базисного элемента (xp−1yp−1, 0).
Рассмотрим произведение Bp−1

1 Bp−1
2 ∈ L2p−2(S):

Bp−1
1 Bp−1

2 =
(
(βx + Y1)p−1, (1A + Z1)p−1

) · ((γx + y + Y2)p−1, Zp−1
2

)
.

Раскрывая скобки и учитывая, что J(A)2p−1 = {0}, получаем
Bp−1

1 Bp−1
2 = (βp−1xp−1yp−1, T2),

где T2 ∈ J(A)p−1.
Включение (0, T2) ∈ L2p−1(S) доказано выше. Значит, выполнено и включе-

ние (xp−1yp−1, 0) = β1−p(Bp−1
1 Bp−1

2 − (0, T2)) ∈ L2p−1(S).
2. Для n из промежутка [1, 2p− 3] и одночлена ft(x1, x2) ∈ F[x1, x2] степени

t = 2p − 2 − n имеем

ft(B1, B2)(1 − A1) =
(
ft(βx, γx + y) + V f

t+1, −v1 · ft(1 + Z1, Z2)
)
,

где V f
t+1 ∈ J(A)t+1 и −v1 · ft(1 + Z1, Z2) ∈ J(A). Включение

(
0,−v1 · ft(1 + Z1, Z2)

) ∈ L2p−1(S)

следует из доказанного выше. Элемент V f
t+1 выражается через базисные сло-

ва радикала длин, не меньших t + 1, поэтому по предположению индукции
выполнено включение (V f

t+1, 0) ∈ L2p−1(S). Следовательно,

(ft(βx, γx + y), 0) =

= ft(B1, B2)(1 − A1) − (V f
t+1, 0) +

(
0, v1 · ft(1 + Z1, Z2)

) ∈ L2p−1(S).

Поскольку β �= 0, то x, y ∈ 〈βx, γx+y〉. Поэтому для данного t > 0 простран-
ство, порождённое множеством одночленов степени t от βx, γx + y, содержит
в себе все одночлены степени t от x, y. Окончательно заключаем, что множе-
ство {(xiyj , 0) | 0 � i, j � p−1, i+j � 1} содержится в L2p−1(S), что полностью
доказывает утверждение леммы.

Лемма 2.11. В условиях леммы 2.8 если l > 1 и q = 1, то L2p−1(S) ⊃
⊃ J(A) ⊕ J(A).

Доказательство. Утверждение следует из леммы 2.10 ввиду идентичности
блоков алгебры A⊕A.

Лемма 2.12. В условиях леммы 2.8 если l = 1 и q = 1, то L3p−2(S) ⊃
⊃ J(A) ⊕ J(A).
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Доказательство. Достаточно показать, что базис

{(xiyj , 0), (0, xiyj) | 0 � i, j � p − 1, i + j � 1}
пространства J(A) ⊕ J(A) содержится в L2p−1(S). Как и ранее, используем
индукцию по параметру

n = 2p − 2 − l(xiyj) = 2p − 2 − (i + j), n = 0, . . . , 2p − 3.

1. Начнём с базы индукции n = 0, т. е. базисных элементов (xp−1yp−1, 0),
(0, xp−1yp−1).

Рассмотрим произведение Bp−1
1 Bp−1

2 ∈ L2p−2(S):

Bp−1
1 Bp−1

2 = (βp−1xp−1yp−1, T2),

где T2 ∈ J(A)p−1. Далее перейдём к произведению

Bp−1
1 Bp−1

2 (1 − A1)p = (βp−1xp−1yp−1, T2(−v1)p) ∈ L3p−2(S),

T2(−v1)p = 0. Следовательно, (xp−1yp−1, 0) ∈ L3p−2(S). Аналогично, рассмат-
ривая произведение

(D1 − 1B)p−1Dp−1
2 Ap

1 = (0, δp−1xp−1yp−1) ∈ L3p−2(S),

заключаем, что (0, xp−1yp−1) ∈ L3p−2(S).
2. Пусть n лежит в промежутке [1, 2p − 3]. Рассматриваем произвольный

одночлен ft(x1, x2) ∈ F[x1, x2] степени t = 2p − 2 − n.
Имеем

ft(B1, B2)(1 − A1)p =

= (ft(βx, γx + y) + V f
t+1, ft(1 + Z1, Z2)(−v1)p) = (ft(βx, γx + y) + V f

t+1, 0),

где V f
t+1 ∈ J(A)t+1. Элемент V f

t+1 выражается через базисные слова радика-
ла длин, не меньших t + 1, поэтому по предположению индукции выполнено
включение (V f

t+1, 0) ∈ L3p−2(S). Следовательно,

(ft(βx, γx + y), 0) = ft(B1, B2)(1 − A1)p − (V f
t+1, 0) ∈ L3p−2(S).

Как показано в пункте 2 доказательства леммы 2.10, отсюда сразу следует, что
множество {(xiyj , 0) | 0 � i, j � p − 1, i + j � 1} содержится в L3p−2(S).

Аналогично, рассматривая произведение ft(D1 − 1B,D2)A
p
1 ∈ L3p−2(S), по-

лучаем, что
ft(D1 − 1B,D2)A

p
1 = (0, ft(δx, εx + y) + W f

t+1)

либо
ft(D1 − 1B,D2)A

p
1 = (0, ft(δy, εy + x) + W f

t+1),

где W f
t+1 ∈ J(A)t+1. Пользуясь предположением индукции для элемента

(0,W f
t+1), заключаем, что

(
0, ft(δx, εx + y)

) ∈ L3p−2(S) или
(
0, ft(δy, εy + x)

) ∈
∈ L3p−2(S) соответственно. Отсюда следует, что множество

{(0, xiyj) | 0 � i, j � p − 1, i + j � 1}
содержится в L3p−2(S).
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Лемма 2.13. Пусть S = {Ai | i = 1, . . . , k}—произвольная система порож-
дающих алгебры B = A⊕A. Предположим, что A1 = (u1, w1), Ai = (ui, vi), где
все элементы ui ∈ A, i = 1, . . . , k, нильпотентны, w1 = 1A + v1 и все элементы
vi ∈ A, i = 1, . . . , k, также нильпотентны. Тогда l(S) � 3p − 2.

Доказательство. По лемме 2.8, система порождающих S удовлетворяет
условиям одной из лемм 2.9—2.12. Следовательно, пространство L3p−2(S) со-
держит базис пространства J(A) ⊕ J(A).

Пара элементов 1B и A1 из L1(S) линейно независима по модулю простран-
ства J(A) ⊕ J(A), следовательно, вместе с базисом пространства J(A) ⊕ J(A)
это множество образует базис алгебры A⊕A.

Окончательно заключаем, что l(S) � 3p − 2.

Теперь докажем основной результат.

Теорема 2.14. Пусть F —поле характеристики p > 2. Тогда

l(F[Z2 ⊕ Zp ⊕ Zp]) = 3p − 2.

Доказательство. 1. Сначала докажем верхнюю оценку l(F[Z2 ⊕Zp ⊕Zp]) �
� 3p − 2.

Поскольку поле F содержит элемент −1 �= 1, то имеет место изоморфизм
алгебр FZ2

∼= F[x]/(x2 − 1) ∼= F ⊕ F. Поэтому F[Z2 ⊕ Zp ⊕ Zp] ∼= A⊕A, где A—
групповая алгебра F[Zp ⊕ Zp].

Рассмотрим произвольную систему порождающих S алгебры A⊕A. По лем-
ме 2.6 без ограничения общности можно считать, что S удовлетворяет условиям
леммы 2.13. Отсюда получаем, что l(S) � 3p − 2. Следовательно,

l(F[Z2 ⊕ Zp ⊕ Zp]) = l(A⊕A) = max{l(S) : L(S) = A⊕A} � 3p − 2.

2. Для доказательства нижней оценки рассмотрим пару

{X = (x, x + 1), Y = (y, y)},
где x, y —элементы, определённые в лемме 2.1. Поскольку Xp = (0, 1A) и пара
{x, y} порождает J(A) как алгебру, то пара {X,Y } порождает алгебру A⊕A.

Непосредственно посчитаем количество нетривиальных слов от X, Y . Заме-
тим, что Y p = 0, в то время как X имеет минимальный многочлен tp(t − 1)p

степени 2p. Таким образом, нам подходят слова, в которые входит не более p−1
букв Y и не более 2p − 1 букв X, что даёт p · 2p = 2p2 слов длины, не большей
3p − 2, и 2p2 − 1 слов длины, строго меньшей 3p − 2. Следовательно,

dimL3p−3(S) � 2p2 − 1 < 2p2 = dimA⊕A.

Тогда l(S) � 3p−2. Поэтому, учитывая верхнюю оценку из пункта 1, получаем,
что l(S) = 3p − 2, что и требовалось.

Данная теорема обобщает теорему 5.2 из [12], в которой аналогичный ре-
зультат был получен для случая p = 3.
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Замечание 2.15. Поскольку методика, использованная в доказательстве
теоремы 2.14, аналогична методике, используемой в [5, раздел 5.1.1] (осо-
бенно [5, лемма 5.23]), можно ожидать её дальнейшего обобщения на случай
групповой алгебры группы Z2 ⊕ P , где P —конечная абелева p-группа нечёт-
ного порядка над полем характеристики p. Для вычисления длины в случае
групповой алгебры группы Z3 ⊕ P , где P —конечная абелева p-группа порядка,
не делящегося на 3, над полем характеристики p, возможно использовать тот
же подход, что и при доказательстве теоремы 5.40 из [5, раздел 5.1.2].
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