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Аннотация

Работа посвящена обобщению на алгебры Мальцева конструкции йордановой ал-
гебры алгебры Ли и известных теорем о локальной конечномерности PI-алгебр Ли
с алгебраическим присоединённым представлением.

Abstract

A. Yu. Golubkov, A Jordan algebra of a Mal’tsev algebra, Fundamentalnaya i pri-
kladnaya matematika, vol. 23 (2020), no. 3, pp. 49—74.

This paper is devoted to the generalization of the construction of a Jordan algebra of
a Lie algebra and the known theorems on the local finite-dimensionality of Lie PI-algebras
with an algebraic adjoint representation to Mal’tsev algebras.

Введение

Йордановы алгебры алгебр Ли определены в [29] по аналогии с локаль-
ными алгебрами ассоциативных алгебр и тройных йордановых систем. В ра-
боте вводится их обобщённая версия для алгебр Мальцева. Доказывается,
что йордановы алгебры алгебры Мальцева наследуют её невырожденность и
сильную первичность. Это свойство, рассуждения из [14, 15, 30, 36] и описание
центральных замыканий первичных алгебр Мальцева из [19] позволяют пере-
нести теоремы о локальной конечномерности PI-алгебр Ли с алгебраическим
присоединённым представлением над полями характеристики нуль и алгебр Ли
с алгебраическим присоединённым представлением ограниченной степени над
полями достаточно большой положительной характеристики из [5,11] на алгеб-
ры Мальцева. Данные обобщения, теоремы 2.3 и 2.4, являются центральными
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результатами работы. В дополнении приведены варианты их доказательств на
базе свойств йордановых алгебр алгебр лиевых умножений алгебр Мальцева.
Все рассматриваемые нами алгебры определены над произвольным ассоци-

ативным коммутативным кольцом с единицей F (полем F во второй части),
которое, как правило, будет иметь аддитивную группу без 6-кручения. Для
удобства мы будем считать, что алгебры над кольцом F являются левыми и
правыми унитарными модулями над F с идентичным левым и правым действи-
ем.
Алгебра, полученная из алгебры R заменой её операции умножения на коль-

цевой коммутатор элементов [ , ], [x, y] = xy − yx, x, y ∈ R, будет обозначаться
через R(−). Алгебры умножений, лиевых умножений, дифференцирований и
внутренних дифференцирований алгебры R мы будем обозначать через M(R),
Lie(R), Der(R) и Inder(R) соответственно. Напомним, что M(R) и Lie(R)—
подалгебры алгебры эндоморфизмов EndF (R) F -модуля R и её алгебры Ли
EndF (R)(−), которые порождают все операторы левого и правого умножения lx
и rx на элементы x ∈ R, lx : y �−→ xy и rx : y �−→ yx, y ∈ R, Der(R)—подалгебра
EndF (R)(−), состоящая из всех дифференцирований алгебры R, и Inder(R) =
= Lie(R) ∩ Der(R). Отметим также, что в работе эндоморфизмы φ ∈ EndF (R)
действуют на элементы x ∈ R слева: φx = φ(x). Последнее, естественно, меняет
форму записи используемых известных операторных соотношений.

1. Йорданова алгебра по дифференцированию

Нильпотентное дифференцирование алгебры индекса нильпотентности не
выше 3 мы будем называть йордановым. Алгебры, аддитивные группы которых
не имеют k-кручения, k > 1, мы будем называть алгебрами без k-кручения.

Замечание 1.1. Пусть R—алгебра без 3-кручения над кольцом F , D— её
йорданово дифференцирование и R(D)—алгебра, полученная из R заменой опе-
рации умножения на операцию ·D, x ·D y = (Dx)y, x, y ∈ R. Тогда
1) KerD2 = {x ∈ R | D2x = 0}—идеал алгебры R(D);
2) алгебра RD = R(D)/KerD2 изоморфна алгебре D2R, полученной из F -мо-
дуля D2R введением операции умножения ·, D2x · D2y = (D2x)(Dy),
x, y ∈ R, при помощи изоморфизма x+ KerD2 �−→ D2x, x ∈ R;

3) если алгебра R антикоммутативна (коммутативна), алгебра RD коммута-
тивна (антикоммутативна).

Доказательство. В первом пункте достаточно заметить, что для любых
x, y ∈ R

0 = D3(xy) = (D3x)y + 3(D2x)(Dy) + 3(Dx)(D2y) + x(D3y) =

= (D2x)(Dy) + (Dx)(D2y),

D2
(
(Dx)y

)
= (D3x)y + 2(D2x)(Dy) + (Dx)(D2y) = (D2x)(Dy) =

= −(Dx)(D2y),

(1)
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и потому D2
(
(Dx)y

)
= D2

(
(Dy)x

)
= 0 при всех x ∈ KerD2, y ∈ R. Второй и

третий пункты следуют из (1) и того, что

D2
(
(Dx)y

)
= (D2x)(Dy) = ε(Dy)(D2x) =

= −ε(D2y)(Dx) = −εD2
(
(Dy)x

)
(x, y ∈ R),

где ε = −1 (ε = 1), если алгебра R антикоммутативна (коммутативна).

Так как adT tx = [T, tx] = tTx для любых алгебры R, T ∈ Der(R), tx ∈
∈ {lx, rx}, x ∈ R, в случае алгебры без 3-кручения R и её йорданова дифферен-
цирования D

0 = tD3x = ad3
D tx = D3tx − 3D2txD + 3DtxD2 − txD

3 =

= D2txD −DtxD
2 = D2txD

2 (x ∈ R), (2)

и потому для всех x, y ∈ R, tx ∈ {lx, rx}, ty ∈ {ly, ry}

tD2xtD2y = (D2tx − 2DtxD + txD
2)(D2ty − 2DtyD + tyD

2) =

= D2txtyD
2 − 2D2txDtyD + 4DtxD2tyD − 2DtxDtyD2 = D2txtyD

2, (3)

t3D2x = 0, (D2R)
(
(D2R)R

)
⊆ D2R,

tD2xD = ad2
D txD = D2txD − 2DtxD2 = −D2txD.

Это означает также, что алгебра RD имеет нулевое умножение, если и только
если D2lxD = 0 при любом x ∈ R.

Алгебрами Мальцева называются антикоммутативные алгебры, удовлетво-
ряющие тождеству

(xy)(zu) +
(
(uy)z

)
x+

(
(yz)x

)
u+

(
(zx)u

)
y +

(
(xu)y

)
z = 0.

По крайней мере такое их определение не вызывает разночтений в интересую-
щем нас случае алгебр без 2-кручения.

Теорема 1.2. Пусть R—алгебра Мальцева без 6-кручения над кольцом F и
D— её йорданово дифференцирование. Тогда алгебра RD является йордановой,
если и только если

D2r2xDrxD
2 = D2rxDr

2
xD

2

для всех x ∈ R и, в частности, если ad4
D Lie(R) = {0}.

Доказательство. Йордановость алгебры RD равносильна включению

(
D

(
(Dx)x

))(
(Dx)y

)
− (Dx)

((
D

(
(Dx)x

))
y
)

=
[
r(D2x)x, rDx

]
y ∈ KerD2

(x, y ∈ R),
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а значит, равенству

0 = D2
[
r(D2x)x, rDx

]
= D2

[[
D, r(Dx)x

]
, [D, rx]

]
=

= −D2r(Dx)xD(Drx − rxD) +D2rxD
(
Dr(Dx)x − r(Dx)xD

)
=

= D2r(Dx)xDrxD −D2rxDr(Dx)xD =

= D2r(Dx)xDrxD −DrxDr(Dx)xD
2 =

= D2r(Dx)x(rDx + rxD)D +D(rDx −Drx)r(Dx)xD2 =

= D2r(Dx)xrDxD +DrDxr(Dx)xD
2 +D2

[
r(Dx)x, rx

]
D2 (x ∈ R)

(см. утверждение 2) замечания 1.1). Напомним, что для всех x, y, z ∈ R

r(yz)x = rxyrz − ryrzx + [rx, rzry],

0 = ryrxy + rxyry + [rx, r2y],

r(yx)x = rxyrx + [rx, rxry] = −rxrxy − [rx, ryrx],

[rxy, rx] = 2r(yx)x +
[
[rx, ry], rx

]

(см. [36, (2.13)]). Поэтому

D2r(Dx)xrDxD +DrDxr(Dx)xD
2 =

= D2
(
r(x(Dx))(Dx) − [rDx, rDxrx]

)
D −D

(
r(x(Dx))(Dx) + [rDx, rxrDx]

)
D2 =

= −D2[rDx, rDxrx]D −D[rDx, rxrDx]D2 =

= D2rDx[rx, rDx]D +D[rx, rDx]rDxD2 =

= D2[D, rx]
[
rx, [D, rx]

]
D +D

[
rx, [D, rx]

]
[D, rx]D2 =

= D2rxD(r2xD − 2rxDrx +Dr2x)D −D(r2xD − 2rxDrx +Dr2x)DrxD
2 =

= D2rxDr
2
xD

2 − 2D2rxDrxDrxD +D2rxD
2r2xD −Dr2xD

2rxD
2 +

+ 2DrxDrxDrxD2 −D2r2xDrxD
2 = D2rxDr

2
xD

2 −D2r2xDrxD
2,

D2[r(Dx)x, rx]D2 = D2[rx, [rx, rDx]]D2 = −D2(ad3
rx
D)D2 =

= −D2(r3xD − 3r2xDrx + 3rxDr2x −Dr3x)D
2 = 3D2r2xDrxD

2 − 3D2rxDr
2
xD

2,

9D2
[
r(D2x)x, rDx

]
= 18(D2r2xDrxD

2 −D2rxDr
2
xD

2) = −6D2(ad3
rx
D)D2 =

= − ad4
D ad3

rx
D = ad4

D

[
r(Dx)x, rx

]
= 6

[
r(D2x)(Dx), rD2x

]
.

Остаётся заметить, что алгебру Lie(R) составляют конечные суммы операторов
rx и [ry, rz], x, y, z ∈ R (см. [36, теорема 5.1]).

Согласно теореме 1.2 и [29, теорема 2.4] для любых алгебры Ли без 6-круче-
ния R и её йорданова дифференцирования D алгебра RD является йордановой.
Йорданову алгебру RD из теоремы 1.2 мы будем называть йордановой ал-

геброй алгебры Мальцева R по дифференцированию D.
Напомним, что алгебра, не содержащая ненулевых идеалов с нулевыми квад-

ратами (произведение любых двух ненулевых идеалов которой отлично от нуля),
называется полупервичной (первичной).
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Первичные нелиевы алгебры Мальцева без 2-кручения не имеют также
3-кручения (см. [18]). Поэтому, говоря в дальнейшем о таких алгебрах над
полем F, char F �= 2, мы будем предполагать по умолчанию, что char F �= 2, 3.
Элемент x йордановой алгебры J , оператор Ux квадратичного умножения

на который равен нулю, называется абсолютным делителем нуля. В слу-
чае линейной йордановой алгебры J оператор Ux имеет вид Ux = 2r2x − rx2 .
Абсолютными делителями нуля алгебр Мальцева называются их элементы,
операторы умножения на которые имеют нулевые квадраты. Йордановы алгеб-
ры и алгебры Мальцева, в которых нет ненулевых абсолютных делителей нуля,
называются невырожденными (принятое в алгебрах Ли условие невырожден-
ности совпадает с данным условием при отсутствии 2-кручения). Первичные
невырожденные алгебры из этих классов называются сильно первичными.

Теорема 1.3. Алгебра Мальцева без 6-кручения R над кольцом F является
сильно первичной тогда и только тогда, когда rxry �= 0 для любых 0 �= x, y ∈ R.

Доказательство. Ввиду результатов [32] (точнее, [31, с. 133]), [19] и то-
го, что алгебры с таким условием первичны и не содержат ненулевых элемен-
тов, операторы умножения на которые имеют нулевые квадраты, нам следует
лишь проверить его выполнение в любой семимерной простой алгебре Маль-
цева M(α, β, γ) над полем F, char F �= 2, 3, 0 �= α, β, γ ∈ F. Данная алгебра—
подалгебра алгебры Мальцева O(α, β, γ)(−) алгебры Кэли—Диксона O(α, β, γ)
над полем F, состоящая из всех элементов с нулевым следом. Выберем ба-
зис {e0 = 1, e1, . . . , e7} алгебры O(α, β, γ) с таблицей умножения неединичных
элементов

e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7

e1 α e3 αe2 e5 αe4 −e7 −αe6
e2 −e3 β −βe1 e6 e7 βe4 βe5

e3 −αe2 βe1 −αβ e7 αe6 −βe5 −αβe4
e4 −e5 −e6 −e7 γ −γe1 −γe2 −γe3
e5 −αe4 −e7 −αe6 γe1 −αγ γe3 αγe2

e6 e7 −βe4 βe5 γe2 −γe3 −βγ −βγe1
e7 αe6 −βe5 αβe4 γe3 −αγe2 βγe1 αβγ

(см. [8, с. 18]) и отождествим алгебру M(α, β, γ) с подпространством
F〈e1, . . . , e7〉, на котором введена операция умножения

[x, y] = xy − yx = 2xy − 2
7∑

i=1

xiyie
2
i

(
x =

7∑

i=1

xiei, y =
7∑

i=1

yiei ∈ M(α, β, γ)
)
,

где правые части равенств определены в рамках O(α, β, γ) (в [14—16] вместо
[ , ] используется (1/2)[ , ]). Допустим, что rxry = 0 для некоторых 0 �= x, y ∈
∈ M(α, β, γ),
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rxryz = 4(zy)x−4
7∑

i=1

(zy)ixie2i = −4(yz)x+4
7∑

i=1

(yz)ixie2i = 0 (z ∈ M(α, β, γ)),

где

yz =
7∑

i=0

(yz)iei, zy =
7∑

i=0

(zy)iei.

Если бы x2 = 0, то вследствие альтернативности алгебры O(α, β, γ)

0 = (zy)x2 = x

7∑

i=1

(zy)ixie2i =
7∑

i=1

(zy)ixie2i = (zy)x,

аналогично 0 = (yz)x для всех z ∈ M(α, β, γ), и потому 0 = (eiy + yei)x =

= 2yie2ix, yi = 0, i = 1, . . . , 7, и y =
7∑

i=1

yiei = 0?! Значит, x2 = −n(x) �= 0,

x−1 = −n(x)−1x и

zy = x−1
7∑

i=1

(zy)ixie2i (z ∈ M(α, β, γ)).

В случае если y2 = 0,

0 = zy2 = x−1y

7∑

i=1

(zy)ixie2i = y

7∑

i=1

(zy)ixie2i = zy (z ∈ M(α, β, γ))

и, как следствие, eiy = 0, i = 1, . . . , 7, y = 0?! Поэтому x2, y2 �= 0,

z =
((

(zy)x
)
x−1

)
y−1 = x−1y−1

7∑

i=1

(zy)ixie2i (z ∈ M(α, β, γ))

и 7 = dimF M(α, β, γ) � 1?!

Теорема 1.3 дополняет теорему 1.6 из [32] (теорему 7.2.2 из [31]). С её
помощью мы докажем следующий вариант предложения 2.15 и теоремы 2.2
из [29] и [32].

Теорема 1.4. Если D— такое йорданово дифференцирование невырожден-
ной (сильно первичной ) алгебры Мальцева без 6-кручения R над кольцом F ,
что ad4

D Lie(R) = {0}, то йорданова алгебра RD является невырожденной (силь-
но первичной ).

Доказательство. Так как для любых a, b ∈ R

Uāb̄ = 2(Da)
(
(Da)b

)
−

(
(D2a)a

)
b+ KerD2 =

(
2r2Da + r(D2a)a

)
b+ KerD2,

где x̄ = x+ KerD2, x ∈ R, и

D2[ra, rDa] = −D2(r2aD − 2raDra +Dr2a) = −D2r2aD + 2D2raDra,
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мы можем записать

D2
(
2r2Da + r(D2a)a

)
= D2

(
2[D, ra]2 +

[
D, r(Da)a

])
=

= 2D2raDraD −D2r(Da)aD = D2
(
[ra, rDa] − r(Da)a

)
D +D2r2aD

2 =

= D2
[
D, [rDa, ra] + r(Da)a

]
+D2r2aD

2 = D2
(
[rD2a, ra] + r(D2a)a

)
+ r2D2a

(см. (2) и (3)). Кроме того,

D2
(
[rD2a, ra] + r(D2a)a

)
b = D2([ra, rb] + rab)D2a = 0 (b ∈ R),

поскольку по условию D2 Lie(R)D2 = {0}, и Uāb̄ = r2aD
2b, b ∈ R. Поэтому

Uā = 0, если и только если r2D2a = 0, a ∈ KerD2, ā = 0. Вместе с тем

D2
(
2r2Da+Db + r(D2a+D2b)(a+b) − 2r2Da − r(D2a)a − 2r2Db − r(D2b)b

)
=

= D2(r2a+b − r2a − r2b )D
2 = D2(rarb + rbra)D2 = D2(2rarb − [ra, rb])D2 =

= 2D2rarbD
2 = 2rD2arD2b (a, b ∈ R)

(см. (3)). Следовательно, согласно теореме 1.3 в случае сильно первичной ал-
гебры R

2Uā,b̄ = Ua+b − Uā − Ub̄ �= 0 (0 �= ā, b̄ ∈ RD),

что равносильно сильной первичности йордановой алгебры RD (см. [1]).

Заметим, что в теоремах 1.2, 1.4 условие ad4
D Lie(R) = {0} можно заменить

условием ad4
D Inder(R) = {0} (см. (2) и [36, предложение 8.3]).

В теореме 1.4 алгебра Мальцева R может быть заменена любой антиком-
мутативной алгеброй R, которая имеет йорданову алгебру RD по йорданову
дифференцированию D, ad4

D Lie(R) = {0}. При этом вместо условия сильной
первичности следует использовать условие теоремы 1.3.
В качестве иллюстрации к теореме 1.2 рассмотрим подалгебру M(F ) эле-

ментов с нулевым следом алгебры Мальцева O(F )(−) матричной алгебры Кэ-
ли—Диксона O(F ) над кольцом без 6-кручения F . Алгебра M(F ) является
свободным F -модулем, базис которого {e1, . . . , e7} может быть выбран с табли-
цей умножения

e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7

e1 0 2e2 2e3 2e4 −2e5 −2e6 −2e7
e2 −2e2 0 2e7 −2e6 e1 0 0
e3 −2e3 −2e7 0 2e5 0 e1 0
e4 −2e4 2e6 −2e5 0 0 0 e1

e5 2e5 −e1 0 0 0 −2e4 2e3
e6 2e6 0 −e1 0 2e4 0 −2e2
e7 2e7 0 0 −e1 −2e3 2e2 0

(см. [36, п. 3.2]). В этом базисе матрицы любого дифференцирования алгебры
M(F ) и оператора умножения rz, z = z1e1 + . . .+ z7e7 ∈ M(F ), имеют вид



56 А. Ю. Голубков

D =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

0 d5 d6 d7 −d2 −d3 −d4

2d2 d8 d11 d14 0 d7 −d6

2d3 d9 d12 d15 −d7 0 d5

2d4 d10 d13 −d8 − d12 d6 −d5 0
−2d5 0 −d4 d3 −d8 −d9 −d10

−2d6 d4 0 −d2 −d11 −d12 −d13

−2d7 −d3 d2 0 −d14 −d15 d8 + d12

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

,

Rz =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

0 z5 z6 z7 −z2 −z3 −z4
2z2 −2z1 0 0 0 −2z7 2z6
2z3 0 −2z1 0 2z7 0 −2z5
2z4 0 0 −2z1 −2z6 2z5 0
−2z5 0 2z4 −2z3 2z1 0 0
−2z6 −2z4 0 2z2 0 2z1 0
−2z7 2z3 −2z2 0 0 0 2z1

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

(см. [36, (8.20), (8.21)]). Обозначим через Di1,...,is дифференцирование с dij = 1
и di = 0, i �= ij , j = 1, . . . , s, и сохраним это обозначение для его матрицы
в базисе {e1, . . . , e7}. Тогда дифференцирования T = D9,13 и S = D7 йордановы,

T = E32 + E43 − E56 − E67, S = E14 + E26 − E35 − 2E71,

где {Eij}— элементарные матрицы, причём T не удовлетворяет условию теоре-
мы 1.2,

T 2R2
e2TRe2T

2 = 4E42 =
= (E42 + E57)(−2E25)(E32 + E43 − E56 − E67) ×
× (2E21 − E15 + 2E64 − 2E73)(E42 + E57) =
�= (E42 + E57)(2E21 − E15 + 2E64 − 2E73) ×
× (E32 + E43 − E56 − E67)(−2E25)(E42 + E57) =

= 4E57 = T 2Re2TR
2
e2T

2,

а S ему удовлетворяет, S2DS2 = 4E74DE74 = 0, D ∈ Der
(
M(F )

)
. Алгебра

M(F )T является свободным F -модулем с базисом {ēi = ei + KerT 2 | i = 2, 7} и
таблицей умножения

ē2 ē7

ē2 −2ē7 0
ē7 0 2ē2

.

По теореме 1.2 она не является йордановой,

ē22 ·T (ē2 ·T ē7) = 0 �= ē2 ·D (ē22 ·T ē7) = 8ē7.

Алгебра M(F )S изоморфна алгебре F (2), полученной из F -алгебры F заменой
операции умножения на операцию x ·2 y = 2xy, x, y ∈ F (M(F )S ∼= F , если и
только если 1/2 ∈ F ).
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Заметим, что невырожденность (сильная первичность) алгебры Мальцева
M(F ) над кольцом без 2-кручения F равносильна полупервичности (целостно-
сти) F .

Замечание 1.5. Йорданово дифференцирование D алгебры Мальцева M(F)
над полем F, char F �= 2, 3, удовлетворяет условию ad4

D Lie(R) = {0}, если и
только если rkD2 � 1.

Доказательство. Из описания жордановой нормальной формы дифферен-
цирования D следует, что rkD2 � 2. Если rkD2 � 1, то ad4

D[rx, ry] =
= 6[rD2x, rD2y] = 0, x, y ∈ M(F), и потому ad4

D Lie(R) = {0} (см. также (2)).
По теореме 1.4 и теореме 5 из [10] в случае если ad4

D Lie(R) = {0}, йордано-
ва алгебра M(F)D сильно первична и либо равна нулю, либо является полем,
dimF M(F)D = rkD2. Вместе с тем алгебру Мальцева M(F) можно рассмат-
ривать в качестве F-подалгебры алгебры Мальцева M(F̄) над алгебраическим
замыканием F̄ поля F c тем же базисом {e1, . . . , e7}, а её дифференцирования—
как ограничения на M(F) тех дифференцирований M(F̄), матрицы которых
в этом базисе имеют коэффициенты из F. Поэтому любое йорданово дифферен-
цирование D алгебры M(F), ad4

D Lie
(
M(F)

)
= {0}, продолжается до йорданова

дифференцирования алгебры M(F̄), ad4
D Lie

(
M(F̄)

)
= {0}, и rkD2 � 1.

Оставляя в стороне описание конструкций центроида Мартиндейла (рас-
ширенного центроида) и центрального замыкания полупервичной алгебры из
[17, 23, 24, 28, 37], приведём необходимые нам сведения о первичных нелиевых
алгебрах Мальцева.
Центральное замыкание P (R) любой первичной нелиевой алгебры Маль-

цева без 2-кручения R над кольцом F изоморфно простой алгебре Маль-
цева M(α, β, γ) над её центроидом Мартиндейла CM(R) для некоторых
0 �= α, β, γ ∈ CM(R) (см. [18, 19]). При этом центроид CM(R) = CM

(
P (R)

)

является полем и совпадает с полем частных в нём центра Z
(
M(R)

)
алгебры

умножений M(R) алгебры R (см. [27, теорема 1.7]). Скалярное расширение
P (R) алгебры P (R) над алгебраическим замыканием CM(R) поля CM(R) изо-
морфно расщепляемой простой алгебре МальцеваM

(
CM(R)

)
над полем CM(R)

(см. [15, теоремы 3.8, 3.11; 28, теорема 3.9]). Все дифференцирования алгебры
P (R) являются внутренними, её алгебры дифференцирований и лиевых умно-
жений Der

(
P (R)

)
и Lie

(
P (R)

)
—простые алгебры Ли типов G2 и B3, P (R)—

неприводимый Der
(
P (R)

)
-модуль (см. [6, с. 156, 258; 15, доказательство пред-

ложения 5.1; 36, ч. 8, (2.17)]).
В дальнейшем при обращении к этим фактам мы будем рассматривать R

в качестве F -подалгебры алгебры P (R), элементы которой порождают P (R)
как CM(R)-пространство, и обозначать внутренние дифференцирования R и их
однозначно определённые продолжения до дифференцирований P (R) одинако-
выми символами.
Мы будем называть внутреннее йорданово дифференцирование D алгебры

Мальцева R сильно йордановым, если D2 �= 0 и ad4
D Lie(R) = {0}.
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Следствие 1.6. Йорданова алгебра RD первичной нелиевой алгебры Маль-
цева R без 2-кручения над кольцом F по её сильно йорданову дифференциро-
ванию D является ассоциативной коммутативной алгеброй без делителей нуля,
образы в RD ненулевых идеалов R являются её ненулевыми идеалами.

Доказательство. Продолжение D ∈ Der
(
P (R)

)
дифференцирования D на-

следует его свойства, D2 �= 0 и ad4
D Lie

(
P (R)

)
= {0}. Йорданова алгебра RD яв-

ляется F -подалгеброй йордановой алгебры P (R)D ∼= CM(R) (см. замечание 1.5).
Ненулевые идеалы алгебры R порождают ненулевые идеалы алгебры P (R), рав-
ные P (R), ввиду её простоты.

Перечислим теперь используемые нами условия алгебраичности элементов
алгебр над идеалом I основного кольца F .
Элемент x алгебры R над кольцом F , имеющий ассоциативные степени,

называется целым (в смысле Ширшова) над идеалом I (степени не выше
n � 1), если xf(x) = 0 для некоторого многочлена

xf(t) = tn + xfn−1t
n−1 + . . .+ xf1t ∈ F [t], xfi ∈ I.

Если I = {0}, такой элемент x называется нильпотентным или ниль-эле-
ментом (индекса не выше n). Эти понятия будут применяться далее только
к элементам ассоциативных и линейных йордановых алгебр.
Элемент x антикоммутативной алгебры R называется сильно алгебраиче-

ским над идеалом I (степени не выше n � 1), если оператор умножения rx
является целым над I (степени не выше n) элементом её алгебры умножений
M(R), и алгебраическим над I, если для любого y ∈ R найдётся

y,xf(t) = tny,x + y,xfny,x−1t
ny,x−1 + . . .+ y,xf1t ∈ F [t], ny,x � 1, y,xfi ∈ I,

такой что y,xf(rx)y = 0. Cильно алгебраические (степени не выше n) и алгеб-
раические над идеалом I = {0} элементы называются энгелевыми (n-энгелевы-
ми) и слабо энгелевыми или ниль-элементами. Алгебры Мальцева (йордановы
алгебры) над кольцом F , все элементы которых являются алгебраическими (це-
лыми) над идеалом I, называются алгебраическими (целыми) над I (ниль-ал-
гебрами при I = {0}). Алгебры Мальцева над кольцом F , состоящие из сильно
алгебраических над идеалом I элементов (степени не выше n), называются
алгебрами с алгебраическим над I регулярным (присоединённым в случае ал-
гебр Ли) представлением (степени не выше n) (энгелевыми (n-энгелевыми)
алгебрами при I = {0}).
Используя любое из приведённых здесь условий алгебраичности без указа-

ния идеала I кольца F , мы будем предполагать, что речь идёт об I = F .
По аналогии с алгебрами Ли (см. [5, замечание 2.1]) справедливо следующее

замечание.
Замечание 1.7. Пусть RD —йорданова алгебра алгебры Мальцева без

6-кручения R над кольцом F по её йорданову дифференцированию D, I —иде-
ал F , x— элемент R, такой что элемент Dx является алгебраическим над I.
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Тогда образ x̄ = x+ KerD2 элемента x в алгебре RD является целым над иде-
алом I. Следовательно, если алгебра R является алгебраической над идеалом I
(ниль-алгеброй при I = {0}), алгебра RD является целой над I (ниль-алгеброй).
Применяя следствие 1.6, мы получаем отсюда следствие 1.8.

Следствие 1.8. Йорданова алгебра RD первичной нелиевой алгебраической
алгебры Мальцева R над полем F, char F �= 2, по её сильно йорданову диффе-
ренцированию D является полем, алгебраичным над F.

Замечание 1.9. Любое целое над идеалом I кольца F дифференцирова-
ние D алгебры R над F является сильно алгебраическим над I элементом её
алгебры дифференцирований Der(R).

Доказательство. Для любой ассоциативной коммутативной алгебры B над
кольцом F с конечной системой порождающих X следующие условия эквива-
лентны:

1) все элементы X целые над идеалом I;
2) алгебра B конечна над I, т. е. конечно порождена как F -модуль и нильпо-
тентна по модулю идеала IB, состоящего из конечных сумм элементов hb,
h ∈ I, b ∈ B;

3) алгебра B является целой над I (см. [8, лемма 8, с. 131]).

Отсюда следует, что целостность над идеалом I элемента a ассоциативной ал-
гебры A над кольцом F равносильна целостности над I коммутативной подал-
гебры 〈la, ra〉 её алгебры умножений M(A), порождённой операторами левого и
правого умножения la и ra. Поэтому целому над идеалом I элементу a отве-
чает целое над I (как элемент M(A)) внутреннее дифференцирование ada =
= la − ra ∈ Inder(A). Остаётся применить данный вывод к алгебре EndF (R) и
её элементу D.

Для любых алгебры Мальцева без 6-кручения R над кольцом F и элементов
x, y ∈ R определим внутреннее дифференцирование D(x, y) и оператор Δ(x, y):

D(x, y) = [ry, rx] + rxy = Δ(x, y) + 2rxy,

Δ(x, y)z = J(z, x, y) = (zx)y + (xy)z + (yz)x, z ∈ J . Тогда с учётом того, что
алгебра R бинарно лиева, для всех x, y, z ∈ R, D ∈ Der(R) и k � 0

[Δ(x, y), rz] = rΔ(x,y)z + 2Δ(xy, z),

[Δ(x, y), rxy] =
[
[ry, rx], rxy

]
= rΔ(x,y)xy + 2Δ(xy, xy) = rJ(xy,x,y) = 0,

adkDD(x, y) =
k∑

i=0

(
k

i

)
D(Dix,Dk−iy),

(D(x, y) − 2rxy)k+1 = (−3)k(D(x, y) − 2rxy)rkxy

и, в частности, D(x, y)2 − D(x, y)rxy − 2r2xy = 0 (см. [36, (2.33), (2.34)]). Сле-
довательно, операторы D(x, y) и rxy порождают коммутативную подалгебру
〈D(x, y), rxy〉 алгебры умножений M(R) алгебры R, причём они порождают её
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как 〈rxy, IdR〉-модуль и в случае 1/2 ∈ F как 〈D(x, y), IdR〉-модуль, где IdR—
тождественный эндоморфизм R. Опираясь на доказательство замечания 1.9,
можно сделать следующее замечание.

Замечание 1.10. Дифференцирование D(x, y), x, y ∈ R, является целым
над идеалом I кольца F с 1/2, если и только если элемент xy ∈ R сильно
алгебраичен над I.

Лемма 1.11. Если алгебра внутренних дифференцирований Inder(R) пер-
вичной алгебры Мальцева без 2-кручения R над кольцом F содержит нену-
левые 3-энгелевы (йордановы) элементы, то R обладает сильно йордановыми
дифференцированиями.

Доказательство. Достаточно рассмотреть ситуацию, когда центральное за-
мыкание P (R) алгебры R и его скалярное расширение P (R) над алгебраиче-
ским замыканием CM(R) её центроида CM(R), char CM(R) �= 2, 3, обладают
свойствами из наблюдения перед следствием 1.6 (с учётом [18] и изоморфизма
R ∼= Inder(R), если R—алгебра Ли). Стоит также отметить, что D(x, y) �= 0
для любых невырожденной алгебры Мальцева без 2-кручения и её элементов x
и y, xy �= 0 (иначе r2xy = 0 и xy = 0). В частности, это верно для алгебр R,
P (R) и P (R) (см. доказательство теоремы 1.3).
Пусть алгебра Inder(R) содержит йорданов элемент

D �= 0, ad3
D Inder(R) = {0}.

Он однозначно продолжается до элемента

D ∈ Der
(
P (R)

)
, ad3

D Der
(
P (R)

)
= {0}.

Поскольку по теореме плотности конечномерная алгебра End
CM(R)

(
P (R)

)
по-

рождается элементами своей лиевой подалгебры Der
(
P (R)

)
,

admD End
CM(R)

(
P (R)

)
= {0}

для некоторого m � 3 (см. [7, § II.2]; m � 3 ввиду невырожденности алгебры
Lie

(
P (R)

)
(см. теорему 1.3, [34, теорема 2.4; 35])). Выбрав μ ∈ CM(R) и 0 �= a ∈

∈ P (R), Da = μa, мы получаем, что

(admD T )a =
m∑

i=0

(−1)m−i
(
m

i

)
DiTDm−ia =

(
D − μ Id

P (R)

)m
Ta = 0

для всех T ∈ End
CM(R)

(
P (R)

)
,
(
D − μ Id

P (R)

)m = 0, и

ad3
DD(a, b) = D

(
a,

(
D+μ Id

P (R)

)3
b
)

= 0, a
((
D+μ Id

P (R)

)3
b
)

= 0 (b ∈ P (R)).

Отсюда следует, что μ = 0, Dm = 0, m � 7 (если μ �= 0, оператор D + μ Id
P (R)

обратим и aP (R) = {0}, a = 0?!).
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Допустим, что Ds �= Ds+1 = 0, 3 � s � 6. В таком случае CM(R)-про-
странство P (R) можно разложить в прямую сумму подпространств P (R) =
= 〈Div | i = 0, . . . , s〉 ⊕ V , где Dsv �= 0 и V ⊂ KerD6−s. Так как алгебра P (R)
невырожденная и

ad3
DD(u,w) = D(D3u,w) = 0, (D3u)w = D3(uw) = 0

(u ∈ P (R), w ∈ KerD),

r2DsvP (R) ⊆ rDsv KerD3 = {0}, Dsv = 0, если s = 5, 6?! При s = 4

ad3
DD(D3v, v) = 3D(D4v,D2v) = 0, (D4v)(D2v) = D2

(
(D4v)v

)
= 0,

для любого b ∈ KerD2

ad4
DD(v, b) = D(D4v, b) + 4D(D3v,Db) = 0,

ad3
DD(Dv, b) = D(D4v, b) + 3D(D3v,Db) = 0,

D(D4v, b) = D(D3v,Db) = 0, (D4v)b = 0

и, как следствие, r2D4vP (R) ⊆ rD4v KerD2 = {0}, D4v = 0?! Если s = 3,

ad3
DD(Dv, v) = 2D(D3v,Dv) = 0,

(D3v)(Dv) = D
(
(D3v)v

)
= (D3v)(D2v) = 0,

для всех c ∈ KerD3

ad3
DD(Dv, c) = 3D(D3v,Dc) + 3D(D2v,D2c) = 0,

ad3
DD(v,Dc) = D(D3v,Dc) + 3D(D2v,D2c) = 0,

D(D3v,Dc) = D(D2v,D2c) = 0, (D3v)(Dc) = D
(
(D3v)c

)
= (D2v)(D2c) = 0

и потому r2D3vP (R) ⊆ rD3v KerD = {0}, D3v = 0?! Значит, D3 = 0 и
ad3
D Lie

(
P (R)

)
= {0} (см. также (2)).

На алгебре P (R) определена невырожденная симметрическая билинейная
форма ( , ), причём (pq)q = (q, q)p − (p, q)q для всех p, q ∈ P (R) (см. [14, (21);
15, (52)]). Если r3q = 0, то r3qp = (q, q)pq = 0 для любого p ∈ P (R), (q, q) = 0 и
r2qP (R) = CM(R)q (верно и обратное: из (q, q) = 0 следует r3q = 0).

Предположим, что D2 = 0. Тогда D2P (R)
2

=
(
DP (R)

)2 = {0},

rDprDqrDs = rDpDrqrDs = 0
(
p, q, s ∈ P (R)

)

и
(
h(Dg)

)
(Dg) = αDg, α = −(h,Dg) �= 0 для некоторых h, g ∈ R. Поэтому

с учётом того, что
[
[rh(Dg), rDg], rDg

]
= 0 и rDgrh(Dg)rDg = (1/2)(r2Dgrh(Dg) +

+ rh(Dg)r
2
Dg),

D(h(Dg),Dg)2 = D(h(Dg),Dg)r(h(Dg))(Dg) + 2r2(h(Dg))(Dg) =

= α[rDg, rh(Dg)]rDg + 3α2r2Dg = α(1/2)
(
r2Dgrh(Dg) − rh(Dg)r

2
Dg

)
+ 3α2r2Dg.
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Следовательно,

D(h(Dg),Dg)2h = −αrh(Dg)r
2
Dgh+ 3α3Dg =

= −α2rh(Dg)Dg + 3α3Dg = 4α3Dg �= 0,

D(h(Dg),Dg)2P (R) = CM(R)Dg, D(h(Dg),Dg)3 = 0 и

ad4
D(h(Dg),Dg) Lie

(
P (R)

)
= {0}

(см. замечание 1.5).
Таким образом, либо дифференцирование D ∈ Inder(R), либо дифферен-

цирование D(h(Dg),Dg) ∈ Inder(R), если D2 = 0, является сильно йордано-
вым.

Применяя [12, лемма 2.1.1, с. 40; 30, следствие 2.3], мы сразу получаем
следствие 1.12.

Следствие 1.12. Если алгебра внутренних дифференцирований Inder(R)
первичной алгебры Мальцева R над алгебраически замкнутым полем F,
char F = 0, содержит ненулевые сильно алгебраические элементы, то R об-
ладает сильно йордановыми дифференцированиями.

Следствие 1.13. Если первичная алгебра Мальцева R над кольцом F не
имеет n!-кручения и её алгебра внутренних дифференцирований Inder(R) со-
держит ненулевые n-энгелевы элементы для некоторого n � 3, то R обладает
сильно йордановыми дифференцированиями.

Поскольку для любого n > 1 существует l(n) > 1, такой что алгебры Ли над
алгебраически замкнутыми полями характектеристики p > l(n), имеющие нену-
левые сильно алгебраические элементы степени не выше n, содержат ненулевые
энгелевы элементы (см. [5, замечание перед теоремой 3.10]), из леммы 1.11
можно также вывести следствие 1.14

Следствие 1.14. Для любого n > 1 первичные алгебры Мальцева над ал-
гебраически замкнутыми полями характеристики p > l(n), алгебры внутренних
дифференцирований которых содержат ненулевые сильно алгебраические эле-
менты степени не выше n, обладают сильно йордановыми дифференцирования-
ми.

Следствие 1.15. Если первичная нелиева алгебра Мальцева без 2-круче-
ния R над кольцом F содержит ненулевые ниль-элементы, то R обладает сильно
йордановыми дифференцированиями.

Доказательство. Поскольку подалгебры алгебры P (R) из доказательства
леммы 1.11, порождённые двумя элементами, имеют размерности не выше 3,
любой ниль-элемент x ∈ P (R) является 3-энгелевым, r2xP (R) = CM(R)x (см.
[14, (21); 15, (52)]). Если x ∈ R, r2xy = −(y, x)x �= 0 для некоторого y ∈ R,
то, применяя рассуждение из окончания доказательства леммы 1.11 для h = y
и Dg = x, мы получаем, что дифференцирование D(yx, x) ∈ Inder(R) является
сильно йордановым.
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Для любых алгебраического элемента x антикоммутативной алгебры R над
кольцом F и конечного подмножества Y ⊂ R элементы rkxy, y ∈ Y , k � 0,
порождают конечно порождённый rx-инвариантный подмодуль M F -модуля R,
ограничение на который rx|M оператора rx является целым элементом алгеб-
ры эндоморфизмов EndF (M) (см. [2, замечание 1.5]). Поэтому алгебраические
элементы любой первичной нелиевой алгебры Мальцева без 2-кручения R над
кольцом F являются сильно алгебраическими над F элементами R и её цен-
трального P (R) (достаточно взять в качестве Y базис {y1, . . . , y7}, yi ∈ R,
алгебры P (R)).

Следствие 1.16. Если первичная нелиева алгебра Мальцева R над алгеб-
раически замкнутым полем F, char F �= 2, содержит ненулевые алгебраические
элементы, то R обладает сильно йордановыми дифференцированиями.

Доказательство. Можно считать, что алгебра R содержит сильно алгеб-
раический неэнгелев элемент x (см. следствие 1.15). Так как оператор умно-
жения rx в алгебре P (R) из доказательства леммы 1.11 аннулируется неко-
торым многочленом 0 �= f(t) ∈ F[t] и многочленом t3 − (x, x)t ∈ CM(R)[t],
(x, x) = α2, 0 �= α ∈ F, CM(R)-пространство P (R) является прямой суммой
подпространств Vβ =

{
y ∈ P (R) | yx = βy

}
, β = 0,±α, и любое её rx-ин-

вариантное F-подпространство V разлагается в прямую сумму подпространств
V = (V ∩V0)⊕(V ∩Vα)⊕(V ∩V−α) (см. [14, (21); 15, (52)]). Для всех x±α, x′±α ∈
∈ V±α и x0 ∈ V0

x±αx∓α ∈ V0, x±αx′±α ∈ V∓α, x±αx0 ∈ V±α,
(x′±αx±α)x±α = (x±α, x±α)x′±α − (x′±α, x±α)x±α ∈ V0,

(x′±αx±α)x±α = (x±α, x±α)x′±αx±α = 0, r3x±α
= 0

(см. [15, п. 1.5, (52)]). Следовательно, алгебра R имеет ненулевые 3-энгеле-
вы элементы (в частности, ими являются ненулевые элементы подпространств
R ∩ V±α) и сильно йордановы дифференцирования (см. следствие 1.15).

2. Алгебры Мальцева с алгебраическим
регулярным представлением

Обобщение на алгебры Мальцева теоремы Зельманова из [11] и теоре-
мы 3.11 из [5] мы начнём со следующего варианта предложения 5.1 из [30].

Лемма 2.1. Первичная нелиева алгебра Мальцева R над алгебраически за-
мкнутым полем F, char F �= 2, конечномерна (и, как следствие, проста) тогда
и только тогда, когда R обладает сильно йордановым дифференцированием D,
йорданова алгебра RD по которому является целой.

Доказательство. Достаточно заметить, что при выполнении любого из этих
условий алгебра R равна своему центральному замыканию P (R), её центроид
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CM(R) совпадает с центром Z
(
M(R)

)
алгебры умножений M(R) и изоморфен

полю F, R = P (R) ∼= M(F) и CM(R) = Z
(
M(R)

)
= F IdR (см. наблюдения

до и после замечания 1.5). Если алгебра R конечномерна, это следует из ал-
гебраичности поля CM(R) над полем F. При наличии дифференцирования D
алгебры R с указанными здесь свойствами йорданова алгебра RD изоморф-
на полю F (см. следствие 1.6). Следовательно, для любых 0 �= ψ ∈ Z

(
M(R)

)
и

x ∈ R\KerD2 найдётся α ∈ F, при котором ψx−αx ∈ KerD2, (ψ−α IdR)D2x = 0
и ψ = α IdR.

Лемма 2.2. Любая первичная нелиева алгебраическая алгебра Мальцева R
над полем F, char F �= 2, проста и локально конечномерна, её центроид CM(R)
является алгебраическим расширением F.

Доказательство. Мы можем рассматривать алгебру R в качестве F-подал-
гебры её скалярного расширения R̄ над алгебраическим замыканием F̄ поля F,
выделить при помощи леммы Цорна максимальный идеал M среди всех иде-
алов алгебры R̄, имеющих нулевое пересечение с R, и отождествить R с её
образом в фактор-алгебре R′ = R̄/M . Алгебра R′ является первичной нелиевой
алгеброй Мальцева над полем F̄ и порождается как F̄-пространство элемента-
ми своей F-подалгебры R (первичность R′ обеспечивает выбор M). Так как
элементы алгебры R являются сильно алгебраическими над полем F элемента-
ми алгебры R′, R′ имеет сильно йордановы дифференцирования, элементы её
йордановых алгебр по ним являются F̄-линейными комбинациями их целых эле-
ментов (образов в них элементов R), и, как следствие, эти йордановы алгебры
изоморфны полю F̄ (см. следствие 1.16 и наблюдение перед ним, следствие 1.6,
замечание 1.7). Поэтому алгебра R′ проста, конечномерна и локально конеч-
номерна над полем F, её центроид CM(R′) изоморфен полю F̄ (см. лемму 2.1
и [5, лемма 3.4]).
Поскольку центр Z

(
M(R)

)
алгебры умножений M(R) алгебры R вкладыва-

ется над полем F в поле CM(R′) (M(R) можно отождествить с F-подалгеброй
алгебры M(R′)), он алгебраичен над F и является полем. Остаётся заметить,
что центроид CM(R) алгебры R совпадает с полем Z

(
M(R)

)
, а R— со своим

центральным замыканием P (R) (см. наблюдения после замечания 1.5; алгебра-
ичность CM(R) над F можно также вывести с помощью [17, предложение 4.1,
с. 49]). При этом R = P (R) является простой алгеброй не только над полем
CM(R) = Z

(
M(R)

)
, но и над полем F.

В случае бесконечного поля F, char F = 0, p > 7, алгебра R′ из доказа-
тельства леммы 2.2 имеет алгебраическое регулярное представление над F.
Действительно, степени rsz, s � 1, оператора умножения rz на любой эле-
мент z ∈ R′, z = α1y1 + . . . + αkyk, αi ∈ F̄, yi ∈ R, k � 1, представимы
в виде

rsz =
∑

0�n1,...,nk�s,
n1+...+nk=s

αn1
1 · · ·αnk

k r(n1,...,nk), r(n1,...,nk) =
∑

σ∈Ss

ryiσ(1)
· · · ryiσ(s)

,
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где 1 � i1 � i2 � . . . � is � k, nj = |{l | il = j}|, Ss— симметриче-
ская группа степени s. Бесконечность поля F позволяет выразить операторы
{r(n1,...,nk)} через F-линейные комбинации операторов rsβ1y1+...+βkyk

, βi ∈ F

(см. [30, лемма 6.1]). Поэтому все степени оператора rz являются F̄-линей-
ными комбинациями степеней операторов умножения на элементы алгебры R.
Последнее верно как для операторов умножения в алгебре R′, так и для их
продолжений до операторов умножения в её центральном замыкании P (R′).
Следовательно, поскольку элементы алгебры R являются сильно алгебраиче-
скими над полем F элементами алгебры P (R′), cтепени оператора rz являются
суммами целых над полем F̄ элементов алгебры умножений M

(
P (R′)

)
алгебры

P (R′), следы степеней rz и его собственные значения входят в F̄, rz являет-
ся целым над F̄ и F (с учётом теоремы Гамильтона—Кэли, формул Ньютона
и [5, лемма 3.4]).
Будем говорить, что алгебра Мальцева над полем F является PI-алгеброй,

если она удовлетворяет тождеству, которое отвечает элементу свободной алгеб-
ры Мальцева бесконечного ранга над F, определяющему нетривиальное лиево
тождество (ср. с [5]). Используя лемму 2.2, существование и специальность
локально конечного радикала LF на классах алгебраических алгебр Мальцева
над кольцами с 1/2 (см. [3,9,13]; радикал алгебр в смысле Куроша—Амицура T
называется специальным, если T -полупростые алгебры из класса его определе-
ния являются подпрямыми произведениями первичных T -полупростых алгебр),
мы можем обобщить теорему 1 из [11], теорему 1.1 из [30] (см. также [5, пред-
ложение 3.2]) и теорему 3.11 из [5] в следующем виде.

Теорема 2.3. Любая PI-алгебра Мальцева с алгебраическим регулярным
представлением над полем F, char F = 0, локально конечномерна, её ненулевые
сильно первичные фактор-алгебры (при их наличии) просты и имеют ограни-
ченные размерности над их центроидами, которые являются алгебраическими
расширениями F.

Теорема 2.4. Для каждого n � 1 существует q(n) � n, такое что любая
алгебра Мальцева с алгебраическим регулярным представлением степени не
выше n над полем F, char F > q(n), локально конечномерна, её ненулевые
первичные фактор-алгебры (при их наличии) имеют центральные замыкания
ограниченной размерности над их центроидами Мартиндейла, которые являют-
ся алгебраическими расширениями F.

Напомним, что радикалом Кострикина алгебр Мальцева называется отоб-
ражение, ставящее в соответствие алгебрам Мальцева наименьшие среди их
идеалов, фактор-алгебры по которым невырожденны (их радикалы Кострики-
на).

Замечание 2.5. Любая ниль-PI-алгебра Мальцева над полем F, char F = 0,
ненулевые фактор-алгебры которой или (и) их алгебры внутренних дифферен-
цирований содержат ненулевые энгелевы элементы, локально нильпотентна и
равна своему радикалу Кострикина.
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Доказательство. По [5, следствие 2.11; 20, теорема 3] такая алгебра ло-
кально нильпотентна, её полупервичные фактор-алгебры являются алгебрами
Ли и совпадают со своими радикалами Кострикина (см. также замечание1.7,
следствия 1.13, 1.15, 1.8). Остаётся заметить, что невырожденные алгебры
Мальцева полупервичны.

Радикал в смысле Куроша—Амицура T называется идеально наследствен-
ным, если T (I) = I ∩ T (R) для любых алгебры R из класса его определения
и её идеала I. Идеально наследственные специальные радикалы называются
кручениями.

Лемма 2.6. Радикал Кострикина K является идеально наследственным на
замкнутом относительно взятия идеалов и гомоморфных образов классе алгебр
Мальцева M над кольцом F с 1/6, если и только если он является идеально
наследственным на классе алгебр Ли MLie из M.

Доказательство. Пусть R—алгебра из класса M, I —пересечение всех
первичных идеалов R, фактор-алгебры по которым являются алгебрами Ли,
Rad(R)—первичный радикал R (пересечение всех её первичных идеалов и наи-
меньший из идеалов, фактор-алгебры по которым полупервичны (см. [8, пред-
ложение 4, с. 192, теорема 6, с. 193]). Тогда ввиду невырожденности первичных
нелиевых алгебр Мальцева над кольцом F

Rad(R) = K(R) ∩ I, K
(
R/Rad(R)

)
= K(R)/Rad(R) ∼= (K(R) + I)/I,

где (K(R) + I)/I ⊆ K(R/I), R/I ∈ MLie. Поэтому если радикал Кострикина K
является идеально наследственным на классе MLie,

K
(
K(R)/Rad(R)

)
= K

(
K(R)

)
/Rad(R) = K(R)/Rad(R), K

(
K(R)

)
= K(R),

и для любого идеала J алгебры K(R)

K
((
J+Rad(R)

)
/Rad(R)

)
=

(
J+Rad(R)

)
/Rad(R) =

(
K(J)+Rad(R)

)
/Rad(R),

J = K(J) (с учётом J ∩ Rad(R) ⊆ Rad(J)). Следовательно, в данном слу-
чае K является радикалом в смысле Куроша—Амицура на классе M и класс
K-радикальных алгебр из M замкнут относительно взятия идеалов (см. [4]).
Радикал K является также идеально наследственным на классе M, поскольку
класс невырожденных алгебр Мальцева над кольцом F замкнут относительно
взятия идеалов (см. [21, лемма 4]).

Следуя [33], определим функцию f : N × N −→ N, f(n,m) � 3 при всех
(n,m) ∈ N × N, такую что для любой алгебры Ли L над полем F, char F = 0,

rf(n,m)
x = r

f(n,m)
ryk

···ry1x
= 0 (x ∈ Bn(L), yi ∈ L, k = 1, . . . ,m, n,m � 1),

где Bn(L)—множество элементов вида
n∑

i=1

ryiki
· · · ryi1xi, 0 � ki � n, xi, yij ∈ L,

r2xi
= 0, ryiki

· · · ryi1
xi = xi при ki = 0 (см. [33, лемма 3.4]). Положим qi =

= f(i+1, 3i+5) для всех i � 0. Цепочку элементов {xi}i�0 алгебры Мальцева R,
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в которой

xi+1 ∈ {rqi
xi
zi, r

qi
xiyi

zi, r
qi

(xiyi)ui
zi | yi, zi, ui ∈ R} (i � 0),

мы будем называть K-цепью; элемент r ∈ R, такой что любая K-цепь {xi}i�0

с x0 = x стабилизируется нулём на некотором шаге k � 0, xi = 0 при i � k, мы
будем называть строго K-разрешимым. Отметим, что образы строго K-разре-
шимых элементов и K-цепей алгебры R при действии любого гомоморфизма
являются строго K-разрешимыми элементами и K-цепями образа R при его
действии.

Замечание 2.7. Для любых первичной нелиевой алгебры Мальцева без
2-кручения R над кольцом F , элемента 0 �= x ∈ R и бесконечной последо-
вательности натуральных чисел {ni}i�0 существует бесконечная цепочка эле-
ментов {xi}i�0, в которой x0 = x и 0 �= xi+1 ∈ {rni

xi
zi, r

ni
xiyi

zi | yi, zi ∈ R},
i � 0.

Доказательство. Возможность построения такой цепочки {xi}i�0 основы-
вается на следующих двух наблюдениях. Для любого 0 �= x ∈ R либо
(x, x) �= 0, либо (x, x) = 0 и найдётся y ∈ R, для которого (x, y) �= 0,
(xy, xy) = (x, y)2 − (x, x)(y, y) �= 0, где ( , )—невырожденная форма на алгебре
P (R) из доказательства леммы 1.11 (см. [14, (22), 15, (53)]). Если 0 �= x, y ∈ R,
(x, x) �= 0 и y линейно независим с x над полем CM(R) (выбор такого y воз-
можен, так как dim

CM(R)
P (R) = 7), то r2xy = (x, x)y − (x, y)x �= 0, yx �= 0 и

r2+kx y = (x, x)rkxy �= 0 при всех k � 1.

Опираясь на [33, теорема 3.10, следствие 3.9], можно доказать следующую
лемму.

Лемма 2.8. На классах алгебр Мальцева над полями нулевой характеристи-
ки радикал Кострикина K является кручением, причём радикал K(R) любой
алгебры R из этих классов совпадает с множеством её строго K-разрешимых
элементов.

Доказательство. На классах алгебр Мальцева над полями нулевой харак-
теристики радикал Кострикина K является идеально наследственным (см. лем-
му 2.6 и [11]). Пусть R—алгебра Мальцева над полем F, char F = 0, K ′(R)—
пересечение всех первичных идеалов R, фактор-алгебры по которым невырож-
денны, и K ′′(R)—множество её строго K-разрешимых элементов. В [33] уста-
новлено, что K(R) = K ′(R) = K ′′(R), если R—алгебра Ли. Покажем, что
это верно также в нелиевом случае. Для каждого элемента r ∈ R \ K ′′(R)
можно выбрать бесконечную K-цепь ненулевых элементов {ri}i�0 c r0 = r и
максимальный идеал P среди идеалов алгебры R, не содержащих элементов
{ri}i�0 (существование P следует из леммы Цорна). Идеал P является первич-
ным, поскольку в любой строго содержащий его идеал алгебры R входят все
элементы {ri}i�0 начиная с какого-то номера, ri+1 ∈ (ri)2R, i � 0, где (A)R—
идеал R, порождённый множеством A. Если K(R/P ) �= 0, то R/P —алгебра
Ли, rp + P ∈ K(L/P ) = K ′′(L/P ) и rq ∈ P при некоторых p � 0 и q � p?!
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Поэтому R \K ′′(R) ⊆ R \K ′(R), K(R) ⊆ K ′(R) ⊆ K ′′(R). Остаётся заметить,
что в первичных нелиевых алгебрах Мальцева без 2-кручения нет ненулевых
строго K-разрешимых элементов (см. замечание 2.7) и

Rad(R) =
(
K ′′(R)

)
R
∩ I,

((
K ′′(R)

)
R

+ I
)
/I ⊆ K(R/I) = K ′′(R/I),

K
(((

K ′′(R)
)
R

+ I
)
/I

)
=

((
K ′′(R)

)
R

+ I
)
/I ∼=

(
K ′′(R)

)
R
/Rad(R),

K
((
K ′′(R)

)
R

)
=

(
K ′′(R)

)
R
⊆ K(R), K(R) = K ′(R) = K ′′(R),

где I —пересечение всех первичных идеалов R, фактор-алгебры по которым
являются алгебрами Ли.

Сходным образом лемма 2.6 позволяет записать теорему 2.14 и следствие
2.15 из [4] (предложение 2.15 из [5]) в виде следующего утверждения.

Предложение 2.9. При любом n � 1 на классах алгебраических алгебр
Мальцева степени не выше n над кольцами с 1/k(n)!, k(1) = 1, k(2) = 3,
k(3) = k(4) = 7 и k(n) = n + 2 при n � 5, радикал Кострикина K совпадает
с первичным радикалом Rad и является кручением.

Используя лемму 2.8, специальность слабо разрешимого радикала T , суще-
ствование и специальность локально конечного и разрешимого радикала LSF на
классах PK-алгебраических алгебр Мальцева над кольцами с 1/2 (см. [2,3,13])
и теорему 3 из [22], можно получить также следующую версию теоремы 2.9
из [5] для алгебр Мальцева.

Предложение 2.10. Если R—алгебра Мальцева над полем F, char F = 0,
такая что для некоторого расширения F

′ поля F ненулевые сильно первичные
фактор-алгебры её скалярного расширения над полем F

′ (при их наличии) со-
держат ненулевые сильно алгебраические над F

′ элементы и являются PI-ал-
гебрами, то она имеет равные радикал Кострикина K(R) и слабо разрешимый
радикал T (R),

K(R) = TLS(R) = TA(LS)(R) = T (R).

Если алгебра R является PK-алгебраической, радикалы K(R) и T (R) равны
также её локально конечному и разрешимому и локально разрешимому радика-
лам LSF(R) и LS(R).

Дополнение

В заключение приведём ещё один вариант доказательства леммы 2.2, осно-
ванный на известных свойствах йордановых алгебр алгебр Ли.

Замечание 2.11. Элемент x линейной йордановой алгебры J над кольцом F
c 1/2 является целым над идеалом I кольца F , если и только если оператор
умножения rx является целым над I.
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Доказательство. Подалгебра MJ(〈x〉) алгебры умножений M(J) алгеб-
ры J , которую порождают операторы умножения на элементы подалгебры 〈x〉,
порождённой любым элементом x ∈ J , коммутативна и совпадает с подалгеброй,
порождённой операторами умножения rx и rx2 ,MJ(〈x〉) = 〈rx, rx2〉 (см. [8, пред-
ложение 2, с. 86]). Кроме того,

2rxkrxlrxm + rxk+l+m = rxkrxl+m + rxlrxk+m + rxmrxk+l (k, l,m � 1),

rjx =
∑

0�i�j/2
gijrxirxj−i (j � 3)

для некоторых {gik} ⊂ Z[1/2], не зависящих от выбора x, где Z[1/2]—подколь-
цо кольца F , порождённое 1/2, rx0 = IdJ (см. [8, (25), (26); 2, введение]).
Поэтому если f(x) = 0 для некоторого f(t) = tn + fn−1t

n−1 + . . . + f1t ∈ F [t],
deg f = n > 1, fi ∈ I (случай n = 1 и x = 0 можно исключить), операторы
rxk , k = 1, . . . , n − 1, порождают коммутативную подалгебру A алгебры M(J),
которая порождается как F -модуль операторами rxj и rxirxj , 0 � i � j � n− 1,
i+ j �= 0, и нильпотентна индекса не выше 2n− 1 по модулю своего идеала IA.
Следовательно, алгебра A является конечной над идеалом I и целой над I (см.
доказательство замечания 1.9). Последнее означает, что целому над идеалом I
элементу x ∈ J отвечает целый над I оператор умножения rx. Верно и обрат-
ное: если g(rx) = 0, g(t) = tm + gm−1t

m−1 + . . . + g1t ∈ F [t], m � 1, gi ∈ I, то
g(rx)x = h(x) = 0 для h(t) = tg(t).

Нам также понадобится ряд сведений о локальных алгебрах ассоциативных
алгебр из [25, 26, 29]. Пусть R—ассоциативная алгебра над кольцом F , a—
элемент R, R(a)—алгебра, полученная из R заменой операции умножения на
операцию ·a, x ·a y = xay, x, y ∈ R. Тогда Ker lara = {x ∈ R | axa = 0}—
идеал алгебры R(a), фактор-алгебра по которому Ra = R(a)/Ker lara называ-
ется локальной алгеброй алгебры R по элементу a. Алгебра Ra изоморфна
алгебре aRa, полученной из F -модуля aRa введением операции умножения ·,
axa ·a axy = axaya, x, y ∈ R, при помощи изоморфизма x + Ker lara �−→ axa,
x ∈ R. Если a2 = 0, то a—йорданов элемент алгебры Ли R(−), алгебра R(−)

a =
= R

(−)
ada

изоморфна алгебре ad2
aR

(−) = 2aRa с операцией умножения · при
помощи изоморфизма x̄ = x+ Ker ad2

a �−→ ad2
a x = −2axa, x ∈ R,

x̄ ·ad a ȳ =
[
[a, x], y

]
�−→

�−→ −2axa · −2aya = [−2axa, ay − ya] = 2(axaya+ ayaxa) (x, y ∈ R),

и является йордановой алгеброй (см. замечание 1.1). Кроме того, если 1/2 ∈ F ,
алгебра ad2

aR
(−) совпадает с йордановой алгеброй aRa(+) алгебры aRa и, зна-

чит, R(−)
a

∼= R
(+)
a , где A(+)—алгебра, полученная из алгебры A над F заменой

операции умножения на операцию ·, x·y = (1/2)(xy+yx), x, y ∈ A (можно также
определить алгебру A+, заменив · на операцию ◦, x ◦ y = xy + yx, x, y ∈ A).
Известно, что ∗-кососимметрические и ∗-симметрические элементы любой

алгебры A с инволюцией ∗ формируют подалгебры
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Skew(A, ∗) = {x ∈ A | x∗ = −x}

алгебры A(−) и
Sym(A, ∗) = {x ∈ A | x∗ = x}

алгебры A+ (и A(+), если A = 2A не имеет 2-кручения).
Если R—ассоциативная алгебра с инволюцией ∗ над кольцом F с 1/2,

a ∈ Skew(R, ∗), a2 = 0, то ограничение изоморфизма x̄ �−→ −2axa, x ∈ R,
йордановых алгебр R(−)

a и aRa(+) на подалгебру Skew(R, ∗)a алгебры R
(−)
a яв-

ляется изоморфизмом Skew(R, ∗)a и подалгебры Sym(aRa, ∗′) алгебры aRa(+),
где инволюция ∗′ действует на алгебре aRa по правилу (axa)∗

′
= −ax∗a, x ∈ R.

Поэтому в данном случае Skew(R, ∗)a ∼= Sym(Ra, ∗′) (инволюция ∗′ определяет
инволюцию на алгебре Ra, (x+ Ker lara)∗

′
= − x∗ + Ker lara, x ∈ R).

Йордановой алгеброй симметрической билинейной формы f на векторном
пространстве V над полем F называется прямая сумма J(V, f) = F · 1 ⊕ V
пространств F = F · 1 с базисом 1 и V c операцией умножения

(α · 1 + v) · (β · 1 + w) =
(
αβ + f(v, w)

)
· 1 + (βv + αw) (α, β ∈ F, v, w ∈ V ).

При этом 1 является единицей алгебры J(V, f) и для любого x = α ·1+v, α ∈ F,
x ∈ V ,

x2 − (x+ x′)x+ xx′ = x2 − 2αx+
(
α2 − f(v, v)

)
· 1 = 0, (4)

где x′ = α · 1 − v.
Выводы [25,26] и наблюдение перед следствием 1.6 позволяют доказать сле-

дующее утверждение.
Замечание 2.12. Если первичная нелиева алгебра Мальцева без 2-круче-

ния R над кольцом F обладает сильно йордановым дифференцированием D, то
выполняется одна из следующих возможностей:

1) D—йорданов элемент алгебры Lie(R) и

Lie
(
P (R)

)
D

∼= J(D2 ◦X, f)—

йорданова алгебра невырожденной симметрической билинейной формы f
на пространстве D2◦X над полем CM(R), X=

{
G∈Lie

(
P (R)

)
| DGD=0

}
,

dim
CM(R)

D2 ◦X > 1,

−f(D2 ◦G,D2 ◦H)D2 = D2GHD2 (G,H ∈ X);

2) S = ad3
D T �= 0 для некоторого T ∈ Inder(R) и

Lie
(
P (R)

)
S
∼= Sym

(
M

(
P (R)

)
S
, ∗′

)
—

йорданова алгебра ∗′-симметрических элементов алгебры M
(
P (R)

)
S
, где

инволюция ∗ алгебры M
(
P (R)

)
определяется формой Киллинга ( , )K на

алгебре P (R), (x, y)K = tr(rxry), x, y ∈ P (R), dim
CM(R)

Lie
(
P (R)

)
S

∈
∈ {1, 3}.
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Доказательство. По умолчанию мы используем здесь обозначения из до-
казательства леммы 1.11. Поскольку алгебра End

CM(R)

(
P (R)

)
порождается

элементами своей лиевой подалгебры Der
(
P (R)

)
= Inder

(
P (R)

)
, она совпа-

дает с алгеброй умножений M
(
P (R)

)
алгебры P (R). Простая невырожденная

алгебра Ли Lie
(
P (R)

)
совпадает с алгеброй Ли кососимметрических операторов

на пространстве P (R) относительно формы Киллинга ( , )K , т. е. Lie
(
P (R)

)
=

= Skew
(
M

(
P (R)

)
, ∗

)
, где

(Bx, y)K = (x,B∗y)K
(
B ∈M

(
P (R)

)
, x, y ∈ P (R)

)

(см. [15, доказательство предложения 5.1]; невырожденность формы ( , )K про-
веряется непосредственно). Йордановы алгебры алгебры Lie

(
P (R)

)
по её йор-

дановым элементам (внутренним йордановым дифференцированиям) являются
сильно первичными и, более того, центральными простыми алгебрами над по-
лем CM(R) размерности не выше 20 и не равной 2 (см. теорему 1.4, [32, теорема
2.2; 10, теорема 5] с учётом алгебраической замнутости поля CM(R)).
Первое утверждение следует из [26, теорема 4.7] и [25, следствие 5.9] (про-

стота алгебры Lie
(
P (R)

)
D
гарантирует невырожденность формы f).

В случае если ad3
D Lie(R) = ad3

D Inder(R) �= {0},
S = ad3

D T = 3(DTD2 −D2TD) �= 0

для некоторого T ∈ Inder(R),

S2 = −9D2TD2TD2 = −(3/2)(ad4
D T )TD2 = 0

и rkS � 2, так как rkD2 = 1, D2P (R) = CM(R)x, 0 �= x ∈ R,
и, значит, SP (R) ⊆ CM(R)x + CM(R)DTx (см. замечание 1.5). Поэтому
dim

CM(R)
M

(
P (R)

)
S

� 4,

Lie
(
P (R)

)
S
∼= Sym

(
M

(
P (R)

)
S
, ∗′

)
,

dim
CM(R)

Lie
(
P (R)

)
S

� 3. Заметим, что алгебра M
(
P (R)

)
S
наследует про-

стоту алгебры M
(
P (R)

)
и, как следствие, либо M

(
P (R)

)
S

∼= CM(R), либо
M

(
P (R)

) ∼= M2

(
CM(R)

)
, где M2

(
CM(R)

)
—алгебра матриц 2 × 2 над полем

CM(R).

Другое доказательство леммы 2.2. Как и в первом доказательстве лем-
мы 2.2, достаточно установить простоту и конечномерность алгебры R′ над
полем F̄. Отождествим алгебру Lie(R′) с изоморфной ей F̄-подалгеброй алгебры
Lie

(
P (R′)

)
, состоящей из продолжений её элементов до элементов Lie

(
P (R′)

)
.

Так как элементы алгебры R′ являются суммами её сильно алгебраических
элементов (F̄-линейными комбинациями элементов алгебры с алгебраическим
регулярным представлением R), элементы алгебры Lie(R′) выражаются через
суммы её сильно алгебраических элементов (см. замечания 1.9, 1.10). Кро-
ме того, алгебра R′ имеет сильно йордановы дифференцирования (см. след-
ствие 1.16). Поэтому алгебра Lie(R′) содержит ненулевые йордановы элементы
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и элементы её йордановых алгебр по ним являются суммами их целых (алгеб-
раических) элементов (см. замечания 2.12, 1.7 и [30, предложение 4.2]).
Йорданова алгебра Lie(R′)D алгебры Lie(R′) по любому её йорданову

элементу D является F̄-подалгеброй йордановой алгебры Lie
(
P (R′)

)
D
алгеб-

ры Lie
(
P (R′)

)
, элементы которой порождают Lie

(
P (R′)

)
D
как ¯CM(R′)-про-

странство. Поскольку Lie
(
P (R′)

)
D
—центральная простая алгебра над полем

CM(R′), алгебра Lie(R′)D сильно первична и её центр Z(Lie(R′)D) является
ненулевой F̄-подалгеброй поля Z

(
Lie

(
P (R′)

)
D

) ∼= ¯CM(R′) (см. [10, теорема 5]
и доказательство замечания 2.12). Каждый элемент z ∈ Z(Lie(R′)D) является
суммой целых элементов алгебры Lie(R′)D, а потому след tr rz = nz оператора
умножения rz в алгебре Lie

(
P (R′)

)
D
входит в поле F̄,

n = dim
CM(R′) Lie

(
P (R′)

)
D

� 20

(см. замечание 2.11 с учётом алгебраической замкнутости F̄, F̄ ⊆ CM(R′)). Зна-
чит, если char F = 0, p > n, Z(Lie(R′)D) ∼= F̄.
В случае если D2 �= D3 = 0, алгебру Lie

(
P (R′)

)
D
можно отождествить с ал-

геброй J(D2 ◦X, f) (см. замечание 2.12, [26, теорема 4.7] и [25, следствие 5.9]).
Ввиду того что элемент α·1+D2◦G ∈ J(D2◦X, f), α ∈ CM(R′), G ∈ X, является
целым над полем F̄, если и только если α, f(D2 ◦G,D2 ◦G) ∈ F̄, элементы поля
Z

(
J(D2 ◦X, f)

)
= CM(R′) · 1 представимые в виде сумм целых над F̄ элементов

J(D2 ◦X, f) входят в его подполе F̄ · 1 и, как следствие, Z(Lie(R′)D) = F̄ · 1 ∼= F̄

(см. (4)).
Применяя замечание 2.12, [10, теорема 5] и [17, с. 49], мы получа-

ем в итоге, что алгебра Lie(R′) содержит йорданов элемент D, йордано-
ва алгебра по которому Lie(R′)D центральна и проста, dimF̄ Lie(R′)D =
= dim ¯CM(R′) Lie

(
P (R′)

)
. Центр Z

(
M(R′)

)
алгебры M(R′) вкладывается в цен-

троид CM(Lie(R′)D) = F̄ IdLie(R′)D
алгебры Lie(R′)D (ψrx = rxψ = rψx, x ∈ R′,

ψ ∈ Z
(
M(R′)

)
; Z

(
M(R′)

)
-модули M(R′) и Lie(R′) не имеют кручения, так как

Z
(
M(R′)

)
↪→ CM(R′)). Поэтому Z

(
M(R′)

)
= F̄ Id′

R = CM(R′), R′ = P (R′)—
простая конечномерная алгебра.

Отметим, что в случае char F = 0 следствие 1.16 в этом рассуждении мож-
но заменить на следствие 1.12, причём конечномерность и простоту алгебры
Lie(R′) можно вывести из [30, предложение 5.1] (в форме предложения 3.1
из [5]), а конечномерность алгебры M(R′) и равенство Z

(
M(R′)

)
= F̄ Id′

R—из
теоремы Пуанкаре—Биркгофа—Витта, применённой к базису Lie(R′) из целых
элементов M(R′). Если степень алгебраичности алгебры R ограничена и харак-
теристика поля F положительна и достаточно велика, то вместо следствия 1.16
можно использовать следствие 1.14 (см. наблюдение перед следствием 1.16 и
замечания 1.10, 1.9). Поэтому теоремы 2.3 и 2.4 могут быть получены на осно-
ве их исходных вариантов для алгебр Ли и свойств алгебры лиевых умножений
алгебры Мальцева (её стандартной лиевой обёртывающей как тройной лиевой
системы (см. [35])).
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[26] Brox J., Fernández López A., Gómez Lozano M. Clifford elements in Lie algebras //
J. Lie Theory. — 2017. —Vol. 27, no. 1. — P. 283—296.
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